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Uber Intervallpolyeder im R,

Exe HERTEL

Herrn Prof. Dr. O.-H. Keller zum 65. Geburtstag gewidmet

Die folgenden Betrachtungen stellen eine Verallgemeinerung eines Ergebnisses von
HapwicER [1] dar. Gleichzeitig werden damit die auf die Ebene beschréinkten Unter-
suchungen in [3] abgerundet.

1. Intervallpolyeder und Zerlegungsgleichheit

Ist im n-dimensionalen euklidischen Raum R, ein rechtwinkliges kartesisches Koordi-
natensystem fest gegeben, so verstehen wir mit HADWIGER ([1], S. 33) unter einem
(eigentlichen) Intervall X die Menge aller Punkte, deren Koordinaten z; die Unglei-
chungen «; < 2; < f§; mit «; < 8; ¢ =1, 2, ..., n) erfiillen. Die Menge aller (eigent-
lichen) Intervalle des R, sei 3,°. Der Durchschnitt C = X n Y zweier eigentlicher
Intervalle ist entweder wieder ein eigentliches Intervall oder ganz in einer Ebene
E, (k < n) enthalten. Im letzten Fall heiBt C' uneigentliches Intervall, wobei auch
0 = @ zugelassen ist. Wenn der Durchschnitt zweier Intervalle uneigentlich ist, so
soll ihre Vereinigung als elementargeometrische Summe geschrieben werden:

def
C=X+Y=C=XuYAXnY uneigentlich.

Definition 1. Eine Punktmenge A des R, heiBt Intervallpolyeder, wenn sie sich als
elementargeometrische Summe endlich vieler eigentlicher Intervalle darstellen 1a6t:

A=)_!:'Xi=X1+Xz+---+Xm mit X; € ¥,° und
1

X; n X; uneigentlich fir¢==45 (2,7 =1,2,...,m).

Die Menge aller so definierten Intervallpolyeder des R, sei &,. Die oben erklirte Ope-
ration + 1Bt sich sinngemafB auf , erweitern. Dabei werde der Durchschnitt 4 n B
zweier Intervallpolyeder, der in endlich vielen echten Unterrdumen des R, liegt, eben-
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falls uneigentlich genannt. Unter Verwendung der Gruppe der Translationen im R,
lassen sich folgende Relationen definieren.

Definition 2. a) Zwei Punktmengen P und @ des R, heiBen translationsgleich
t
(P = @), wenn es eine Translation ¢, gibt, die P in  iiberfiithrt: {,(P) = Q.

b) Zwei Intervallpolyeder A und B heiBen intervallzerlegungsgleich, kurz zerlegungs-
gleich (A ~ B), wenn sich 4 und B in endlich viele paarweise translationsgleiche
Intervalle zerlegen lassen:

def m m t
A~B=A =ZX,/\B=2 Yi/\X,', Y,E%"OA.XQZY, (z=1,,m)
<1 1

Beziiglich der zuletzt definierten Relation gilt der folgende

Satz 1. Die Zerlegungsgleichheit ~ ist eine Aquivalenzrelation iiber y,, und es gilt der
Additionssatz

A n B, C n D uneigentlichAA ~CAB~D-—>A -+ B~C -+ D. (Ad)

Der Beweis dieses Satzes ist der gleiche wie der des entspreéhenden Satzes fiir die
Ebene R, in [3], S. 299 —300, und er kann deshalb hier iibergangen werden.

2. Funktionale iiber 3,

Um die Frage nach notwendigen und hinreichenden Bedingungen fiir die Zerlegungs-
gleichheit von Intervallpolyedern zu beantworten, wird zunachst das auf ,° einge-
schrinkte Problem betrachtet. HADWIGER zeigte, daB zwei Intervalle X und ¥ dann
und nur dann zerlegungsgleich sind, wenn fiir alle translationsinvarianten und addier-
baren Intervallfunktionale @, die Bedingungen @,(X) = @,(Y) erfiillt sind ([1].
S. 35). Dabei heiBt @, translationsinvariant, wenn

t
@y (X) = By (X") fir X = X' 2.1)
gilt, und addierbar, wenn fir X = Zm‘ Z; mit X,Z; € g,°
1

By(X) = )5 @y(Z)) 2.2)

ist.
Das allgemeinste translationsinvariante und addierbare Intervallfunktional, d. h.
die allgemeinste Losung des Funktionalgleichungssystem (2.1), (2.2) ist

Do(X) =2 -+ X e(vn, oo, Ta) Pry(@1) -+ P, (@a) . (2.3)

Dabei sind a; die Kantenlingen von X, p, (a;) ist Koeffizient in der Darstellung
a; =} p.(a;) o, der Zahl a; als Linearkombination mit rationalen Koeffizienten

nach der Hamelschen Basis w, aller reellen Zahlen (vgl. [2]); ¢ ist eine beliebig wiihl-
bare reellwertige Funktion iiber der Menge aller n-Tupel von Indizes 7 € 5, der
iiberabzéhlbaren Indexmenge der Hamelschen Basis. Die Summe: in (2.3) erstreckt
sich schlieBlich iiber alle n-Tupel [ty ..., 7,] mit 7; € Z, reduziert sich aber in jedem
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konkreten Fall auf eine endliche Summe. Bei festem Index v gilt endlich noch
p.(@ + b) = pc(a) + p: (b) (2.4)

und _
p:(ra) = r - p, (t) fiir rationales r. (2.5)

Das allgemeinste translationsinvariante und addierbare Intervallfunktional (2.3)
ist also die allgemeine Lésung der Cauchy-Hamelschen Funktionalgleichung von n
Verinderlichen (den Kantenldngen von X):

f(ali ceey @i, Q4 + bi’ Qit1s « s a’n) = f(al’ ) an) + f(a’l, ceey @i, bi, @ity ooy a,,).

Die Beantwortung der Frage nach notwendigen und hinreichenden Bedingungen fiir
die Zerlegungsgleichheit von Intervallpolyedern ergibt sich durch Fortsetzung des
Funktionals @, auf J, vermoge des Ansatzes

®(4) = f Bo(X,), | (2.6)

m
wobei A4 = ' X; eine nach Definition 1 gegebene Darstellung des Intervallpoly-

1
eders A € Q, als elementargeometrische Summe von Intervallen X; € J,° ist. DaB
der Wert des Funktionals @ (A4) unabhingig von der Darstellung von A4 als Summe
von Intervallen ist und daB @ auf,° mit @, iibereinstimmt, ergibt sich sehr leicht
(vgl. [3], S. 301). SchlieBlich ist das Funktional @ translationsinvariant und einfach
additiv:
t

D(A) =04 firA =4/, (2.7

DA + B) =D(4) + P(B). (2.8)
Damit ergibt sich sofort der .
Satz2. A4, B3I, Ad ~B—®(A) = ®(B) fiir alle ® mit (2.7) und (2.8).

Beweis. Die Relation 4 ~ B sei realisiert durch
m m t
A :ZX‘ und B 22 Y,' mit X", Y,'E%no und X.' = Y.‘ (Z =1,...,m).
1 1

m m
Mit (2.7) folgt daraus @ (X;) = @(Y;) fir ¢ =1, ...,m bzw. } &(X;) =} ¢(Y)),
und mit (2.8) ergibt sich im Sinne einer Induktion nach m 1 1

¢(Zm Xi) = ‘D(Zm Yi)’
1 1
also ®(4) = @(B), w.z.b.w.

3. Hinreichende Bedingungen

Es zeigt sich, daB die mit Satz 2 gefundenen notwendigen Bedingungen fiir die Zer-
legungsgleichheit von Intervallpolyedern auch hinreichend sind, d. h., es gilt der

Satz3. Aus @(4) = D (B) fiir alle ® mit (2.7) und (2.8) folgt A ~ B.
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Zum Beweis dieses Satzes wird der folgende Hilfssatz benétigt.

Hilfssatz 1. Wenn B,C,D €, und Y, Y2 € Q,° gilt, so folgt aus (a) B + C ~ Y2
und (b) D ~ B + Y! quch C 4+ D ~ Y! 4 Y2

Beweis. Die Relation (a) 1aBt sich sicher so realisieren, daB gilt B ~ ¥Yz* und
C~Yc2mit Y2+ Y2 = Y2, wobei Y52 und Y2 nicht notwendig aus J,° sind. Ent-
sprechend sei beziiglich (b) Dg~ B und Dy ~ Y! mit Dg-+ Dy = D. Mit der
Transitivitit der Relation ~ folgt Dy~ Y% so daB sich mit dem Additionssatz
(Ad) C+Dg+ Dy ~Y2+ Yg?+ Y bzw. C + D ~ Y1 Y2 ergibt.

Der Beweis von Satz 3 erfolgt nun durch vollstindige Induktion nach der Dimension
n des Raumes R, :

1. Der Fall n =1 ist trivial; es reicht aus, als Funktional & lediglich die Langen-
funktion heranzuziehen. -

2. Satz 3 sei richtig fir alle Dimensionen <7 — 1.

3. Zum Nachweis der Giiltigkeit von Satz 3 im R, wird zunéchst die folgende schwi-
chere Aussage bewiesen.

Hilfssatz2. A€JAY €J,°ADP(4) = D(Y) fiiralle ® >A ~Y.

Beweis. Sei 4 = X, + --- + X eine Darstellung von 4 als Summe von Interval-
len X; € &,°. Dann soll der Beweis von Hilfssatz 2 durch Induktion iiber die Anzahl
der Summanden von A gefiihrt werden:

a) k = 1 bedeutet 4 = X, € ,°. DaB aber fiir zwei Intervalle X, und Y aus der
Gleichheit der Funktionale @ bzw. @, ihre Zerlegungsgleichheit folgt, liefert gerade
das Ergebnis von HADWIGER, welches auch folgendermaBen formuliert werden kann:
Zwei Intervalle X und Y mit den Kantenlingen a; und b; sind dann und nur dann
zerlegungsgleich, wenn @;/b; = r; (rational) und r, --- 7, =1 ist ([1], S. 36).

b) Hilfssatz 2 sei richtig fiir alle Intervallpolyeder 4, die sich als Summe von weniger
als k Intervallen darstellen lassen. '

c) Sei jetzt 4 =X, + -+ X; und D(4) =D(Y) bzw. mit (2.6) 2Dy (X5)
= @,(Y). Mit (2.3) wird also 1

k
ff‘:l‘ 2 2 oy, ..., Ty) Pe, (@r?) -+ Pe,(as)
22 "'ZC(TI: sy Tn) pn(bl) "'prn(bn): (31)
wenn ay’, ..., a, die Kantenlingen des Intervalls X; und b,, ..., b, die Kantenlingen
k

r, ergibt sich aus (3.1) 3, a,*--- a,f = b, --- b,,
i=1
also die Inhaltsgleichheit ¥V (4) = V(Y) der Polyeder 4 und Y. Nun wird

von Y sind. Mit ¢(7y, ..., 7,) = w,, *+- @

C(o1, ..y 0p) flirr; =0 (6 =1,...,m) A py, (bs) = s,
0(1:1,...,1,,) ={0( 1 n 1) sonst: ( ) P (u)

gesetzt, wo s eine von Null verschiedene rationale Zahl und ¢ eine beliebig wahlbare
reellwertige Funktion aller (n — 1)-Tupel von Indizes aus £ ist. Damit ergibt sich
aus ®(4) =d(Y)

k
‘;Z; E(Ul: [ERY) o’n—l)pax(ali) o pa,.(ani) = 6(' . ) pal(bl) ©** Po, (bn) (32)



Uber Intervallpolyeder im R, 81

Ohne Beschriankung der Allgemeinheit sei p,,(a,') =s;==0 fiur ¢+ =1,2,...,] mit
Il <k, so daB sich (3.2) aufschreiben 1a8t als

E(‘Il: L qn—l) Po, (ali) *Pon_y (a,, 1) == C( ) Pa, (bl) e pu,.-l(bn—l) -8

L

1

Mit s;/s = r; (rational) und (2.'5) wird daraus

4
é; c (0'1’ crey Un—l) Po, (riali)pa, (azi) ***Popy (a:—l) =c ( . ) Po, (bl)  Papy (bn—l) (3-3)

fir alle [0y, ..., 0]

Nun werden Intervalle X; mit Kantenlingen &, ..., &, betrachtet, wobei @’
=|r;|-a}, @ =@a fir j=2,3,...,n —1 und a,,‘ = |1/r;| - @, gilt. Mit dem
Induktionsbeginn a) ergibt sich also X;~X;(@=1,...,1), nach dem Additions-
satz (Ad) ist also

A~X, + -+ X+ Xy+ -+ X (3.4)
O0.B.d.A. seiin (33) r;,>0 fir ¢ =1,...,m(m <), dann geht (3.3) mit den

neuen Bezeichnungen iiber in

B0 @) Do @) = Te) D@ Bern (@)

i t=m+1
+ ¢(-..) P, (by) *+* Po,_, (ba-1)
bzw. nach Summation iiber alle moglichen (n — 1)-Tupel [ay, ..., 6,] in

‘_‘ A\: - 2 e(..) Doy (@) -+ Po,_, (@i_1)

t=1 Op—1
]
=3 XX () o@D - Doy, (@ 5]
t=m+1 o, Op—1

_L Z Z 0( ) Po, (bl) e po,.-‘(bn-l)'
Durch das Symbol X; = (Zy, a,%) (1 =1,...,1) bzw. Y = (%, b,) soll angedeutet
werden, daf3 das Intervall X; durch ein (» — 1)-dimensionales Intervall Z; € &}_, und
die Kante @,' erzeugt wird (analog fir Y). Nach eventuellen Translationen der X;
ist erreichbar, daB alle Z; (¢ =1, ..., 1) und Z in einer (n —1)- dimensionalen Hyper-

ebene E,_, des R, liegen; dann bedeutet (3.5) aber Z Dy(Z;) = ):' Dy(Z;) + Do (2)
und somit nach der Induktionsannahme 2

2z~>;z + 2. (3.6)

0.B.d.A. gelte nun min {@,':1 <i <1} =a,' =¢. Dann werde die folgende Zer-
legung der Intervalle X; bzw. Y durch Schnitte parallel zu E,_; vorgenommen:

- . Z;, a,t —t) fur @, >t
o —— 1 1x.2 A — . 2 ( ) ¥n n )
X, =X 4IX, mlt X; (Z;, 1), X; {g fir &, —t

und
Y=Y'+4 Y2 mit Y'=(Z,t), Y2=(Z,b, —01).

6 Beitr. z. Algebra u. Geometrie 1
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Aus (3.6) folgt damit

2X1~2;1X1+Y1 (3.7)
Nach Satz 2 muB also
(ZXQ 1%+42X) @39
m+1

gelten. Aus (3.4) und der Voraussetzung ®(A4) = @(Y) folgt ebenfalls mit Satz 2

d(4) = (Z’X) (Z‘X +ZX) ®(Y)

+1

bzw. unter Beachtung von (2.8) und X,2 =4

(2X1)+ ¢(ZX2)+¢(2X)+<D(Z"‘X,-)=<1>(Y1)+<1>(Y2).

m+1 I+m
Von dieser Gleichung wird die sich aus (3.8) ergebende Beziehung
m ]
di(z X,-l) — (D( X X;l) = o (YY)
1 m-+1
subtrahiert; das liefert

m+1 m+1

(2m+zr+2X+2X)¢m» (39)

Mit X; = (Z;, @i+t (i=m+1,...,l) wird nach eventueller Verschiebung
der X"l
1 1 o
2 Xi~p X+ ) X,
m+1 m+1 m+1 s

woraus mit Satz 2 und (3.9)

¢(2X2+ > X+ ): X) ®(Y?) (3.10)

m+1

folgt. In (3.10) sind links héchstens £ — 1 Intervalle als Summanden enthalten,
nach der Induktionsannahme b) gilt also

ZP+LX+2X~W

I+1
bzw.
2m+2m+2X+2X~W (3.11)
m+1, mt1 1+

Mit der vereinfachten Bezeichnung 2 X! =B, 2 X1 =D und Zm' X2 -,|- > X,

k m+1 1 2 m+1
+ ) X; =C gehen (3.11) und (3.7) iiber in B+ C ~Y? bzw. D~ B + Y,
141
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woraus mit Hilfssatz 1 folgt C + D ~ ¥t { Y2 oder ausfiihrlich

m ] k
inl+2Xi2+ZXi+ZXiNY,
1 2

m+1 i+1

L k
also 3 X; + 3 X; ~ X bzw. mit (3.4) 4 ~ Y, womit der Hilfssatz 2 bewiesen ist.

1 +1
Nun 148t sich der Induktionsschritt 3 beim Beweis von Satz 3 leicht im allgemeinen
Fall ausfithren. Sei dazu '

k !
A —'———ZX,', B =2 Y; mit X.', Y,' € F\'}”o und ¢(A) = dj(B).
1 1

Wie oben ergibt sich daraus die Inhaltsgleichheit V(4) = V(B). Mit 4 = X, 4 4,
mufl es also moglich sein, B (= B; + B,) so zu zerlegen, dafl By, ~ 4, wird, also
®(By) = ®(A4,), woraus mit @ (4) = D(B) folgt ?(X,) = @(B,). Damit sind aber
die Voraussetzungen von Hilfssatz 2 gegeben (X; € %), so dafl auch X, ~ B; wird
und somit unter Beachtung von (Ad) 4 ~ B, womit Satz 3 endgiiltig bewiesen ist.

Zu Satz 3 ergibt sich als Korollar der folgende

Subtraktionssatz. A,, A, B, B, € A4, + B, ~ Ay, + By A B, ~ B, —~
A, ~A4,.

Beweis. Mit Satz 2 muB} gelten @(4, + B;) = P(4, + B,) und D(B,) = D(B,).
Unter Beachtung der Additivitit (2.8) des Funktionals @ ergibt sich durch Subtrak-
tion dieser Gleichungen ®(4,) = ®(4,) und daraus mit Satz 3 sofort 4, ~ 4,,
was zu beweisen war.
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