D
[-A elt

Werk

Titel: Uber die h1-Bedingung in der idealtheoretischen Multiplizitatstheorie
Autor: Vogel, W.; STUCKRAD, J.

Jahr: 1971

PURL: https://resolver.sub.uni-goettingen.de/purl?301416052_0001 | log14

Kontakt/Contact

Digizeitschriften e.V.
SUB Géttingen

Platz der Gottinger Sieben 1
37073 Gottingen

& info@digizeitschriften.de


http://www.digizeitschriften.de
mailto:info@digizeitschriften.de

Uber die h,-Bedingung in der idealtheoretischen Multiplizititstheorie

JURGEN STUOKRAD und WOLFGANG VOGEL

Herrn Prof. Dr. O.-H. Keller-zum 65. Geburtstag gewidmet

Auf der Akademie-Tagung ,,Uber neuere Probleme der Algebra und Zahlentheorie
in Berlin 1962 formulierte W. VoaEL das folgende Problem:

Sei R =: K[z, %y, ..., &,] ein Polynomring in den n 4+ 1 Unbestimmten 2z, ..., 2,
iiber einem beliebigen Kérper K. Es sei a ein d-dimensionales homogenes Ideal und F
eine Form in R. H (t, a) bezeichne die Hilbert-Funktion von q, d. h.

¢ ¢
.0 =ho@- () + @ (; L)+ hate,
wobei ky(a) > 0, ky(a), ..., ha(a) ganzrationale Zahlen sind und d die Dimension von
a ist (siehe [4]).
Die Frage ist, ob der folgende Satz gilt:

Satz. Set dim(a, F) =d — 1. Wenn hy(a) = hy(a:F), dann ist F in keinem z2u a
gehorigen (d — 1)-dimensionalen Primideal enthalten.

Bisher konnte dieses Problem noch nicht vollstandig gelost werden (siehe [2, 6, 9]).
In der Zwischenzeit wurden in [1] mehrere Ergebnisse mit Methoden der homolo-
gischen Algebra fiir die idealtheoretische Multiplizitédtstheorie hergeleitet. Mit einem
dieser Resultate kann nun der Beweis des Satzes geliefert werden. Wir geben dann
noch einige Folgerungen, die von selbstéindigem Interesse sind.

Beweis des Satzes. a habe folgende Primérzerlegung :
A=(qN-*NQgNQst1 N NQeNT,

wobei q; p;-primér fir ¢ =1,...,t mit dimq; =d fir ¢=1,...,,s und dimg;
=d—1 fir j=s8+1,...,,¢t ist. v bezeichne den Durchschnitt der iibrigen
Primérkomponenten von q, also dim ¢ < d — 2. Analog sei

(a, F) =qy'n-+-n Qr'ﬂt',
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wobei q;' p;’-primdr und dim q;" =d — 1 fir 1 =1,...,r istund dimr =d — 2.
Da nach Voraussetzung A, (a) = &,(a:F) ist, folgt nach [8], Satz 2, die Giiltigkeit des
Bezoutschen Satzes (im Sinne von [4]): ky(a, F) = kg(a) - he(F). Daher folgt in
diesem speziellen Fall (0 = 1) aus dem Korollar 2 zu Satz 3 in [1], daB F in keinem
pr (1 £k <t) enthalten ist, fiir das ein p;/(1 <j <r) derart existiert, daB
pr S p; ist. Hiermit zeigen wir nun, dall unter den Voraussetzungen des Satzes

p;/ = p; firallej =1,...,r und ¢ =s+41,...,¢

gilt. Angenommen, wir hatten p; = p; fiir ein gewisses j und ¢. Dann ist F € p;
wegen (a, F) S p;'. Nach der obigen Bemerkung ist dies ein Widerspruch, weil der
Bezoutsche Satz gilt.

Wir beweisen nun die Aussage des Satzes.
Angenommen, es gilt F € p; mit s + 1 <7 <{. Dann betrachten wir

Ry oy Ry 2(a, F)- Ry, =0, - RBy,n---ngq, - By nt' - Ry,
=Rn‘ (RERE an‘ ﬂRp‘ —':-‘.Rp‘,
da qj fiir alle § =1, ..., und 1’ nicht in p; enthalten sind; Widerspruch, q. e. d.

Korrolar 1. Es sei a wie oben und b = (Fy, ..., F,) ein homogenes Ideal in R mit
dim (a,b) =d — po. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

i) hy(a, Fy, ..., Fj) =hy((a, Fy, ..., Fy):F;y) fiir alle j=0,...,0 —1
((a, Fo) = : ).

(ii) Fiq ist in keinem (d — j — 1)-dimensionalen Primideal enthalten, das zu (a, Fy, ...,
F;) firalle j =0,...,0 — 1 gehort.

Beweis. Satz und [4], 143.3.

Korollar 2. Seien a und b wie in Korollar‘ 1. Dann haben wir: Der Bezoutsche Satz
ho(a, b) = hy(a) - ho(b) gilt genau dann, wenn die Bedingung (ii) des Korollars 1 erfullt
18t.

Beweis. Korollar 1 und Satz 2 in [8].

Fiir ein weiteres Korollar geben wir die folgenden Bezeichnungen :
Das Ideal (a, b) moge folgende Primérzerlegung besitzen:

(a,0) =q;n---ngqsn R(a,b),

wobei die g; p;-primér und die hochstdimensionalen zu (a, b) gehérigen Priméarkom-
ponenten sind, und R (a, b) bezeichne den Durchschnitt der iibrigen Komponenten.
A, bezeichne den regularen lokalen Ring R, fiir alle v =1,...,s. Fernersei a, =:
Ay-a und b, =:4,-0.

Die Primérkomponente g, habe die idealtheoretische Multiplizitdt 4, im Sinne von
W. GROBNER [4], 127.16., S. 88 —89.

x4 (Aofay, Apby) =: ig (=1} L(TOI‘;A'? (do/ay, Av/bv))

bezeichne die Schnittmultiplizitit im Sinne von J.-P. SERRE [7], S. V—12, da 4, ein
regulédrer lokaler Ring ist, und es liegt der charakteristikgleiche Fall vor.

Sei ferner A ein noetherscher lokaler Ring mit dem maximalen Ideal m und q m-pri-
mér. Wenn M == 0 ein 4-Modul vom endlichen Typ ist, dann wollen wir das Hilbert-
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Samuelsche Polynom L (M/q™'- M) fir geniigend groles »n wie folgt auf-
schreiben : '

L(M/qm.M):eo.(”+d)—el.(”+d“1

3 O Ll TR,

wobei d = dim4 M und e; ganzrationale Zahlen sind, und dafiir schreiben wir ¢; = e;
(q, M) (siehe z. B. [7]).

Korollar 3. Seien a und b wie in Korollar 1. Die folgenden Bedingungen sind dann
dquivalent :

(i) F;y, ist in keinem (d — j — 1)-dimensionalen Primideal enthalten, das zu
(a,Fy, ..., F;) firalle j =0,...,0 — 1 gehort.

(ii) Fj4q tst kein Nullteiler in A,/(ay, Fy, ..., F;) - A, fiir alle j =0,...,0 —1 und
v =1, ...,8

(iii) Tor;4»(Ay/ay, 44/0y) =0 “fiir © =1 und firalle v=1,...,s.

(iv) gy = x4 (Ay/ay, Ay/by) firalle v =1, ..., s.

Wenn a und b Primideale sind, dann implizieren diese dquivalenten Bedingungen
(v) e1(qu, Aylay) =0 fiir alle v =1, ...,s.

Beweis. Nach Korollar 2 und Satz 1 in [5] sind (i) und (iv) dquivalent.

Nach Voraussetzung ist b = (Fy, ..., F,) ein Ideal der. Hauptklasse g, und daher
bilden die Elemente F|, ..., F, eine 4,-Folge. Nach [7], chap. IV, folgt nun, da8 der
Koszulkomplex K4:(F,, ..., F,) einefreie Auflosungvon N = :4,/(F,, ..., F,)- 4,
bildet, also _

0—>K,(F)—>--—>K(F)—>N-—>0

mit F =:(Fy, ..., F,). Daraus folgt fiir die :-te Homologiegruppe des Komplexes
K(F, 4,/a,)

Tor4s (A,/ay, Ay/by) =2 H;(F, Ay/ay).

Nach [7], Prop. 3, S. IV—5, sind damit (iii) und (ii) dquivalent.

(i) und (ii) sind nach Korollar 1 und Satz 3 in [1] dquivalent.

Da aus diesen dquivalenten Bedingungen die Giiltigkeit des Bezoutschen Satzes folgt,
ergibt sich nach [1], Satz 2, dafl 4,/a, ein Cohen-Macaulay-Modul iiber 4., ist. Hieraus
folgt nach [1], Satz 5, (vi),

My = €9 (Qv; Av/au)-

Diese Gleichheit ist nach [3], Th. 2.1, mit der Bedingung (v) dquivalent, aber unter
der generellen Voraussetzung, dafl 4,/a, ein Cohen-Macaulay-Modul ist, q.e.d.

Fiir geometrische Anwendungen beachte man den Fall j = s = 1, insbesondere (v),
z. B. im Zusammenhang mit Cor. 4.3. in [3].

AbschlieBend wollen wir darauf hinweisen, da8 der Satz im folgenden Sinn verallge-
meinert werden kann. ‘

Seien a und b d-dimensionale homogene Ideale in R. Sie heiBlen unvergleichbar, wenn
weder a C b noch b C a gilt; dafiir schreiben wir kurz a || b.
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a%-* bezeichne den Durchschnitt der d-, (d — 1)-, ..., (d — k)-dimensionalen Primér-
komponenten, die zu a gehoren, d. h. gg_s4(a) = a%*, wobei g;(a) das i-te Grund-
ideal ist (siche z. B. [6]). Mit diesen Bezeichnungen ergibt sich dann der weitere

Satz. Wenn h;(a) = h;(b) firalle ¢ =0,1,..., k, dann gilt
ad¥ = po* oder qd-k || pi-.

Einen Beweis wird J. STOCKRAD in seiner Dissertation liefern.
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