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Uber Matrizengeometrie

GERHARD GEISE

Herrn Prof. Dr. O.-H. Kellet zum 65. Geburtstag gewidmet

1. Einleitung

Matrizengeometrie bedeute, die Matrizen eines festen Formats mit Elementen aus
einem gegebenen Korper als Punkte eines geometrischen (affinen oder projektiven)
Raumes aufzufassen und geometrische Untersuchungen dieses Raumes unter Verwen-
dung insbesondere der iiber Matrizen bekannten Sétze durchzufiihren ; durch das (ver-
allgemeinerte) Ubertragungsprinzip von STEPHANOS besteht ein natiirlicher Zusam-
menhang zu ,,gewohnlichen affinen und projektiven Rdaumen.

Der Begriff , Matrizengeometrie* diirfte auf BuraU [5, 6]!) zuriickgehen. Wenn im
folgenden — ohne Vollstandigkeit anzustreben — Beitridge zur Matrizengeometrie
genannt werden, dann ist das im weiteren, nicht in dem engen Sinn der Erklarung zu
verstehen, da es sich oft mehr um ,,gewdhnliche* projektive Geometrie handelt (so bei
BerTINI, HORNIAGEK, MEDEK, WEISS).

Bei Burav [5], 8. 92, wird eine naheliegende Abbildung der projektiven 2 - 2-Matrizen
— oder also der projektiven Abbildungen einer Geraden in sich — auf die Punkte eines
dreidimensionalen projektiven Raumes angegeben, jedoch nur sehr kurz behandelt.
Diese als Ubertragungsprinzip von STEPHANOS bekannte Abbildung ist schon 1883 von
C. STePHANOS [24] untersucht worden, der mit ihrer Hilfe die Drehungen des eukli-
dischen Raumes um einen festen Punkt beschreibt. [Diese Abbildung findet sich an
vielen Stellen — auch der Lehrbuchliteratur — in verschiedener Gestalt (insbesondere
mit Verwendung genormter Hamruronscher Quaternionen anstelle projektiver 2 - 2-
Matrizen) in den Grundziigen angegeben, so bei F. Kuen [14], E. A. WxIss [25]?),
K. KoMMERELL [15], W. BLASCHKE [4], H. R. MULLER [20], E. CarTAN [7], H. S. M.
Coxerer [8]°). Die Stephanossche Abbildung ist von V.MepEx [16, 18, 19] und

1) Durch Ziffern in eckigen Klammern wird auf die entsprechende Arbeit des Literaturverzeich-
nisses am Ende dieses Artikels verwiesen. .

#) WErss erwihnt die Stephanossche Abbildung merkwiirdigerweise in [26] nicht, wohl aber in
[25] und spricht hier von ,.einer interessanten Multiplikation der Bildpunkte* im P3, die der
Zusammensetzung zweier projektiver Verwandtschaften einer Geraden entspricht.

%) CoxerER spricht von der Cartan-Stephanosschen Abbildung; so auch BACEMANN [1].
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J. HORNIAGEK [13] sozusagen wiederentdeckt worden, sie ist in dem Vortrag [3] von
S. BILINSKI enthalten und findet sich schlieBlich in den geometrischen Betrachtungen
iiber den Gruppenraum einer elliptischen Bewegungsgruppe bei F. BACHMANN [1]
und H. ScatTTE [21]. Eine durch die oben zitierte Stelle bei BURAU veranlaBte ,,ma-
trizengeometrische* Fassung dieser Abbildung lief auf die Untersuchung [10] des Rau-
mes der projektiven 2 - 2-Matrizen hinaus.

Jene Untersuchungen von G. VERONESE und C. SEGRE, die bei BERTINT [2], S. 355 bis
362, dargestellt bzw. zitiert werden (und auf die immer durch BERTINI [2] verwiesen
werde; vgl. auch C. SEGRE [23]) gehoren zur Geometrie der projektiven Matrizen belie-
bigen Formats. Sie haben in der Arbeit [22] von B. SEGRE eine Fortfiihrung gefunden.
Bei E. A. WEIss [26] findet man Beitréiige zur Geometrie der projektiven 2 - 2-, 2 . 3-
und 2 - 4-Matrizen. Differentialgeometrisch (-metrischer) Natur sind die Untersuchun-
gen von E. CARTAN [7] zur Geometrie der projektiven 2 - 2- und 4 - 4-Matrizen. Die
Arbeit [17] von V. MEDEK gehért zur Untersuchung der projektiven 3 - 3-Matrizen,
gelangt jedoch nicht wesentlich iiber Aussagen hinaus, die in anderer Gestalt schon bei
BERTINT [2], Nrn. 29 und 30, und Burav (5], S. 92 ff., nachzulesen sind. Diese zuletzt
erwihnte Stelle bei BURAU hat die matrizengeometrischen Betrachtungen des Verfas-
sers angeregt.

Affine Geometrie der quadratischen Matrizen ist in dem Artikel [11] und den dort zi-
tierten Arbeiten von M. GERSTENHABER enthalten. Sie haben den modernen Standpunkt
der algebraischen Geometrie nach A. WEIL, der hier nicht eingenommen wird, zur
‘Grundlage; insofern gibt es keine Beriihrungspunkte mit den Gerstenhaberschen
Beitrigen zur Matrizengeometrie.

Die beiden Biicher [5, 6] von BuraU schlieBen an die klassische projektive Geometrie
an und stellen Beziehungen zur modernen Geometrie her bzw. behandeln Gegensténde
derselben auf eigene Weise (z. B. Spinorengeometrie, symplektische Geometrie), soweit
es sich um Geometrie iiber dem komplexen oder reellen Zahlkérper handelt. In dieses
der algebraischen Geometrie vorgelagerte ,Zwischengebiet ist vorliegende Arbeit
ebenfalls einzuordnen. Burav legt Wert darauf, ,,moglichst viele Schliisse synthetisch,
d. h. ohne Rechnung, durchzufiihren, wo dies ohne allzuviel Zwang moglich ist* ([6],
8. 6). Im iibrigen werden nur landléufige Kenntnisse aus der Theorie der Vektorriume
und Matrizen verwendet, wie sie etwa in den ersten beiden Semestern eines Mathe-
matikstudiums vermittelt werden. Verfasser mochte zeigen, daB mit diesen elementa.-
ren Mitteln in wesentlich weitergehender Weise als bei BURAp im eingangs definierten
Sinn Matrizengeometrie betrieben werden kann. Am stéirksten wirkt sich dabei der
bekannte Satz aus, daB jede Matrix als Produkt aus einer (nicht eindeutig bestimmten)
spalten- und einer zeilenreguliren Matrix dargestellt werden kann (Hilfssatz 1).

Es zeigt sich, daBl die matrizenalgebraische Methode in der Matrizengeometrie natiir-
lich und recht fruchtbar ist und eine stirkere Beachtung als bisher geschehen zu ver-
dienen scheint. Dabei sind keineswegs auch nur annihernd die Anregungen und Bezie-
hungen ausgenutzt worden, die den Arbeiten von BERTINT, Wgziss, B. SEGRE und
BURAU zu entnehmen sind ; insbesondere ist der von E. CARTAN gepflegte Standpunkt
der Riemannschen Geometrie iiberhaupt nicht beriicksichtigt worden. Mit einem Blick
auf dieses Werk von E. CARTAN [7] sowie auf die erwihnten Arbeiten von GERSTEN-
HABER liegt hier sozusagen ein elementarer Teil der projektiven Matrizengeometrie in
ihren Anfingen vor.

Nach Bereitstellung einiger Sitze aus der Matrizenlehre werden die projektiven
Matrizenrdume und ihre Rangmannigfaltigkeiten eingefiihrt (hierzu vgl. BERTINI [2],
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S. 355 ff., Burau [5], S.91—99, [6], S. 138—141). In einem nachfolgenden Artikel
wird ein spezieller Raum, der der projektiven 3 - 3-Matrizen, iiber BERTINI, MEDEK
und BURAU hinaus nidher untersucht.

2. Abkiirzungen und Bezeichnungen

P7: n-dimensionaler projektiver Raum
a,b,c, ...: Punkte von P*

& Koordinatenvektoren, die diese Punkte oder
d, b, ¢, ...: Hyperebenen von P*

Hyperebenen angeben, werden genau so bezeichnet, sofern nicht eine beson-
dere Verabredung getroffen wird.

Pr: der zu P" duale Raum, d. i. der Raum der Hyperebenen von P*. Der dem (Punkt-)
Raum dual entsprechende Begriff ist (im Anschlufl an BErTINT [2],S.31) das

(Hyperebenen)Bund; das 1- bzw. 2-dimensionale Bund heiBt auch Biischel
bzw. Biindel.

U n V bzw. (U, V): Durchschnitt bzw. Erzeugnis der Unterrdume U und ¥V von P"

Matrizen, die nicht notwendig keine Zeilen- oder Spaltenmatrizen sind, werden mit
lateinischen GroBbuchstaben bezeichnet.

pg-Matrix: Matrix mit p Zeilen und g Spalten (auch p - g-Matrix)
A: Matrix

AT: die zu A transportierte (gestiirzte) Matrix

a;: i-te Spalte von 4

a’: j-te Zeile von 4

|-
4= [al . aq]: die durch ihre Spalten angegebene Matrix 4
l |

—al —
4 = [ : ] : die durch ihre Zeilen angegebene Matrix 4

—aP —

x5 Spaltenvektor = p 1-Matrix

x¥:  Zeilenvektor = 1p-Matrix

|4]: Determinante von 4 (falls 4 quadratisch)
Sp 4: Spur der Matrix 4 (falls A quadratisch)
rg A: Rang der Matrix 4

rg-r-pg-Matrix : pg-Matrix vom Rang r.

Zahlen des Grundkorpers werden mit lateinischen oder griechischen Buchstaben
bezeichnet; wann natiirliche Zahlen gemeint sind, mochte dem Zusammenhang
entnommen werden.

0: Null(zahl)
O: Nullmatrix
o: Nullvektor
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Im folgenden werden (m + 1) (n + 1)-Matrizen A, B, ... betrachtet, wobei m,n
(> 0) fest bleiben und die Elemente einer Matrix nach folgendem Beispiel indiziert
werden :

Ay Qo1 Qon
A A Ay '

A= ." . . (1)
Amo Amy1 * ** Amyg

3. Hilfssiitze aus der Matrizenalgebra

In Zusammenhang mit Aussagen iiber den Rang einer Matrix werden (durchweg ohne
Beweis) Sétze iiber das Produkt und die Summe von Matrizen bzw. iiber die Zerlegung
einer Matrix in ein Produkt oder eine Summe zusammengestellt.

Hilfssatz 1. ([27], S. 92 {.). a) Das Produkt AB einer vrg-r-pr-Matrix A mait
einer rg-r-rq-Matriz B ist eine rg-r-pq-Matriz.

b) Es sei A eine pg-Matriz mit vrg A =r > 0. Dann gibt es eine rg-r-pr-Matriz B
und eine rg-r-gr-Matrixz C, die nicht eindeutig bestimmt sind, so daff A in das Produkt

A = BCT 2)

zerlegbar ist. Bet festem A ist B durch C bzw. C durch B eindeutig festgelegt. Samtliche
Zerlegungen der Matriz A in rg-r-Matrizen nach (2) werden durch

A = (BR) (CR™Y)T @)

angegeben, wo A = BCT eine beliebige Zerlegung von A ist und R alle reguliren rr-Ma-
trizen durchlauft. (Im Fall r = 1 reduziert sich die Matrixz R auf einen von Null verschie-
denen Skalar.)

Hilfssatz 2 ([27], S. 94).a) Das Produkt einer rg-r-pr-Matrix mit einer rg-s-rq-Matrix
18t eine rg-s-pq-Matrix. Das Produkt einer rg-s-pr-Matrix mit einer rg-r-rq-Matrixc ist
eine rg-s-pq-Matrix.

b) Das Produkt einer rg-r-rp-Matrix mit einer rg-s-pq-Matrix ist eine rg-t-pq-Matriz
mat Max (0, r + s— p) < ¢ < Min (7, s).

c) Das Produkt einer rg-r-pp-Matriz mit einer rg-s-pp-Matriz ist eine rg-t-p p-Matriz
mit Max (0,7 + s — p) < ¢ < Min (r, s).

Hilfssatz 3. ([27], S. 22). Es sei B eine rg-r-pq-Matriz mit r >0 und C eine
qt-Matriz, A eine sp-Maitrix.

a) Genau dann folgt A =0 aus AB =0, wenn B zeilenregulir, d. h. wenn r = p
18t. ‘

b) Genaw dann folgt C =0 aus BC = 0, wenn B spaltenregulir, d. h. wenn r = q ist.

Hilfssatz 4. Es sei A eine rg-r-pq-Matriz mit 0 <r < Min (p, q) und A = BCT
eine Zerlegung von A in rg-r-Matrizen.

a) Ist D eine qs-Matriz mit AD = O, dann ist schon CYD = 0. Bedeutet y eine vari-
able q 1-Matriz, dann ist jede Spalte von D ein Lisungsvektor des Gleichungssystems
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CTy =o, ist also aus belicbigen g — r linear unabhingigen Lisungen dieses Systems
kombinierbar; demnach istrgD < q —r. :

b) Ist F eine pt-Matrizmit FTA = O, dann gilt schon FTB = 0. Esist ;g F <p —r.
Im Raum der Zahlen-p-tupel ist der von den Spalten von B erzeugte Raum orthogonal 2u
dem von den Spalten von F erzeugten Raum.

Hilfssatz 5. a) [(27], S. 26 f.) Eine rg-r-pg-Matriz ist als Summe (Linearkombr-
nation) von r linear unabhingigen (nicht eindeutig bestimmien) rg-1-pq-Matrizen
darstellbar. Ist

| l —cl —
A =BCT =| b, b, :
] I —c =

eine Zerlegung von A in rg-r-Matrizen, dann ist A =byct + -+ + bc™ solch eine
Darstellung. Die Summe von irgend s(<r) dieser Summanden ist eine rg-s-pq-
Matriz.

b) Sind A, = bycl, ..., A, = byc* rg-1-pg-Matrizen, fir die r der kleinere der
Ringe der Matrizen

L i
B:=|:b1---b,] und CT:=[ : ]
o —o -

ist, dann ist A; + -+ + Ay = : A eine pq-Matrix hichstens vom Rang r.
¢) Sind A und B zwei pg-Matrizen und ist r der kleinere der Ringe der p - 2q-Mairiz

[4 | B] und der 2p - g-Maitrix [f}] ,dann ist A 4+ B eine pg-Matriz hichstens vom
Rang r. .

Hilfssatz 6. Sind A und B regulire oder singuldre quadratische Matrizen gleichen
Formats, dann gilt

adj (AB) = adj 4 - adj B.

Hilfssatz 7 ([27], S. 116 ff.). Es sei A eine rg-r-pr-Matrizmit p >r (= 1). Essei By,
die rr-Einheitsmatriz. Dann gibt es eine nicht eindeutig bestimmte rg-r-rp-Matriz A mit
AA = E,,; es heift A eine Halb-Linksinverse von A. Ferner gibt es eine nicht eindeutig
bestimmie regulire Matriz A* mit

wo O die (p — r) r-Nullmatrix st.

Beweis. Nach Hilfssatz 1 ist AT A eine rg-r-rr-Matriz und daher (ATA)1AT =: A
eine Halb-Linksinverse von A (die iiberdies idempotent und symmetrisch ist).
— Das Gleichungssystem 2T A = o7 hat eine (n — r)-dimensionale Lésungsmannig-
faltigkeit. Es sei B eine rp-Matrix mit von Null verschiedenem Rang, deren Zeilen
Losungen dieses Gleichungssystems sind. Dann ist auch A 4 B eine Halb-Links-
inverse von A. — Nun sei 4 eine (p — r) p-Matrix, deren Zeilen beliebige linear unab-
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hingige Losungen von 2T A = o7 sind. Dann ist

~

-[j

eine regulére pp-Matrix mit der angegebenen Eigenschaft.

Folgerung. Es‘ ser A eine rg-r-pg-Maitrix und A = BCTV eine Zerlegung von A
in rg-r-Matrizen. Dann gibt es jeweils wenigstens eine regulire pp-Matriz M und
eine regulire qq-Matrixz N, so daf3

gilt, wo auf der rechten Seite eine pq-Matrix steht, die in der angedeuteten Weise aus E,,
und Nullmatrizen passenden Formats zusammengesetzt ist.

4. Projektive Matrizenriume und ihre Rangmannigfaltigkeiten

4.1. Matrizenriume

Die (m + 1) (»n + 1)-Matrizen bilden einen Vektorraum der Dimension (m - 1)
(» + 1). Als Basis kommen insbesondere beliebige (m + 1) (n 4 1) linear unabhén-
gige Matrizen vom Rang 1in Frage, speziell die Matrizen £y (¢ =0, ...,m; k =0, ...,n),
die an der Stelle (i, k) eine 1, sonst nur Nullen stehen haben. Dieser Vektorraum
werde der Matrizenraum M pm1q)(ns1y) genannt und kurz (da m und n fest zu denken
sind) mit M, bezeichnet.

Definition 1. Fiir die Matrizen 4, B € M, heifle die durch
(4,B) : =Sp ATB (3)
definierte Zahl das innere Produkt von A und B.

Es ist zu erkennen, daf3 diese Definition die iibliche Definition des inneren Produktes
zweier Spaltenvektoren umfaft und da@

(4,B) =(B,4), (4+ B,C)=(4,0)+ (B,0)

gilt. Die linearen Abbildungen des Matrizenraumes M, in sich werden durch die Ele-
mente jenes Vektorraumes geliefert, der aus den ,,Ubermatrizen® folgender Bauart
besteht:

M:=[My] mit My e M, (6=0,....,m; k=0,...,n); (4)

M ist also eine (m -+ 1) (n + 1)-Matrix, deren Elemente dem Matrizenraum M, ange-
horen. Mittels (3) wird die Anwendung von M auf 4 € M, durch

M -A:=[(My, A)] (5)

erklart. — Werden die Elemente von M, von links oder rechts in gewohnlicher Weise
mit einer (festen) Matrix geeigneten Formats multipliziert, dann wird ebenfalls eine
lineare Abbildung von M, in sich erhdlten; die zugehorige Matrix M ist leciht aufzu-
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stellen?). Aber nicht jede lineare Abbildung von M* in sich 1aBt sich so angeben. Diese
speziellen linearen Abbildungen von M spielen jedoch eine besondere Rolle und geho-
ren wesentlich zum Gegenstand der Betrachtungen (vgl. insbesondere Abschnitt 26).2)3)

4.2. Projektive Matrizenriume

Mit Hilfe des Begriffs der projektiven Gleichheit wird aus M, ein projektiver Matrizen-
raum hergestellt:

Definition 2. a) Zwei Matrizen 4 und B aus M, von denen keine die Nullmatrix ist,
heiBen projektiv-gleich, in Zeichen: A — B, wenn sie linear abhéngig sind.

b) Eine Matrix, die bis auf einen Skalarfaktor ¢ =0 eindeutig festgelegt ist, heille
projektiv-eindeutig (bestimmd).

Im wesentlichen soll das Zeichen — daran erinnern, daf in einer Gleichheit ein von
Null verschiedener (sogenannter Proportionalitits-)Faktor unterdriickt wurde, der in
gewissen Fillen jedoch sehr wohl zu beriicksichtigen ist.

Unter den Matrizen von M, wird durch die projektive Gleichheit eine Aquivalenz-
relation eingefiihrt, denn die Gesetze der Reflexivitit, Symmetrie und Transitivitdt
sind offenbar erfiillt. Die Nullmatrix bildet eine Aquivalenzklasse fiir sich (Nullklasse).

Definition 3. Die von der Nullklasse verschiedenen Klassen’ projektiv-gleicher Ma-
trizen des Matrizenraumes M, = M pni1yns1y bilden den projektiven Matrizenraum
My = Mmi1yn+1- Jedes Element des projektiven Matrizenraumes heile ein Punkt
von M, oder auch eine projektive Matriz (vom Format (m 4 1) (n + 1)).

Verabredung. Ist 4 € My, A £ O, ein Reprisentant einer Klasse projektiv-glei-
cher Matrizen, so werde diese Klasse einfachheitshalber (und wohl auch unmiGBver-
standlich) mit A4 bezeichnet und A4 eine Koordinatenmatriz der so angegebenen projek-
tiven Matrix genannt.

Im Fall m =0 oder n = 0 ist statt ,,projektiver Matrizenraum einfach ,,(gewohn-
licher) projektiver Raum* zu sagen ; man spricht dann nicht von ,,Koordinatenmatrix‘,
sondern von ,,Koordinatenvektor. Der projektive Matrizenraum I, ist ein im ge-
wohnlichen Sinne projektiver Raum der Dimension d = (m + 1) (» + 1) — 1, und
der Zusammenhang zu einem solchen Raum, zum Raum der projektiven Zahlen-
(d 4 1)-tupel ist einfach dadurch gegeben, daB man die d + 1 Stellen dieser Zahlen-
reihen entweder mit (m - 1)-adischen (wenn sm = n) oder mit (» 4 1)-adischen
(wenn n = m) Zahlen indiziert, wie sie durch die Darstellung (1) einer (m + 1) (n + 1)-

1) Fiir Ubermatrizen (4) wird sich in Verallgemeinerung des gewéhnlichen Matrizenproduktes
unter Beachtung der Definitionen (3) und (5) eine ,,Komponierbarkeit‘‘ erklaren lagsen, die fiir
quadratische Ubermatrizen (m = n) mit einer Determinantentheorie versehen werden kénnte.
Es diirfte sich dabei um eine komplizierte Umschreibung der gewohnlichen Matrizenmultipli-
kation und Determinantentheorie handeln, die aber in Zusammenhang mit den von BurAU
[6], S. 141, erwihnten Hypermatrizen von Interesse sein kénnte. Hier wird solch ein Kalkiil
nicht benotigt.

%) Es wiire reizvoll, die Elemente von M, unmittelbar als Punkte eines geometrischen Raumes auf-
zufassen und ,,affine Matrizengeometrie* zu betreiben, wobei insbesondere im AnschluB an das
innere Produkt die Frage der Einfithrung von Metriken untersucht werden konnte.

%) Die nicht zu M, gehorende Nullklasse konnte nach Buravu [6], S. 38, der ,,Unpunkt* von M,
genannt werden.
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Matrix angeregt wird. Dies ist der Inhalt des Ubertragungsprinzipes von STEPHANOS in
einer naheliegenden Verallgemeinerung.

Die Begriffe Rang einer Matrix sowie — fiir quadratische Matrizen — singulir, regulir
bzw. verschwindende und nicht verschwindende Determinante iibertragen sich in
natiirlicher Weise auf projektive Matrizen.

4.3. Rangmannigfaltigkeiten

Definition 4. Es sei r eine feste ganze Zahl mit 0 < r < Min (m + 1, % + 1). Die
projektiven Matrizen von %, mit dem Rang s < r bilden die Rang-r- Mannigfaltig-
keit (rg-r-Mannigfaltigkeit) I,” von M,. Die rg-1-Mannigfaltigkeit wird Segresche
Mannigfaltigkeit genannt.l)

Ist ro = Min (m + 1, n 4 1), dann ist die rg-ro-Mannigfaltigkeit offenbar 9t, selber.
Daher sei im folgenden 0 < r < 7, vorausgesetzt. — Jede rg-r-Mannigfaltigkeit
ist eine algebraische Mannigfaltigkeit. Setzt man néamlich in der Matrix

200 *** %on
Z=|: i
Zmo *** Zmn
mit unbestimmten Elementen z;; alle (r 4 1)-reihigen Unterdeterminanten gleich Null,
so erhélt man Gleichungen vom Grad r + 1, die die Mannigfaltigkeit beschreiben.

Es diirfte nicht leicht sein, einen allgemeinen Punkt einer Rangmannigfaltigkeit anzu-
geben. Als giinstig erweist sich folgende Darstellung: Ist X eine variable (m + 1)r-
Matrix und Y eine variable (n + 1) r-Matrix (im Fall r = 1 werde x statt X und y
statt ¥ geschrieben), dann ist

Z=XYT (mPFalr=1: Z=ay") (6)

eine Art Parameterdarstellung der rg-r-Mannigfaltigkeit; zu verschiedener Wahl
der Variablenreihen 2, ..., &y und yo, ..., ¥y kann der gleiche Punkt Z geho-
ren. Im Fall r =1 ist die Darstellung (6) projektiv eindeutig. (6) werde eine Quas:-
Parameterdarstellung der rg-r-Mannigfaltigkeit I, genannt.

Man erkennt nun recht einfach die Giiltigkeit folgender Aussagen. Aus der bekannten
Operation des Transponierens von Matrizen folgt

Satz la. Die Riume Mmirymiry = My und Mprayimny = MyT  sind  isomorph.

Damit ergibt sich die projektive Gleichwertigkeit auch der Rangmannigfaltigkeiten
M," und M, T, und es konnte 0.B.d.A. etwa m < n angenommen werden.

Satz 1b. Es gilt Myl = M2 < .- = M1 <= My = M,

In der rg-1-Mannigfaltigkeit 9%, kommen auch die Punkte E; vor, die die zu
Beginn von Abschnitt 4.1. erwdhnten Matrizen als Koordinatenmatrizen besitzen :

1) Vgl. die in der Einleitung genannte Literatur. Es werde hervorgehoben, daB hier die rg-1-Man-
nigfaltigkeit mit der Segreschen Mannigfaltigkeit identifiziert wird, die sonst allgemeiner defi-
niert ist (z. B. Buravu [5], S. 56 ff, [6], S. 110 ff), es liegt hier lediglich eine Darstellung der
SEGREschen Mannigfaltigkeit vor.
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Satz 1c. Der kleinste lineare Unterraum von My, in dem M, oder irgendeine M, liegt,
ist M, selbst: Irgendeine Rangmannigfaltigkeit erzeugt den ganzen Raum IN,.

Den in Satz 1c¢ angegebenen Sachverhalt kann man genauer noch so beschreiben:
Ist P My und rgP =r =171, +1r, (r; >0,7r, >0), dann liegt P auf der Verbin-
dungsgeraden (wenigstens) eines Punktes von 9," mit (wenigstens) einem Punkt
von M,", denn die Koordinatenmatrix P 1aBt sich als Summe zweier (nicht eindeutig
bestimmter) Matrizen vom Rang r; und r, angeben. Da umgekehrt die Summe zweier
Matrizen mit den Réngen r; und r, eine Matrix mit dem Ho6chstrang r, 4 7, ist,
gilt

Satz 1d. Die Punkte der Geraden, die durch Verbinden der Punkte von M, und M,
entstehen,t) erfillen die M," mit r = Min (ry, r, + 75). Dabet ist etwa r, < r,, also
M S M.

Die Definition der Rangmannigfaltigkeiten ist einerseits, namlich von der Bezeichnung
her, geometrisch insofern nicht. befriedigend, als der Rang eines Punktes von I,
keine Invariante gegeniiber allgemeinen linearen Transformationen (5) ist, obwohl
natiirlich die geometrischen (projektiven) Eigenschaften einer Rangmannigfaltigkeit
bei einer solchen Operation erhalten bleiben. Andererseits kann die Definition wieder
als verniinftig betrachtet werden, indem 9, als ein Bild des Raumes oder gleich als
Raum der projektiven Abbildungen eines gewdhnlichen projektiven Raumes P" der
Dimension 7 in einen anderen, @™, der Dimension m anzusehen ist. Denn ist A eine

Koordinatenmatrix einer projektiven Abbildung o:P* =+ Q™, also die Darstellung
der Abbildung beziiglich bestimmter Koordinatensysteme von P und @™ durch eine
projektive Matrix (Abbildungsmatrix), so wird ein Wechsel dieser Koordinatensysteme
durch Transformation von 4 in eine dquivalente (d. i. ranggleiche) Matrix MANT an-
gezeigt, wo M und N regulire quadratische Matrizen passenden Formats sind. Damit
ist aber begrifflich klar, da auf diese Weise im wesentlichen schon sémtliche linearen
Transformationsn von M, angegeben sind, bei denen die Rangmannigfaltigkeiten
auf sich abgebildet werden, und es erhellt sich, warum die durch gewohnliche Matri-
zenmultiplikation zu erhaltenden linearen Abbildungen (5) von I, wie schon erwéhnt,
eine besondere Rolle spielen. — Daf durch gewohnliche Multiplikation der Elemente
von M, von rechts und von links mit reguldren Matrizen geeigneten Formats wesent-
lich alle geldufigen (als linear zu bezeichnenden) und rangerhaltenden Umformungen
einer Matrix beschreibbar sind, ist bekannt und ergibt sich hier erneut, weil bei Opera-
tionen dieser Art die rg-1-Matrizen in ebensolche iibergehen miissen, was durch
die angegebenen Transformationen gewéhrleistet wird, und aus der rg-1-Mannig-
faltigkeit alle hoheren Rangmannigfaltigkeiten linear erzeugt werden koénnen. In
anderer Formulierung kann man zusammenfassend und ergénzend sagen:

Satz 2. Ist G, die Gruppe der reguliren (m + 1)-rethigen und G, die Gruppe der regu-
liren (n + 1)-rethigen quadratischen projektiven Matrizen, so ist die Gruppe der Auto-
kollineationen von M, die die Rangmannigfaltigkeiten fest lift,

a) tm Fall m == n tsomorph zu dem direkten Produkt G,X G,

b) im Fall m = n isomorph zu dem Erzeugnis dieser Gruppe Gy X G, und der Gruppe
T von der Ordnung 2, die der rangerhaltenden Operation des Matrizentransportierens
entspricht.

1) Es wird also nicht das Erzeugnis aus beiden Mannigfaltigkeiten gebildet; man konnte von der
Menge der Sekanten der beiden Mannigfaltigkeiten sprechen.

4 Beitr. z. Algebra u. Geometrie 1
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Ist A€ @, Bec G, und Z ein beliebiger Punkt (Koordinatenmatrix) aus I%,, dann
ist
7" =AZB (Z€eWMy)
die Anwendung des Elementes (4, B) € Gy X G, auf M,. Im Fall m =n kann
noch die Abbildung
Z' = ZT vorher

2
~

Z'"' = Z"T danach

oder

ausgeiibt werden; im allgemeinen wird dabei (4ZB)T von A ZT B verschieden sein.
Es liegt eine treue Darstellung vor.

Die spezielle Abbildung

7' =AZ (Z € My; A fest) . . Rechtsschicbung (7)
heiBe eine . .
7" =ZB (Z € My; B fest) Linksschiebung (7"
von M, ; dies in Analogie zu den Rechts- und Linksschiebungen des Raumes der pro-

jektiven 2 . 2-Matrizen. Eine aus Rechts- und Linksschiebungen zusammengesetzte
Abbildung werde kurz eine Schiebung von I, genannt.

Wesentlich ist die Bemerkung, daB es in der (gemeinsamen) Autokollineationsgruppe
der Rangmannigfaltigkeiten immer wenigstens eine Transformation gibt, die einen
gegebenen Punkt vom Rang 7 in einen beliebigen anderen Punkt des gleichen Ranges
iiberfithrt (Transitivitit der Autokollineationen von It,), wovon gelegentlich vor-
teilhaft Gebrauch zu machen ist. (Vgl. Folgerung aus Hilfssatz 7.)

4.4. Lineare Riume auf Rangmannigfaltigkeiten

Es sei P ein Punkt von M, und rg P = r < r,. Dann kann P einmal als Punkt von
M, ein anderes Mal als Punkt von I, mit r;, > r (falls es solche Zahlen r, gibt)
betrachtet werden.

Von den méglichen Zerlegungen der Matrix P in ein Produkt aus rg-r-Matrizen
sei eine herausgegriffen:

P = ABT.
Man erkennt:

Satz 3. Bes festgehaltenem {; und Ersetzen von {ﬁ durch eine (gleichformatige) vari-
Z=AYT

7Z = XBT
, der ganz auf WM, liegt und den Punkt P enthdlt.

able Matrix {; durchlauft der Punkt {
. . fm' =r(n +1) —
Dimension {n' —r(m+ 1) — 1

Auf M, liegen also zwei verschiedene Arten linearer Raume, die erzeugende Riume
1. und 2. Art oder linke und rechie erzeugende Riume von I, heiflen sollen gemaB
folgender Verabredung:

; . M
einen linearen Unterraum { N der

{fvl sei ein erzeugender Raum . { Art oder {mker erzeugender Raum;

ht



Uber Matrizengeometrie 51

Z=AYT
Z =XBT

,,erste oder linke Faktor‘ 4

in seiner Parameterdarstellung { zweite oder rechte Faktor B

ist der {

fest. Es heille { eine mogliche Koordinatenmatrix von

B N

Es folgt weiter die Giiltigkeit von

Z = A,YT (4, feste rg-r-(m + 1) r-Matrix) .
Satz 4. { % — X B,T (B, feste tg-rn - 1) r-Matriz) beschreibt genau dann denselben
linken M:Z=AYT . .
{rechten erzeugenden Raum N: 7 — XBT (aus Satz 3), wenn eine Beziehung
A, =AR . . . [R A, und A ..
{ B, — BS mit reguldrer rr-Matrix { S besteht (d. h. wenn { B, und B rechtsiquivalent
sind). .

Damit ist der Begriff ,,mogliche Koordinatenmatrix‘‘ motiviert und der Zusammen-
hang zwischen zwei verschiedenen moglichen Koordinatenmatrizen eines erzeugenden
Raumes geklart.

Durch jeden Punkt P vom Rang r der I, " gibt es genau einen rechten und genau einen
linken erzeugenden Raum. Aber natiirlich kénnen sowohl die rechten als auch die
linken erzeugenden Réume verschiedener Punkte vom Rang r auf I,” dieselben sein.
Uber erzeugende Riume gleicher und verschiedener Art geben die folgenden Sitze
Auskunft.

Satz 5. Zwei erzeugende Riume M und N verschiedener Art von I, spannen einen
Raum (M,N) = :T der Dimension r[(m + 1)+ (n + 1) —r] — 1 auf. Genau
dann ist T eine Hyperebene, wenn m =n =r gill.

Beweis. M und N seien die erzeugenden Raume durch den Punkt P vom Rang 7.
Durch eine geeignete Schiebung kann erreicht werden, daB P (unter Beibehaltung
dieser Bezeichnung) die Gestalt

E 1 1
.10 " .10
P = 1] = 1 1} (8)

?{00 o Yo,r-1 I.%n

M: Z= Z’}r—l,o :l./r—l.r—l :1/r—l.n ’ 9
0
Zoo " To,r1 i
N:Z=| et O |. ©")
Tmo 0 Tmp |

4%
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Aus (9') und (9”') erkennt man unmittelbar, dal (M, N) = T' die Parameterdarstel-
lung

200 “**Ror-1 " Ron
T: Z =| 21,0 %-1,r-1""" %r-1,n (10)
e 0
s . 1 .
: 10
Zmo """ Fmr-1 |

und also die angegebene Dimension besitzt.
Aus den Satzen 3 und 5 folgt sofort

Satz 6. Zwet erzeugende Riume M und N verschiedener Art von I, haben einen Raum
MnaN =:8 der Dimension r* —1 gemeinsam. Sind M und N die erzeugenden
Réiume des rg-r-Punktes P € M, und ist P = A BT eine Zerlegung von P in rg-r-
Matrizen, dann st

MnoN=8: Z=AQBT

eine Parameterdarstellung von S, wobei Q alle (reguliren und singuldren) rr-Matrizen
durchlauft.

Definition 5. Ist P ein Punkt von M, mit rg P = r < ry, und sind M und N die
beiden erzeugenden Rédume verschiedener Art von IRt," durch P, so heifle der von
M und N erzeugte Raum 7' der Tangentialraum von M," in P.

In den Fillen r =1 und m = n = r ist diese Definition geldufig. Zur Rechtferti-
gung der Definition werde nun gezeigt, daBl jede Gerade durch P, die IM," in P im
iiblichen Sinne der algebraischen Wurzelzahlung (vgl. BErTINI [2], S. 180) von min-
destens zweiter Ordnung trifft, dem Raum 7' angehort.

Es sei @ ein (zunéchst) beliebiger Punkt von M, @ 3= P. Die Gerade PQ:Z = ¢P
+ n@Q oder

[ €+ 1900 7901 - = = g g Nq0n |
N0
: — £ Nr-1,r1 .
PQ: Z = 11
¢ 2 N 4rr 8 (11)
| M9mo a : : . . : N9mn _|

ist Tangente an 9,7, wenn sie Tangente an jede der Hyperflichen ist, die die Rang-
mannigfaltigkeit M, " definieren (vgl. S. 48). In jeder aus der Matrix (11) herausge-
griffenen (r 4 1)-reihigen Unterdeterminante D kommt ein Term vor, der & in der
groBtmoglichen Potenz ¢ enthélt: D =a - &9+ + ... mit 0 <t < r und einer
gewissen Konstanten a, so daB die iibrigen Glieder » in einer hoheren Potenz als
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r — ¢t + 1 besitzen. Gilt ¢t < r, dann ist r — ¢ + 1 = 2, und es kann % in mindestens
zweiter Potenz aus D herausgezogen werden, d. h., der durch die Parameter (£, )
= (1, 0) gekennzeichnete Punkt P ist mindestens zweimal als Schnittpunkt der Gera-
den PQ mit I," zu zéhlen. Im Fall ¢ = r ist der Koeffizient a in der Darstellung von
D eine Zahl g;; ,,aus der unteren rechten Ecke* der Matrix (11) (d.h. »r <1 =< m,
r < k < n). Damit auch jetzt der Punkt P wenigstens zweimal als Schnittpunkt
gezéhlt werden kann, mul ¢;; = 0 fir die angegebenen Indizes gelten oder also,
gemiB (10), @ ein Punkt des Tangentialraum von P genannten Raumes sein.

Dies motiviert

Definition 6. Die rg-s-Punkte der rg-r-Mannigfaltigkeit 9, mit s = r heiflen
reguldre, die mit s < r heillen singulire. Punkte von I,'.

Die rg-1-Mannigfaltigkeit 3t,! (Segresche Mannigfaltigkeit) besteht nur aus regu-
liren Punkten. Ist r > 1, dann sind die singuldren Punkte von M, " (wie iiblich) da-
durch gekennzeichnet, daB sie keinen eindeutig bestimmten Tangentialraum besitzen.
Wihrend der Tangentialraum eines Punktes P der rg-1-Mannigfaltigkeit diese
Mannigfaltigkeit genau in den erzeugenden Rédumen durch P trifft (,,Einzigkeit* der
erzeugenden Réume Segrescher Mannigfaltigkeiten nach Buravu [6], S. 127), gilt
eine entsprechende Aussage fiir rg-r-Mannigfaltigkeiten mit» > 1 nicht. Dies
erkennt man aus (10). Zum Beispiel konnen auf der Nebendiagonalen durch die Stelle
(r, r) rechts und links von dieser Stelle insgesamt r Einsen gewihlt und alle anderen
Stellen der Matrix mit 0 besetzt werden. Dann erhilt man die Koordinatenmatrix
eines Punktes vom Rang r, der weder dem linken noch dem rechten erzeugenden Raum
von P angehort. Allgemeiner gilt folgender

Satz 7. Der Tangentialraum der Mannigfaltigkeit I," tm rg-r-Punkt P besteht aus
rg-r-Punkten mit s < Min (ro, 27), d.h., 9m Fall 2r < r, gehirt der Tangential-
raum von P ganz der rg-2r-Mannigfaltigkeit M, %" an.

Beweis. In der Matrix Z aus der Parameterdarstellung (10) des Tangentialraumes 7'
von I, in P werden zunéchst die Elemente wie folgt gewéhlt, wobei 0.B.d.A. m =n
sei:

a) Im Fall 2r <ry=m + 1 b)im Fall 2r =ro =m + 1
= | A | _
0 o . r : 1
i1 o | .- r
Z=| o A - LI
------- 1 AT
0 o 0
1 . i
T N— - r
r

Man erkennt, daB jeweils ein Punkt Z mit rg Z = Min (27, r) angegeben wurde. Der
Fall b) ist damit erledigt. Im Fall a) werde nun eine beliebige (27 + 1)-reihige Unter-
determinante aus der Matrix (10) herausgegriffen und nach dem Laplaceschen Ent-
wicklungssatz nach den letzten r 4 1 Spalten entwickelt. Jede aus diesen Spalten
herausgegriffene (r 4 1)-reihige Unterdeterminante besitzt wenigstens eine Zeile aus
Nullen ; demnach ist jede (27 + 1)-reihige Unterdeterminante aus (10) gleich Null.
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Fiir erzeugende Réume gleicher Art gilt

Satz 8. Zwei verschiedene erzeugende Riume der gleichen Art von M, haben keinen
1.4

Punkt vom Rang r gemeinsam. Zwei erzeugende Riume 9 A:i
1. Art e mit Max (0,2r —m — 1) <o <r—1
2. At R T \Max (0,2r —m —1) <o=r—1’
wobet ¢ = 0 im Fall windschiefer Riume zu sefzen ist.

Letzteres (o = 0) trifft sicher zu fiir r = 1, also fiir erzeugende Riume gleicher Art
einer Segreschen Mannigfaltigkeit. — Awfer im Fall r =1 Uliegt o nur noch bes

von M, " schneiden sich

i einem erzeugenden Raum

{r =™ yon vornherein fest.
r=mn
Der Beweis kann etwa so gefiihrt werden, da man zeigt: Sind 4,, 4, mogliche Koor-
dinatenmatrizen der betrachteten erzeugenden Réume gleicher Art von 9%,’, dann ist
¢ die Dimension des Durchschnitts der aus den Spalten von A4, einerseits und von 4,
andererseits erzeugten Vektorrdume, und unter Verwendung des Austauschsatzes von
StEINTTZ und des Hilfssatzes 1 folgt die Aussage des Satzes.

4.56. AbschlieBende Bemerkung

Die Untersuchung des Matrizenraumes M, = Mm+1)m+1y soll fiir allgemeines m und
n abgebrochen und nur fiir m = n = 2 fortgefiihrt werden. Eine Reihe der folgenden
Betrachtungen lieBe sich jedoch ohne weiteres auf allgemeine projektive Matrizen-
rdume ibertragen, so daB die Ausfiihrungen iiber den speziellen Raum 9;., in gewis-
sem Mafe stellvertretend fiir den ,,allgemeinen Fall* stehen.
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