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Anwendungen der Theorie der algebraischen
Funktionen in der Zahlentheorie.

Von

H. Hasse.

Die Theorie der algebraischen Funktionen beschéftigt sich mit
der Untersuchung der durch algebraische Gleichungen

f(xay) = aoo+a’10x+a01 y+°"+“mnxm?/n =0

in zwei Unbestimmten z,y gegebenen Gebilde. Fafit man die Un-
bestimmten z,y als die Koordinaten eines Punktes der Ebene auf,
so stellt sich ein solches Grebilde als eine ebene algebraische Kurve
dar. Die algebraischen Kurven zeichnen sich unter allen Kurven
iiberhaupt durch eine Fiille von eigenartigen Gesetzlichkeiten aus,
die sich auf ihre Gestaltsverhiltnisse im Grofen, auf das Vor-
kommen besonderer Punkte wie Doppelpunkte, Wendepunkte, Spitzen,
sowie auf ihre Schnittpunkte mit anderen algebraischen Kurven
beziehen. Diese Gesetzlichkeiten haben von jeher das Interesse
der Geometer auf sich gezogen. Man hat zwei grofle Theorien
entwickelt, die algebraische Geometrie und die Theorie der alge-
braischen Funktionen, in denen Fragen der genannten Art von
allgemeinen Gresichtspunkten ‘aus erschopfend behandelt werden.
In der ersteren Theorie steht die Auffassung des Gebildes als alge-
braische Kurve im Vordergrund, in der letzteren die Auffassung
von etwa y als unentwickelte algebraische Funktion der Veréinder-
lichen . Der Natur der Fragestellungen entsprechend werden in
beiden Theorien die Unbestimmten 2,y als reelle oder besser gleich
komplexe Zahlveriinderliche angesehen, und es werden die in der
Funktionenlehre entwickelten Methoden, die auf dem Begriff der
stetigen Verinderlichkeit fufien, wie z. B. die Methoden der Dif-
ferential- und Integralrechnung, weitgehend herangezogen.

Es gibt aber auch eine ganz andere Art von Fragestellungen
iiber die algebraischen Gleichungen in zwei Unbestimmten, némlich
solche von zahlentheoretischer Natur. Man setzt dabei die Koef-
fizienten a,; der gegebenen Gleichung f(#,y) = O nicht als beliebige
reelle oder komplexe Zahlen sondern als rationale und ohne Ein-
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schrinkung sogar ganze Zahlen voraus und betrachtet unter allen
reellen oder komplexen Wertepaaren ,¥ mit f(2,¥) = O nur die
rationalzahligen. Anstelle also z. B. die volle Kreislinie

x! +y2 — 1
zu betrachten, greift man nur die rationalzahligen Wertepaare
x = %, y = % (p, ¢, r ganze Zahlen)

mit 2°4y" = 1 heraus. Das lduft dann auf die Betrachtung der
Tripel ganzer Zahlen p, ¢, r mit

p’+ q2 — rﬂ’
der sog. pythagordischen Tripel hinaus. Die ihnen entsprechenden
Punkte z = %, Yy = —‘3— liegen auf der vollen Kreislinie 2*+¢* = 1

iiberall dicht, ohne doch stetig untereinander zusammenzuhiingen.
Allgemein ergibt sich entsprechend die Frage nach den rationalen
Punkten z,y auf einer algebraischen Kurve f(2,y) = 0 mit ratio-
nalen Koeffizienten a,;.

Man kann den Ubergang zu dieser Art der Fragestellung
etwa mit der modernen Entwicklung der theoretischen Physik ver-
gleichen. In der klassischen theoretischen Physik beschreibt man
das Naturgeschehen durch Beziehungen zwischen kontinuierlichen
Veriinderlichen. In der modernen theoretischen Physik hat man
mit Hinblick auf die atomistische Struktur der Materie und der
Energie diese Beschreibungsart zu ersetzen durch eine andere, in
der es sich um Beziehungen zwischen diskontinuierlichen Ver-
dnderlichen handelt. Die Beschriinkung auf rationale Wertepaare
2,y kann als Analogon zu der Betrachtung diskontinuierlicher Ver-
dnderlicher in der Physik angesehen werden.

Die Frage nach den rationalen Punkten einer algebraischen
Kurve und eine Reihe damit verwandter zahlentheoretischer Fragen
ist erst in der letzten Zeit systematisch in Angriff genommen
worden. Man kennt aufler einer grofien Reihe von Einzeltatsachen,
die sich auf besondere Kurven beziehen, im wesentlichen nur zwei
allgemeine Gesetzlichkeiten dariiber, nimlich die Endlichkeitssitze
von A. Wi und C. SikeerL. Jeder algebraischen Kurve f(z,y) = 0
kommt eine bestimmte natiirliche Zahl g, ihr Geschlecht zu,
die angibt um wieviel die tatséichliche Anzahl von Doppel-
punkten hinter der den Graden m, n nach groftmoglichen Anzahl
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(m—1) (n—1) zuriickbleibt. Als die einfachsten algebraischen
Kurven sind die vom Geschlecht ¢ = 0 anzusehen. Fiir sie besteht
eine allgemeine Auflosung der Form

[ ]
z=yg@), y ="~r
durch rationale Funktionen eines Parameters ¢, und man kann
daraus die rationalen Punkte unmittelbar iibersehen. Fiir die
Kurven eines Geschlechts g =0 gibt es keine solche allgemeine
Auflosung. Der WeiLsche Endlichkeitssatz sagt aus, daf es fiir
sie eine endliche Anzahl » von g-gliedrigen Punktgruppen

(xl’ yl)? s oy (xg, yy)

gibt, die zwar nicht notwendig selbst rational sind, aber doch so
beschaffen, daf ihre symmetrischen Funktionen rational sind, derart
daf man aus ihnen alle ebenso beschaffenen g-gliedrigen Punkt-
gruppen nach einem bestimmten Rechenverfahren herleiten kann.
Daraus folgt insbesondere, daf man alle rationalen Punkte der
Kurve aus endlich vielen (nicht notwendig rationalen) Punkten der
Kurve durch ein bestimmtes Rechenverfahren herleiten kann. Der
SieceLsche Endlichkeitssatz folgert daraus weiter, daf es auf Kurven
von einem Géschlecht g > 0 hichstens endlich viele Punkte mit
sogar ganzzahligen rationalen Koordinaten 2,y gibt.

Es erhebt sich dann die weitere sehr tiefliegende Frage, wie
grof die Anzahl r des WeiLschen Endlichkeitssatzes ist, wie groff
also sozusagen das Maf fiir die im allgemeinen unendliche Mannig-
faltigkeit der rationalen Punkte einer algebraischen Kurve von
einem Geschlecht g = 0 ist. Dariiber ist bisher gar nichts bekannt.

Die Beantwortung dieser Frage wiirde eine Fiille von zahlen-
theoretischen Ergebnissen mit sich bringen, so z. B. die Entscheidung
iiber die beriihmte Fermatsche Vermutung, daf die algebraische
Kurve

4y =1
fiir # > 2 aufer den beiden Punkten (0,1), (1,0) und fiir gerades
n auch noch (0,—1), (—1,0) keine weiteren rationalen Punkte
enthélt.

Meine gegenwirtigen Arbeiten haben die Absicht, das ange-
messene Werkzeug fiir die Behandlung der genannten Frage und
verwandter Fragen zu schaffen. Man mufl dazu weit ausholen.
Die geforderte algebraische Gleichung

fz,y) =0

kann ersetzt werden durch die unendlich vielen Forderungen
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f(2,9) = 0 mod. p

fiir alle Primzahlen p, nach dem in der modernen Zahlentheorie
tiberall mit durchschlagendem Erfolg angewandten Prinzip: Eine
ganze rationale Zahl m, die durch jede ganze rationale Zahl n
oder auch nur durch jede Primzahl p teilbar ist — in Zeichen
m = 0 mod. p fiir alle p —, ist notwendig = 0. Als einfachere
Aufgabe bietet sich so zunichst die Behandlung einer einzelnen
der unendlich vielen Kongruenzen

f(z,9) = 0 mod. p

dar, d. h. die Frage nach der Anzahl N, , derjenigen Paare ganzer
Zahlen z,y, fiir welche f(2,y) durch eine gegebene Primzahl p
teilbar wird. Dabei sind Zahlpaare z,y und #’,y’, die sich nur
um Vielfache von » unterscheiden:

z=2a', y=y mod p,

als nicht wesentlich verschieden zu zihlen, es wird also nach der
Anzahl N, , der mod. p inkongruenten Lisungen z,y gefragt.

Fiir die Beantwortung dieser leichteren Frage erweist es sich
als notwendig, das gesamte Lehrgebdude der algebraischen Geo-
metrie oder der Theorie der algebraischen Funktionen auf eine
rein-algebraische Grundlage zu stellen, ndmlich alle auf dem Be-
griff der stetigen Verdnderlichkeit fuflenden Schlufweisen daraus
zu entfernen. Die Durchfiihrung dieses Programms erfordert eine
Fiille von Einzelarbeit, die zu einem betréichtlichen Teil in den
letzten Jahren geleistet worden ist. Es ist klar, daf durch die
Entfernung eines so anschaulichen und wirkungsvollen Hilfsmittels,
wie es der Begriff der stetigen Veriinderlichkeit ist, sowohl fiir
den Geometer als auch fiir den Funktionentheoretiker wesentliche
und geradezu bestimmende Ziige der Theorie verloren gehen.
Dabei mufl man sich aber vor Augen halten, daBl die Absicht nicht
eine neue Begriindung der geometrischen oder funktionentheoreti-
schen Theorie ist, sondern daB es sich in erster Linie um An-
wendungen auf zahlentheoretische Fragestellungen handelt.

Bei der weiteren Verfolgung des genannten Zieles stellt sich
ein ganz andersartiger merkwiirdiger Zusammenhang mit funktionen-
theoretischen Dingen heraus. Die Griofie der Abweichung der
Anzahl N, , von ihrem wahrscheinlichen Wert p, also die Grifle
des Absolutwertes |N, ,—p| steht in engem Zusammenhang mit
der Lage der Nullstellen einer durch f und p bestimmten analy-
tischen Funktion §,,(8) in der komplexen s-Ebene, und zwar ganz
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analog, wie nach Riemaxx die GroBe der Abweichung der Prim-
zahlanzahl = (x) von 2 bis zur Grenze # hin von ihrem wahrschein-

- d
u
W(x)_flogu
2

mit der Lage der Nullstellen der Riemannschen Zetafunktion
1
38
in der komplexen s-Ebene zusammenhéngt. Riemaxx hat vermutet,
dafl fiir seine Zetafunktion alle komplexen Nullstellen den reellen

x
lichen Wert f di, also der Absolutwert
3 log u
1 1
£(s) = F+§;+

Teil —;— haben. Dies ist gleichwertig damit, daff die Abweichung

fiir die Anzahl der Primzahlen von der GréBenordnung yz log 2
ist. Die Richtigkeit der entsprechenden Vermutung fiir die Funk-
tion §, ,(s) ist gleichwertig damit, daf die oben erklirte Abweichung
|N, ,—p| von der Grofenordnung Vp ist.

‘Wéhrend nun aber die beriihmte Riemanssche Vermutung
selbst bisher allen Beweisversuchen getrotzt hat und als mit den
heutigen Hilfsmitteln unangreifbar bezeichnet werden muf, erweist
sich die entsprechende Vermutung fiir die Funktionen §, ,(s) als
durchaus zugénglich. Fiir den einfachsten nicht-trivialen Fall des
Greschlechtes g = 1 ist mir der Beweis bereits vor einigen Jahren
gelungen, und zwar gerade durch den oben erwihnten Prozef der
Entfernung aller Stetigkeitsschliisse aus der Theorie der Kurven
vom Geschlecht ¢ = 1, oder — in funktionentheoretischer Auf-
fassung — aus der Theorie der elliptischen Funktionen. Dieser
ProzeB ist in der letzten Zeit so weit fortgeschritten, daf nun
auch der Beweis fiir g =1 in handgreifliche Nihe geriickt ist.

Damit ist dann allerdings erst ein erster Schritt in Richtung auf
das Endziel, die Beherrschung der rationalen Punkte algebraischer
Kurven getan. Es bleibt als wesentliche weitere Aufgabe die Zu-
sammenfiigung der fiir die einzelnen Kongruenzen f(z,y) = 0 mod. p
gewonnenen Erkenntnisse zu solchen fiir die Gleichung f(,y) = 0.
Nicht nur in der weiteren Verfolgung dieses Ziels, sondern auch
in mannigfachen anderen zahlentheoretischen Anwendungen der
Theorie der algebraischen Funktionen, z. B. solchen auf die Theorie
der algebraischen Zahlen, bietet sich ein reiches Feld fiir weitere
Forschung.
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