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Die umfangreichen Untersuchungen, vornehmlich der ameri-
kanischen Geodiiten!) haben gezeigt, daf.-man bei der Untersuchung
von Schwere und Lotstérungen auf Grund der Vorstellungen von
der isostatischen Lagerung der Massen, sich nicht mit der Berfick-
sichtigung der niheren Umgebung des Beobachtungsortes begniigen
kann, sondern daB man die Massen bis zu mehreren tausend Kilo-
metern Entfernung in Rechnung ziehen muf. Das Verfahren,
welches man dabei einschlug, bestand darin, daf man vom Beob-
achtungsort ausgehend die Erdoberfliche durch Radien und kon-
zentrische Kreise in Abteilungen einteilte, deren Einfluf einzeln
berechnet werden mufite. Es war also dabei notwendig, fiir jeden
Punkt eine eigene Einteilung der Erdoberfliche vorzanehmen, und
aufs Neue fiir die einzelnen Abteilungen eine mittlere Hche zu
bestimmen. Auf Grund einer Darstellung der gesamten Erdober-
fliche durch einen mathematischen Ausdruck konnte nun diese
Aufgabe ein fiir allemal fiir alle Stationen erledigt werden. Dies
war denn auch die Veranlassung, die im folgenden mitgeteilten
Berechnungen zu unternehmen, die schon im Jahre 1908 begonnen,
nach nunmehr 13jshriger, allerdings wiederholt unterbrochener
Arbeit, vollendet vorliegen. .

Obwohl urspriinglich fiir die Schwerereduktionen gedacht, diirften
doch auch viele andere Probleme der Geophysik davon.Nutzen
ziehen. Die Erdbebentheorie, die Theorie der Gezeiten der festen
und fliissigen Erde, die Polschwankungen, und auch die Meteoro-
logie, mit einem Worte alle Probleme, bei welchen die Verteilung

1) J. Hayford: The figure of the earth and isostary from measurements in
the United States 1909 (U. S. coast and geodetic survey) Supplementary investi-
gation in 1909 of the figure of the earth etc. 1910.

J. Hayford und W. Bowie: The effect of Topographie and isostatic compen-
sation upon the intensity of Gravity, Special publication No. 10, 1912; Second
paper by W. Bowie Special, publication No. 12, 1912.
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4 Darstellung der Hohen- und Tiefenverhaltnisse der Erde usw.

von Land und Wasser, das Gewicht der Kontinente ete. eine Rolle
spielt.

Da viele Untersuchungen eine besondere Beriicksichtigung des
Ozeans verlangen, wurde gleichzeitig eine zweite Entwicklung ber-
gestellt, welche nur die Tiefe des Meeres angibt, in allen Punkten
des Festlandes aber gleich Null wird. Zur Kontrolle diente eine
3. Entwicklung, welche nur die Landmassen darstellt, dagegen in
allen Punkten des Meeres den Wert Null gibt.

Als analytische Form der Entwicklung wurden selbstverstind-
lich Kugelfunktionen gew#hlt. Dabei sollten die Rechnungen so
angeordnet werden, dafl ein vorbereitender Teil alles enthilt, was
von den Eigenschaften und der gewihlten Ordnung der Kugel-
funktionen, aber nicht von den Beobachtungswerten abhingt, so
daB diese erst im letzten Stadium der Rechnung eintreten. Damit
ist dann die Moglichkeit gegeben auch andere auf einer Kugel
gegebene Wertsysteme mit verhdltnisméfig geringer Miihe zu ent-
wickeln z. B. magnetische oder meteorologische Elemente, Stern-
verteilung ete.

Diesem Zwecke entsprechen die beiden von Neumann gege-
benen Methoden in vollstem Mafle. Aus spidter zu besprechenden
Griinden wurde die 2. Methode gewihlt.

Es ist klar, daB die Darstellung der Erdoberfliche, selbst
wenn sie nur eine recht niherungsweise sein soll, eine sehr weit-
gehende Entwicklung verlangen wird, wihrend man sich in an-
deren Fillen mit einer einfachen Formel begniigen kann. Die
Neumannschen Formeln gestatten nun die Entwicklung bei einer
beliebigen Ordnung abzubrechen, wobei immer eine Reihe bleibt,
welche im Sinne der Methode der kleinsten Quadrate die jeweils
beste Darstellung liefert. Die hier fiir hohe Kugelfunktionen (16.
Ordnung) berechneten Konstanten enthalten somit anch das Ma-
terial fiir kiirzere Entwicklungen.

Das hier abgeleitete Zahlenmaterial diirfte somit ein weites
Grebiet der Anwendung finden.

1.

Die Kugelfunktion vom Argumente g und der Ordnung = ist
definiert durch

nn—1)m—-2)(n-3) ., _
+ 2.4.2n—1)2n—3) " ] = K, 9, —-l<p<l
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Setzt man:
@ = Cos ¥,
so erhilt man auch:
_ 1.8.5...(22—1) n
2) P,(u) = 2- S 1 [cosn&+2n_l cos (n—2) &

1.8 a@-—1)
t19 @n-1)@n—3)

Diese letztere Reihe schlieBt bei ungeradem » mit dem Gliede
mit cos & ab, bei geradem # tritt noch ein von & freies Glied auf,
welchem der Faktor } beizufiigen ist.

Die ,adjungierten Kugelfunktionen* sind definiert durch:

3) By = (VI—ey 22 — (I B

Jedes auf einer Kugel gegebene Wertsystem 146t sich durch eine
Entwicklung nach Kugelfunktionen darstellen. Man denke sich
zu diesem Zwecke die Kugel durch Meridiane und Parallelkreise
eingeteilt. Ist dann & das Komplement der geographischen Breite
(Nord-Polardistanz) und i die geographische Linge, so hat die
Entwicklung die Form:

4) f(ud) = A; P, ()
+ A} P, (u) + (4; cos A + B} sin 2) P,, ()
+ AL P,(u) + (4} cos 4 + B} sin &) P,, (u) + (43 cos 24
+ B, sin 22) P,y ()

cos (n—4)3+-~] = K. &,

+ A% P, (u) + (4}, cos 4+ B;, sin 1) P, (u) + (4} cos 21

+ By sin 22) P,, () + - - + (45 cos pA + Bf sin pd) P, ().
Hierin sind A* und B* die Entwicklungskoeffizienten, also kon-
stante Grofen, deren numerischer Betrag durch das auf der Kugel
gegebene Wertsystem bestimmt ist. Alle Glieder einer Zeile ent-
halten Kugelfunktionen gleicher Ordnung. Das erste Glied ist
von J unabhiingig und heifit eine ,zonale Kugelfunktion“; sie
wechselt lings des Meridians so oft das Zeichen als die Ordnungs-
zahl angibt. Das letzte Glied jeder Zeile:

A% P, (u)cos nd oder B P,,(u)sin ni

wechselt sein Zeichen lings des Meridians nicht, dagegen ldngs
jedes halben Parallelkreises so oft als die Ordnungszahl (n) angibt.
Man spricht von einer ,sectoriellen Kugelfunktion®.

Die iibrigen Glieder der Zeile bilden zwischen diesen beiden
Extremen einen kontinuierlichen Ubergang. Die Zahl der Zeichen-
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wechsel im Meridian nimmt ab, wihrend die im Parallelkreise zu-
nimmt. Sie heiflen ,tesserale Kugelfunktionen“.

Die Glieder einer Zeile bilden zusammen ein sogenanntes La-
place’sches Y. Also
5) Y, = AP,(u)+(4ycos i+ B,sind) P, (u)+---

' + (4" cos 4 -+ B sin #d) P,, ()
und :
(i) = Y, + Y, +Y,+ -+ T,
Zur Bestimmung der Koeffizienten 4/ und B; gibt- F. Neumann?)
zwei Methoden, die beide eine ganz bestimmte Anordnung des Be-
obachtungsmateriales oder der auf der Kugel verteilten Werte
verlangen. Denn nur unter dieser Bedingung lassen sich fiir die
gesuchten Grofen einfache Formeln aufstellen.

1. Methode. Es seien die numerischen Werte (Beobachtungen)
gegeben fiir die Schnittpunkte von 2p #quidistanten Meridianen
mit 2p + 1 gegebenen oder beliebig gewihlten Parallelkreisen, deren
Lage durch die Grofen g, g, ... u,,, bestimmt sei. Man bestimmt
dann 2p +1 HilfsgréBen a, a, ... a,,, durch das Gleichungssystem:

6) ata, 4t a,, = 2

al!";+asl"2+"’+“zp+xl"sp+: =0
al“:+aﬂl‘bg+"'+a2p+1“':p+l = §
a’nﬂ“‘:+azl”:+"‘+azp+11‘:ﬁz =0

2

aly‘?"'azl":"{"” +“2p+1l"g+x == "27_'__1'

Setzt man nun

2z @mw A
% == "Z; = 4
und:
. 1 2p—1
7 C = gp“kgof(l"n k2,) S=0
C = -;-Ef (s ¥4,) cos b, 8= —;)—Ef(y,,-, F4,)sin kA,
O = Sl Gy )o0s2t, 8= 3w, h)sin e
Cps = 5 (s, Ky) cos (p—1) kA, 8, = - 31w, k) sin(p— 1)k,
C, = —21537’(;».-7010)008-107010 8 =0

1) Vorlesungen iber die Theorie des Potentiales etc. von Fr, Neumann, her-
ausgegeben von C. Neumann, Leipzig 1887,
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wo die f(w;, k3,) die den Punkten u,, ki, der Kugel entsprechenden
gegebenen Werte sind, so wird

8) ; _ 20+l (n—j)! LT
An - 2 (n+])! 1'2 “ CﬂP (ll«,)
;241 (- 2FL
Bu - 9 (n_’_?')! iglaisjpnj(l"i)

2. Methode: Es seien die numerischen Werte gegeben fiir die
Schnittpunkte von 2p dquidistanten Meridianen mit p + 1 Parallel-
kreisen. Die letzteren diirfen aber nun nicht beliebig gewihlt
werden, sondern derart, daf die p+1 GriBen g, y,...q,, zu-
sammen mit den Hilfsgréfen a,q,...a,,, dem Gleichungssystem:

6) a,+a,+ -+a,, =2
Oty + Gy hg+ -+ + Ay Py, = 0
a u; +a gt +ap+xl~"p+x =}

211+1+a2 “2p+l+ + . H;ﬁi;l — O

Geniige leisten. Es ldft sich dann beweisen, daB die Griofen
4, 4, ...u,, nichts anderes sind, als die Wurzeln der Gleichung

P,,(w) = 0.

Die GroBen C und S behalten dieselbe Form wie bei der
1. Methode, und es wird nun

¥ _
) A;_Eﬁétl.gz+;3:pz 4,01 P, ()
; — »
B — 2n2+1 E:-{-;:))"E a,8; Py, ().

Die ersten Fragen, die nun zu beantworten sind, lauten: Welche
der beiden Methoden ist zu wihlen und bis zu welchem Werte
von » muB man gehen? Was diesen zweiten Punkt betrifft, kommen
zwei Gesichtspunkte in Betracht, die sich gegenseltlg widerstreiten.
Einerseits muB p so groB gewihlt werden, da8 eine geniigende
Darstellung wenigstens der wichtigsten Formen der Erdoberfliche
erreicht wird, andererseits darf p nicht groBer sein, als daB die
numerische Rechnung noch bewa,lhgt werden kann. Um die Kon-
figuration der Erdoberfliche in den wesentlichsten Ziigen zum
Ausdruck kommen zu lassen, erschien die Einfilhrang eines Wert-
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netzes mit Maschen von hdchstens 10° in Linge und Breite ge-
boten. Dies gibt, mit Auslassung der Pole, 17 Parallelkreise. Bei
Anwendung der 1. Methode findet man dann aums 2p+1 = 17:
p = 8. Die Zahl der Meridiane wird 16 und ihre gegenseitige
Entfernung gleich 22°30'. Das ist zu viel: es wiirde z. B. Siid-
Amerika und Siid-Afrika schon in den Grundlagen nicht mehr zum
Ausdruck kommen. Nimmt man aber die Zahl der Meridiane gleich
32, so wird p = 16 und die Zahl der Parallelkreise gleich 33;
damit steigt aber die Rechenarbeit auf das 4fache. Bei der 2.
Methode wird bei 32 Meridianen p ebenfalls gleich 16, die Zahl
der Parallelkreise aber nur 17. Thre Lage ist jetzt nicht be-
liebig, sondern durch die Wurzeln der Gleichung P, = 0 be-
stimmt. Diese Wurzeln fallen aber mit einer gegen den Aquator
wachsenden Anniherung mit den Zehner- Parallelen zusammen.
Fiir den Fall der Erdoberfliche, wo die Héhenwerte ohnehin mit
grofler Unsicherheit behaftet sind, kommt die Abweichung nicht
in Betracht. Die Rechenarbeit ist nur die Hilfte gegeniiber dem
Falle p = 16 der 1. Methode und schien noch im Bereiche des
Leistbaren zu liegen. Es wurde somit die 2. Methode mit p = 16
gewihlt ?).

Der Umstand, daBl man bei der 2. Methode an bestimmte Pa-
rallelkreise gebunden ist, fillt nicht ins Gewicht, anch-wenn man
sich in irgendeinem Falle an die genauen Werte der Wurzeln
halten miifte. Es wird doch niemals vorkommen, daB die Punkte,
an welchen direkte Beobachtungen angestellt wurden, schon ein -
brauchbares Netz bilden. Diese werden im Gegenteil meist ganz
wirr und ungleichmifig iiber die Erde verteilt sein. Man ist also
bei Herstellung des Netzes ohnehin auf Interpolationen und Mittel-
bildungen angewiesen, und da ist nun schon gleichgiiltig, ob man
fiir diese oder jene Punkte die Werte sucht. KEine grifere Ent-
wicklung auf Grund der direkten Beobachtungen etwa nach der
Methode der kleinsten Quadrate herzustellen wiirde zu Rechnungen
von hoffnungsloser Linge fiithren.

Bestimmung der Konstanten g, und ¢, Die erste Auf-
gabe ist nun die Losung des Systemes 6'). Da die y Wurzeln der
Gleichung P, (x) = O sind, so folgt sofort, daf eines der g = 0
sein muf, weil die ungeraden P alle den Faktor g haben. Dieser

) 1) Bis p = 6 hat Seeliger die Werte der Konstanten berechnet: (H. Seeliger,
Uber die interpolatorische Darstellung einer Funktion durch eine nach Kugel-
funktionen fortschreitende Reihe; Sitz.-Ber. der math.-phys Kl. der k. Akad. d.
Wiss. zu Minchen. Bd. XX. Jahrg. 1890. )
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Wert entspricht dem Aquator. Die iibrigen p sind, da nach Di-
vision durch g eine gerade Funktion bleibt, paarweise dem abso-
luten Werte nach gleich, dem Vorzeichen nach entgegengesetzt.
Somit

9) o, =ty = Wy My =y B, =l U= — Uy,
g = — Wy W = —lyy Uy = — YUy WP = 0.
Setzen wir also
e, +a, = bz e, — by = ¢ ”21 = 1
10) a,+a, = b, A, — g = G py = 4,
—a

Cs g = A

so zerfillt das System 6’) in die zwei folgenden:

a,+a, = bs g 10 =

by+b,+ - +b,+a, =
b A+ b Ayt + b, 4,
)y 5,28 45,834 +b, 2

01!"1+021La+"‘+08("3 =0
01H2+0g}0§+"'+03!¢: =0
12) cuu'g"'cgyg'!"'"}'csl": =0

I

Il
. ol oo DD

b A+, 1+ 54 = lqultoult+op’=0
Da die g, g,... g, alle voneinander verschieden sind, so ist die De-
terminante des 2. Systems von Null verschieden. Sie ist ja be-

kanntlich in einfacher Weise mit Hilfe des Differenzenproduktes
darzuostellen. Darauns folgt aber sofort

cl=02=”.=08=0
und die Grofen a sind einander paarweise gleich:

= i=12...8

Das System 11) enthiilt nun 17 Gleichungen mit den 17 Un-
bekannten b,d, ...5,a, 4,4, ..., Wenn man sich aber die i, =
u; durch Auflssung von P, (u) = O verschafft, so kann man sie in
11) als bekannt ansehen. Das System wird dann linear in den 9
Unbekannten b,b,...5,a,; men kann die 1. Gleichung und etwa
die 8 letzten unterdriicken, und hat nur mehr 8 Gleichungen mit
8 Unbekannten. Sie lauten unter Verwendung von 13)

ad +a, A+ a2, =
10) a A+ a4 Fady =

13) a =a

1

3
1
5

a, A§+a’al:+“ ‘+asl’: = 117
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Es kommt also zunichst anf die Bestimmang der Werte von
Gy Wby W als Warzeln von P,(g) = 0 an. Durch Berechnung
von Werten der Funktion P, (x) in engen Intervallen in der Nihe
der Wurzeln und einfache Interpolation ergaben sich die Werte
zundchst mit 7 Dezimalen. ‘

Fiir die GroBen a 136t sich leicht eine geschlossene Formel
ableiten. Bezeichnen wir das Differenzenprodukt mit D

D = ()_'R—ll)(}“s—ll)"'(1’8_11)(18_}'2)'"(1'8—1'7)

so wird
Y SO F N |

7—1 8

PR

RS LA A, A
WA 4D

i1...11 .1

- iy b
00 U - ) TP |
Behandelt man die Determinante in der gleichen Weise, wie von
der Bildung des Differenzenprodukts bekannt ist, so erhilt man
einen Ausdruck, welcher das Differenzenprodukt der Grofen 4,4, ...
A Ay ... A als Faktor enthélt. Alle darin enthaltenen Differenzen
heben sich gegen die entsprechenden in D weg, und es bleibt.
1
14 di =\ 1 18 g Mi'
) = O ) G A G R Gam B

Die GréBe M, entwickelt sich bei der Transformation der Deter-
minante in folgender Weise. Die Glieder der 1. Kolonne nehmen
zuerst die Form an:

(}I—%’l’x)_(%—}lf)'x)lz S é’—%’(lx""ls)'{"%‘l:x%
(%*%'lx)_(’lr—%ll)ln = %—‘}(A'l-{-lﬁ)-l-%lll?

Beim niichsten Schritt wird: ~
['15_’17('11+1'2)+%1'1'12]'—[’}_%(lz“"lz)'*'%lna’a]ls
= %—’li(lx+lz+ls)+%(’lxl‘z+lzla+lslx)-%lxlz}'s'

Man erkennt das Gesetz der Entwicklung. Bezeichnet man die
elementarsymmetrischen Funktionen der i mit X;, wo der untere
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Index den Grad der Funktion bezeichnet, der obere aber angibt,
welches 1 nicht vorkommt, so wird:

18) M, = r— & T+ -4 I+iS -1 5 +35-3 2
Zur Bestimmung der X ist der einfachste Weg der folgende. In
dem Ausdrucke fiir @, in 1), der fiir » = 17 in der Form:

17.16 ., 17.16.15.14 ,,
233 * T 248331 ’"'"']

16) D, = p [v -

erscheint, sind die Koeffizienten die elementar-symmetrischen Funk-
tionen aus allen 8 GréBen A. Dividiert man-®@,, durch den Wurzel-
faktor 4 — 4;, so muf die Division aufgehen, und die Koeffizienten
der bleibenden Funktion 7. Grades sind die X

Berechnet man nun die M mit den oben gewonnenen 7stelligen
Werten von g, so werden die positiven und negativen Glieder so
nahe einander gleich, daf in M nur 2 geltende Stellen bleiben,
- und daher auch die @ nicht genauer erhalten werden. TUm die
GroBen a anf 6 Stellen genau zu erhalten, mufte man die 4 auf
10 Stellen, die Koeffizienten in 16) aber auf 15 Stellen rechnen,
wobei einerseits der ,Thesaurus“, andererseits die gewdhnlichen
elementaren Rechenmethoden zur Anwendung kamen. So ergaben
sich zundichst die Griéfen a, bis a,, die mit a, bis a,, identisch
sind (nach 12). Die erste Gleichung 11) liefert dann hinzu: a,.

Zum Schlusse wurde durch das Einsetzen der gefundenen a
und 1 in alle Gleichungen 11) die Probe gemacht.

Das bisher gefundene Zahlenmaterial ist in Tafel I zusammen-
gestellt. (s. S. 12).

Bestimmung von P,(g) und P, (u).

Die niichste Aufgabe ist die Berechnung der Grofien P,(u),
welche in 4) in der 1. Kolonne stehen. Die Formel 1) erwies sich
hierfiir als ungeeignet. Die positiven und negativen Glieder werden
fiir gréBere % so nahe einander gleich, daf das Resultat illusorisch
wird. Die Formel 2) ist von diesem Ubelstande frei. Da die
Koeffizienten allgemeines Interesse bieten und die Bestimmung
anderer Werte der Kugelfunktionen gestatten, so sind sie in Tafel
II sowohl in Bruchform, als in Dezimalzahlen, endlich anch in
Logarithmen gegeben. In letzterem Falle ist der Faktor K’ der
Gleichung 2) in die Klammer hineinmultipliziert. Tafel IT enthilt
endlich auch die fertigen Werte P, (u;) fiir die in 19) gegebenen
Werte von ., Um fiir diese Rechnung eine Kontrolle za haben,
wurde die Formel
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#

Tafel 1.
Koeffizienten von @.

100000 00000 00000 9, = 180— 8, = T7°52'20'762785
412121 21212 12121 9, = 180—9, = 18 413 828264
6:97947 21407 62463 o, = 180 — 9,, = 28 1943 586913
6-25745 77813 73243 5, = 180—9, = 3836 2138587
17) 3-18666 83145 88225 18) 9, = 180 — ,, = 48 52 38 988919
091776 04746 01409 9, = 1809, = 59 924 437401
013965 92026 56736 9, = 180— 9, = 69 26 14 374370
0:00950 06260 31070 9, — 180 — &, = 7943 6 671626
0-00018 75123 55876 9, = 90 0 0000000
log u, = 9995 8875 714 A, = 0981 2397 723

log u, = 9978 0323 117 A, = 0903 7839 477

log u, = 9944 6006 823 i, = 0774 8209 677

log u, = 9892 9367 645 i, = 0610 7641 383

19) log u, = 9818 0087 971 20) 1, = 0432 5313 537

log s, = 9709 8553 016 -~ A, = 0262 8515 868

log u, = 9545 5937 841 1, = 0123 3637 517

log u, = 9251 5997 318 i, = 0-031 8566 030
log Wy = —

Summe = 4:121 2121 212

M, = + 0000 0450 601 a, = a,, = 0024 148

M, = —0000 0301 532 a, = a, = 0055 460

M, = + 0000 0244 064 a, = a,;, = 0085 036

M, = —0000 0212 934 a, = a, = 0111 884

21) M, = 40000 0193 812 22) o, = a,, = 0’135 136

M, = — 0000 0181 558 a, = a,, = 0r154 046

M, = +0000 0173 868 a, = a, = 0168 005

M, = — 0000 0169 607 a, = a,, = 0176 561

= 0179 447

&
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nP = y,(2n 1) n—-1 (% _1) Pn—a
herangezogen, und zwar in der Form

n n—1

PCTESS LR Ty

23) P, = Pe-s
die in Folge des meist groBen Divisors w(2n—1) die geringste
Stéigerung der Unsicherheit erwarten lifit. Die Rechnung Wurde
7 stellig gefiihrt und dann auf 6 Stellen abgekiirzt.

Zur Bestimmung der durch 3) definierten Grofien P (u) wurde
die Differentialgleichung verwendet:

At
ki +1) P @2 T - R o

die man auch schreiben kann

2j+2 i 1-u® .

- i+ () — . - P (uw)=0.
GG D B O m D W
Diese Form schiitzt wegen der groBSen Divisoren vor Fehleran-
hiufungen. Sie gestattet die niederen Differentiale aus den ho-
heren zu berechnen, wobei

P* = 1.8.5....2n—1)
Pt =1.8.5....@n—1).u

als Ausgangswerte dienen. Als letzter Wert erscheint das schon
bekannte P,, was zur Kontrolle dient. Immerhin ist es miBlich,
daB diese Kontrolle erst am Schlusse einer langen Kette kommt,
und es war daher wiinschenswert eine weitere, mitlanfende Kon-
trolle zu haben. Diese bot sich in der Gleichung

24) F,(p) =

25)

1
9 - = —
6) Pﬂ - 2n+1 (P;b+l Pic—l)‘

Man wird diese Gleichung in der Weise am besten ausniitzen, da8
man die Reihen, die aus 24) fiir die verschiedenen Werte von %
entspringen, immer gleichzeitig bis zu gleichen Werten von j for-
dert. Man erhiilt so ein geschlossenes nach allen Richtungen durch
Kontrollen versteiftes Wertsystem.

Beim ersten Anblick mag es scheinen, als ob die Gleichung
26) in der Form

P = P, +@Cn+ )P
das einfachste Mittel zur Bestimmung der P, wire. Sie fiihrt
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aber zu ungeheuren Fehleranhdufungen, die von den grofien Fak-
toren herriihren, welche bei den vielfachen Differentiationen der
P, auftreten.

Jedes P/ (u) wurde nach 3) nun mit dem Faktor (V1—pui)
multipliziert, wodurch das System der Tafel III entstand. Die
Faktoren \1—p! sind mit P, identisch und daher selbst in der
Tafel enthalten.

Die Formeln 8') fiir die gesuchten Entwmklungskoefﬁmenten
verlangen nun noch die Multiplikation mit den Faktoren

2n+1 (n—j)!
Die letzteren sind schon bekannt (22)). Die ersteren finden sich
in Tafel IV. Das Ergebnis endlich, das sind die Grofen

2n+4+1 (n—7)!
2 (vt)!
ist in Tafel V zusammengestellt.

Wenn es sich um die Herstellung einer emmgen speziellen
Entwicklung handelte, wire es offenbar Skonomischer zuerst die
Grofen C; und S, abzuleiten, und diese erst mit «¢; zn multipli-
zieren. Man hitte dann fiir jeden Koeffizienten nur 17 Multipli-
kationen zu machen, wihrend so 153 ausgefithrt wurden. Da aber
das Zahlenmaterial gestatten soll, jede beliebige auf der Kugel
gegebene Verteilung mit der geringsten Mithe durch Kugelfunk-
tionen darzustellen, so erscheint es zweckmiBig, auch die Multi-
plikation mit a; vorwegzunehmen, so daf man damit uberha.upt
nichts mehr zu tun hat.

Die Rechnung wurde wieder 7 stellig gefiihrt und aut 6 Stellen
abgekiirzt. In Fillen, wo sich das Resultat mit geringerer Sicher-
heit ergab, sind die unsicheren Stellen abgestrichen. Ergab zu-
fillig die Kontrollrechnung den sichereren Wert, so wurde dieser
verwendet.

Wihrend die Grofen P’ und P,; mit wachsendem » und j
selbst bedentend anwachsen und die Grofenordnung 10*° erreichen,
sinken'im Gegensatz hierzu die Werte des Faktors 2";1 ; E’:& -_*__;)):
bis zur GroBenordnung 10~ herab. Das Produkt bleibt also noch
immer klein von der Ordnung 107", mit Riicksicht auaf a; sogar
von der Ordnung 107*. Darauns diirfen wir aber nicht die Be-
rechtigung ableiten, diese Grofien etwa von vornherein zu ver-
nachlissigen. Allerdings werden nun auch die Grofen 4/ und Bj,

a; P, (u)
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in 8') von der gleichen Grofenordnung, was der Entwicklung den
Schein anBerordentlicher Konvergenz verleihen wird. In der Tat
gind aber diese Koeffizienten in der Entwicklung 4) wieder mit
den groBen Werten P,; in Kombination. Es kommt also schlieflich
doch auf das Verhalten der C und S an, ob die Entwicklung eine
Konvergenz zeigt, und wie viele Glieder man beibehalten mn8.

IL
Die im vorigen berechneten Konstanten sollen nun zur Her-
stellung einer Entwicklung der Hohen- und Tiefenverhéltnisse der
Erde verwendet werden. Mit Riicksicht auf den Hauptzweck der
Rechnungen, nimlich die Untersuchung der Schwereverhéltnisse,
sowie vielleicht im Interesse mancher anderer Probleme, bei welchen
die Massen der Ozeane besonders behandelt werden miissen, wurde,
wie schon in der Einleitung erwihnt, eine zweite Entwicklung
hergestellt, welche nur die Tiefen der Meere darstellen, in allen
Punkten des Festlandes aber den Wert Null geben soll. Eine
dritte Entwicklung, welche nur die Hohe des Festlandes darstellen,
in allen Punkten des Meeres aber den Wert Null geben soll, wurde
zur Kontrolle berechnet. Jedes Glied der 1. Entwicklung ist also
gleich der Summe der entsprechenden Glieder der beiden anderen
Entwicklungen. Wir haben also 3 Entwicklungen herzustellen
A. Lithosphére
B. Hydrosphédre
C. physische Erdoberfliche.

Bestimmung der mittleren Héhen und mittleren Tiefen auf
der Erdoberfliche.

Das darzustellende Material wurde im Wesentlichen dem Erd-
profilen von Heiderich?) entnommen. Leider zeigte sich, daf die
der Publikation beigegebene Tafel im MaBstab 1:8000000 fiir die
Léngen und 1:800000 fiir die Hohen die Verhiltnisse ganz un-
gentigend widergibt. Mit Erlaubnis des Verfassers aber und durch
das Entgegenkommen des Herrn Prof. E. Briickner, des derzeitigen
Vorstandes des geographischen Instituts der Wiener Universitit,
gelang es mir, Heiderichs Originalzeichnungen im MaBstabe 1:
2000000 resp. 1: 200 000 zu erhalten, fiir welches Entgegenkommen
ich hier meinen besten Dank ausspreche. Um die modernen For-
schungsergebnisse zu beriicksichtigen, wurden die Profile nach Dr.

1) Franz Heiderich: Die mittleren Erhebungsverhiltnisse der Erdoberfiiche
_(Geog!‘&phische Abhandlungen herausg. von A. Penck in Wien, Bd. V, Heft 1.)
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M. Groll’s Meerestiefenkarten?!) verbessert. Daraus konnten nun
die Hohen- und Tiefenverhdltnisse lings der Parallelkreise von 5°
zu B° zwischen + 80° und — 65° abgelesen werden.

Da die Durchfihrong der Entwicklung anf Werte in der
Nihe der Pole nicht verzichten kann, muBten die fehlenden Pa-
rallelkreise ergédnzt werden. Fiir den 85. Nordparallel wurde
hierzu Stielers Handatlas herangezogen, fiir die Siidpolargegenden
die Karten von Adametz?) und Stieler, sowie die Angaben Amund-
sens®). Bei der geringen Zahl der Messungen, die aus diesen Ge-
bieten vorliegen, blieb beim Zeichnen der Profile der Willkiir ein
grofier Spielraum und man mufite sich begniigen, die Liicken durch
einen mdoglichst einfachen Zug zu iiberbriicken. Es handelt sich
dabei aber nur um kleine Gebiete.

Jedes Profil wurde nun in 32 Teile zerlegt, derart, daf die
fir die Entwicklung verwendeten Meridiane die einzelnen- Teile
in der Mitte durchschneiden. Es reicht somit der erste Teil von
5°37' 30" w. L. v. Gr. bis 5°387’ 30" 6stl. L., der 2. Teil von 5°37'30”
bis® 16952'30” u.s. f., so daf jeder Teil eine Ausdehnung von
11°15' erhdlt. Die einzelnen Teile wurden nun mit einem ge-
wohnlichen Polarplanimeter ansgemessen, und durch Multiplikation
mit einer Konstanten, die von der linearen Breite des Teiles, den
Mafistdben des Profiles und von der Planimeterkonstante abhingt,
ergab sich fiir den betreffenden Teil ein mittlerer Wert der Héhe
oder Tiefe.

Die gleiche Operation wurde nun mit der Abdnderaung wieder-
holt, daf die Hohe des Festlandes immer gleich Null angenommen
warde.

Die Anwendung der 2. Neumann'schen Methode verlangt nun
die Werte nicht von 5° zu 5° in Breite, sondern von den durch
13) gegebenen Stellen, die beildufig je 10° auseinanderliegen. Die
Abweichungen gegen die ganzen Zehner sind gering, im Maximum
28" beim 80. Parallelkreis, gehen sie auf die Werte: 1°56',' 1040/,
1924/, 197’ 51, 34, 17, O herunter. Bei der Unsicherheit welche
den mittleren Hghen fiberhaupt anhaftet, konnen diese Unterschiede
auBer Acht bleiben.

Es wurde nun fiir jeden Zehnerparallel das Mittel der um-
schlieBenden Fiinfer genommen, wobei der Cosinus der Breite als

1) M. Groll: Meerestiefenkarten (Institut f. Meereskunde d. Univ. Berlin.
Veroffentl. Nene Folge A Heft 2). ;

2) E. Adametz: Die kartographische Entwicklung der Antarktis (Kartogra-
phische und schulgeographische Zeitschrift 1912 Heft 8).

3) A. Amundsen: Die Eroberung des Siidpoles, Miinchen 1912.
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Gewicht eingefiihrt wurde, um der Meridiankonvergenz Rechnung
zu tragen. Das so gefundene Mittel wurde dann mit dem Zehner-
wert zu einem neuen Mittel vereinigt. Es ist also fiir die Breite ¢:

T 1 [ hgp—50 €08 (p—"5°) + kg 4 gocos (p+5°) k]

__2_[ cos (¢ — 5°) + cos (¢ +5°) ?
hy__5+h hy_—5—h

= %[_2_52_%_5”4“”@ el e

Das letzte Glied stellt nur eine kleine Korrektion dar. So ent-
standen die Wertsysteme der Tafel VI, welche die Grundlage fiir
die 3 Entwicklungen 4, B, C bilden. Dabei wurden fiir C die Werte
A — B genommen.

Bestimmung der intermediiren Konstanten C! und S und
der Grossen 4), und B

Die Entwicklung beginnt mit der Bestimmung der interme-
difiren Konstanten O und S’ nach den Formeln 7). Man hat zu
diesem Zwecke die zn einem Parallelkreise gehorenden Werte der
Tafel VI mit dem Cosinus oder Sinus des zugehdrigen (jfachen)
Vielfachen seiner géographischen Linge zu mnltiplizieren und die
Summe zu bilden. Da aber der ganze Umkreis in 32, jeder Qua-
drant also in 8 gleiche Teile geteilt ist, so kommen die gleichen
absoluten Werte des Cosinas oder Sinus mehrmals vor, und zwar
bei ungeradem j viermal, bei geradem j mindestens 8mal. Man
wird sich also die Sache dadurch vereinfachen, daf man die ent-
sprechenden Werte gleich zusammenzieht, wobei man nur auf das
Vorzeichen zu achten hat.

Man gelangt leicht zu folgendem Schema. Wir geben den
Meridianen die Nummern O bis 31 und bilden die folgenden Kom-
binationen

0-—16 =aq —

1-17—(15—81) = b 1—17+(13—31) = ¥
218 —(14—~380) = ¢ 2—18+(14—30) = ¢
3—19—(18—-29) = d 3—19+(13—29) = &
4-20—(12—-28) = ¢ 4—20+(12—28) = ¢
B—21—(11-27) = f 5—21+(11—27) = '
6—-22—(10—-26) =g 6—22+(10—26) = ¢'
7-23—-(9—25) =1% 7T—23+(9 —28) = ¥

— 8—-24 =1 = ¢
Abhandiungen d.K. Ges. d. Wiss. zu Gottingen. Math.-phys. K. N. F. Bd. XL,1. 2
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0+16—( 8+24) = a,
1417 —( 9+28) = b,
24+18—(10+26) = ¢,
34+19—(11+27) = 4,
44+20—(124+28) = ¢,
B+21—(13+29) = f,
6+22— (14+30) = g,
7+923—(15+481) = J,

0416+ ( 84+24) = aq,
1+174( 9+425) = b,
24+ 184+ (10+26) = ¢,
3+19+(11+427) = d,
44204(124-28) = e,
5+21+(13+29) = £,
6+224(14+30) = ¢,
74+234+(15+381) = b,

!

1 1 . :
Vs =?cos2lo = -p—sm2ﬂ.o--~y7 = %cos?}.o = —;-sm},o

wo 4, = 11°15’ ist, so finden wir:

@

C
C
C

01

c

C

1,

o>

-

] ©

I

l

L

01 = a70+b7’1+c7’3+d4’a+e7’4+f7’5+976+h77
C; = apy— 7, — 90+ by — ey — by + ey, — dp,
ay,— dy, + 9y, + hy, — ey, + by — ey + 7,
ay, — by, — ey, + [y, + ey, — Ay, — g+ by,
= ay,+hy, — ¢y, — fys + ey, + Ay — gy, — by,
ay, + dy, + gy, — by, — ey, — by, — ey, — [,
s+ 11— 97, — by, — ey, + hy, + ey, + dy,
ay,— by, + ¢y, — dy, + ey, — 75+ 9vs — by,

=6 =a, G+e,=d) a+c = a
bz_'fz=ba bz+f2=b; b;-l-d;:b"
G—9 = ¢ C+4g, = ¢
A=k, =d; d,+h, =d
a1=p - as=p2 —
b=k =g b+h =g \b—d, =g, by+d, = g
Ci—g, =7 c,+gl=r' — 63=1“;
d‘-f1=s d1+f1=sl
— e, =1t
53—, = P, — a,—b = p,
- by—dy = g;
Setzen wir dann noch:
1 1 1.
7o='; 7.=;coslo=7sm7}.°

73=0’
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Cy = Pyo+ a4y + 79, + 57,
Co = Py, — sy, — 1.+ 4y
Co = Do+ SV, — 17— 17,
Cu = PYo— QY+ 7V — Vs

S, =Vp+dy+dy+ep,+fr+9 v+l p,+iyp,
S =179 p+Vr+ep,~bp+cp+dy,—Vy,
S, =dp—gy+ Wy —p,+Vp, 4+, 7.+,
8, = —Wp+dy+lvi—€p—dp,+9 7+ 0y~ ¥y,
8, = =Wy, —¢p+f v +er.—dp,— g, + by, +i,
Su == d'77+g,7"s+kl7’s+el7’4+bl Ys—c' Ve _flyl—i'?'o
SIS = f’7’7+g’?s+b'7’5—e’74—h'73—6’ 7z+d’71+il7’o
st = bld’v—0'76+d175—6'74';'ftys_'g,?’e""k,yx—i,?o

S = qdv+rr+dn+ty,

Se == _3176+r’7’4+q'7s—i'7o

By = —s'po—r'yi+d v+t

S = Qv—7r"v. 49—ty

04 = PVt 97, Ss = Q,;7’4+7”;?o
012 il 2% Sk’ Y Sm = 947”4_'7; Yo

03 = DPs ¥ Ss %70
2 0:3 = P70 S:s = 0.

C, endlich ist das arithmetische Mittel aus allen Werten eines
Parallelkreises.

Nach diesem Schema wurden die GréBen C! und ! und zwar
fiir die 3 Entwicklungen 4, B und C selbstindig berechnet. Die
Kontrollgleichung C = A4 — B ergab Abweichungen, welche den
Betrag von 32 nirgends iiberschritten. Daran schlof sich die
Berechnung von 47 und B/, die ebenfalls fiir alle 3 Entwicklongen
selbsténdig ausgefiihrt wurde. Um die Kontrolle sicherer zu ge-
stalten, wurden aber in C die genauen Werte 4 — B zu Grunde
gelegt. Hierzu ist weiter nichts zu bemerken, als daB die Rech-
dung nunmehr um eine Stelle genauer gefiihrt werden muBte, um
die Kontrollgleichung auf wenige Einheiten der letzten Stelle zum
stimmen zu bringen.

In der Tafel VII sind die vollstindigen Entwicklungen 4 und

B gegfaben. Fiir ¢ kann man ohne weiteres 4 — B nehmen, nach-

dem die Kontroligleichung keine wesentlichen Unterschiede ergeben
2%
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hat. Die Glieder erscheinen alle in der Form

cos ji
a. 10 Pn,(y,){ ]
Die Einfilhrung der Zehnerpotenzen ist durch die grofien Unter-
schiede der GroBenordnung der P,; bedingt, welche in Tafel III
zum Ausdruck kommt. Der Exponent # wurdé so gewidhlt, daB
der Zahlenkoeffizient a beiliufig dem entspricht, was die Ampli-
tude des betreffenden Gliedes in Metern ausmacht. Da somit die
Amplitude noch immer etwa 5mal grofer, oder 2 mal kleiner sein
kann als @, so liBt sich aus diesen Tafeln die Konvergenz nur
schlecht entnehmen, ‘und wir miissen daher auch mit dem Urteil
dariiber, d.i. iiber die Stirke des Abnehmens der Koeffizienten
bis zur Besprechung der Darstellung zauriickhalten.

Beziiglich der technischen Seite der Herstellung einer solchen
Entwicklung mége noch bemerkt werden, daf die Rechenarbeit
keine sehr bedeutende ist. Die Berechnung der Grofen C; und S
erfordert 8, die der A4} und B! nur 6 Seiten Rechenpapieres im
Format 40 >< 25 cm fiir jede einzelne der 3 Entwicklungen.

Berechnung der Darstellung.

Es ist nun die Frage zu beantworten, in wie weit die Ent-
wicklungen ein brauchbares Bild der Erdoberfliche geben, oder
wenigstens das wiedergeben, was die Tafel VI enthdlt. Es be-
stand urspriinglich die Absicht die Berechnung der Darstellung
von den niederen zu hoheren Ordnungen der Kugelfunktionen fort-
schreiten zu lassen, um zu erkennen, wie sich das Erdbild durch
Hinzutreten der htheren Ordnungen nach und nach vervollstindigt.
Ich bin aber in dieser Richtung nur bis zur 5. Ordnung fortge-
schritten. Im Weiteren steigt die Arbeit dann derart ins Unsge-
messene, daB ich davor zuriickschreckte. Ich habe daher die Be-
rechnung der einzelnen Y (nach Formel 4) aufgegeben, und gleich
von vornherein angestrebt, alle Glieder verschiedener Ordnung
zusammenzufassen, welche mit gleichen Cosinus- oder Sinus-Fak-
toren multipliziert sind, mit anderen Worten im System der Tafel
VII nicht kolonnenweise, sondern zeilenweise fortzuschreiten. Die
Arbeit geht dadurch mindestens anf den 10. Teil herunter.

Die Aequidistanz der Meridiane erlaubt dabei noch einige Ab-
kiirzungen. Man rechnet alle Glieder zundchst nur fiir einen Qua-
dranten. Bei den Gliedern gerader Ordnung reicht man schon
mit der direkten Berechnung eines halben resp. Viertel- oder
Achtelquadranten aus und kann die auf den Quadranten fehlenden
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Werte dann nach der Symmetrie ergidnzen. Man summiert dann
die geraden und ungeraden Sinus- resp. Cosinusglieder, jede Gruppe
fiir sich, und erhiilt fiir jede dieser Gruppen die Werte fiir den
Quadranten als Summe von 8 Zahlen. Nun schreibt man diese
Gruppen nach der Symmetrie fiir die ganze Erde aus, und erhilt
das SchluBresultat durch Addition von 4 Zahlen fiir jeden Netz-
punkt, wozu als 5. noch das von der Linge unabhingige Glied
der 1. Zeile in Tafel VII tritt.

Das Resultat dieser ziemlich miihevollen Rechnung ist in den
Tafeln VIII fiir die 3 Entwicklungen 4, B und C niedergelegt.
Aus dem Vergleich zwischen C und 4 — B ergibt sich, daf nirgends
eine grofere Fehleranhinfung stattgefunden hat. Der Unterschied
erreicht nur in 71 von 544 Fillen den Wert = 1m, nur 2mal
den Wert £2m. Nach der Wahrscheinlichkeitskurve ergibt sich
daraus ein mittlerer Fehler von £0.64m.

Die Berechnung der Darstelling wurde um eine Stelle ge-
nauer gefiihrt, als die Berechnung der Koeffizienten. Es ist nédm-
lich fiir viele Aufgaben wichtiger die Darstellung genan zu haben,
wie die Koeffizienten selbst. DaB eine solche Entwicklung noch
weit entfernt ist, die Verhiltnisse der Erde richtig wiederzugeben,
ist klar, und wenn man irgend einen Koeffizienten willkiirlich um
etwa 40 oder BOm inderte, so wiirde dies den Wert der Ent-
wicklung- kaum schmélern. Dagegen ist es oft sehr wichtig zu
wissen, was man in der Entwicklung iiberhaupt besitzt. Dies
wird z. B. deutlich, wenn wir eine Anwendung auf die Schwerere-
duktionen machen wollen. Die Entwicklung wird hier nicht nur
die Massen in groBer Entfernung, sondern auch einen Teil der
Massen in unmittelbarer Nihe jedes Punktes beriicksichtigen. Es
ist dann unbedingt notig genau zu wissen, wie viel unberiicksichtigt
geblieben ist. Es ist daher in diesem Falle viel wichtiger zu wissen,
wie die Entwicklung verliuft, als ob sie absolut richtig verlduft.

Konvergenzbetrachtungen.

Wir kommen nun zur Frage der Konvergenz. Es handelt
sich dabei um die Feststellung, ob die Amplituden der einzelnen
Glieder von Ordnung zu Ordnung so abnehmen, daf mit Hinzu-
nehmen hoherer und hoherer Ordnungen eine fortschreitende An-
ndherung an eine gute Darstellung erreicht wird, oder mit anderen
Worten, daB durch die Glieder der nichsththeren Ordnung das
Bild nicht wieder vollstindig verindert wird. Es scheint nun
auf den ersten Anblick, als ob man.bei dem komplizierten Bau
der Erdoberfiiche solches von vornherein gar nicht erwarten diirfte ;

~ 4
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kommen doch innerhalb weniger Kilometer oft Schwankungen von
mehreren tausend Metern vor, die alto 30—50°/o dessen betragen,
was auf der Erde iiberhaupt vorkommt. Daraus kann man sich
zu dem Schlusse verleiten lassen, daf selbst Glieder sehr hoher
Ordnung noch nicht wesentlich kleiner sein werden, als die aller-
ersten. In der Tat ist es aber nicht so.

Zundchst kann man eine Abnahme der Glieder nur von Ord-
nung zu Ordnung verlangen; die Zahl der Glieder gleicher Ord-
nung steigt aber; man wird also immer eine griBere Anzahl von
Gliedern in etwa gleicher Grofie erwarten miissen. Nun betrachten
wir ein extremes Beispiel: wir fragen: wie miiften die Glieder
aussehen, durch welche die Alpen dargestellt werden, wenn wir
uns dieselben als drei parallele Gebirgsziige von 2000m Héhe
und 40 km Basis vorstellen? Wellen, deren Kiimme 40 km vonein-
ander abstehen, miifiten offenbar den Gliedern 1000. Ordnung ent-
sprechen, da der Erdumfang 40000 km betrdgt. Die Zahl der
Glieder dieser Ordnung ist aber 2001: Bei einer Amplitude von
+ 1000 m kime also auf jedes Glied durchschnittlich 0.5m. Nun
werden aber die Glieder 1000. Ordnung gewif nicht die einzigen
sein, die sich am Aufbau der Alpen beteiligen. Diese nehmen nur
einen sehr kleinen Teil der Erdoberfliche ein, und im iibrigen
Teile spielen die Glieder 1000. Ordnung keine hervorragende Rolle.
Es werden also andere Ordnungen dazu dienen miissen, fiir die
tibrige Erde den Effekt der Glieder 1000. Ordnung wieder zu zer-
storen, werden sich dabei aber auch an den Alpen beteiligen miissen.
So diirften wohl mehrere hundert Ordnungen in Betracht kommen,
und die Zahl der Glieder steigt auf einige Hunderttausende; ihre
mittlere Grofe wird daher noch kleiner sein.

Diese [Tberlegung ist allerdings nur richtig, wenn a.lle Glieder
mit Fleif ihre Maxima aufeinanderlegen, um die Alpen zu bauen.
Jedenfalls aber folgt daraus nicht nur, da8 dig einzelnen Glieder
von Ordnung zu Ordnung abnehmen werden, sondern daf auch die .
Summe aller Glieder einer Ordnung, also das zugehtrige Y, noch
kleiner sein wird, als die noch darzustellenden Unterschiede in
den Beobachtungen. Blof aus dem Umstande also, da8 die Y
kleiner werden als die schlieflich bleibenden Reste in der Dar-
stellung, darf man nicht schliefen, dafl die Entwicklung iiberfliissig
weit fortgesetzt wurde. Aus diesen Gesichtspunkten .haben wir
nun das Zahlenmaterial zn priifen.

Zur Feststellung der Abnahme der Grheder wurde in jeder
Ordmmg das arithmetische Mittel aus allen Amplituden genommen.
Die Amplituden wurden ihrerseits ams den Koeffizienten in Tafel

. &

—
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VII durch Multiplikation mit dem Maximum des zugehorigen P,
gebildet. Es ergibt sich folgende Zusammenstellung:

m— w—

1) 1 2 3 4 5 6 7 8
A ||1013m | 691m | 578 m {564 m {402m |300m | 206 m | 151 m
B 894 |617 |488 |479 (331 |247 |197 |143
C| 119 74 90 85 71 53 9 8

10 11 12 13 14 15 16

S
o

Al 153m |{147m|{124m| 89m{104m}| 94m| 94m| 75m
B || 126 120 96 77 93 85 76 63
c 27 27 28 12 11 9 18 12

Die Abnahme ist also deutlich ausgesprochen, wenn sie auch
namentlich im Falle C unregelmiBig ist. Doch sind hier von #n =7
an die Glieder iiberhaupt schon sehr klein.

Um nun die Abnahme von Y zu Y zu untersuchen, miiften
diese berechnet vorliegen. Es wurde aber schon frither erwihnt,
daB diese Berechnung nicht durchfiihrbar war. Man muf sich also
hier mit einer Uberschlagsrechnung begniigen. Die Amplituden
simtlicher Glieder sind bekannt, doch 148t sich nicht iiberblicken
in welcher Weise sie sich iiberanderlagern, und welche Maxima
resultieren. Es wurde nidherungsweise angenommen, daf die
Maxima der einzelnen Glieder lings der Parallelkreise nach dem
Zunfallgesetze verteilt sind, und das resultierende Maximum durch
die Wurzel der Quadratsumme der Amplituden ausgedriickt. Diese
Rechnung wurde fiir alle Parallelkreise durchgefiihrt, und dann
das Maximum herausgesucht. Es ergab sich folgendes

Y, Y, Y, Y, Y; ¥, Y, Y,
Al + 1818 m| + 1474 m| + 1607 m| 4+ 1574 m| + 1600 m| + 984 m| + 923 m| + 493 m
B 1600 1307 1351 1345 1335 800 793 484
cll 243 196 321 238 306 312 172 198
y‘:’ YI.O Yll :Y;2 Y‘13 y;! Y15 Y‘lG
‘Al +644m| +527m| 4 561m| + 324m| + 422m|+ 388 m| 4 420 m| + 317 m
Bl ~ 546 458 360 287 380 406 302 270
C 230 161 212 161 97 112 108 119

Es ist also auch hier die Abnahme der Amplitude deutlich
ausgesprochen, wenigstens im Falle 4 und B. Im Falle C ist
die Abnahme allerdings sehr gering, hauptsiichlich wohl deshalb,
weil die ersten Glieder schon recht klein sind.
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Resultate.

Wir wenden uns zu dem Vergleich mit den Grundlagen, die
in Tafel VI enthalten sind. Ordnet man die Abweichungen (Be-
obachtung—Rechnung) nach der GréBe, so ergibt die Abzihlung
folgende Zahlen:

0— |200— | 400— | 600— | 800— [1000—| tber

B—E| 200 m | 400m | 600m | 800 m | 1000m | 2000 m | 2000 m | Summe
A flo7a 139 ] 61 |24 | 18 | 12 1 | su4
B |32 | 148 | 42 | 13 8 6 1 | 544
c 0| 37| 5| 9 1 3 0o | 544

Die grofite Abweichung fillt bei 4 und B auf den Punkt:
@ = +80 2 = 0, wie iiberhaupt alle groferen Abweichungen in
die hoheren Breiten fallen. TUm diese Verhiltnisse ndher zm be-
leuchten wurde aus den Unterschieden B—R fiir jeden Parallel-
kreis ein mittlerer Fehler gerechnet. Die folgende Ubersicht ent-
hélt das Resultat:

a— st

4800 | 4700 | 4600 | 4500 | 4400 | 4300 | 4200 | 4100 | oo

All + 865 m| + 646 m| + 351 m| + 301m| + 247 m| + 264 m| + 253 m| + 239 m| + 181 m
Bl 582 434 268 277 206 258 220 197 158
cll 481 381 147 102 103 118 95 74 72

o —100 | —200 | —300 | —400 | —50° | —60° | —70° | — 800

Al + 194 m| + 302 m| & 284 m| + 387 m| + 344 m| + 321 m| + 454 m| + 410m

Bl 194 226 232 289 339 316 406 258

c 66 128 77 62 47 49 118 276

Aus diesen Zahlen erkennt man zunichst, da8 die Entwick-
lung C dem zugehdrigen Material am besten entspricht. Das ist
nicht verwunderlich, da die darzustellenden Werte den einfachsten
Verlanf zeigen: sind doch zwei Drittel aller Werte gleich Null
Demgegeniiber ist A der komplizierteste Fall, wihrend B die
Mitte hilt.

In allen drei Fillen aber spricht sich die obenerwihunte schlechte
Darstellung der Polgebiete deutlich aus, besonders im Norden,
weniger im Siiden, wo die Verh#ltnisse einfacher sind. Die Sache
erscheint zunichst anffallend. Infolge der Meridiankonvergenz sind
nimlich die Polargebiete mit Beobachtungspunkten verhiltnisméBig
reicher ausgestattet, als die niederen Breiten. Man kénnte daher
erwarten, dafl ihnen deshalb ein gréBeres Gewicht und damit auch
eine bessere Darstellung zufallen werde. Diesem Umstande aber

-
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wirken die GroBen a; in 8') entgegen, deren numerische Werte
unter 22) gegeben sind. Sie spielen die Rolle von Gewichten, und
da sie dem Cosinus der geographischen Breite beildufig propor-
tional sind, so wird dadurch die ungleichméfige Verteilung der
Beobachtungen ausgeglichen. Aus diesem Gesichtspunkte sollten die
Zahlen in obiger Zusammenstellung besser untereinander stimmen,

Der Grund des MiBverhdltnisses liegt nun darin, daf die P,
fiir alle j 4 O wegen der darin enthaltenen Potenzen von cos ¢
=1 —y.’)é am Pole selbst verschwinden, und in héheren Breiten
meist so klein bleiben, daB sie praktisch gleich Null zu setzen
sind. Wihrend also in den mittleren Breiten sich jeder Wert
aus 289 Gliedern zusammensetzt, haben unter 80° Breite nur 187
einen nennenswerten Betrag, und fiir den Pol selbst bleiben nur
noch die 17 Glieder, welche die P, enthalten. Die Ausdrucks-
fahigkeit der Entwicklung nimmt also gegen die Pole stark ab,
und deshalb wird die Darstellung hier mangelhaft.

Bei dem Aquator, fiir welchen auch die Hilfte der Glieder
verschwindet, ndmlich alle ungeraden Funktionen von g = sin ¢,
tritt solches nicht auf, weil hier ein beiderseitiger Anschluff vor-
liegt, der in den hohen Breiten fehlt. Es wire daher anch mog-
lich gewesen, daf fiir die Pole selbst ganz unbrauchbare Werte
auftreten. Tatsdchlich erhidlt man aber fiir diese beiden Punkte
ganz gute Werte

Nordpol: —18762m  Siidpol + 1020.8 m.

Gliicklicherweise sind die Grebiete mit schlechterer Darstellung
verhiltnisméfig klein, und die Abweichungen deshalb weniger be-
denklich. Fiihrt man den Cosinus der geographischen Breite als
Gewicht ein und bildet das Mittel aus allen Parallelkreisen, so
findet man

A: £202m B: £170m C: = 70m.

Die mittleren Hohen der Tafel VI sind also bis anf 100—200m
richtig dargestellt. Da es unwahrscheinlich ist, daf die Ausgangs-
werte genauer sind, oder auch, daf sich heute auf irgendwelchem
Wege bessere Werte iiberhaupt gewinnen lassen, so kann man

_wohl sagen, daB die Entwicklungen allen Anforderungen ent-
sprechen, und daB es kanm einen Wert hitte, sie weiter zu treiben.

Es bleibt nur noch iibrig das Resultat der Entwicklung mit
der Natur za vergleichen. Es wurde frither erwihnt, da8 bis
% = 5 die Darstellungen einzeln berechnet werden konnten. Es
1st nidmlich gestattet bei jedem beliebigen n stehen zu bleiben und
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man erhdlt immer die im Sinne der Methode der kleinsten Qua-
drate beste Entwicklung, wenn man die GroBen @, als Gewichte
der Parallelkreise einfiihrt. Es ist nicht ohne Interesse die Re.
sultate dieser einfacheren Entwicklungen zu betrachten.

Das 1. Glied (r = 0) ist fiir die Entwicklung 4 gleich — 2455.7 m,
fir B: —2680.9m und fiir C: +225.2. Wenn man also die Kon-
tinentalmassen abtrigt und damit die Tiefen der Ozeane ausfiillt,
so wiirde die ausgeglichene Fliche 2455.7 m unter das jetzige
Meeresniveau fallen. Die Wasser des Ozeans kénnten die ganze
Erde mit einer Tiefe von 2680.9 m iiberdecken. Den.Landmassen
entspricht eine die ganze Erde umspannende Schicht von 225.2m
Michtigkeit.

Die folgenden Bemerkungen beziehen sich nur noch auf die
Entwicklung 4, da sie allein die fiir das Gesamtbild so charak-
teristische Kiistenlinie gut darstellt, wihrend diese bei B und C
begreiflicherweise ganz verwischt wird.

Die Glieder 1. Ordnung erzeugen eine Unsymmetrie im Aus-
mafie von *1800m, so daB noch nirgends der Meeresspiegel er-
reicht wird. Der europédisch-asiatische Kontinent er-
scheint nur angedeutet durch ein Ansteigen des Meeresbodens bis
auf —640m. Erst dieHinzunahme von ¥, 148t ,trockenes Land“
erscheinen an der Stelle von Europa—Asien, alles andere bleibt
noch vom Meer iiberdeckt. Daran #ndert auch die Hinzunahme
von Y, nicht viel: Die Kontinentalmasse umfafit nun einen Teil
von Nord-Afrika; Amerika liegt noch in einer Tiefe von
8—900m. Legt man die O-Linie in etwa —2800m, so erhilt man
beildufig das Bild, das Love!) nach seiner Entwicklung bis zu
Gliedern 3. Ordnung zeichnet.

Die Glieder 4. Ordnung (Y,) bringen die erste Andentung von
Amerika in Form einer Kontinentalmasse, die von Norden herein
bis etwa zum 60. Parallel reicht. Sie setzt sich als submarine
Bodenwelle in der Richtung gegen Siid-Amerika fort, erhebt
sich aber nirgends iiber die Tiefe von 600m. Afrika reicht nun
bis zum Agquator.

Die Glieder 5. Ordnung (Y,) endlich lassen Siid-Amerika
als selbstidndige kleine Insel entstehen. Siid-Afrika ist durch
eine Bodenwelle unter dem Meere kaum angedeutet. Australien
bleibt mit 800m Meer bedeckt. Das Ergebnis dieser Rechnungen -

1) Love: Gravitational Stability of the earth. Phil. Trans. of London Bd.
207A. Love rechnet unter der vereinfachenden Annahme, da8 allen Punkten
oberhalb seiner Null-Linje (— 8400 Fu8) die Hoéhe 4 1, allen Punkten unterhalb
die Hohe — 1 zukommt.
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ist also, daB selbst bei # = 5 noch kein annihernd richtiges Bild
entsteht. Mit einer Entwicklung, die nur wenige Glieder enthilt,
wird man also gewif nie auskommen.

Um endlich das SchluBresultat, welches in der Darstellung
auf Tafel VIII enthalten ist, zu iiberblicken, wurden die Werte
in eine Karte eingetragen (Karte II), fiir welche eine flichentrene
Projektion gewidhlt wurde und auf Grund einer graphischen Inter-
polation Schichtenlinien von 1000 zau 1000 m gezogen. Zum Ver-
gleich wurde eine dhnliche Karte (Karte I) aus den Beobachtungs-
daten nach Tafel VI hergestellt. Dieser Vergleich ist deshalb
wichtig, weil er zeigt, wie viel man von der Entwicklung iiber-
haupt erwarten darf; denn was in den Grundlagen nicht enthalten
ist, kann auch die Darstellung nicht bringen. Ein Blick auf die
beiden Karten zeigt nun eine weit iiber die Erwartung gehende
Abnlichkeit, so daB man fast von einer vollkommenen Wiedergabe
des Materiales sprechen kann. Durch einen merkwiirdigen Zufall
erscheint das Bild sogar verbessert. So ist in der Darstellurg
das auffallend spitze Aussehen von NW-Afrika verschwunden, und
die Form von NE-Amerika hat-auch an Richtigkeit gewonnen.
Namentlich in dem letzteren Falle handelt es sich aber um ganz
geringe Hohenunterschiede, fiir welche flache Kiisten sehr empfind-
lich sind. )

Die Form der Kontinente erscheint in grofien Ziigen wieder-
gegeben. Doch ist die Kiistenlinie darchwegs landeinwiérts ver-
schoben, wihrend die —1000m Linie mit der wahren Lage der
Kiiste viel besser zusammenfillt. Es hingt dies damit zusammen,
daB die mittlere Hohe der Kontinente viel geringer ist, als die
mittlere Tiefe des Meeres. Die Mitte liegt etwa bei — 20C0m.
Bei dem Ausgleich der Steilabfille werden also die oberen Schichten-
linien gegen das Land, die unteren gegen die See zu riicken.

Im einzelnen sind folgende Punkte hervorzuheben. Die Beh-
ringstraBe erscheint stark verbreitert, aber durch ein sehr
seichtes Meer ersetzt. ,Der AbschluB des stillen Ozeans gegen das
Eismeer ist also recht gut wiedergegeben. Dagegen erscheint der
Mangel von Zentral-Amerika bedenklich, da hier das Meer
doch iiber 1000 m tief bleibt. An sich ist die Sache nicht ver-
wunderlich: um die schmale Landbriicke zwischen den zwei tiefen
Meeren darzustellen, hitte man die Netzpunkte viel enger wihlen
und die Entwicklung viel weiter treiben miissen. Darum fehlt
Zentral - Amerika auch schon in Karte I. Aus einem #hnlichen
(:‘rrunde machen sich auch die Anden wenig bemerkbar: sie gleichen
sich mit dem nahen tiefen Meere aus. Der submarine Zusammen-
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hang zwischen Siid-Amerika ond dem antarktischen Kon-
tinent kommt gut zum Ausdruck. Auch sonst sind, viele Einzel-
heiten in den Tiefenverhdltnissen des pacifischen Ozeans dar-
gestellt: so die geringere Tiefe westlich des Siidendes von Siid-
Amerika, und die groBen Tiefen 0stlich von Neu-Seeland
und Japan. Neu-Seeland selbst und die anschliefenden Insel-
gruppen sind durch ein ziemlich seichtes Meer ersetazt.

Die nordamerikanischen Gebirge nehmen einen breiten
Raum ein. ’

Der atlantische Ozean erscheint im NE naturgetreu durch
ein Meer geringer Tiefe abgeschlossen. Das Telegrafenplateau
wird durch eine Ausbiegung der — 4000 m - Linie nach Siiden bis
zum 35. Breitegrad dargestellt. Ebenso sind die Tiefenverhalt-
nisse des siidatlantischen Ozeans gut wiedergegeben. Das
mittellindische Meer erscheint stark vergrifiert, aber sehr
seicht,

Das afrikanische Hochland ist mebrfach kenntlich; Ma-
dagaskar ist in den Tiefenlinien angedeutet.

Nordlich vom kaspischen Meere findet man eine kleine
Depression; das asiatische Hochland steigt iiber 3000 m;
Vorder-Indien ist in der Kiistenlinie nur angedeatet, in der
— 2000 m-Linie aber ganz ausgebildet; besser zeigt sich Hinter-
Indien; die Sunda-Inseln sind durch eine kleine Insel im
seichten Meer ersetzt.

Australien ist von Siiden her etwas verkleinert.

Im Stidpolargebiete spricht sich das RoB-Meer deut-
lich aus aus, dagegen ist Graham-Land und das Wedell-
Meer verwischt, wihrend es auf Karte I noch ziemlich deuntlich
ist. Unter 100—130° §stl. v. Gr. und etwa 80° Breite erhebt sich
das Land iiber 2000m. Die Stelle ist nicht weit vom Kinig
Eduard VII Plateau.

Im allgemeinen kann man also wohl sagen, daf sich die Ent-
wicklung den tatsichlichen Verhiltnissen recht gut anschlieft, und
sie diirfte fiir viele Probleme der Geophysik eine brauchbare Grund-
lage bilden. .

Der Grundsatz, der bei der Herstellung der Entwicklung lei-
tend war, war der, die Massenverteilung richtig zu erhalten, da
es vornehmlich Schwereuntersuchungen waren, die die Veranlassung
geboten haben. Bei anderen Problemen sind aber vielleicht andere
Gesichtspunkte maBgebend, und da wird sich die obige Entwick-
lung vielleicht weniger eignen. So wird z. B. bei Untersuchungen
iiber die Ebbe und Flut des Meeres das Fehlen von Zentral-Amerika
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storend sein. Die im ersten Teile abgeleiteten Konstanten ge-
statten leicht eine entsprechende Entwicklung fiir dieses Problem
herzustellen, wenn man entsprechende Hohenwerte zu Grunde legt,
bei denen statt der Massenverteilung die Kiistenentwicklung besser
zum Ausdruck kommt. Die gute Ubereinstimmung der beiden
Karten zeigt, daf die Entwicklung auch auf ziemlich geringfiigige
Anderung der Grundlagen richtig reagiert. Einfacher diirfte es
vielleicht sein, eine Zusatzentwicklung herzustellen, welche nur
die gewiinschten Verbesserungen darstellt. Die Rechnung wird
dadurch sehr abgekiirzt, daB alle nicht geéinderten Punkte mit
Nullen eintreten.
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Fortsetzung wmstehend.
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