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Ueber die Grundlagen der Geometrie.
(Von Herrn Wilhelm Killing in Braunsberg.)

Zu der vorliegenden Abhandlung habe ich bereits frither einige
Vorarbeiten herausgegeben, nidmlich eine Arbeit, welche im Jahresbericht
des Gymnasiums zu Brilon 1880 erschien, und eine zweite, welche dem
Verzeichniss der Vorlesungen unseres Lyceums fiir den Winter 1884/85
vorgedruckt ist. Einzelne Theile dieser Arbeiten sind, jedoch nicht ohne
durchgreifende Aenderungen, in die vorliegende Arbeit aufgenommen; aber
der grosste Theil, namentlich die letzten Paragraphen, ist ganz neu.

Dass die Geometrie gewisse Sitze unbewiesen voraussetzen und dar-
auf den Beweis fiir ihre weiteren Siitze stiitzen miisse, ist von je her an-
erkannt. Aber ganz Entsprechendes gilt fiir die Begriffe. Die Bildung von
Begriffen geschieht in der Geometrie durch Definitionen, deren Wesen darin
besteht, mehrere Begriffe zu einem einzigen neuen zu verbinden. Daraus
folgt, dass auch die Bildung von Definitionen einmal ihre Grenze findet,
und dass gewisse Begriffe, ohne selbst definirt werden zu konnen, allen
Definitionen zugrunde liegen; sie mogen als Grundbegriffe der Geometrie
bezeichnet werden. Damit dieser Name einem System von Begriffen bei-
gelegt werden kann, hat dasselbe somit drei Bedingungen zu geniigen:
erstens muss jeder dieser Begriffe fiir die Geometrie nothwendig sein, zweitens
muss das System nicht auf eine geringere Zahl zuriickgefiihrt werden konnen,
und drittens zur Gewinnung aller geometrischen Begriffe ausreichen.

Mit der Aufstellung der Grundbegriffe ist aber die Moglichkeit von
Definitionen keineswegs gegeben. Bevor man mehrere Begriffe in einer
Definition zusammenstellt, muss die Moglichkeit erkannt sein, sie iiberhaupt
zu verbinden, und weil die Verbindung einen neuen Begriff ergeben soll,
darf die Verbindung nicht nothwendig sein. Ferner kann in vielen Fillen
eine Definition nicht unmittelbar in voller Allgemeinheit aufgestellt werden,
sondern benutzt einen Hiilfsbegriff, der, wenigstens scheinbar, speciellen
- Journal fir Mathematik Bd. CIX. Heft 2. 16
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Charakter hat; in diesen Fiillen ist es nothig, nachzuweisen, dass der neue
Begriff wirklich allgemeine Giiltigkeit besitzt. So erkennen wir, dass jede
Definition bereits gewisse Urtheile voraussetzt. Diejenigen Urtheile (Sitze),
welche nicht durch Beweise auf andere zuriickfiihrbar sind, bilden somit
die Grundlage fiir die Definitionen und fiir die weiteren Urtheile; es mige
gestattet sein, sie als Grundsitze der Geometrie zu bezeichnen.

Bei der grossen Verschiedenheit der Ansichten, welche iiber die
ersten Begriffe der Geometrie herrschen, habe ich es fiir nothig gehalten,
bei Aufstellung der Grundbegriffe meine Anschauung nidher zu begriinden
und moglichen Missverstindnissen thunlichst vorzubeugen, wobei ich mit
dem Gestiindniss nicht zuriickbalten will, dass ich die Berechtigung der
. von mir aufgestellten Grundbegriffe und Grundsitze hauptsdchlich in dem
Umstande erblicke, dass mit ihrer Hiilfe ein consequenter Aufbaun der Geo-
metrie moglich ist. Zugleich verhehle ich mir aber nicht, dass jetzt noth-
wendigerweise eine zweite Aufgabe an uns herantritt, ndmlich tiefer auf
die innere Berechtigung dieser Begriffe und Urtheile einzugehen. Diese
Aufgabe, welche immer erst einen spéteren Platz einnehmen kann, diirfte
weniger der Mathematik angehdren. Von dem philosophischen Gebiete
habe ich aber geglaubt, mich ganz fernhalten zu sollen, so interessant es
sicherlich gewesen wiire, wenigstens einige Ausblicke anzubringen.

Wenn ich auch in § 2 alle Grundsitze unmittelbar neben einander
stelle, so wiirde ich es doch fiir angemessener erachtet haben, die einzelnen
fir sich in ihren Consequenzen soweit zu verfolgen, bis sich die Hinzu-
nahme weiterer als nothwendig erweist. Hieran hinderte mich jedoch die
Absicht, die Darlegung nicht breiter werden zu lassen, als bereits jetzt noth-
wendig war. Bei grundlegenden Arbeiten wird eine gewisse Breite nicht
zu umgehen sein. Bei Herleitung der Begriffe schien mir eine peinliche
Ausfiihrlichkeit angebracht; bei einigen Beweisen glaubte ich aber, es mit
kurzen Andeutungen bewenden lassen zu konnen, um nicht gar zu weit-
ldufig zu werden.

Die ersten neun Paragraphen beschiiftigen sich nur mit denjenigen
Folgerungen, welche sich aus den sieben ersten Grundsiitzen ergeben, und
gelangen zu der iiberaus merkwiirdigen Thatsache, dass das hierdurch be-
stimmte Wissensgebiet wesentlich identisch ist mit einer fest begrenzten
analytischen Theorie, néimlich der der endlichen transitiven Transformations-
gruppen. Sollte man einen Mangel darin finden wollen, dass man nicht
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unmittelbar die intransitiven Gruppen mit erhilt, so mége man nur beriick-
sichtigen, dass die intransitiven Gruppen eben nicht in sich abgeschlossen
sind und ein iiber die Gruppe hinausgehendes Grossengebiet voraussetzen.
Andererseits fiihrt aber die Theorie der transitiven Gruppen durch die in
ihnen enthaltenen Untergruppen auf die intransitiven Gruppen, so dass letz-
tere auch bei unserem Ausgangspunkte nicht ausgeschlossen sind.

Gleichwie es ausserordentlich viele verschiedene transitive Gruppen
giebt, so kann man auch ganz verschiedene in sich abgeschlossene Systeme
aufstellen, welche den angegebenen Grundsitzen geniigen. Alle diese
zeigen, wie sie auf derselben Grundlage ruhen, in ihrem Aufbau wesent-
liche Uebereinstimmung. Sie miissen demnach als Zweige einer einzigen
Wissenschaft bezeichnet werden, und es wird passend sein, dieser einen
eigenen Namen zu geben. Es liegt aber nichts niher, als diese Wissen-
schaft eine ,verallgemeinerte Geometrie* zu nennen und ihren Zweigen den
Namen ,Raumformen im allgemeinen Sinne“ beizulegen, im Gegensatz zu
den .eigentlichen Raumformen*, welche durch den Grundsatz VIII be-
stimmt werden und fiir den Fall dreier Dimensionen unserer Erfahrung
geniigen.

Es diirfte iiberhaupt fraglich sein, ob der letzte Grundsatz mit den
iibrigen ganz auf dieselbe Stufe gestellt werden kann. Nach demselben
soll bei der Ruhe eines Punktes weder ein zweiter jede beliebige Lage
annehmen konnen, noch soll ein durch den ruhenden Punkt gehendes Ge-
bilde nothwendig bei der Ruhe des Punktes in sich verbleiben. Wihrend
die iibrigen Grundsitze ganz allgemein vorausgesetzt werden miissen, darf
hier die postulirte Eigenschaft nur fiir einen einzigen Punkt angenommen
werden und folgt dann fiir jeden andern. Somit begriindet auch dieser
Grundsatz nur eine gewisse Abtheilung in einem grosseren Gebiete.

Fiir meine Ueberzeugung, dass die Geometrie im engeren Sinne nur
als kleiner Theil in einem allgemeinen Wissens-Gebiete aufgefasst werden
muss, spricht auch folgender Umstand. Wenn man, in Verfolgung eines
Pliickerschen Gedankens, in einer eigentlichen Raumform eine gerade Linie,
eine Ebene oder iiberhaupt ein Gebilde, welches bei allen Transformationen
einer Untergruppe in sich verbleibt, als Element einer Raumform auffasst,
80 gelangt man im tiefsten Grunde nur zu einer andern Behandlung der-
selben Raumform; auch zeigt das System, zu dem man auf diese Weise
gefithrt wird, stets die Eigenschaften einer verallgemeinerten, aber nur in

16*
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den seltensten Fillen die einer eigentlichen Raumform. So wird man durch
eine ganz einfache Operation, welche an einer eigentlichen Raumform aus-
gefithrt wird, auf die allgemeineren gefiihrt.

Endlich darf ich wohl zur Stiitze meiner Ansicht auf eine zweidimen-
sionale Raumform aufmerksam machen, welche ich in § 13 niher charak-
terisirt habe, und welche mit meinem achten Grundsatze vielleicht noch
vereinbar ist. In derselben wird der Kreis durch eine gewisse Spirale er-
setzt. Herr vom Helmholtz, der, ohne ihre Gleichungen aufzustellen, sie
genau beschreibt, schliesst sie durch das Postulat aus, dass bei der Ruhe
eines Punktes ein zweiter sich in einer geschlossenen Linie bewege. Be-
schrinken wir uns aber auf Erfahrungen, bei denen nur Bewegungen in
einer Ebene benutzt werden, so lisst sich die Unmoglichkeit einer solchen
Raumform nicht erweisen; fiir den mehrdimensionalen Raum wird sie aller-
dings von selbst ausgeschlossen.

Bei der engen Beziehung, welche zwischen den verallgemeinerten
Raumformen und den Transformations-Gruppen stattfindet, erachte ich es
fiir nothwendig, auf die kleinen zwischen beiden Theorien bestehenden Unter-
schiede hinzuweisen. Der eine beruht darin, dass in der Gruppe complexe
Werthe der Variabeln mit den reellen gleich berechtigt sind, in der Raum-
form aber nicht, und dass infolge dessen zwei Gruppen als wesentlich iden-
tisch (dhnlich) zu betrachten sind, wenn sie auch durch eine imaginire
Transformation in einander umgewandelt werden, wihrend die entsprechen-
den Raumformen wesentliche Verschiedenheiten zeigen. Ein zweiter Unter-
schied ist der, dass zu derselben Gruppe mehrere Raumformen gehoren
konnen. Es giebt ndmlich Fille, in denen einem Punkte sowohl je ein
einziges als auch mehrere Werthsysteme der Variabeln beigeordnet werden
konnen. Ich erinnere an die beiden Raumformen positiver constanter Kriim-
mung, welche fiir jede Zahl von Dimensionen moglich sind (dieses Journal
Bd. 83 S. 72). ' :

In § 9 habe ich einen Ueberblick iiber die Theorie der Transfor-
mations-Gruppen gegeben. Dabei musste ich vor allem solche Partieen
berticksichtigen, welche in den folgenden Paragraphen Anwendung finden
oder doch geeignet sind, das Verstiindniss der darin benutzten Beweise zu
erleichtern. Angaben dariiber, wo der einzelne Satz zuerst aufgestellt sei,
oder wo man seinen einfachsten Beweis finde, habe ich ganz ausgeschlossen.
Die Litteratur auf diesem Gebiete ist ja noch ziemlich klein. Fiir § 9
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kommt es vor allem auf den ersten Band der ,Transformations-Gruppen*
des Herrn Lie (Leipzig 1888) an; daneben vergleiche man eine Arbeit des
Herrn Schur im 35. Bande der Annalen und endlich meine eigenen Arbeiten,
namentlich diejenigen, welche in den Binden 31—36 der Annalen vertffent-
licht sind. Wenn ich mich in § 8 bei Entwicklung des Begriffs der Trans-
formations-Gruppen recht eng an Herrn Lie angeschlossen habe, so leitete
mich vor allem das Bestreben, die volle Uebereinstimmung um so deutlicher
hervortreten zu lassen. Auch hiitte ich in § 10 erwihnen konnen, dass
Herr Lie bereits mehrfach die lineare Gruppe in Betracht gezogen hat,
durch welche die Bewegung der einem festen Punkte unendlich nahen
Punkte bestimmt wird.

Die vier letzten Paragraphen sind den eigentlichen Raumformen ge-
widmet. Wie Herr von Helmholtz von gewissen Eigenschaften der Bewegung
ausgeht und dadurch zuerst auf die wahre Grundlage der Geometrie hin-
gewiesen hat, setze auch ich Eigenschaften der Bewegung voraus, und zwar
betrachte ich ebenfalls die Drehung eines Korpers um einen festen Punkt.
Meine Voraussetzung fiihrt mich dann auf eine Invariante zwischen den
Coordinaten zweier Punkte, also auf eine Abstandsfunction im Sinne des
Herrn Weierstrass. Indem ich die beiden Punkte unendlich nahe an ein-
ander riicken lasse, vertritt die Invariante Riemanns Ausdruck fiir das Qua-
drat des Bogenelementes, und ich weise nach, dass derselbe in den Diffe-
rentialen homogen linear vom zweiten Grade ist. Denselben behandle ich
in zweifacher Weise, einmal im Anschluss und unter Benutzung der Unter-
suchungen, welche in diesem Journal von den Herren Christoffel (Bd. 70)
und Lipschitz (Bd. 70—72) angestellt worden sind. Endlich wende ich die
Theorie der Transformations- Gruppen an und gelange dadurch zu einer
recht einfachen und elementaren Herleitung der eigentlichen Raumformen.

Zum Schluss sei noch folgende Bemerkung gestattet: Bei den eigent-
lichen Raumformen tritt die wichtige Erscheinung auf, dass niemals ein
Korper oder ein Grenzgebilde mit einem seiner Theile zur Deckung ge-
bracht werden kann. Bei meinem Grundsatz VIII (und ebenso bei den
Voraussetzungen des Herrn vor Helmholtz) stellt sich diese Thatsache als
ein Lehrsatz dar, der bewiesen werden kann. Man kann auch versuchen,
diese Eigenschaft zur Grundlage zu wihlen; nur muss man sie dann nicht
bloss fiir Korper, sondern auch fiir simmtliche Grenzgebilde machen. Ob
es dann gelingt, die Bewegung ganz zu entbehren, kann ich noch nicht
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iibersehen; jedenfalls wiirde die Durchfiithrung grosse Schwierigkeiten bieten.
Auch hieraus geht hervor, dass es in der Geometrie besonders auf Lagenbezie-
hungen ankommt, und dass Grissensiitze immer erst die zweite Stelle einnehmen.

§ 1.

Grundbegriffe.

Als Grundbegriffe der Geometrie stellen wir folgende auf:

Feste Korper, Theile eines Korpers, Raum, Theile eines Raumes, einen
Raum einnehmen (decken), Zeit, Ruhe, Bewegung.

Die Alten glaubten bekanntlich, die Bewegung sei der Geometrie
fremd, und sie machten infolge dessen die griossten Anstrengungen, auch
* aus den geometrischen Beweisen den Gebrauch der Bewegung ganz zu ver-
bannen. Aber es ist ihnen keineswegs gelungen, ohne Bewegung auszu-
kommen. Wenn Euklid die Congruenzsitze des Dreiecks und manche Sitze
fiber den Kreis beweist, so benutzt er die Bewegung ganz offenkundig;
selbst der Gebrauch des Zirkels in denjenigen Constructions-Aufgaben, welche
als Existenzbeweise dienen, kommt meistens auf Bewegung hinaus; endlich
ist in sehr vielen Fillen, wo Euklid seine Grossensiitze benutzt, der tiefere
Grund in der Bewegung zu suchen. Sobald aber ein Satz, dessen Beweis
unter Anwendung der Bewegung gefiihrt wird, beim Beweise eines anderen
Satzes benutzt wird, stiitzt sich auch der letztere auf Bewegung; daraus,
dass mancher Beweis nur die Congruenzsiitze der Dreiecke in Anwendung
bringt, darf daher keineswegs gefolgert werden, dass fiir denselben die Be-
wegung iiberfliissig sei. Vielmehr wird man zugeben miissen, dass die directe
Anwendung der Bewegung in sehr vielen Fiillen die Beweise einfacher,
natiirlicher und iibersichtlicher macht. Konnte die Bewegung in der Geometrie
wirklich entbehrt werden, so wiirden die Versuche der Alten ganz gewiss
einen besseren Erfolg gehabt haben.

In neuerer Zeit sagt man vielfach, es komme nicht auf die Bewegung
der Korper, sondern auf die Vergleichung verschiedener Raumtheile an.
Dieser Gedanke liegt um so niher, da grossartige Fortschritte, welche die
Geometrie in letzter Zeit gemacht hat, gerade dadurch herbeigefiihrt worden
sind, dass man die Vergleichung in der verschiedensten Weise zugelassen
hat. Man iibersieht aber hierbei, dass die verschiedenen Arten der Ver-
gleichung einer gesonderten Herleitung bediirfen, und dass sich alle aus
der Congruenz herleiten lassen. Auch kommt es der Geometrie an und fiir
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sich nur auf die begrifflichen Operationen an, und es ist ihr gleichgiiltig,
welche Vorstellungen mit den Begriffen verbunden werden. Man darf daher
ohne Zweifel eine gewisse Vergleichung von Raumtheilen an die Spitze der
Geometrie stellen; aber diese Vergleichung muss identisch sein mit derjenigen,
welche durch die Bewegung von starren Korpern vermittelt wird. Indessen
gelangt der Geist zu der Vergleichung von Raumtheilen zunichst durch
die Bewegung fester Korper; dann erst wird dieselbe durch die Benutzung
von Auge und Hand (also im wesentlichen auch durch Bewegung) ver-
mittelt; und wenn schliesslich auch hiervon Abstand genommen wird, so
recurrirt man wenigstens indirect auf die angegebenen Hiilfsmittel. Schon
aus diesem Grunde ist es am natiirlichsten, den festen Korper als Grund-
begriff fiir die Geometrie beizubehalten. Man versuche es nur einmal, die
grundlegenden Siitze ohne Benutzung des Begriffs von festen Korpern aus-
zusprechen, und man wird erkennen, wie schwierig dies ist. und wie sehr
die Natiirlichkeit darunter leidet.

Mit der Bewegung ist ihr Gegensatz, die Ruhe, mitverlangt; dann
kann aber der Begriff der Zeit nicht entbehrt werden. Die Nothwendigkeit
der Theilung ist von je her anerkannt.

Dabei miissen wir jedoch zugestehen, dass einige dieser Begriffe mehr
den Charakter von Hiilfsbegriffen haben. Das gilt vor allem von der Zeit,
betreffs deren fiir die Geometrie nur das ,zugleich, vorher und nachher* nicht
entbehrt werden kann. Auch der feste Korper wird nicht an sich gebraucht,
sondern nur insofern, als mit seiner Hiilfe weitere Begriffe hergeleitet werden.

Wir konnen uns nicht mit dem Nachweis befassen, dass es unmog-
lich ist, die angegebenen Begriffe auf eine geringere Zahl zuriickzufiihren.
Wenn man die bisher gemachten Versuche, Definitionen von den aufgestell-
ten Begriffen zu liefern, irgend genauer ansieht, 80 wird man sicherlich zu
der Ueberzeugung gelangen, dass es sich nur um Erlduterung, nicht um
eine strenge Definition handelt. Wenn z. B. ein fester Korper als ein solcher
definirt wird, fiir welchen die Grosse und die Gestalt ungeiindert bleiben,
so treten an die Stelle des einen Grundbegriffs ,fester Korper“ zwei neue,
némlich ,,Grosse* und ,,Gestalt eines Korpers®, deren Erliuterung noch mehr
Miihe macht, als die des urspriinglich gegebenen Begriffs.

Somit bedarf es nur noch des Nachweises, dass die aufgestellten
Begriffe fiir die Geometrie geniigen, und dieser Nachweis kann nur durch
den wirklichen Aufbau gefiibrt werden.
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§ 2.
Grundsitze der Geometrie.

Die Ausdehnung und die Undurchdringlichkeit der Korper miissen
auch in der Geometrie an erster Stelle genannt werden; wir fassen sie zu
einem Grundsatz zusammen.

1. Jeder Korper nimmt zu jeder Zeit einen Raum ein; der vor einem
Korper eingenommenen Raum kann nicht gleichzeitig ein zweiter Korper decken.

Die Geometrie bedarf der unbegrenzten Theilung eines jeden Kdrpers.
Aber die geometrische Theilung ist von der mechanischen wesentlich ver-
schieden, indem letztere die Theile von einander trennt, wihrend bei der
geometrischen Theilung die Theile als dem Ganzen anhaftend gedacht
werden konnen. Wenn z. B. zwei Lagen desselben Korpers einen Raum-
theil gemeinschaftlich haben, in einem andern aber nicht iibereinstimmen,
so ist dadurch geometrisch eine Theilung des Korpers ausgefiihrt; man
unterscheidet denjenigen Theil des Korpers, dessen zweite Lage von dem
Korper in der ersten Lage noch mit eingenommen wurde, von demjenigen
Theile, dessen zweite Lage der ersten Lage des Korpers nicht angehort.
Demnach ist die Forderung einer unbegrenzten geometrischen Theilung mit
der physikalischen Annahme von Molekeln und Atomen ganz vereinbar.

II. Jeder Raum (Korper) kann getheilt werden; jeder Theil eines
Raumes (Kirpers) ist wiederum ein Raum (Korper); ist A ein Theil von B,
und B ein Theil von C, so ist auch A ein Theil vor C, wo man unter A, B, C
sowohl Rdume als Korper verstehen kann.

Die Unabhiingigkeit des Raumes von dem ihn einnehmenden Korper
-fithrt zu folgendem Grundsatze:

II1. Jeder Korper kann bewegt werden; wenn ein Korper zu irgend
einer Zeit den f[riheren Raum eines zweiten Korpers deckti, so kann er zur
Deckung mit jedem Raum gebracht werden, welchen der zweite zu irgend einer
Zeit einnimmt. '.

Dieser Grundsatz erlaubt die Definition der Congruenz fiir Riume
und fiir Korper, indem er diesen Begriff von der Zeit, und fiir Rdume von
dem benutzten Korper, dagegen fiir Korper von dem benutzten Raume un-
abhiingig macht So werden wir zwei R#ume als congruent bezeichnen,
wenn derselbe Korper beide Réume decken kann; ebenso konnen congru-
ente Korper zur Deckung desselben Raumes gebracht werden. Der von
einem Korper eingenommene Raum wird mit Riicksicht auf die Beweglich-
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keit des Korpers als seine Lage bezeichnet. Diesem Grundsatz entsprechend,
sieht die Geometrie ganz von dem Stoffe der Korper ab; nur in diesem
Sinne darf der zuweilen gebrauchte Ausdruck verstanden werden, die Geo-
metrie betrachte den Raum als leer.

IV. Jeder Korper lisst sich so bewegen, dass ein Theil desselben mit
einem Theile eines beliebigen Raumes zur Deckung gelangt.

M sei der gegebene Raum, etwa bestimmt durch einen Korper m,
welcher ihn zu einer bestimmten Zeit eingenommen hat; @ sei der bewegte
Korper, A der Raum, welchen er nach der in diesem Grundsatz geforderten
Bewegung deckt; dann sind vier Fille moglich: A und M sind vollstindig
identisch, oder A ist ein Theil von M, oder M ist ein Theil von A, oder
viertens A4 und M haben einen Theil gemeinschaftlich, wihrend ein Theil
von A nicht zu M und ein Theil von M nicht zu A gehort. Wenn einer
dieser vier Fille angenommen wird, ohne dass entschieden werden soll,
welcher es ist, so moge von theilweiser Deckung gesprochen werden.

A sei eine Lage eines Korpers @, welche mit einem Raume M keinen
Theil gemeinschaftlich hat; dagegen soll @ auch eine Lage A, erhalten
konnen, welche ganz ein Theil von M ist; dann giebt es fiir denselben
Korper a auch eine Lage A’ von der Beschaffenheit, dass ein Theil von
A' dem Raume M angehort, ein anderer Theil von A' aber nicht; bei jeder
Bewegung, welche den Korper @ von A nach A4, iiberfiihrt, erlangt er eine
Lage, wie sie fiir A' angegeben wurde. Diesem Satz geben wir folgenden
Ausspruch:

V. Wennr ein Kirper vor seiner Bewegung keinen Theil mit einem
Raume gemeinschaftlich hat, aber nach derselben diesem Raume ganz ange-
hort, so erlangt er bei seiner Bewegung eine Lage, in welcher nur ein Theil
von ihm dem Raume angehort.

Der Raum A sei beliebig in die beiden Theile M und N zerlegt;
dann ldsst sich immer ein Korper k& bestimmen und mit demselben eine
Bewegung ausfiilhren, welche folgenden Bedingungen geniigt: bei Beginn
der Bewegung soll & einen Theil von M, am Ende derselben einen Theil
von N decken, und wihrend der Bewegung soll % und jeder Theil von &
immer dem Raume A angehbren. Dies liefert den Grundsatz:

VI. Wenn ein (susammenhdingender) Raum A in irgend zwei Theile
M und N zerlegt ist, so lisst sich immer ein Korper k bestimmen, welcher so

bewegt werden kann, dass wdhrend der Bewegung kein Theil des Kirpers den
Journal fir Mathematik Bd. CI1X. Heft 2. 17
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Raum A verlisst, und k bei Beginn der Bewegung einen Theil von M und
am Schluss derselben einen Theil von N deckt.

Wenn ein Raum A in zwei Theile M und N zerlegt ist, so nennen
wir diese beiden Theile zusammenhingend. Ueberhaupt bezeichnen wir
zwei Réume als zusammenhingend, wenn sie nach dem vorangehenden
Grundsatz als die Theile eines einzigen Raumes betrachtet werden kinnen.
[Erléuternd moge bemerkt werden, dass hiernach zwei Raumtheile des drei-
dimensionalen Raumes nur dann als zusammenhingend (einen einzigen
Raum bildend) betrachtet werden diirfen, wenn sie in einer Fliche zu-
sammenstossen; dass aber bei Zusammenstoss in einem Punkte oder lings
einer Linie dieser Ausdruck nicht gestattet sein soll].

VII. Sobald ein Theil a eines festen Korpers wieder in eine solche
Lage kommt, dass jeder Theil von a in theilweise Deckung mit seiner An-
fangslage gelangt, so erhdlt jeder Theil des Korpers seine Anfangslage wieder.

Hiernach nimmt der Begriff Lage eine genauere Bedeutung an, als
demselben durch den Grundsatz III gegeben wurde. So sind zwei Lagen
desselben Korpers nur dann als identisch zu bezeichnen, wenn nicht nur
der Korper als Ganzes, sondern auch jeder beliebige Theil desselben beide-
mal denselben Raum deckt.

Den folgenden Grundsatz sprechen wir zunichst in einer etwas un-
genauen Form aus:

Zerlegen wir einen Korper in zwei Theile m und » und bewe-
gen wir ihn so, dass m in theilweiser Deckung mit seiner Anfangslage
bleibt, so kann # nicht in theilweise Deckung mit jedlem Raume gebracht
werden; dagegen beschreibt jetzt » einen Raumtheil, in dessen Innerem m
~gelegen ist.

Das Wort ,,Inneres* bedarf noch einer Erliduterung; deshalb sprechen
wir den Satz in folgender Form aus:

VIII. Ein Korper a bestehe aus den beiden Theilen m und n; m
decke in der Anfangslage den Raum M. Soll bei einer Bewegung m in theil-
weiser Deckung mit M bleiben, so kann man immer einen Raumtheil P so be-
slimmen, dass bei der angegebenen Bewegung n mit demselben nicht in theil-
weise Deckung gelangen kann. Bewegt man aber einen Korper k so, dass er
bei Beginn der Bewegung mit einem solchen Raume P und bei Schluss der-
selben mit M in theilweiser Deckung ist, so muss er nothwendig bei der Be~
wegung auch in theilweise Deckung mit einem Raume gelangen, den n bes der
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bezeichneten Bewegung einnehmen kann. Dies gilt fir jedem Korper und bei
Jjeder beliebigen Theilung desselben.

Wir haben jetzt nachzuweisen, dass die aufgestellten Grundsiitze von
einander unabhiingig sind. Dass keiner der spiiteren Grundsitze in einem
fritheren enthalten ist, ergiebt sich daraus, dass die friiheren Sitze auch fiir
soleche Vorstellungen gelten, welche mit den folgenden nicht vereinbar sind.
,,Einen Raum einnehmen* ist verbunden mit dem ,,Bestehen aus einem Stoffe*;
ebenso zerlegt die Theilung eines Korpers auch den Stoff; aber die Mog-
lichkeit, denselben Raum zu decken, erfordert nicht die Gleichartigkeit des
Stoffes; daher folgt der Grundsatz III nicht aus den Sitzen I und II. Im
zweiten Satze konnte ,theilen“ durch ,zusammenfiigen”, und ,einen Theil
bilden* durch ,in sich fassen“ ersetzt werden; aber diese Vorstellung fillt
bei IV weg. Wihrend III und IV nur das Ergebniss einer Bewegung be-
trachten, stellt V den Verlauf derselben dar, indem ihr die Stetigkeit bei-
gelegt wird. Alle diese Siitze bleiben bestehen, wenn man einen einzelnen
Korper durch eine Zusammenstellung mehrerer Korper und einen Raum
durch eine Zusammenstellung getrennter Riume ersetzt, eine Vorstellung,
welche durch VI ausgeschlossen wird. Ebenso kann man mit den sechs
ersten Siitzen die Vorstellung von fliissigen und luftformigen Korpern ver-
binden; erst VII fiigt die feste Verbindung der einzelnen Theile hinzu. Dass
aber dann auch der Grundsatz VIII nicht iiberfliissig ist, sondern erst die
Begriffe von Grosse und Gestalt liefert, wird die weiter folgende Darlegung
recht deutlich hervortreten lassen. Umgekehrt sieht man aber auch, dass
die vorangehenden Sitze nicht durch spitere iiberfliissig gemacht werden.
Ich will den Nachweis nicht im Einzelnen durchfiihren, sondern nur bemerken,
dass die spiteren Sitze fast immer einen von den fritheren bereits voraus-
setzen, also iiber den Inhalt der fritheren hinausgehen.

Den Nachweis dafiir, dass die aufgestellten Sitze fiir die Geometrie
nothwendig, aber auch hinreichend sind, muss die folgende Entwick-
lung liefern.

§ 3.

Unabhangigkeit der Untersuchung von dem benutzten Kdorper.

Als einen einzigen Raum konnen wir zunidichst den von einem ein-
zigen Korper gedeckten Raum ansehen; wir konnen aber auch alle Lagen
zusammenfassen, welche ein Korper wilhrend irgend einer Bewegung erlangt.

17%
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Das erkennt man in folgender Weise: Sind A und M irgend zwei Lagen
desselben Korpers a, so kann man von den Lagen, welche a bei der von
A nach M fiihrenden Bewegung erlangt, eine solche Reihe auswihlen, dass
jede derselben mit der vorangehenden und nachfolgenden einen Theil ge-
meinschaftlich hat; sind diese Lagen B, C, D, E, ..., so soll B mit A und
C, C mit B und D, D mit C und E je einen Theil gemeinschaftlich haben.
Dem neu betrachteten Theile S soll jeder Raum A4, B, C, ... M angehioren;
aber man sieht davon ab, dass ein gewisser Theil von A auch B und ein
gewisser Theil von B auch C angehort u. s. w. Jeder Raum A’, welchen
a bei der betrachteten Bewegung einmal einnimmt, soll ein Theil von S
sein; iiberhaupt soll ein Raumtheil R dem Raume S angehiren, wenn jeder
Theil von R mit dem Korper o wihrend dessen Bewegung in theilweise
Deckung gelangt. Dann erkennt man unmittelbar, dass auch fiir den Raum
S die oben angegebenen Gesetze gelten.

Den hier angegebenen Process kann man aber unbegrenzt fortsetzen.
Man betrachte eine zweite Bewegung, welche den Korper @ aus der friitheren
Anfangslage A nach irgend einer andern Lage M' fiihrt. Schliesslich darf
man die Zusammenfassung aller Lagen, welche ein Korper iiberhaupt er-
langen kann, als Raum bezeichnen. Eine leichte Anwendung der aufgestell-
ten Grundsitze zeigt, dass es durchaus gleichgiiltig ist, von welchem Korper
und von welcher Lage desselben man ausgeht; die Forderung, den ange-
gebenen Process unbegrenzt fortzusetzen und die Vereinigung der gedeckten
Rédume als ,den Raum* im absoluten Sinne zu bezeichnen, macht uns von
den angegebenen Besonderheiten unabhiingig.- Wenn das Wort Raum in
diesem Sinne gebraucht wird, so bezeichnet man den von irgend einem
Korper zu einer bestimmten Zeit eingenommenen Raum als Raumtheil.

Auch fiir die Bewegung kann man sich von dem benutzten Korper
unabhiingig machen. Es seien a und b irgend zwei Theile desselben festen
Korpers. Fiir @ seien zwei Lagen A und A’ vollstindig bestimmt in dem
beim Grundsatz VII angegebenen Sinne, dass auch fiir jeden Theil von @
sowohl die erste wie die zweite Lage angegeben ist. Da b demselben festen
Korper angehort, ist hierdurch (nach VII) auch fiir & sowohl die erste als
die zweite Lage vollstiindig bestimmt. Jetzt gebe ich irgend einem Theile
b' dieses Korpers die Lage B oder lasse ihn auch nur einen Theil von B
" einnehmen; dann erlangt ein weiterer Theil ¢ zugleich eine festbestimmte
Lage C. Bringe ich jetzt &' in die Lage B, so wird auch c¢ eine ganz
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bestimmte Lage C' annehmen. Den R#éumen A, B, C (und jedem Theile
derselben) sind jetzt die Riume A', B', C' (und entsprechende ihrer Theile)
so zugeordnet, dass, wenn Theile desselben festen Korpers in der ersten
Lage je die Rdiume A, B, C decken, dieselben Theile in der zweiten Lage
je die A, B', C' einnehmen. Die hier gefundene Zuordnung der Riume C
und C' ist aber unabhiingig von der im vorliegenden Falle benutzten Ein-
schiebung von B und B'; man wiirde zu C denselben Raumtheil C' zuordnen,
wenn man andere Zwischenglieder gew#hlt hiitte. Indem man in gleicher
Weise weitergeht, muss es moglich sein, zu jedem beliebigen Raumtheil M
zu gelangen und diesem einen ganz bestimmten anderen Raumtheil M’ zu-
zuordnen. Die Art dieser Zuordnung ist ganz unabhingig von den benutzten
Zwischengliedern; wire man umgekehrt von der Zunordnung von M und M'
ausgegangen, so wiirde man auch fiir die iibrigen Raumtheile zu derselben
Zuordnung gelangt sein, speciell hitte man dem A das A' zugeordnet.
Wenn ferner ein Theil eines festen Korpers in seiner ersten Lage den
Raum M deckt, so giebt es eine zweite Lage, in welcher M' von demselben
Theile gedeckt wird, und jedem Raume, welchen irgend ein anderer Theil I
dieses Korpers in der ersten Lage deckt, entspricht bei der obigen Zuord-
nung derjenige Raum, welchen der Theil I in seiner zweiten Lage einnimmt.

Dadurch sind wir von dem bewegten Korper ganz unabhingig ge-
worden; die beiden Lagen des Korpers haben uns eine Zuordnung geliefert,
wo jedem Raumtheile ein ganz bestimmter zweiter Theil entspricht. Die
Gesetze dieser Zuordnung im Einzelnen anzugeben, wird nicht nothig sein.
Zudem werden wir der Einfachheit wegen im Folgenden bei Herleitung
weiterer Gesetze uns auch ferner der Vermittelung von Korpern bedienen;
wir brauchen aber nicht mehr ausdriicklich hervorzuheben, dass die Wahl
des Korpers fiir das Resultat ohne Einfluss ist.

Wenn eine Bewegung eines Korpers ¢ gegeben ist, so kann man
ihr fiir jeden andern Korper m eine ganz bestimmte Bewegung zuordnen.
Deckt ndmlich irgend ein Theil von m in der Anfangslage einen Raum,
den ein Theil von @ in seiner Anfangslage annimmt (dabei wird vorausge-
setzt, dass die Bewegungen nicht gleichzeitig erfolgen), so lasse man diesen
Theil von m dieselbe Bewegung machen, welche jener Theil von a ge-
macht hat; dadurch wird eine bestimmte Bewegung von m angegeben. Wenn
aber die Anfangslage von m keinen Theil mit der von a gemeinschaftlich
hat, so schalte man gewisse feste Korper ein und bestimme fiir diese der
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Reihe nach die zugeordnete Bewegung. Indem wir anstelle von m immer
andere Korper wihlen, erhalten wir eine ,stetige Folge* (welcher Ausdruck
hier nicht niher erklirt werden soll) von Zuordnungen; eine solche be-
zeichnet man wohl als ,Bewegung des Raumes“. Dieser Ausdruck ist an
sich durchaus unstatthaft, da der Raum im Gegensatz zu den Korpern als
unbeweglich vorausgesetzt werden muss. Aber andererseits wird schwer-
lich jemand in Versuchung kommen, ihn wortlich zu verstehen; zudem
driickt er ganz deutlich aus, dass die Untersuchung von dem bewegten
Korper unabhéingig ist, und dass fiir die Folge derjenigen Zuordnungen
eines jeden Raumtheiles zu einem bestimmten andern, welche im Vorste-
henden entwickelt sind, dieselben Gesetze gelten, wie fiir die Bewegung
starrer Korper. Deshalb wird der Ausdruck ,Bewegung des Raumes* un-
bedenklich angewandt werden diirfen.

Directe Anwendungen von den Ergebnissen dieses Paragraphen wer-
den in den zuniichst folgenden Paragraphen zwar nicht gemacht werden;
dennoch glaubte ich, die durchgefiihrten Entwicklungen schon an diese Stelle
setzen zu sollen.

4.
Die Grenzgebilde und die Zah? der Dimensionen einer Raumform.

Wenn ein Korper & in theilweiser Deckung mit einem Raume ist,
8o gilt dasselbe bei jeder Theilung von 4 mindestens fiir einen der erhal-
tenen Theile. Fiir einen Korper, welcher mit mehreren Réinmen in gleich-
zeitiger theilweiser Deckung ist, untersuchen wir demnach auch nur die
Moglichkeit, dass bei beliebiger Zerlegung ein Theil mit denselben Riéumen
in theilweiser Deckung verbleibt.

Zerlegen wir einen Raum A in zwei Theile B und C, so lisst sich
jeder Korper k in gleichzeitige theilweise Deckung mit B und C bringen.
Fiir unsern Zweck geniigt es, anzunehmen, dass jeder Theil von k dem
Raume A angehort. Sollte das ndmlich nicht der Fall sein, so wiirden
wir immerhin erreichen konnen, dass ein Theil # von % ganz im Raume
A liegt und zugleich in theilweiser Deckung mit B und C ist; in diesem
Falle betrachte man anstelle von & nur den genannten Theil . Mit diesem
Korper nehme man weitere Theilungen vor. Eine solche kinnte darin be-
stehen, dass wir den dem Raume B angehorigen Theil von k& als den
einen und den dem Raume C angehorigen als den andern Theil be-

»
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trachten. Von dieser ganz besonderen Zerlegung sehen wir vorlidufig ab.
Bei jeder andern wird man aber mindestens einen Theil erhalten, welcher
mit B und C zugleich in theilweiser Deckung ist. Wir sagen in diesem
Falle, & liege auf der Grenze von B und C.

Von B konnen wir solche Theile abtrennen, welche nicht mit C
zusammenhiingen. So sei B in B' und B" zerlegt, wo B’, nicht aber B"
mit C zusammenhiingt. Dann muss % in der angegebenen Lage mit B’
und C in gleichzeitiger theilweiser Deckung sein. Dasselbe gilt, wenn wir
von C einen Theil C" abtrennen, welcher nicht mit B Zusammenhang- be-
sitzt. Ebenso diirfen wir natiirlich zu B beliebige Theile hinzufiigen,
welche nicht mit C zusammenhingen, so dass wir von den gerade gewihl-
ten Raumtheilen B und C in mancher Beziehung unabhiingig sind.

Wir sind von einem Raume A ausgegangen und haben denselben in
zwei Theile B und C zerlegt; von B trennen wir beliebige Theile ab, welche
nicht mit C zusammenhingen, und entsprechende Theile trennen wir von C
ab. Bei dieser Abtrennung wird der iibrighleibende Theil entweder stets
einen einzigen Raum bilden oder in mehrere Riume zerfallen. Im ersteren
Falle lassen wir die Grenze aus einem, im letzteren aus mehreren Grenz-
gebilden bestehen. (BC) stellt demnach ein einziges Grenzgebilde dar, wenn

a) die Riume B und C einen einzigen Raum bilden, und

b) nach Abtrennung solcher Theile von B, welche nicht mit C zu-
sammenhiingen, der ibrighleibende Theil stets einen einzigen Raum bildet.
Besteht die Grenze aus mehreren Gebilden, so kann man jedes einzelne
fir sich bestimmen. :

Da dieselbe Theilung, welche hier fiir einen Raum durchgefiihrt ist,
auch bei einem Korper vorgenommen und die Definition der Grenzgebilde
hierauf tibertragen werden kann, so ergiebt sich die Moglichkeit, von der
Bewegung eines Grenzgebildes zu sprechen. Dasselbe gilt auch fiir die
weiteren, im Folgenden zu definirenden Grenzgebilde und soll deshalb bei
ihnen nicht wieder erwidhnt werden. Auch wollen wir im folgenden Para-
graphen manche Definitionen und Lehrsiitze nur fiir den Fall aussprechen,
dass die Grenzgebilde durch Theilung eines Raumes erhalten werden, ohne
die Verinderungen anzugeben, welche nothwendig sind, wenn man die
Grenzgebilde durch Theilung eines Korpers entstanden denkt.

Fiir ein Grenzgebilde (BC) ergeben sich zwei Fille: entweder wird
jede Theilung von C nur einen einzigen Theil ergeben, welcher mit B
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zusammenhiingt, oder man kann C so in zwei Theile zerlegen, dass jeder
mit B einen zusammenhingenden Raum bildet. Im ersten Falle wird jeder
Korper, welcher auf dem Grenzgebilde liegt, in theilweiser Deckung sein
mit dem Raume, welchen irgend ein anderer Korper bei einer fritheren der-
artigen Lage eingenommen hat. Durch Bewegung ergiebt sich, dass jeder
Raum, in welchen ein Korper durch Bewegung gelangen kann, dieselbe
Eigenschaft hat. Wir sind hierdurch zu zwei gleichberechtigten Moglich-
keiten gefiihrt; gilt eine derselben fiir einen speciellen Raumtheil, so muss
sie fiir jeden Theil des Raumes bestehen. Die im vorigen Paragraphen
definirte Bedeutung des Wortes Raum im absoluten Sinne ldsst also noch
mehrere Moglichkeiten zu; wir bezeichnen jede derselben als Raumform und
- unterscheiden zunichst einfach und mehrfach ausgedehnte Raumformen, Raum-
formen von einer und von mehreren Dimensionen. Bei einer eindimensio-
nalen Raumform wird, nachdem ein Raumtheil A in zwei Theile B und C
zerlegt ist, jede weitere Zerlegung von B nur einen einzigen Raumtheil
ergeben, welcher mit C zusammenhiingt. (Bei dieser Definition ist allerdings
ein specieller Raumtheil A und eine besondere Zerlegung benutzt; aber es
zeigt sich sofort, dass dieselbe Eigenschaft fiir jeden anderen Raumtheil und
jede andere Zerlegung gilt.)

Léisst sich, indem man unter (BC) ein einziges Grenzgebilde versteht,
B in zwei Theile D und E zerlegen, welche beide mit C zusammenhingen,
so wird sowohl (CD) als (CE) ein einziges Grenzgebilde darstellen. Jetzt
kann man jeden Korper £ so bewegen, dass er in gleichzeitige theilweise
Deckung mit allen drei Theilen C, D, E gelangt. Dabei soll derjenige
Theil, welcher in C liegt, sowohl mit dem in D wie mit dem in E liegenden
zusammenhiingen, und dasselbe soll fiir die in D und E liegenden Theile
gelten. Zugleich wird, nachdem /& diese Lage erhalten hat, jede beliebige
Theilung von 4 nothwendig mindestens einen Theil ergeben, welcher ent-
weder wieder mit C, D, E in gleichzeitiger Deckung liegt, oder doch mit
einem nicht gedeckten Theile in Zusammenhang ist. Bei dieser Lage liegt
k auf der Grenze der drei Raumtheile C, D, E. Man trenne von C ein
beliebiges Stiick ab, welches nicht mit D und E zugleich zusammenhéngt
(so dass ein mit D allein zusammenhingendes Stiick weggelassen werden
kann), und verfahre ebenso mit D und E. Der iibrigbleibende Theil, fiir
welchen wieder die angegebenen Gesetze gelten, zerlegt sich entweder in
mehrere Riume oder bildet immer einen einzigen Raum. Im letzteren Falle



Killing, iiber die Grundlagen der Geomelrie. 137

erhalten wir ein einziges, im ersteren mehrere Grenzgebilde. Wenn die
Theilung des Raumes A in die drei Riume C, D, E ein einziges Grenz-
gebilde bestimmt, so fragt es sich, ob sich C in zwei Theile zerlegen lisst,
welche beide mit D und E zusammenhéingen. Ist das nicht moglich, so
ist die Raumform zweifach ausgedehnt; giebt es eine solche Theilung, so
erhalten wir eine Grenze und Grenzgebilde von vier Raumtheilen. Ob eine
solche Theilung, bei welcher die Zahl der mit einander zusammenhingenden
Raumtheile stets um eins vermehrt wird, bei einer Raumform unbegrenzt
tfortgesetzt werden kann, in welchem Kalle wir derselben unendlich viele
Dimensionen beilegen miissten, muss dahingestellt bleiben; wir betrachten
jedoch im Folgenden nur den Fall, dass dieser Process nach einer endlichen
Zahl von Operationen sein Ende erreicht, und konnen dann die Zahl der
Dimensionen in folgender Weise bestimmen.

Wir zerlegen irgend einen Raumtheil in zwei Theile und untersuchen,
ob durch Abzweigung solcher Gebiete des einen, welche nicht mit dem
andern zusammenhiingen, das Gebiet zerfillt; trifft dies ein, so betrachten
wir nur ein Gebiet, bei welchem dies nicht der Fall ist; den einen der bei-
den Theile zerlegen wir wieder so, dass jeder der beiden neuen Theile mit
dem andern zusammenhingt, und sehen zu, ob eine Abtrennung solcher
Gebiete, in denen kein Zusammenhang aller drei Theile statt hat, zu einer
Zerlegung fiihrt; in derselben Weise fahren wir fort, bis eine weitere der-
artige Theilung unmoglich ist; wenn dies nach » Zerlegungen eintritt, so
legen wir der Raumform » Dimensionen bei. Wir konnen dies kurz in
folgender Weise zusammenfassen:

Wenn vor n+1 Raumtheilen jeder mit jedem andern zusammenhdngt
und dieser Zusammenhang bestehen bleibt, nachdem man von jedem Theile solche
Gebiete beliebig abgezweigt hat, welche mit einem andern nicht zusammenhdngen,
s0 bezeichnet man die griosste Zahl n, welche in dieser Hinsicht moglich ist,
als die Zahl der Dimensionen.

§ 5.

Definitionen und Sitze iiber Grenzgebilde.

Um nicht zu weitldiufig zu werden, gebe ich die folgenden einfachen
Definitionen und Lehrsitze nicht in derjenigen Reihenfolge, in der ihre
Natiirlichkeit am meisten hervortritt, sondern so, dass die Darlegung aut
dem kiirzesten Wege moglich ist.
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Wenn wieder » die Zahl der Dimensionen fiir die betrachtete Raum-
form ist, so ist die Zahl der Zerlegungen, welche zu einem Grenzgebilde
fithrt, hochstens gleich ». Wenn ein Grenzgebilde durch »—m Zerlegungen
erhalten wird, so legen wir demselben m Dimensionen bei; ein m-dimensio-
nales Gebilde ist durch z—m+1 Raumtheile bestimmt, von denen jeder mit
den anderen n—m zusammenhiingt, und deren Zusammenhang nicht aufgehoben
wird, wenn man von jedem solche Theile abtrennt, welche nicht mit allen andern
in Zusammenhang stehen. Das nulldimensionale Grenzgebilde heisst Punkt
(oder auch Element), das eindimensionale Linie, das zweidimensionale Fliche.

Wenn ein Grenzgebilde durch »—m Theilungen erhalten ist, und
diese Theile sind M,, M,, ... M,_,, so kann man fiir m >0 den Theil M,
80 in zwei Theile M; und M| zerlegen, dass sowohl M wie M, mit allen
Theilen M,, ... M,_,, in Zusammenhang stehen. Wire nimlich fiir M, eine
solche Theilung unmboglich, so erhielten wir einen (#—m)-dimensionalen
Raum, was wir ausgeschlossen haben. Daraus folgen die weiteren Defini-
tionen und Lehrsiitze: ,

wZwei Grenzgebilde sind identisch, wenn jeder Korper, welcher anf
dem einen liegt, auch auf dem andern liegt; solche besitzen stets gleich
viele Dimensionen.*

,Ein Grenzgebilde ist ein Theil eines zweiten, wenn beide gleich
viel Dimensionen besitzen und jeder Korper, welcher auf dem ersten liegt,
auch auf dem zweiten liegt, aber Korper auf dem zweiten liegen kinnen,
welche dem ersten fremd sind.“

»Der Punkt ist untheilbar, dagegen kann jede Linie, Fliche und
jedes mehrdimensionale Gebilde getheilt werden.*

nZwei Grenzgebilde ¢ und 3 bilden ein drittes y (sind die Theile
von ), wenn jeder Korper, welcher zu y gehort, entweder in o oder in 3
liegt, aber von jedem Korper, welcher zugleich den beiden Gebilden o und
. 3 angehort, ein Theil nur auf « und ein anderer nur auf 3 liegt.”

wZerfillt ein (einziges) Grenzgebilde » in zwei Theile « und 3, so
soll jeder Korper, welcher sowohl in « als in 3 liegt, als der Grenze beider
angehorig betrachtet werden. Fiir die gegenseitige Grenze zweier solcher
Gebilde kann wieder dieselbe Betrachtung angestellt werden, wie oben fiir
die Theilung des Raumes, und man gelangt auch auf diesem Wege zu
Grenzgebilden.*

,Wenn ein m-dimensionales Gebilde (0 <<m<Cn) in zwei Theile zer-
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fillt und diese ein einziges Grenzgebilde bestimmen, so hat dasselbe m—1
Dimensionen und kann auch direct durch »—m+1 Zerlegungen des Raumes
erhalten werden.*

,Die Grenzgebilde, zu denen man durch Theilung von Grenzgebil-
den gelangt, sind von denen nicht verschieden, welche durch Theilung des
Raumes erhalten werden.*

Bei der Bewegung eines Korpers sind fiir ein Grenzgebilde, welches
durch Theilung dieses Korpers erhalten wird, drei Fille moglich: a) jeder
beliebig abgegrenzte Korpertheil, welcher auf dem Grenzgebilde liegt, bleibt
bei der Bewegung in theilweiser Deckung mit seiner Anfangslage; b) ein
Korpertheil, welcher auf dem Gebilde liegt, verlisst seine Anfangslage, aber
er liegt auch in jeder neuen Lage auf dem Gebilde (deckt nur solche
Raumtheile, welche anch bei Beginn der Bewegung dem Gebilde angeho-
ren); ¢) ein Korpertheil, welcher bei Beginn der Bewegung dem Grenzge-
bilde angehort, nimmt bei der Bewegung auch solche Lagen an, welche
nicht der Anfangslage des Gebildes angehoren. Im ersten Falle sagen wir,
das Gebilde bleibe in Ruhe; im zweiten, dasselbe werde in sich bewegt,
und im dritten, es verlasse seine Anfangslage. Jetzt besteht der Satz:

Wenn jeder Theil eines m-fach ausgedehnten Gebildes bei der Be-
wegung seine Anfangslage verldsst, so beschreibt dasselbe ein (m-+1)-di-
mensionales Gebilde; d. h. sind zur Bestimmung eines Grenzgebildes in
einem n-dimensionalen Raume z—m Theilungen nothwendig, und wird ein
solches Gebilde derartig bewegt, dass es seine Anfangslage verlisst, so
kann man stets z—m—1 Theilungen des Raumes so ausfithren, dass jeder
Kborpertheil, welcher bei Beginn der Bewegung dem durch die erste Thei-
lung erhaltenen Gebilde angehort, wihrend derselben stets auf dem letzteren
liegt, und dass umgekehrt jeder Raumtheil, welcher auf dem letzteren liegt,
wenigstens theilweise von einem solchen Theile des bewegten Korpers be-
deckt wird, dass dieser Korpertheil in der Anfangslage dem gegebenen
Gebilde angehort.

Betreffs des Beweises, dessen Durchfiihrung recht weitldufig sein
wiirde, moge es geniigen, den Grundgedanken anzugeben. Man nehme
alle Lagen, welche das Gebilde vor und nach einer bei der Bewegung
erlangten ganz bestimmten Lage annimmt; dann wird hierdurch eine
Theilung des erzeugten Gebildes angegeben, und die gegenseitige Grenze
wird durch ein m-dimensionales Gebilde gebildet; bei einer Theilung

18%
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in zwei Theile bat aber das Grenzgebilde eine Dimension weniger als
jeder Theil. '

Hier wiirde der Ort sein, fiir die Raumgebilde den Grad des Zu-
sammenhanges im Riemannschen Sinne zu erdrtern; indessen konnen diese
Beziehungen im Folgenden entbehrt werden und sollen deshalb hier nicht
behandelt werden.

6.
Die Mittellage zwischen zwei Lagen desselbe§n festen Korpers. - Die gleichférmige Bewegung.

Die drei vorangehenden Paragraphen benutzten hauptsichlich nur
die sechs ersten Grundsiitze, und derjenige Theil, nimlich ein Abschnitt in
§ 3, welcher sich bereits auf den Grundsatz VII stiitzte, konnte ohne Be-
eintrichticung des Zusammenhanges ausgelassen werden und fand auch in
den beiden folgenden Paragraphen keine Anwendung. Von jetzt an wer-
den wir vor allem aus dem siebenten Grundsatze weitere Folgerungen
ziehen miissen, und diese werden sich eng an den zweiten Theil des dritten
Paragraphen anschliessen. _

Es seien M und N zwei Lagen desselben festen Korpers in dem
Sinne, welcher im Anschluss an Grundsatz VII angegeben ist; es soll also
festgesetzt sein, welchen Raumtheil jeder Theil des bewegten Korpers so-
wohl in der ersten wie in der zweiten Lage einnimmt. Indem wir dem-
nach die Raumtheile M und N einander als zwei Lagen desselben festen
Korpers zuordnen, ordnen wir zugleich jedem Theile von M einen be-
stimmten Theil von N zu. Wihrend der Korper I die Lage M einnimmt,
deckt ein mit I fest verbundener Korper II die Lage N. Sobald jetzt I
die Lage N erhilt, muss Il eine ganz bestimmte Lage P annehmen. Na-
tiirlich muss anch P von dem Korper I gedeckt werden konnen. Betrach-
ten wir M als die Anfangs-, P als die Endlage desselben Korpers, so nennen
wir N seine Mittellage. Wir definiren' dieselbe in folgender Weise:

Werden zwei Lagen M und P desselben Kirpers 1 als Anfangs- und
Endlage unterschieden, so hat die Mittellage N die Eigenschaft, dass ein mit
I fest verbundener Korper 11, welcher in der Anfangslage von 1 mit N zu-
sammenfillt, in die Endlage P gelangt, sobald der Korper 1 die Lage N
annimmd.

Wir wollen das Wort congruent nicht bloss fiir einen einzelnen
Korper oder Raumtheil benutzen, sondern im Sinne des § 3 auch fiir die
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Zusammenstellung von Raumtheilen. Dann kionnen wir kiirzer sagen: N ist
die Mittellage von M und P, wenn die Zusammenstellung MN zu NP con-
gruent ist.

Wiihrend es selbstverstindlich ist, dass nach beliebiger Wahl der
congruenten Raumtheile M und N stets P den Bedingungen entsprechend
gefunden werden kann, muss die Frage gestellt werden, ob auch nach be-
liebiger Wahl von M und P stets N der Forderung gemiiss bestimmt werden
kann. Dass diese Frage bejaht werden muss, zeigen die folgenden Be-
trachtungen.

Wir fiihren eine andere Bezeichnung ein, wobei wir nochmals her-
vorheben, dass den Worten ,Lage* und ,congruent* die dem Grundsatz
VII entsprechende Bedeutung beigelegt werden soll. Es seien 4, und B,
irgend zwei Lagen desselben Korpers, A, die Anfangs-, B, die Endlage.
A; sei irgend ein mit A, congruenter Raumtheil. Wir denken uns einen
festen Korper, von dem ein Theil den Raumtheil A4,, ein zweiter B, und
ein dritter A, deckt. (Dieser eine Korper kann nach § 3 durch eine Folge
von festen Korpern ersetzt werden, ohne dass die folgenden Entwicklungen
sich #ndern.) Sobald dann derjenige Theil k, welcher zuerst mit A, in
Deckung war, in die Lage A; gelangt, wird ein gewisser anderer Theil &,
dieses Korpers die Lage B, annehmen. Diesér Korper #, nimmt aber eine
Lage B; an, sobald man k, wieder in die Lage A, zuriickbringt. Dann ist
B; durch A,, B, und A, vollstindig bestimmt. Indem wir den kurzen (wenn
auch ungenauen) in § 3 eingefiihrten Ausdruck anwenden, konnen wir sagen:
Sind die drei congruenten Raumtheile A4,, B,, A; beliebig gegeben, so giebt
es einen bestimmten Raumtheil B,, welcher nach B, gelangt, wenn 4, nach
A; zu liegen kommt. Zugleich ist die feste Zusammenstellung A4,B; zu
A;B, congruent. Hiernach wird jedem zu A, congruenten Raumtheil A; ein
Raumtheil B; zugeordnet. Diese Zuordnung ist reciprok. Wenn nimlich
der gegebene Korper Anfangs in B, vorausgesetzt und A, als zweite Lage
gewdhlt wird, so wird A, nach A4, gelangen, wofern B, die Lage B; annimmt.
Wiiren wir von den beiden Lagen 4, und B; ausgegangen und hiitten nach
den getroffenen Festsetzungen die zu A, zugeordnete Lage gesucht, so wiiren
wir zu B, gelangt. Daraus folgt ferner, dass, wenn bei der ersten Zuordnung
A, und B, einander zugeordnet sind, sie es auch bleiben, wenn man A, und
B, als die zuerst einander zugeordneten Lagen betrachtet. Diese Ueber-
legungen liefern den Satz: '
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Alle Lagen, welche derselbe feste Korper iberhaupt annehmen kann,
lassen sich reciprok einander in eindeutiger Weise zuordnen. Diese Zuordnung
kann dadurch erhalten werden, dass man irgend zwei Lagen A, und B, ein-
ander zuordnel und die einer beliebigen Lage A; zugeordnete Lage B, durch
die Forderung bestimmt, dass A, B, = A.B, sein soll. Nachdem einmal diese
Zuordnung durchgefihrt ist, ist dieselbe von dem gewdihlten Paare unabhéingig;
sind A, und B, ein Paar, zu dem man auf dem angegebenen Wege gelangt,
s0 erhdlt man dieselbe Zuordnung, wenn man von diesem Paare ausgeht.

Um eine derartige Zuordnung zu bestimmen, ist es gleichgiiltig, von
welcher Lage 4, man ausgeht, da jedenfalls jede Lage des Korpers als
eine Lage A, vorkommt. Demnach kann man eine ganz bestimmte Lage
A festhalten und dieser jede Lage B desselben Korpers zugeordnet denken.
Dann miége das Symbol [AB] diejenige Zuordnung bedeuten, bei welcher
dem Raumtheil A der B entspricht. Demnach kann ich jede zweite Zu-
ordnung durch das Symbol [AB'] bezeichnen, und ich werde alle derartigen
Zuordnungen erhalten, wenn ich mir denke, dass fiir B' alle verschiedenen
Lagen des Korpers gewiihlt werden diirfen. Auch bezeichnen [AB] und
[AC] nur dann dieselbe Zuordnung, wenn B und C identisch sind.

Jetzt sei [AB] wieder irgend eine Zuordnung; ich nehme an, man
lasse die beiden Réume A und B gleichzeitig durch denselben Korper k
gedeckt sein, wobei A durch a, B durch b eingenommen wird. Jetzt bewege
man den Korper & beliebig und in einer zweiten Lage decke a den Raum
A', b den Raum B'. Dann wird anch durch [A'B’] eine derartige Zuord-
nung angegeben. ‘Diese Zuordnung wird nur in ganz speciellen Fillen mit
[AB] identisch sein, und jedenfalls kann man um A einen gewissen Raum-
theil begrenzen, so dass jedesmal, wenn A’ in demselben verbleibt, fiir
A'B'= AB die Zuordnung [A'B"] von [AB] verschieden ist. Somit kann ich
~ sagen: Nachdem ich zu A einen bestimmten Raumtheil B zugeordnet habe,
ist durch jede andere mit A congruente Lage A' wieder eine Zuordnung
bestimmt, wenn festgesetzt wird, dass dem A' das B’ zugeordnet ist, fiir
welches AB= A'B' ist. Zugleich werden, solange A' in einem gewissen
Raumtheil verbleibt, verschiedene Lagen von A und A' auch verschiedene
Zuordnungen bestimmen.

Wir haben also zwei Methoden, um aus einer gegebenen Zuordnung
[AB] immer neue zu erhalten: die erste ldisst A fest und ersetzt B durch
alle damit congruenten Raumtheile; die andere Methode lisst AB congruent
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und ersetzt A durch alle damit congruenten Raumtheile. Die erste Methode
liefert alle moglichen Zuordnungen; es handelt sich darum, zu zeigen, dass
auch der zweite Weg, der mit dem ersten von gleicher Miichtigkeit ist, alle
moglichen Zuordnungen liefert.

Wir nehmen an, die Zuordnungen [AB] und [CD] seien identisch,
d. h. bei der Zuordnung [CD] entspriiche B dem A. Bewegt man jetzt CD
0, dass deren Figur ungeindert bleibt, so wird auch das dem festgewihlten
A entsprechende B sich dndern. Wie man aber leicht nachweist, gelten
fiir diese Aenderungen des B dieselben Gesetze, wie fiir die starre Bewegung,
und wir konnen diese verschiedenen B durch Bewegung eines starren Kor-
pers erhalten. So entspricht jeder Bewegung des Systems CD eine ganz
bestimmte Bewegung von B. Hierbei bleibt, solange C innerhalb eines ge-
wissen Raumtheiles gehalten wird, auch B in einem ganz bestimmten Raum-
theil. Verfolgt man die beiderseitige Aenderung weiter, jedoch so, dass
man jede auf den angegebenen Raumtheil beschrinkt, so erkennt man, dass
auf dem angegebenen Wege wirklich jede Bewegung von B erhalten
werden kann. Wir konnen daher folgenden Satz aussprechen:

Wenn bei irgend einer der oben charakterisirten reciproken Zuordnungen
aller Lagen, welche derselbe feste Korper annehmen kann, die Lagen A und
B einander zugeordnet sind, so kann man alle anderen derartigen Zuordnungen
dadurch erhalten, dass man einen Korper, welcher sugleich die Riume A und
B deckt, bewegt, hierdurch eine Congruens von A'B' mit AB herleitet und nun
A" und B' als sugeordrete Lagen auffasst.

Gebrauchen wir jetzt das Wort ,starre Bewegung des Raumes* in
dem oben dargelegten Sinne, so kdnnen wir sagen:

Wenn irgend eine der oben charakterisirten Zuordnungen der sdmmi-
lichen Lagen desselben festen Kirpers gegeben ist, so wird jede zweite der-
artige Zuordnung durch starre Bewegung des Raumes erhalten.

Alle derartigen Zuordnungen sind also im Wesentlichen identisch und
unterscheiden sich bloss durch die Lage.

Die Zuordnung [AB] ist auch dann vollstindig bestimmt, wenn die
Lage A mit B zusammenfiillt, wenn also eine Lage A sich selbst entspricht.
Nach dem vorstehenden Satze kann man demnach auch jede andere Zu-
ordnung dadurch erhalten, dass man A sich selbst zuordnet und festsetat,
dass jedesmal die neue durch Bewegung erhaltene Lage sich selbst zuge-
ordnet ist. Daraus folgt:
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Bei jeder Zuordnung der bezeichneten Art ist eine Lage sich selbst
sugeordnet.

Damit ist denn auch der Satz erwiesen:

Sind A und B irgend zwei Lagen desselben festen Korpers, so giebt
es fir dieselben stets eine Mittellage.

Schon im Beweise wurde darauf hingewiesen, dass man es durch
passende Begrenzung eines A und B enthaltenden Raumtheiles (R) stets
erreichen kann, dass nur eine einzige Mittellage innerhalb (R) vorkommt.
Dann kann die Wahl von (R) aber auch so getroffen werden, dass auch
die Mittellage von A und M, sowie die von M und B demselben Raumtheil
angehort, und dass in demselben je nur eine einzige vorkommt. Hierdurch
kann man erreichen, dass das Problem, die Mittellage zu suchen, nicht nur
fiir die beiden gegebenen Lagen eine einzige Losung zulisst, sondern diese
Eigenschaft bestehen bleibt, wenn man sich fiir irgend zwei der allmihlich
gefundenen Lagen dasselbe Problem stellt.

Indem man den Begriff der Congruenz fiir Systeme von Raumtheilen
anwendet, kann man dem Satz iiber die Mittellage folgenden Ausspruch geben:

Wenn A, und A, irgend zwei Lagen desselben Koirpers sind, so giebt
es stets eine dritte Lage A, desselben Korpers, so dass ist 4,4,= A, A,.

Dieser Satz kann in der folgenden Weise erweitert werden:

Wenn A, und A, irgend zwei Lagen desselben festen Korpers sind,
so kann man stets m—1 Lagen A,, A,,... A,_, so bestimmen, dass jedes-

e m me

mal fiir 0<e<m ist:
A A, =4, A4, wo — =1

- m

m m m m

sein soll. Auch ist das Problem, 4, =zu finden, entweder von selbst ein-

mn

deutig oder kann sehr leicht dazu gemacht werden.

Auf den Beweis dieses Satzes brauchen wir um so weniger einzu-
gehen, da wir den Satz ganz gut entbehren konnen; es kommt dies dar-
auf hinaus, dass wir uns im Folgenden bei den als Marken angehiingten
Briichen auf solche beschrinken, deren Nenner Potenzen von 2 sind.

Indem wir von zwei Lagen A, und A4, ausgehen, definiren wir durch
die Gleichung A,4, = A, A, die Lage A, und allgemein, nachdem wir fiir
ein ganzzahliges i zu einer Lage A; gekommen sind, durch A4,4,= 4.4, ,
auch A,.,. Ebenso ordnen wir durch die Gleichung A_,A4,= 4,4, und
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A_,  A_,= A,A, jedem ganzzahligen positiven und negativen ¢ eine bestimmte
Lage A; zu. (Dabei wird es gut sein, zundchst nur stets innerhalb des
oben definirten Raumtheiles (R) zu bleiben, und auch sonst fiir-die Grosse
des Raumtheiles passende Beschrinkungen einzufiihren.) Die Forderungen
A A, = AL A, AA = A A, uos. w. machen es mdglich, eine einzige be-
stimmte Lage fiir A, anzugeben, wenn m eine Potenz von zwei ist. Lésst

m

man dann in 4,4, = A; Ain zuniichst das ¢ der Reihe nach die Werthe

m m m

1, 2, 3, ... und dann i+1 der Reihe nach die Werthe 0, —1, —2, ... an-
nehmen, so gelangt man zu einer ganz bestimmten Lage A,. Will man
sich fiir m von der bezeichneten Beschrﬁnkung frei machen, so hat man
den oben ohne Beweis mitgetheilten Satz anzuwenden. Jedenfalls gilt fol-
gender Satz:

Geht man von den beiden Lagen A, und A, aus und ordnet in der
angegebenen Weise einer Zahl% eine Lage 4, zu, so wird die Lage 4, mit

m m

der Lage A, identisch, wenn der Werth von % gleich dem von % ist.

n

Es eriibrigt jetzt noch, allen denjenigen Zahlen, bei deren Dar-
stellung man unendlich vieler Briiche bedarf, wenn sie in der angegebenen
Weise erfolgt, eine bestimmte Lage zuzuordnen. Hierauf glaube ich jedoch
an dieser Stelle nicht eingehen zu sollen.

Nehmen wir jetzt irgend eine Menge von Zahlen und ordnen dieselben
“nach ihrer Grosse e, o, @, ..., @,. Zu denselben mogen die Lagen
A,, A, A,, ..., A, gehoren. Dann kann ich den vermittelnden Korper
k aus der Lage A, nach A,, von da nach 4, u. s w. bewegen. Wenn
dann A, und A, einen gewissen Theil gemeinschaftlich haben, so soll k
diesen Theil auch wihrend der ganzen von A, nach A, filhrenden Bewe-
gung decken. Indem man in gleicher Weise unbegrenzt fortfihrt, erhilt
man den Satz:

Man kann einen Korper so bewegen, dass, wenn A und B irgend
zwei wihrend der Bewegung erhaltene Lagen sind, auch die Mlttellage von
A und B bei der Bewegung einmal gedeckt wird.

Eine solche Bewegung nenne ich eine gleichférmige; dieselbe hat
folgende Kigenschaften:

Journal fiir Mathematik Bd. CIX. Heft 2. : 19
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1) jede Linie, welche ein Punkt bei seiner Bewegung beschreibt,
wird wihrend derselben in sich verschoben;

2) sind A4, B, C, D Punkte auf einer solchen Linie, und ist AB= CD,
so ist auch AC= BD.

Demnach konnen wir das oben erhaltene Resultat in folgender Form
aussprechen:

Sind fir einen Korper zwei Lagen gegeben, so kann man ihn stets aus
der ersten in die zweite Lage durch eine gleichformige Bewegung bringen.

§ 7.
Aufstellung von Coordinaten.

Ich will jetzt zeigen, wie man ein Stiick einer in sich verschiebbaren
Linie durch ein beliebiges anderes Stiick derselben Linie messen kann. Da
die Messung vermittelst der gleichformigen Bewegung, bei welcher die Linie
in Deckung mit ihrer Anfangslage bleibt, ausgefiihrt wird, es aber denkbar
ist, dass dieselbe Linie bei verschiedenen gleichférmigen Bewegungen in
sich verschoben wird, so gilt die Messung nur in Bezug auf eine bestimmte
gleichformige Bewegung. (Die Zeit fiir die Messung zu benutzen, geht um
80 weniger an, da sich bei unserm Ausgangspunkt kein Mittel zu ihrer
Messung bietet; es kommt hinzu, dass bei unserer Definition der gleich-
formigen Bewegung die ungleiche Geschwindigkeit nicht ausgeschlossen ist.)

Es geniigt offenbar, anzunehmen, dass die zu messenden Strecken von
demselben Punkte ausgehen. KEs seien o, und «, zwei Punkte auf der be-
trachteten Linie; man beachte zuniichst diejenige Lage A4, des festen Korpers -
k, bei welchem ein Punkt n desselben mit &, in Deckung ist, und dann
als zweite Lage A, diejenige, bei welcher n den Punkt «, deckt. Die
Linie oy, wihle man als Einheit. Wenn jetzt o irgend eine Zahl ist, so
ordne man ihr die Lage A, des Korpers k zu, welche am Schluss des
vorigen Paragraphen als zu ¢ gehorig bestimmt worden ist. Denjenigen
Punkt e, auf der Linie, welchen n in der Lage A, einnimmt, lasse man
der Zahl o entsprechen. Damit ist jeder Zahl o ein ganz bestimmter Punkt
o, und somit auch eine bestimmie Strecke o,e, zugeordnet. Dabei gelten
die folgenden Siitze:

wOind 8 und t zwei gleiche, wenn auch auf verschiedenem Wege er-
haltene Zahlen, so fallen die zugeordneten Punkte o; und «, zusammen.“
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,Sind 8 und t zwei ungleiche positive Zahlen und 83<Ct, so liegt
der Punkt ¢, auf der Strecke o,

Umgekehrt, wenn nach beliebiger Wahl der Punkte o, und e, auf
der Linie ein weiterer Punkt 3 auf ihr gegeben ist, so ldsst sich diesem
Punkte in der angegebenen Weise eine einzige Zahl zuordnen. Man kann
niimlich nach Annahme eines jeden ganzzahligen m eine Zahl a, finden,

An

o zugeordnete Punkt der Strecke e,/3 angehort, wihrend

a"éj:l zugeordnete Punkt nicht mehr auf dieser Strecke

so dass der zu

jedenfalls der zu

liegt. Zugleich geniigen die a, den Bedingungen:
Qpyp==0,.22 und @, ,+ 1< (0,+1)22,

Dies, sowie eine andere Grenzbetrachtung, die hierher gehort, kommt
auf Erwigungen hinaus, welche wir bereits im vorigen Paragraphen anstellen
mussten, aber, um nicht zu weitliufig zu werden, dort iibergangen haben.

Die Aufstellung eines Coordinatensystems bietet keine Schwierigkeit.
Einen beliebigen Punkt «, wihle man zum Anfangspunkt und setze fest,
dass fiir ihn alle Coordinaten den Werth Null erhalten sollen. Wir lassen
einen Korper, von dem ein Punkt in der Anfangslage den Punkt e, deckt,
eine gleichformige Bewegung machen. Alle Punkte der Linie, welche
hierbei vom Nullpunkt beschrieben wird, sollen die Coordinaten z, = 0,
x,=0, ... z,_, =0 haben. Um die Coordinaten «, eines beliebigen Punktes
(3 auf dieser Linie zu bestimmen, wihle man einen weiteren Punkt e, auf
dieser Linie willkiirlich; dann soll x, die positive oder negative Masszahl
von e, durch e,o, sein.

Nun wiihlt man irgend eine zweite gleichformige Bewegung, durch
welche die so eben benutzte Linie weder in Ruhe bleibt, noch in sich ver-
schoben wird. Die Linie, welche jetzt der Nullpunkt beschreibt; habe fiir
Ty, ... T,_py x, verschwindende Werthe, und die Werthe von z,_, werden
nach Festsetzung einer beliebigen Einheit in derselben Weise bestimmt, wie
vorher die «, Bei dieser Bewegung beschreibt aber auch die Linie
(z¢,=0,...2, ,=0,2,) eine Fliche, und die jedesmalige Lage der Linie ist
bestimmt, sobald die des Nullpunktes bekannt ist. Wenn also der Null-
punkt nach (0,...0, a,_;, 0) gelangt, d. h. nach dem Punkte:

Ty =Ly ==Ly =T, = 01 Tpo1 = By,
80 kommt der Punkt (0,0,...0,a,) in einen ganz bestimmten Punkt, und
dessen Coordinaten sollen sein z, =.-- =2, ,=0, z,_, =a,_,, z, = a,.

- 19*
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In derselben Weise fihrt man fort, indem man eine dritte gleich-
formige Bewegung hinzunimmt, durchr welche der Nullpunkt ausserhalb des
Gebildes z, =z, = - ==z, ,=0 gelangt. Fiir die Linie, welche der Null-
punkt alsdann beschreibt, sollen alle Coordinaten bis auf =,_, verschwinden,
und der Werth von z,_, dhnlich wie vorher bestimmt werden. Die Lage,
welche der Punkt (0,0, ...0, a,_,, @,) annimmt, wenn der Anfangspunkt nach
©,0,...0, a,_,, 0, 0) gelangt, soll mit (0,...0, a,_,, a,_,, a,) bezeichnet werden.
Jetzt fiige man der Reihe nach eine neue Bewegung hinzu, bis man durch
n gleichformige Bewegungen dazu gelangt, jedem System (z,,...x,) einen
Punkt zuzuordnen.

Alsdann gilt der Satz:

nBei der festgesetzten Anordnung entspricht jedem Werthsystem
(z,,... z,) ein einziger Punkt des Raumes, und umgekehrt kann man um den
Nullpunkt ein Gebiet abgrenzen und ebenso um das Werthsystem (0, ... 0) ein
n-fach ausgedehntes Continuum (z,, ... #,) bestimmen, so dass jedem Punkte
des Gebietes ein System des Continuums entspricht, und zwar ein einziges.*

Der erste Theil des Satzes bedarf keiner niiheren Begriindung; der
zweite Theil ergiebt sich wie folgt. Lisst man bei verschwindendem Werthe
von x;, ... ¢, die z, von Null aus wachsen, so gelangt man entweder
wieder zum Anfangspunkte zuriick oder nicht. Im letzten Falle (bei wel-
chem die Linie keineswegs unendlich zu sein braucht), entsprechen ungleichen
Werthen von z, auch verschiedene Punkte. Im ersten Falle giebt es einen
ersten positiven und einen ersten negativen Werth von «,, welche denselben
Punkt bezeichnen. Solange «, zwischen diesen Werthen bleibt, wird jedem
Punkte der Linie nur ein einziger Werth von x, entsprechen. Diese Grenzen
von x, werden dadurch nicht beschrinkt, dass x,_, von Null verschiedene
Werthe erhilt, wofern die Linie (0, ... 0, z,) bei der zweiten Bewegung
keinen ruhenden Punkt enthdilt. Wenn aber dabei ein Punkt dieser Linie
in Rubhe verbleibt, so gilt die Eindeutigkeit bis zum ersten ruhenden Punkte,
also noch immer bis zu einem endlichen Werthe von z,. Ebenso kann
das Gebiet fiir «, infolge der spiteren Bewegungen, sowie dadurch be-
schrinkt werden, dass ein Punkt (a,, ... a,) bei nicht verschwindenden Wer-
then von a,,... a, mit dem Nullpunkt zusammenfillt. Aehnliche Beschriin-
kungen konnen fiir die anderen Coordinaten eintreten; aber immerhin behilt
jede Coordinate einen endlichen Spielraum. Die Gesammtheit der Punkte,
welche durch alle hiernach gestatteten Werthsysteme dargestellt werden,
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fiillt aber einen gewissen, um den Nullpunkt gelegenen Raumtheil an, was
in derselben Weise gezeigt wird, inswelcher wir zu einer Definition von
der Zahl der Dimensionen gelangt sind und bewiesen haben, dass diese
Zahl fiir jede Raumform eine feste Bedeutung hat.

Hiernach ist die Bestimmung der Coordinaten auf n» gleichformige
Bewegungen oder, wenn man will, auf »+1 Lagen desselben Korpers zuriick-
gefiilhrt. Diese Bewegungen miissen nur gewissen Beschriinkungen unter-
liegen, konnen aber im Uebrigen ganz willkiirlich gewihlt werden. Diese
Willkiir kann hiufig benutzt werden, um solche Coordinatensysteme zu er-
halten, deren Anwendung zu den einfachsten Formeln fiihrt. Man kann
auch die Coordinaten «,, ... x, durch ganz belichige Bewegungen bestimmen,
und dann neue Coordinaten y,, ... y, als Functionen der z einfiihren. Diese
Functionen miissen von einander unabhiingig sein: wenn sie ferner fiir
x, =z, = =x, =0 die Werthe b,, ... b, annehmen, so muss am (0, ... 0)
ein Gebiet der « und um (b,,... b,) ein Gebiet der y so abgegrenzt werden

“konnen, dass fiir beide Gebiete stetige und eindeutige Bezichung stattfindet.

Iindem wir die Moglichkeit dieser allgemeinen Coordinatenbestimmung
im Auge behalten, liefert die obige Entwickelung den Satz:

In jeder Raumform von n Dimensionen lassen sich die Coordinaten und
n gleichformige Bewegungen so auswdhlen, dass swischen denselben folgende
Beziehung besteht: durch die erste Bewegunrg bleiben alle Coordinater x,, ... x,
ungedndert und alle =, wachsen gleichzeitig um dieselbe Grosse; durch die
zweite Bewegung bleiben in dem Gebilde, fir welches x, = 0 ist, die x;, ... ,
ungedndert, und die x, dndern sich gleichmdssig; Entsprechendes gilt bei der
dritten Bewegung fir das Gebilde x, = ¢, =0, wu. s. w., endlich wachsen bei
der letzsten Bewegung fir das Gebilde x, = --- =z, , =0 die Coordinaten z,
um dieselbe Grosse.

§8.

Beweglichkeit einer Raumform; die zu einer Ranmform gehirige Transformations-Gruppe.

Wenn ein beliebig gewihlter Korper durch irgend eine Bewegung .
aus einer ersten in eine zweite Lage gebracht wird, so moge ein Punkt des

Korpers, welcher in der ersten Lage die Coordinaten @, ... x, hat, in
seiner zweiten Lage den Punkt z;, ... z, decken. Dabei ist es keines-
wegs nothwendig, die Coordinaten «,, ... , auf solche Punkte zu be-

schrinken, welche dem Korper in seiner ersten Lage wirklich angehoren;
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vielmehr kann man den Korper unbegrenzt fortgesetzt denken, und dabei
wird jedem Punkte x (soweit die angegebene Coordinatenbestimmung sich
erstreckt) als der ersten Lage angehorig ein bestimmter Punkt z' zuge-
ordnet. Die beiden Lagen vermitteln also eine 'T'ransformation:

(1) z, = [(z,... 2,) (=1, .0,
Nun denken wir uns den Korper aus der zweiten Lage «' in eine .
dritte Lage z" gebracht; - das moge durch die Transformation vermittelt
werden:
(2.) x, = g(@y, o TL) |

In die letzte Gleichung mogen die Werthe aus (1.) eingesetzt werden,

wodurch wir erhalten:
3. = 9‘(/‘1(33), f,,(w)) = h, (2, ... x,).

Nach den Grundbegriffen ist es aber moglich, die dritte Lage auch
aus der ersten zu erhalten; folglich stellt auch die Transformation (3.) das
Ergebniss einer Bewegung dar. Wir denken uns alle Transformationen.
welche das Ergebniss der iiberhaupt moglichen Bewegungen des Raumes
darstellen, zu einem System vereinigt, so erkennen wir, dass auch irgend
zwei Transformationen, nach einander ausgefiihrt, wieder eine dem System
angehorige Transformation ergeben. Jedesmal, wenn die Transformationen
(1.) und (2.) dem System angehoren, muss auch die Transformation (3.)
dem System angehoren. Ein solches System nennt Herr Lie eine Trans-
formations-Gruppe. '

Nun ist es an sich klar, dass die einzelnen Transformationen nicht
discret, sondern stetig sein miissen. Die stetigen Transformations-Gruppen
theilt Herr Lie ein in endliche und unendliche. Ob die letateren iiberhaupt
den Grundsitzen I bis VII gehorchen, mioge unentschieden bleiben; jeden-
falls kann auf ein derartiges System von Bewegungen der Grundsatz VIII
nicht angewandt werden; wir schliessen diese Gruppen daher von unserer
Betrachtung aus. Eine jede endliche Transformations- Gruppe kann aber
dadurch erhalten werden, dass man einer endlichen Anzahl » von Para-
metern a,, ... a, alle moglichen Werthe beilegt, durch jedes Werthsystem
a,, ... a, stets » Functionen f,(z,,... z,, @, ...a,), ... f.(zy,...2,, @),... @)
bestimmt sein ldsst und die dem System (a,,...a,) zugeordnete Transfor-
mation durch die Gleichungen darstellt:

4.) &, = [ Xy By Byyons By) ' (=1, .0 90,
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Hierdurch ist eine Gruppe dargestellt, wenn aus den 2r Gleichungen

- ]
(8.) @l = (@ o0n Bas Br50008,), @ =[5 00 ®hg biyeen b))

bei beliebiger Wahl von a,, ... a,; b, ... b, folgt:

(6.) z = f(@,... Ty €,...0),
wobei noch ist:
(7.) ¢, = @ (ay,...a; by,...b).
Wird nun noch angenommen, dass, solange @, ... a,, b, ... b, in einer

gewissen Umgebung eines bestimmt gewshlten Parameter-Systems a”, ... a(”
verbleiben, bei beliebigen Werthen von z,, ... z, die » Gleichungen:

[y oo B3 Brg e B) = [L{®15000 ®y5 byyoos b))

nur fiir @, = b,, ... a, = b, erfiillt werden konnen, so sind die Parameter
a,, ... a, simmtlich wesentlich und konnen nicht durch eine geringere
Zahl ersetzt werden. Wenn alle Bewegungen durch eine Transformations-
Gruppe mit » wesentlichen Parametern dargestellt werden, so legen wir der
Raumform r Grade von Beweglichkeit bei. Somit sind wir, ausgehend von
unsern Grundsitzen 1 bis VII auf die Theorie der stetigen endlichen Trans-
formations-Gruppen gelangt. Nur in einer Beziehung ist die letztere Theorie
noch allgemeiner als die der unter diese Grundsitze fallenden Raumformen.
Nach dem fiinften Grundsatze kann jeder Korper zur theilweisen Deckung
mit jedem beliebigen Raumtheile gelangen; folglich muss es moglich sein,
durch die Transformationen der Gruppe jeden Punkt x in jeden Punkt z'
iiberzufiihren, oder die Gruppe muss transitiv sein. Demnach erhalten wir
folgenden Satz:

Alle Bewegunger, welche ein Korper in einer Raumform machen kann,
werden durch eine endliche transitive Transformations-Gruppe bestimmt; die
Zahl der wesentlichen Parameter dieser Gruppe giebt den Grad der Beweg-
lichkeit fir die Raumform an; diese Zahl muss mindestens gleich der Zahl der
Dimensionen der Raumform sein.

Die Ergebnisse der beiden letzten Paragraphen gestatten es uns noch,
auf einem zweiten Wege zu diesem Resultate zu gelangen. Durch irgend
zwei Lagen desselben Korpers ist eine gleichformige Bewegung bestimmt,
welche den Korper aus der ersten in die zweite Lage bringt. Mit der
gleichformigen ist aber zugleich auch die unendlich kleine Bewegung ge-
geben. Dieser Begriff soll hier nicht n#her entwickelt werden; es geniige,
folgenden Satz auszusprechen :
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,Die unendlich kleinen Aenderungen dz,, ... dz,, welche die Coor-
dinaten z,, ... z, durch eine unendMch kleine Bewegung erleiden, lassen
sich als Producte von n Functionen §,(z,,... z,), ... (2, ... z,) mit einer
unendlich kleinen Grosse d¢ darstellen.*

Gelangt also der Punkt (z,,...z,) in die Lage z,+dz,, ... z,+dz,
8o kann gesetzt werden:

(8‘) d$1 = gldt) dxz = §z dt, TS dx,‘ = §ndt'
Wenn eine Raumform die unendlich kleinen Bewegungen zuliisst:
§n G2 ... &,

(9) §2x §22 e §‘Zn,
§r1 57'2 LU ’grn)
wo durch die kte Horizontalreihe bezeichnet wird, dass die Componenten
der unendlich kleinen Verschiebung proportional sind &, :&.: ... : &,, S0
ist auch die unendlich kleine Verschiebung moglich:
(10.) zk"ak§k17 %akgk'h o e e %‘akghu
wo die a,, ... a. von den z,, ... x, unabhingig, aber im Uebrigen ganz

willkiirlich sind. Unendlich kleine Dewegungen sind (solange nicht ein
Unendlichkleines hoherer Ordnung mit in Betracht gezogen wird), mit ein-
ander vertauschbar. Die Bewegung (10.) ist aus den Bewegungen (9.) zu-
sammengesetzt, und die Bewegungen (9.) sind dann, und nur dann, von
einander unabhiingig, wenn keine von ihnen aus den iibrigen zusammen-
gesetzt ist, wenn also die » Ausdriicke (10.) fiir constante Werthe von a
nur dadurch zum Verschwinden gebracht werden konnen, dass man alle
Coefficienten @ gleich Null setzt. Jetzt sind zwei Fille moglich: entweder
lassen sich alle unendlich kleinen Bewegungen, welche eine Raumform ge-
stattet, aus einer endlichen oder aus einer unendlich grossen Zahl von infini-
tesimalen Bewegungen zusammensetzen. Die letztere Moglichkeit lassen
wir ganz ausser Acht und setzen die Zahl der von einander unabhiingigen
infinitesimalen Bewegungen als endlich voraus. Hiernach stellen wir die
Definition auf:

Eine Raumform hat r Grade von Beweglichkeit, wenn sich alle in ihr
moglichen unendlich kleinen Bewegungen aus r solchen, aber nicht aus weniger
susammenselzen lassen.
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Wir wollen jetzt nachweisen, dass diese Definition mit der oben ge-
gebenen iibereinstimmt, und dass die in der Gleichung (4.) gegebene Dar-
stellung der Gruppe aus den infinitesimalen Transformationen hergeleitet
werden kann.

Da die allgemeinste unendlich kleine Bewegung durch (10.) bestimmt
wird, integriren wir das System der = Differentialgleichungen:

(11.) de, = X a,&,(«)dt (=1, oo m)

und bestimmen deren Constanten so. dass fiir £ =0 jedesmal z, =z, wird.
Dann erhalten wir Gleichungen von der Form:

(12) x, = f,'(wl, ios By ps ses By b

Nun #dndern sich die Gleichungen (11.) nicht, wenn man alle a,. ... a,
mit denselben Constanten multiplicirt, wofern man nur gleichzeitig ¢ durch
dieselbe Constante dividirt. Somit miissen auch die Gleichungen (12.) bei
derselben Operation ungeidindert bleiben, oder dieselben sind ausser von
x,, ... x, nur noch von a,f, a,f, ... a.t abhingig. Man erhilt also hier
die in (4.) vorausgesetzte Form.

Auch die unendlich kleinen Bewegungen gestatten zu erkennen, ob
eine Gruppe transitiv ist oder nicht. Damit das erstere stattfindet, ist noth-
wendig und hinreichend, dass durch dieselben der Punkt « in jede unendlich
nahe Lage gebracht wird. Es kommt dies darauf hinaus, dass nicht alle
Determinanten identisch verschwinden, welche aus je » unter den r Reihen
(9.) gebildet werden konnen.

Da wir bei den vorangehenden Untersuchungen nur die Voraus-
setzungen I bis VII benutzt haben, so konnen wir sagen:

Alle Bewegungen, welche durch die ersten sieben Grundsditze bestimmt
werden, fihren auf eine stetige Transformations-Gruppe; umgekehrt kann man
Jeder stetigen endlichen transitiven Gruppe von Transformationen ein System
zuordnen, welches den genannten Voraussetzungen geniigt.

Wir driicken diesen Satz noch in einer anderen Form aus:

Nimmt¢ man den Begriff der Raumformen im allgemeinsten Sinne, so
dass fir denselben nur die Grundsditze I bis VII gelten, so fillt deren Theorie
ganz susammen mit der der stetigen endlichen transitiven Transformationsgruppen.

Eine Beschrinkung kann dieser Satz nur érhalten bei einer unendlich
grossen Zahl von Dimensionen und bei einem unendlich grossen Grade der
Beweglichkeit.

Journal fiir Mathematik Bd. CIX. Heft 2. 20
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Abgesehen von der Transitivitit scheinen die hier verlangten Gruppen
auch noch in einer zweiten Beziehung specieller zu sein als die Lieschen,
indem jede hier auftretende Gruppe die identische Transformation enthilt,
wihrend Herr Lie dies nicht ausdriicklich voraussetzt. Indessen ist von
verschiedenen Seiten bereits nachgewiesen, dass hierin keine Beschriin-
kung liegt.

§ 9.

Ueberblick iiber die Theorie der Transformationsgruppen.

Es ist nothwendig, an dieser Stelle einige der wichtigsten Sitze iiber
Transformations - Gruppen anzugeben, schon aus dem Grunde, weil jeder
solche Satz zugleich fiir die Raumformen gilt, wenn man diesem Worte
seine allgemeinste Bedeutung beilegt. Dazu kommt, dass wir uns bei der
Herleitung der speciellen (der ,eigentlichen*) Raumformen auf die hier mit-
zutheilenden Sitze stiitzen miissen.

Wenn durch eine unendlich kleine Transformation die einzelnen
Coordinaten «, die Veréinderung &, J¢ erleiden, so wird eine ganz allgemeine

FunctiOIl f(a:l, LD wn) um (yt'z .'EQ‘ g;;-fi”

net Herr Lie eine infinitesimale Transformation symbolisch durch

(L) X f = 3§, o

Oz,

Hier mogen ¢, o, 7, ... die Marken 1, 2, ... r angeben und die r so er-
haltenen Transformationen sollen von einander unabhiingig sein. Wir fiihren
die Bezeichnung ein:

veriandert werden. Demnach bezeich-

2) (XX = (XED)-(XuX ) = 3 (8 Toor g, Gher) O

und nennen die so dargestellte infinitesimale Transformation aus X,f und
X,f combinirt. Dann muss auch sie der Gruppe angehoren, und wir erhalten:

(3) (X9X0> = %‘cgayxyf:

wo die ¢ constant sind und der Bedingung c,,,+c,,, =0 geniigen.

Fiihrt man an Stelle von z,, ... =, andere Coordinaten ein, so hat
man im Symbol X, f nur die entsprechende Aenderung zu machen, um das
Symbol derselben Transformation fiir die neuen Variabeln zu erhalten.
Ebenso geht (X,X,) in die Combination der entsprechenden Ausdriicke iiber,

und die Constanten c,,, bleiben ungeindert.
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Sind die r(r; b Gleichungen (3.) befriedigt, so fiihren die r infini-

tesimalen Transformationen X,f, ... X,f zu einer Gruppe. Die Integrabili-
tits-Bedingungen erfordern aber:

“4.) % {Cory (Ko X+ Cpu (X X )+ € (X X)) = 0
oder

(5'> %‘lcatp c[lg!).'—}—c'[y,u c,uo‘a—l_cgqlu c‘ut(/,} = O)

wo ¢, o, © drei verschiedene Marken sind und o irgend eine. Diese Glei-
chungen stellen aber wieder die vollstindigen Bedingungen dar; sind die

(D(;) Constanten ¢ so gewihlt, dass sie den angegebenen Bedingungen

geniigen, so kann man immer entsprechende Gruppen bilden.

Wenn eine Gruppe durch die r infinitesimalen Transformationen
X.f, ... X,f bestimmt ist, so kann man auf die verschiedenste Weise » von
einander unabhiingige lineare Ausdriicke Y,f, ... Y.f bilden, wo

Y.[ = Zm,X,f
> :

ist.  Dann ist dieselbe Gruppe auch durch Y.f, ... Y.f bestimmt. Jetzt
gndern sich die Coefficienten ¢, jedoch so, dass auch fiir die neuen Con-
stanten die Gleichungen (5.) bestehen. Zwei Gruppen, fiir welche die Coef-
ficienten ¢ entweder gleich sind oder durch passende Wahl der bestimmen-
den Transformationen gleich gemacht werden konnen, heissen gleich zu-
sammengesetzt oder holoedrisch isomorph oder auch etwa gleich gestaltet.
Ganz entsprechend heisst die r-gliedrige Gruppe X.f, ... X,f, fiir welche
die Gleichungen (3.) bestehen, meroedrisch isomorph mit der (r—¢)-gliedrigen
Y.f, ... Y,_ f, wenn sich aus letzteren r infinitesimale Transformationen

Difs -+ Y.f, von denen wieder r—q von einander unabhiingig sind, linear
80 bestimmen lassen, dass auch jedesmal

@9 = ZewXif
ist.

Aus jeder infinitesimalen ldsst sich eine einfach unendliche Reihe
von endlichen Transformationen herleiten, und wir wollen sagen, jede solche
endliche Transformation gehdre zu der gegebenen infinitesimalen. Besteht
zwischen zwei unendlich kleinen Transformationen X,f und X,f die Be-
~ziehung (X, X;) =0, so lassen sich alle zu X,f gehorigen endlichen Trans-

20*
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formationen mit den zu X,f gehorigen vertauschen; d. h. wenn zwei der-
artige endliche Transformationen nach einander ausgefiihrt werden, so ist
das Resultat unabhiingig von der Reihenfolge, in der dies geschieht.

Hiernach kann man aus dem am Schlusse von § 7 mitgetheilten
Satze die beiden folgenden herleiten:

,Giebt es in einer Raumform von » Dimensionen = von einander
unabhiingige und mit einander vertauschbare gleichférmige Bewegungen,
und léisst deren Vereinigung einen Puankt nicht in einem Gebilde von weniger
als » Dimensionen, so kann man durch passende Wahl der Coordinaten
bewirken, dass die zugehorigen » unendlich kleinen Transformationen sym-
o 4 ., .9
Oz, ' Oz, ’ oz,

»Wenn es in einem n-fach ausgedehnten Raume mehr als » von ein-
ander unabhiingige und mit einander vertauschbare gleichformige Bewegungen
giebt, so muss jede aus den Componenten der entsprechenden infinitesimalen
Transformationen gebildete Determinante nten Grades identisch verschwinden;
alle diese Bewegungen diirfen vereint mit den aus ihnen zusammengesetzten
jeden Punkt hochstens in ein (r—1)-dimensionales Gebilde iiberfiihren.*

Daraus folgt, dass fiir » =1 nur solche Transformationen mit ein-
ander vertauschbar sind, welche aus derselben infinitesimalen Transformation
hervorgehen. Dieser Bedingung geniigen aber nach der Zusammensetzung
nur drei Arten von Gruppen: 1) die eingliedrigen, 2) diejenigen zweiglie-
drigen, fiir welche bei passender Wahl von X,f und X,f die Bedingung
(X, X,) = X,f befriedigt ist, und (3.) diejenigen dreigliedrigen, in denen drei
infinitesimale Transformationen X, X,, X; so ausgewihlt werden konnen,
dass (X, X,) = X,, (X, X;) = —X;, (X,X,) =X, ist. Somit giebt es nur drei
.Gruppen mit einer Verinderlichen, und man kann im ersten Falle die all-
gemeine Transformation in der Form z' = z+a, im zweiten durch .die
Gleichung ' = ax+b und im dritten durch &' = %g— fiir ad  be darstellen.

Dagegen zeigt sich fiir mehrere Variabeln eine weit grossere Mannig-
faltigkeit; namentlich giebt es hier stets Gruppen, welche sich bei keiner
Wahl der Verdnderlichen auf projective zuriickfiihren lassen. Fiir zwei
Variabeln hat Herr Lie alle moglichen Gruppen bereits vor lingerer Zeit
(Math. Annalen Bd. XVI) aufgestellt.

Wenn man wieder Y,f linear durch X,f, ... X.f darstellt, jetzt
aber nur m < r derartige Transformationen in Betracht zieht und die

bolisch in der Form dargestellt werden.*
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Voraussetzung macht, dass sich alle ﬂ(m—;L)(YLY,) durch Y,, ... Y, dar-

stellen lassen, so bestimmen die Y,f, ... Y,f eine Untergruppe der ge-
gebenen Gruppe. Eine solche nennt Herr Lie invariant, wenn auch jedes
(Y. X,) fir e=1,...m, =1, ... r durch Y,f, ... Y,f dargestellt werden

kann. Wenn unter den L(-%_—l)— Transformationen %?cwX,,f nur p(<Zr)

von einander unabhingige vorkommen, so bestimmen dieselben eine be-
sonders wichtige invariante Untergruppe, welche als Haupt-Untergruppe
bezeichnet werden soll.

Jede infinitesimale Transformation bestimmt fiir sich eine eingliedrige
Untergruppe und ist selbst in einer oder mehreren zweigliedrigen Unter-
gruppen enthalten. Ueberhaupt gilt der Satz, dass jede beliebige Trans-
formation einer m-gliedrigen Untergruppe angehort, wenn m eine der Zahlen
1, ... 6 und kleiner als r ist. Dabei ist man jedoch gendthigt, imaginiire
Transformationen zuzulassen.

Unter denjenigen Grappen, welche nicht ihre eigenen Haupt-Unter-
gruppen sind, fiir welche also weniger als r der Transformationen (X,X)
von einander unabhingig sind, nehmen diejenigen eine hervorragende
Stellung ein, welche ich aus einem hier nicht zu erorternden Grunde als
solche vom Range Null bezeichne. Fiir dieselben ist die Eigenschaft cha-
rakteristisch, dass in jeder ihrer zweigliedrigen Untergruppen die Transfor-
mationen mit einander vertauschbar sind. In solchen Gruppen giebt es in-
variante Untergruppen von jeder Gliederzahl, die kleiner als r ist, speciell
also auch mindestens eine eingliedrige Untergruppe, welche mit allen Trans-
formationen der Gruppe vertauschbar ist.

Diejenigen Gruppen, welche keine invarianten Untergruppen besitzen,
heissen einfach. Ihnen am niichsten stehen diejenigen, welche durch blosse
Zusammenstellung mehrerer einfacher Gruppen gebildet sind. Wenn nim-
lich von den Gruppen G, ... G, keine zwei eine Transformation (ausser
der identischen) gemeinschaftlich haben, aber die Transformationen einer
jeden G, mit denen einer jeden G, fiir ungleiche Werthe e, 8 (=1, ... k)
vertauschbar sind, eine neue Gruppe H aber alle diese und nicht mehr um-
fasst, so moge es gestattet sein, zu sagen, H sei durch Zusammenstellung
der Gy, ... G, gebildet. Sind speciell die G,, ... G, simmtlich einfach, so
moge H, solange ein besserer Name fehlt, als halbeinfach bezeichnet werden.
Jede Gruppe, welche ihre eigene Haupt-Untergruppe ist, wird gebildet aus



158 Killing, dber die Grundlagen der Geometrie.

einer einfachen oder halbeinfachen Gruppe und einer invarianten Untergruppe
vom Range Null.

Zwei Gruppen, welche durch Transformation der Variabeln in ein-
ander iibergefiithrt werden konnen, werden als &hnlich bezeichnet. Dazu
ist die Gleichheit der Zusammensetzung nothwendig. In den meisten Fillen
muss aber eine weitere Bedingung hinzutreten. Eine solche ist z. B. bei
transitiven Gruppen die Gleichheit der Zusammensetzung fiir diejenige Unter-
gruppe, bei welcher ein Punkt allgemeiner Lage in Ruhe gehalten wird.
Wiihrend diese oder eine dhnliche Bedingung vom analytischen Standpunkt
aus geniigt, tritt fiir die Geometrie die Forderung hinzu, dass die Variabeln
zugleich reell sind.

Wihrend bei Untersuchung der Gruppe alle Werthsysteme z,, ... =z,
in Betracht zn ziehen sind, hat man als eigentliche Punkte der entsprechen-
den Raumform nur die Punkte allgemeiner Lage anzusehen; d. h. da hier
nur transitive Gruppen betrachtet werden, nur diejenigen Punkte, fiir welche
nicht alle aus » der Reihen (9.) § 8 gebildeten Determinanten verschwinden.
Nun liefert das Verschwinden dieser Determinanten gewisse Invarianten der
Gruppe, Gebilde, welche bei jeder Transformation der Gruppe in sich ver-
bleiben. Diese Invarianten kionnen als Reprisentanten des Unendlichfernen
betrachtet werden.

Durch eine Untergruppe wird entweder ein Punkt allgemeiner Lage
wenigstens bis zu einer gewissen Grenze hin in jeden andern Punkt ge-
bracht, oder er verbleibt auf einem gewissen Grenzgebilde. Im zweiten
Falle hat das betreffende Gebilde wieder die Eigenschaften einer allge-
meinen Raumform. Jede Bewegung des Raumes lisst entweder das Gebilde
in sich, oder bringt es zur Deckung mit einem congruenten Gebilde. Wenn
die gegebene Gruppe r-gliedrig, diejenige Untergruppe, bei welcher das
Gebilde in sich bewegt wird, m-gliedrig ist, so bildet die Gesammtheit der
congruenten Gebilde eine (r—m)-fach ausgedehnte Mannigfaltigkeit. Man
kann das einzelne Gebilde als Element dieser Mannigfaltigkeit auffassen,
und dann gelten fiir dieselbe die Gesetze einer Raumform im allgemeinen
Sinne. Die fiir diese Raumform geltenden Bewegungsgesetze sind im All-
gemeinen wesentlich dieselben, wie fiir die gegebene Raumform; die ent-
sprechenden Gruppen sind meistens holoedrisch, zum mindesten meroedrisch
isomorph. Dadurch gelangt man von jeder Raumform aus zu einer Reihe
weiterer, welche mit ihr in sehr engem Zusammenhange stehen.



-

Killing, iber die Grundlagen der Geomelrie. 159

Jede intransitive Gruppe hat Invarianten, d. h. Functionen von
z,, ... x,, welche durch keine Transformation der Gruppe veriindert werden.
Aber auch bei transitiven Gruppen kann man von Invarianten sprechen,
wenn man die Coordinaten mehrerer Punkte in Betracht zieht. Wird nim-
lich eine beliebige Transformation der Gruppe dargestellt durch

Y. = fz(mn--—iﬂn, al,...a,)

fir t=1, ... n oder kiirzer durch y, =f.(z, a), so stellen bei beliebiger
Wahl der ¢+1 Punkte z, 2, ... 2® die Gleichungen
yb = fl(l.’ a)J y: = fz(w'J a)! LI ¢ y(@) = ft(w(o)‘) a)

zusammen eine mwit der gegebenen Gruppe gleich gestaltete Gruppe von
r Parametern und (¢+1).2 Variabeln dar. Diese Gruppe wird zum min-
desten dann intransitiv, wenn (o+1)» = r ist. Folglich giebt es, wie
bereits Herr Lie hervorgehoben hat, stets eine kleinste Zahl, so dass fiir
diese und jede grossere Zahl von Punkten Invarianten vorkommen. Wenn
hiernach die Zahl der Invarianten scheinbar unendlich gross ist, so ist doch
die Zahl der von einander unabhingigen endlich und zwar hiochstens gleich .
So lassen sich in vielen Fillen alle Invarianten aus einer einzigen her-
leiten; dazu ist nothwendig, aber keineswegs hinreichend, dass alle » Varia-
beln in der Invariante wesentlich sind und nicht durch Transformation auf
eine geringere Zahl zuriickgefiihrt werden konnen. Kommen alle derar-

tigen Invarianten auf eine einzige zwischen den Coordinaten zweier Punkte
n(n+1)
2
variante, in welcher alle Coordinaten zweier Punkte wesentlich sind, noch
davon unabhiingige Invarianten hinzu, so wird dadurch die Zahl der Para-

meter verringert.

hinaus, so besitzt die Gruppe Parameter; treten aber zu einer In-

§ 10.
Folgerungen aus dem achten Grundsatze.

Bis jetzt haben wir nur die sieben ersten Grundsitze benutzt: indem
wir den letzten hinzunehmen, sprechen wir im Gegensatz zu den bis jetzt
betrachteten ,Raumformen im allgemeinsten Sinne* von den ,eigentlichen‘
oder auch den ,speciellen Raumformen®. Zuniichst wollen wir jetzt diesen
Grundsatz in anderer Form aussprechen:

Bei der Ruhe eines Punktes in einem n-dimensionalen Raume wird kein
sweiter so bewegt werden kinnen, dass er ein n-dimensionales Gebiet ausfillt;
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sugleich geht durch den ruhenden Punkt kein Gebilde hindurch, welches noth-
wendig zugleich in Ruhe gehalten oder in sich verschoben wird.

Die eindimensionalen Raumformen konnen ganz ausgeschlossen wer-
den. Fiir mehrdimensionale sagt der erste Theil des Grundsatzes aus, dass
bei der Ruhe eines Punktes sich jeder zweite hiochstens auf einem (n—1)-
dimensionalen Gebilde bewegt. Der zweite Theil sagt nun zunichst, dass
der bewegte Punkt in der That jede Lage auf einem (»—1)-dimensionalen
Gebilde erlangen kann. Angenommen niimlich, der bewegte Punkt konne
hochstens ein (n— g)-dimensionales Gebilde beschreiben, wo ¢ =1 ist. Dann
ziehe man vom ruhenden Punkte aus eine beliebige Linie und bestimme
fir jeden Punkt derselben dasjenige Gebilde, auf welchem er noch bewegt
werden kann; die Gesammtheit derselben bildet hochstens ein Gebilde von
n—p+1 <n—1 Dimensionen, und dies wird bei der Bewegung in sich ver-
schoben. ’

Ferner sind durch unsern Grundsatz diejenigen Gruppen ausge-
schlossen, welche Herr Lie systatisch nennt, und bei denen jedesmal eine
Linie oder Fliche oder ein mehrdimensionales Grebilde in Ruhe bleibt, wo-
fern ein Punkt in Ruhe gehalten wird; wenigstens darf ein solches Gebilde
nicht reell sein. Endlich geht durch den ruhenden Punkt iiberhaupt kein
reelles Gebilde hindurch, welches bei jeder alsdann noch méglichen Bewe-
gung in sich verschoben wiirde.

Da die Gruppe transitiv ist, darf zwischen den Coordinaten z,, ... =,
desselben Punktes keine Invariante bestehen. Dagegen muss es zwischen
den 2n Coordinaten «,, ... z, und z;, ... z, eine Beziehung geben,

welche bei allen Transformationen der Gruppe ungedndert bleibt, da im
andern Falle bei der Ruhe eines Punktes ein zweiter noch jede beliebige
Lage erhalten konnte. Das Vorhandensein einer zweiten Invariante zwischen
den Coordinaten zweier Punkte wiirde die bei der Ruhe eines Punktes noch
mogliche Bewegung eines jeden zweiten auf ein (»—2)-dimensionales Ge-
biet beschrinken. Zwischen zwei Punkten besteht daher eine einzige In-
variante; ob davon unabhingig noch eine weitere Invariante fiir mehr
Punkte vorkommt, muss vorliufig unentschieden bleiben.

Diese Invariante zwischen den = und den z' sei:

(1.) F(Diys0i g Ty 000 Th ki

Vertauscht man hierin = und «', so erhilt man eine blosse Function von J.
Setzt man aber z, =), ... ¢, =, 80 muss J von z,, ... x, ganz unab-
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hiingig werden, weil zwischen den Coordinaten eines Punktes keine In-
variante bestehen darf. Somit wird J(z,,...x,; z,,...x,) entweder gleich
einer Constante oder ganz unabhiingig von dem Punkte z unentschieden.
Im letzteren Falle haben wir zu unterscheiden, ob sich fiir dem z unend-
lich nahe Punkte #' derselbe Grenzwerth ergiebt oder nicht. Im Allge-
meinen muss niimlich die Function eindeutig und stetig sein. So mige
man vom Punkte x eine beliebige Linie ziehen; auf dieser Linie moge
' dem z unendlich nahe kommen. Wenn dann J(z, =) stetig verlduft, so
nihert sich J fir # =z einem gewissen Grenzwerth. Fiir eine zweite
derartige Linie gelte dasselbe. Sollte aber jetzt J einen andern Grenz-
werth erhalten, so beachte man auf den beiden Linien solche Punkte, welche
dem Punkte z unendlich nahe sind, und verbinde diese durch eine Linie.
Dann wird auf der letzteren eine Unterbrechung der Stetigkeit stattfinden.
Somit giebt es vom Punkte = aus ein Gebilde, liings dessen die Stetigkeit
unterbrochen wird. Dies Gebilde muss aber auch bei der Ruhe von « in
sich verbleiben. Da dies nach unserer Voraussetzung ausgeschlossen ist,
muss sich die Function (1.) fiir alle Werthe von z', welche unendlich
nahe an x liegen, demselben Grenzwerthe ndhern, und dann konnen wir
durch eine kleine Umiinderung immer bewirken, dass

J(@iy coe Tus iy oos @) =0

ist, in dem Sinne, dass die Funection fiir alle reellen, unendlich nahe an =
gelegenen Werthe von z' unendlich klein wird.

Wenn jetzt der Punkt # in Ruhe gehalten wird und J(z, ) fiir
einen zweiten Punkt ' den Werth a erhilt, so wird ' bei der Ruhe von
x jeden Punkt einnehmen konnen, fiir den die Gleichung J(z, ") = a be-
steht; wenigstens muss man um den Punkt ' auf diesem Gebilde ein (n—1)-
dimensionales Gebiet so abgrenzen konnen, dass jeder Punkt dieses Gebietes
von ' wirklich erreicht werden kann.

Wir nehmen  den Punkt «' unendlich nahe bei =z an und setzen
x,—x, = dz,, Dadurch geht J(z,, ... z,; =i, ..., tiber in eine Funection
K(dz,, ... dz,), in welcher «,, ... z, als Constanten betrachtet werden sollen,
da wir nur solche Bewegungen untersuchen, bei denen dieser Punkt in Ruhe
gehalten wird. Zugleich ersetzen wir die Differentiale dz,, ... dz, durch
%y, ... &, und schreiben, um die Aenderungen, welche die z, bei einer un-
endlich kleinen Bewegung erleiden, in der Lieschen symbolischen Bezeich-
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nung angeben zu konnen, r, statt aaz f . Danmn ist das Symbol einer der-
artigen infinitesimalen Transformation
(2') ‘ thxzarx;

wo die Coefficienten m,, blosse Constanten sind. Da die Multiplication
simmtlicher dz’ mit derselben Constante keine Verdnderung hervorruft, so
ist unter den Transformationen (2.) die =m,z,r, auszuschliessen, und wir
konnen voraussetzen, dass in (2.) die Summe Zm, = 0 ist. Betrachten wir
also bei den Transformationen der Gruppe nur diejenigen Aenderungen,
welche bei der Ruhe eines Punktes die unendlich nahen Punkte erleiden,
so ldsst sich deren Gesammtheit als Untergruppe der (»*—1)-gliedrigen
Gruppe betrachten:
B, — B, ey BTy tiir L+,

Diese Untergruppe muss offenbar intransitiv sein; sie soll eben die
Function K(s,,...5,) unverindert lassen. Andererseits sieht man aber sehr
leicht ein, dass, wenn durch die Gruppe eine lineare Form ¢z, unverindert
bleibt, bei jeder Bewegung, die den Punkt = in Ruhe lisst, auch ein um
den Punkt liegendes unendlich kleines Gebiet in sich verschoben wird.
Wenn aber mehrere solche linearen Formen vorhanden sind, so miissen
mehrere derartige Gebilde, und damit auch ihr Durchschnitt, in sich bewegt
werden. Wenn aber fiir die betrachtete Untergruppe eine lineare reelle
Function der z eine Invariante ist, so muss bei der Ruhe des Punktes =
ein (r—1)-dimensionales unendlich kleines Gebiet in sich bewegt werden;
dies setzt sich weiter fort, und ein (»—1)-dimensionales Gebilde wird in
gich bewegt. Wenn aber eine imaginire lineare Function invariant bleibt,
80 muss damit ihre conjugirt complexe Form verbunden sein; deren Schnitt
ist fiir =2 reell, und wir sehen, dass ein (z—2)-dimensionales Gebilde
in sich verschoben wird. Wenn endlich die Function K(s,,...5,) nur die
Variabeln z,, ... 5, enthilt, aber z,,,, ... 3, fiir m<# nicht vorkommen,
8o wird das Gebilde 3, =3, =--- =35, = 0 in sich verschoben.

Demnach konnen wir fir »>>2 folgende Bedingungen aufstellen:

Die Gruppe, durch welche die unendlich kleinen Grossen dz,, ... dz,
transformirt werden, muss eine und zwar eine einzige Invariante zwischen den
Coordinaten eines jeden Punktes besitzen; in dieser Invariante darf fir n> 2
kein linearer Factor vorkommen; sugleich miissen in derselben alle n Variabeln
wesentlich sein.



Killing, iiber die Grundlagen der Geometrie. 163

Den zweidimensionalen Raum wollen wir erst spiter behandeln; fiir
einen mehrdimensionalen mogen die unendlich nahen Punkte durch folgende
infinitesimale Transformationen verindert werden:

(3'> th}tztrl, zm:zztrxj
Dann muss die Invariante K den Gleichungen geniigen:
oK ,  OK
4) zm,,3, F 0, Zmuzl% = 0,

Diese Ausdriicke miissen so beschaffen sein, dass sich alle ihre Ab-
leitungen durch eine einzige ausdriicken lassen, weil wir im andern Falle
mehrere Invarianten erhalten wiirden. Da zudem keine dieser Ableitungen

; o . oK
verschwindet, muss es moglich sein, alle durch

e auszudriicken, und es
1

bestehen die Gleichungen:
o oK oK oK oK
(3.) ;92= 2'551_1 "tV BR T n‘m’

wo die P,, ... P, nicht blosse Constanten sein konnen.

Das System (5.) von Gleichungen ist wesentlich identisch mit dem
System (4.) und aus letzterem durch blosse Elimination erhalten. Somit
kommen auch unter den Gleichungen (4.) —1 von einander unabhéingige
vor, und die Zahl der von einander unabhingigen infinitesimalen Transfor-
mationen (3.) ist mindestens gleich n—1. Wendet man dieselbe Elimination,
welche von (4.) zu (5.) filhrt, auf die Symbole (3.) an, so muss man auf
Symbole r,—P,r, fir =2, ... » gelangen, und die Symbole Q,r,—P,Q,r,
miissen nach passender Bestimmung der (0, wiederum unendlich kleine Be-
wegungen darstellen, welche sich aus (3.) zusammensetzen lassen. Diese
schreiben wir in der Form |

(6.) PuTy— P2y, PiT3—Pi3Tyy o o oy Pyl — Py,
wo die ¢,, lineare Functionen sind. Je zwei Functionen ¢,, und ¢,, diirfen
nicht durch Multiplication mit einem constanten Factor in einander fiber-
gefithrt werden konnen.

Nach der in § 9 Gleichung (2.) gegebenen Vorschrift combiniren
wir jetzt die Transformationen ¢, r,—¢,,r, und @y rs—@sr.  Die neue un-
endlich kleine Transformation muss sich linear durch die Transformationen
(3.) und somit durch die Transformationen (6.) und die etwa weiter vor-
handenen darstellen lassen. Da bei der Combination (¢, — @yo7y, @575 —ysr)
die ry, ... r, nicht vorkommen, so muss dieselbe sich entweder linear durch

21*
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Pury—@rr; Und @y rs—epsr, allein darstellen lassen, oder es muss noch eine
Transformation M,r,+M,r,+ M;r; hinzukommen, welche sich auf die Form
P3r2— 5,13 muss zurlickfithren lassen.

Betrachten wir zuniichst den ersten Fall, so erhalten wir die Glei-
chungen:

0 0 0
P2 8?;;;3 — P 8(:;13 — @3 82:2 + @i 8(5:12 = a@,+LAes,

O o
— P31 BTZI + @13 3‘;'1 == 0P,

0 0
(9218%?’—‘%2 3":’;1 = B¢,

von denen mindestens zwei unabhiingig sind, so dass wir ¢; und ¢,; linear
durch ¢,, und ¢, ausdriicken konnen. Wiirde die Gruppe durch die n—1
infinitesimalen Transformationen (6.) bestimmt, so wiirden sich alle ¢,, und
¢, durch ¢,, und ¢, darstellen lassen; somit miisste fiir ¢, = ¢, = 0 keine
Bewegung moglich sein, was ausgeschlossen ist.

Ausser den beiden ersten Transformationen (6.) moge jetzt eine
Transformation ¢,;p,—@s,p; vorkommen. Dann ergeben sich die Glei-
chungen:

‘ P = QP+ BPsi+Y Pty P2 = 2Prat+A o+ 1Py,

aus denen unmittelbar die einfacheren folgen:

a P =p Put+q Pz
(7-) a P2 = b' (P31+c' P13 a Pz = P, (P31+q’ P13
a”(Paz = b"‘P12+ c”(le a”‘l’al = P”(Pu‘l'q”(l’zx,
wo die a, o', @' nicht verschwinden und deshalb gleich Eins gesetzt werden
konnen. Setzt man die Werthe aus den ersten Gleichungen in die dritte
Gleichung links und in die zweite Gleichung rechts, so wiirden sich alle
sechs Functionen durch ¢,; und ¢, darstellen lassen, wenn nicht ¢ und
p' verschwinden. Diese Erwigung zeigt, dass ¢, ¢/, ¢ und p, p', p" ver-
schwinden. In diesem Falle lassen sich die sechs Functionen durch drei
darstellen.
Hiernach sind von den sechs linearen Ausdriicken ¢,,, ¢, ¢., Pu,
P> P2, hochstens drei von einander unabhiingig, und zwar unter den beiden
Bedingungen, dass 1) auch ¢,;r,—q;, 7, eine von ¢,,r—@,.7r, und @1 —¢, 7,
unabhiéingige Transformation ist, und dass 2) ¢, und ¢,, sich nur durch

a ‘P13=b @3+ C P3p
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einen constanten Factor unterscheiden. Gentigten aber nur ein einziges Mal
zwei Functionen zur Darstellung der iibrigen, so wiirde mit dem Punkte
zugleich ein weiteres Gebilde in Ruhe bleiben, was ausgeschlossen ist.

Demnach ergeben sich schon fiir die unendlich nahen Punkte ﬂ%ﬂ ver-

schiedene infinitesimale Bewegungen r L,—r,L. Da der ruhende Punkt

n(n--1)

wegen der Transitivitit gerade » von den 5 gegebenen und von ein-

ander unabhiingigen infinitesimalen Transformationen unterworfen werden

kann, so enthiilt die Gruppe des hier betrachteten Ranmes "D Glieder.

2
Erinnern wir uns aber, dass, wenn eine Gruppe eine Invariante zwischen
den 2n Grossen z,, ... x, und z;, ... x, besitzt und alle Variabeln hierin

wesentlich sind, die Zahl der Parameter gerade j(_néi-_ll betrigt, und dass

das Hinzukommen weiterer (davon unabhingiger) Invarianten die Zahl
der Glieder erniedrigt, so ergeben sich folgende Sitze:
Wenn bei der Ruhe eines Punktes jedes durch den ruhenden Punkt

gehende Gebilde aus seiner Anfangslage heraus bewegt werden kann, so be-
n(n-+1)
2

sitzt die Raumform Grade vor Beweglichkeit. Alle Invarianten, welche

swischen einer beliebigen Anzahl von Punkten bestehen, lassen sich auf eine
einzige zurickfihren, in der nur die Coordinaten zweier Punkte vorkommen.
Es ist nicht moglich, einen Korper so zu bewegen, dass ein Punkt in Ruhe
bleibt und die sammtlichen von demselben ausgehenden Richtungen in sich ver—
schoben werden.

Sollte némlich letzteres moglich sein, so stelle man die Componenten
einer derartigen unendlich kleinen Bewegung durch Potenzreihen nach
(z\—=y), ... (x,—x,) dar, wo «,, ... «, den ruhenden Punkt bezeichnet;
dann miissten bei allen Componenten die Glieder nullter und erster Potenz

. 1 . .
nicht vorkommen, oder es miisste mehr als B von einander unabhingige
] ) g1g

infinitesimale Transformationen geben.
Aus dem vorigen Satze ziehen wir noch eine einfache und wichtige

Folgerung. Wihlen wir » Punkte =, ', ', ... 2™, so bestehen u. a.
folgende Invarianten:
J(x, 2, J(&, "), J(=, "), ... J(x, V)

Halten wir den Punkt «' in Ruhe, so verbleibt # auf einem (»—1)-dimen-
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gionalen Gebilde; bei der Ruhe von z' und " muss = auf den beiden Ge-
bilden J(z, ') = a, J(z, 2"") = a' bleiben. Da diese aber bei beliebiger Lage
von z und &' kein (r—1)-dimensionales Gebilde gemeinschaftlich haben, so
ist die Bewegung auf ein Gebilde von #—2 Dimensionen beschrinkt. Indem
wir dieselbe Betrachtung auf mehr Punkte iibertragen, erhalten wir den Satz:

In den eigentlichen Raumformen von n Dimensionen verbleibt bei der
Ruhe eines Punktes jeder andere auf einem (rn—1)-dimensionalen Gebilde, bei
der Ruhe zweier Punkle auf einem Gebilde von n—2, bei der Ruhe dreier
Punkte von n—3 Dimensionen u. s. w., und ist bei der Ruhe von n Punkten
keine Bewegqung moglich, wofern die gegenseitige Lage der Punkte nicht be-
sonderen Bedingungen geniigt.

Gehen wir wieder zu den infinitesimalen Transformationen (3.) resp.
(5.) zuriick. Wir haben gesehen, dass wir denselben die symbolische Form

Lyr,—L,r, geben konnten, wo die L,, ... L, lineare homogene Functionen
von z;, ... %, sind. Aus der Gleichung:

(r,L,—rL,, r,L,—r,L) = k(r,L;—r,L)+ K (r;L,—r L)+K'(r,L,—r L)
folgt: gf; == %, oder die L,, ... L, sind die Differentialquotienten einer
quadratischen Form nach z, ... z,, und da LLgTK—L,‘—g% =0 ist, so

muss K eine Function dieser Form sein und kann ihr geradezu gleichgesetzt
werden. Daraus folgt der Satz:

Wenn eine homogene lineare Gruppe von n Verdnderlichen kein ebenes
Gebilde in Ruhe lisst oder in sich verschiebt, so ist sie entweder tranmsitiv, oder
der Raum zerlegt sich in quadratische Gebilde, von denen jedes in sich be-
wegt wird.

Stellt man die quadratische Form K(z,,...3,) in der Form von #
Quadraten dar, so miissen im vorliegenden Falle alle Quadrate dasselbe
Zeichen haben; demnach ergiebt sich:

Die Invariante J(z,, ... x,, x1,...x,), welche unter den gestellten Be-
dingungen fir die Coordinater zweier Punkte besteht, geht fir z, = x,+dz,
ilber in eine bestdndig positive Form vor dz,, ... dz,, in welcher alle n Diffe-
rentiale wesentlich sind, und deren Coefficienten noch die x,, ... x, enthalten
konnen.

Die ﬁ%ﬂ infinitesimalen Transformationen, durch welche diejenige

Gruppe bestimmt wird, welche die Bewegung bei der Ruhe des Punktes
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angiebt, lassen sich so wihlen, dass man fiir ¢, z=1, ... n setzen kann:

szf = (.'DI—"’BJ[),-—(:BL—Q‘X)]?,,-!—,

wo noch hohere Potenzen von z;—x;, ... x,—x, hinzukommen. Bildet
man deren Combination, so muss sich die dadurch dargestellte Transfor-
mation homogen linear durch die vorhandenen ausdriicken lassen. Da sich
aber diese Ausdriicke bereits aus den linearen Gliedern ergeben, so folgt:

In allen n-dimensionalen eigentlichen Raumformen habern die Unter-
gruppen, durch welche alle bei der Ruhe eines Punktes moglichen Bewegungen
dargestellt werden, stets dieselbe Zusammensetzung. Man kann zu ihrer Be-

n(n—1)
2

stimmung

infinitesimale Transformationen X[ fir X,+X,=0 so

wihlen, dass fiir ungleiche Marken ¢, x, 4, u die Relationen bestehen:
(Xu Xxl) = X;A; (XLxXA.u) == O

§ 11
Der Differentialausdruck zweiten Grades.

Wenn der Punkt = in Ruhe gehalten und um denselben eine Be-
wegung ausgefiihrt wird, so bleibt eine quadratische Form Xa,dz,dz, un-
geindert, wo die @, Functionen von z,, ... z, sind. Gelangt aber durch
irgend eine starre Bewegung des Raumes der Punkt = in einen Punkt &',
so muss die Form =a,dz,dx, in die entsprechende Form e, dr,dz, iiber-
gehen. Diese Eigenschaft soll uns dazu fiihren, den Differentialausdruck
genauer kennen zu lernen. Wir benutzen wieder eine unendlich kleine
Bewegung und wihlen als ihr Symbol

- s¢ 9
Xf = zgga_%.
Damit hierdurch die quadratische Form nicht gedindert wird, miissen
die "(";1) Gleichungen befriedigt sein:
o Oau ¢, 05, \
() 2 (Gar fet e o T g) = O

wo, wie stets im Folgenden, die zu benutzenden Marken die Zahlen 1, ... n
bezeichnen und eine Summation auch stets auf diese Zahlen ausgedehnt
werden soll.

Die weitere Untersuchung bietet grosse Aehnlichkeit mit denen der
Herren Christoffel und Lipschitz iiber Differentialausdriicke zweiten Grades;
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namentlich ergeben sich die von diesen Herren benutzten Abkiirzungen hier
mit hervortretender Nothwendigkeit; fiir dieselben benutzen wir die Be-
zeichnung des Herrn Christoffel.

Die Gleichung (1.) wird nach «, differentiirt und liefert dann:

/ 0Ola, Oa,, 0§, da, 0§, Oa,, 0&,
2\ 3.1:;61: §9+ Oz, Ox + oz, Oz, Or; O,

2 2
i g e ) = O
Da hier die partiellen Differentialquotienten von &, sowohl nach «,
und x;, wie nach x, und x; vorkommen, so bilde man einmal die Gleichung
(1.) fir ¢ und A und differentiire nach @,, und dann fiir die Marken » und
A und differentiire nach «,. Indem wir die beiden letzten dieser Gleichun-
gen addiren und die erste subtrahiren, erhalten wir eine Gleichung, in
welcher nur die zweite Ableitung von §, nach z, und #, vorkommt. Um
dieselbe bequem schreiben zu konnen, benutzen wir die Abkiirzungen:

(%3 aa,l 3(1,1 aﬂ.x
(2) 2[1] 3z, T Ba, ~ ; °

woraus weiter folgt:

® =L -
Jetzt erhalten wir folgende Gleichung:
o[7] o,

& [ox o0&, ot o&, 0%, ) _
4) %‘(é‘? oz, + ox, [1]+ or, [l + oz, [ ]+ @re Oz, 0c, /] ~ 0.
Wir erinnern daran, dass in der quadratischen Form Za, dz dx, alle
n Differentiale wesentlich sind, dass also die Determinante |@, |= A nicht

identisch verschwindet. In dieser Determinante bezeichnen wir den Coeffi-
cienten von @, mit A4,, so dass die Gleichungen bestehen:

2a,A,=4, Za,A,=0 fir ¥z
0 0

Hiernach konnen wir aus (4.) den Werth jedes zweiten Differential-
quotienten von §, vermittelst der & und ihrer ersten Differentialquotienten
ausdriicken. Mit Herrn Christoffel fiihren wir noch die Bezeichnung ein:

®6) S i R et

(4

ersetzen in (4.) den Buchstaben A4 durch o, multipliciren mit Aj“ und
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summiren auch nach o; dann folgt:

6[“]
i - Ag 659 0% &, (o8] , O& [ex] Aga
(6) ox,0r, _5(59 A a:e azb { }+ Oz, {a=+ oz, [g] A )'
Ich differentiire (4.) nach z, und erhalte eine Gleichung, in welcher
ausser den &, ihren ersten und zweiten Ableitungen noch
8%, |
@) 2B 5,0, O,

vorkommt. Nun vertausche ich in (4.) die Marken x und » und differen-
tiire dann nach «,. In der neuen Gleichung kommen die dritten Differen-
tialquotienten nur in der Verbindung (7.) vor. Wenn die so gebildeten
Gleichungen von einander subtrahirt werden, nimmt das Resultat unter An-
wendung der Gleichungen (3.) die Gestalt an:

8 (‘9[‘;] a['%] )+ 3k, (a[gzx] ‘9[91“])

259 oz, Oz, T Oz, ox, oz, 7 Oz,
o] olsly & (ol7] a["‘] o[7] o[l
+ g:ij ( o, ::: )+ gii( 8:,, ) gﬁ:’,( oz, 6‘:, )

0%, [Mt 08 [*4 0% [ 0’8 [ux )
(6.1:,8:0,, 0z,0x, [‘t]— oz, Oz, [T] dz; 0z, [ ]
wo in den vier letzten Summen der Summations-Buchstabe ¢ durch z er-

setzt worden ist. Diese Vertauschung ist angebracht, um einfacher die aus (6.)
folgenden Werthe fiir die zweiten Differentialquotienten einsetzen zu konnen.

Greschieht das, so erhalten wir als Coefficienten von %o 0% 0% Ok
dx, > Ox,’ Bz,’ Oz,

Ausdriicke, welche ganz gleichmiissig gebildet sind. Wir werden dadurch
zu der bekannten Abkiirzung gefiihrt:

(8) (o) = aa["] = agﬂ +2 5 (- 0)

Ausserdem setzen wir fiir den Augenblick:

)4 L)

o
P, = 5 ( ox,
z, z, o,
Journal fir Mathematik Bd. CIX. Heft 2.. 22
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und erhalten:

ok ok E 9
2 (§e Pyt 5o (hnu) + 52 (tozp) + ji% (thow)+ 55—2— (Mw))

-2 S (GIE-UEA-CAEIRD = o
Diese Gleichung ist einer bedeutenden Vereinfachung fihig, zu der
wir auf folgendem Wege gelangen:

(9

Da Za, % =1 oder 0 ist, wird der Differentialquotient nach jedem

z, gleich Null; also besteht die Gleichung:
Ay
= (e 83; bt ) = o
Indem ich in der zweiten Summe deren Werth aus (1.) einsetze, folgt:
N a o, o
29(" o, ST A % dm, a;j) = .
Hier ersetze ich die Marke ¢ durch o, multiplicire mit Iii’l und

summire nach o; wenn ich dann noch in der zweiten Summe den Summa-
tionsbuchstaben v und in der dritten o durch ¢ ersetze, erhalte ich folgende
Gleichung:

8 Ax).
A A, 08  Aj, 8&) _
(10.) %‘(ge oz, A Oz, A O0z,) %

welche auch an sich durch ihre Aehnlichkeit mit (1.) einiges Interesse be-
anspruchen diirfte.

Hier mbge in den beiden letzten Summen der Buchstabe ¢ durch o
ersetzt, dann an Stelle von » und A neue Summationsbuchstaben eingefiihrt

und mit
e [xd x| [Ap
=507
multiplicirt werden; dadurch erhilt in (9.) die nach ¢, o, = gebildete Summe
die Form:
a Aﬂ”l

- 2 —— (L0,

00T

und die Gleichung (9.) nimmt folgende einfache Gestalt an:
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2[§ a(uw) age (ohet) +

(cpzu)

§9 (tlp‘u,) + (tl/p)]

Diese Gleichung, welche aus (1.) durch Entwwklung der Integrabili-
titshedingungen erhalten ist, zeigt in ihrer #usseren Form grosse Aehnlich-
keit mit einer Gleichung, welche aus mehreren Gleichungen (1.) durch blosse
Addition und Multiplication erhalten wird. Multipliciren wir ndmlich die
Gleichung (1.) mit a,,, bilden dann die Gleichung (1.) fiir die Marken 4
und u, und multipliciren mit a,,, addiren diese Gleichungen und subtrahiren
zwei dhnlich gebildete, so gelangen wir zu einer Gleichung, deren Aehn-
lichkeit mit (11.) dann besonders deutlich hervortritt, wenn wir die Ab-
kiirzung einfiihren:

(11) 2

(12') [LAZ[LL] == a;xa'/ly_a;,ualx'
Dann wird die neue Gleichung:
A
Z[EQ 8[¢ %[l] 8§g [Ql [’l’]’i’ a&g [l()/u]

1s) ¢ 5
5ot iagu] + 5.t thne] ] =

Die Vergleichung der Gleichungen (11.) und (13.) legt die Vermuthung
nahe, dass fiir je vier Marken die Gleichung besteht:

(14.) (thiee) = M.[thrp],
wo M eine Constante bezeichnet. Ehe wir dazu iibergehen, die Berechti-
gung dieser Vermuthung zu priifen, erinnern wir an die Beziehungen, welche

die Herren Christoffel und Lipschitz fiir die Ausdriicke (tAzu) aufgestellt
haben. Diese werden durch die vier Gleichungen gegeben:

(thzp) = —(hxw),
(hzn) = —(thuz),

(15.) (i) = (zued),
(hotp) 4 (eepd) + (uds) =

Dieselben Beziehungen bestehen zwischen den durch (12.) definirten Grossen
[thsu).

Wir beweisen zundchst die Richtigkeit der Gleichung (14.), indem
wir die Ausdriicke (tAzu) und [ehxzu] fiir denselben festgewihlten Punkt all-
gemeiner Lage bilden und zeigen, dass M sich nicht iéindert, wenn man die

22*
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Marken ¢, 4, », u durch irgend vier andere Marken ersetzt. Zu dem Ende
gehen wir auf die Gleichung (11.) zuriick und beriicksichtigen, dass wir

n(n—1)

im vorigen Paragraphen fiir g von einander unabhiingige infinitesimale

Transformationen .die Anfangsglieder der einzelnen Componenten kennen
gelernt haben. Lassen wir den Punkt «’ in Ruhe, bezeichnen die Werthe,
welche die @, fiir diesen Punkt annehmen, mit a!,, so entwickeln wir die
Componenten §,, ... & nach Potenzen von z,—a, ... z,—«). Eine Trans-
formation X,;f hat dann nur in den Componenten &, und &, Glieder ersten
Grades, und in allen andern nur solche zweiter und hoherer Grade; wir
erhalten:
§a = %‘aga(xu_wz)'*'"" §ﬁ == %'a';,,(a:,,——cc';)—k-'-,

wihrend bei einem von « und 3 verschiedenen y jedes & mit Gliedern
zweiter Ordnung beginnt. Diese Werthe von &, ... § setzen wir in die
Gleichung (11.) und lassen dann z, =z, werden. Dadurch verschwindet

jedes §&,; %E—“— wird a3, u. 8. w. Zugleich haben wir auch in die Ausdriicke

T,
fir (pAxu) u. 8. w. den Werth «) =z, einzusetzen. Der erhaltene Werth

gilt dann aber fiir jedes z°, und wir konnen somit die obere Marke weg-
lassen. Dadurch gelangen wir zu der Gleichung:
16) { ag, (0hxp)—a,, (Bhzp)+agz (toxp)—a,, (fBzw)
+ a5, (how) —a,,(how) +ag,(thze) —a,,(hzf3) = 0.
Die vorstehende Gleichung wird keine Beziehung der (eAxu) und a, ...
angeben, wenn « = (3, oder wenn ¢ =4, oder wenn x =u ist. Fir t=z,
i = p erhalten wir aus (6.):
(16%) ag, (ehid)—a,,(BMA)+ ag (toud)—a,, (4Bih) = 0,
und fiir ¢ = x:
apy (T Ol ol )
+ag, (o) —a,; (PBu)+ ag, (L) —a,,(143) = 0.

In der Gleichung (16.) beschrinke ich mich zunichst auf drei ver-
schiedene Marken, als welche ich 1, 2, 3 wihle. In (16%) setze ich =2,
f=3,¢t=2, =1 und erhalte:

() a:,(1212)—a,,(1213)—a,,(2321) = 0.
Indem ich diese Gleichung mit a;; und die aus ihr durch Vertauschung von
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2 und 3 sich ergebende mit a, multiplicire, erhalte ich:
(B)  an[a:(1212)—ay(1313)]—a,,a:3(2321)—ay38,,(2331) = 0.

In (16°.) setze ich ¢t=1,4=2, u=3, =2, #=3; dann erhalte
ich eine Gleichung, aus der in Verbindung mit den durch Erhdhung der
Marken erhaltenen unmittelbar folgt:

6,,(2323)+ a,3(1213) = @,,(3131)+a;,(2321) = ---.

Hiernach kann ich aus (3.) die eckige Klammer wegschaffen und

erhalte

(2321) = M[2321], (3132) = M[3132],
und demnach auch (1213) = M[1213]. Diese Werthe in (a.) eingesetzt,
folgen die entsprechenden Formeln fiir (1212), (2323), (3131).

Hier ist aber nur bewiesen, dass M sich unter Beibehaltung der drei
Marken 1, 2, 3 nicht #ndert. Wendet man aber die obigen Gleichungen
auf die Marken 1, 2, 4 an, so folgt unter anderm:

(1212) = M'[1212], (1414) = M'[1414],
also wenn nicht (1212) und [1212] beide verschwinden, M = M'. Dasselbe
Resultat erhilt man aber auch, wenn man die vier Marken e, 3, ¢, 4 in
(16%) in beliebiger Reihenfolge gleich 1, 2, 3, 4 setzt. Wollte man aber
in (16.) die ¢, 4, %, u=1, 2, 3, 4 setzen, so gelangt man nicht zu neuen
Resultaten. Wihlt man aber etwa in (16°.) =1 =2, (=3, 1=2,
u =4, so folgt:
(1234)+(1432) = M|[1234]+[1432]]-
Somit ist
(r.) (1234) = M{1234]4-Q, (1432)= M[1432]—Q.
Nun ist nach (15.)
(1234)—(1432) = (1234)+(1423) = —(1342);
demnach
(1342) = M[1342]—20,
woraus entsprechend den Gleichungen (y.) folgt:
(1243) = M[1243]420,
wihrend die erste Gleichung (y.) liefert:
(1243) = M[1243)-0,
sodass Q =0 sein muss.
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Wir haben jetzt nur noch zu zeigen, dass sich M auch bei Hinzu-
nahme weiterer Marken nicht #indert. Diesen Nachweis iibersieht man sehr
leicht, und man erhélt ganz allgemein:

(hxp) = M(z).[thau].
Multiplicirt man die Gleichung (13.) mit M(x) und subtrahirt sie von (11.),
so folgt:

oM(z) _
=&, Ty 0.
Hier darf man fiir &, ... §, die Componenten irgend einer in der Raum-

form moglichen unendlich kleinen Bewegung setzen. Bestiinde also die
vorstehende Gleichung fiir ein veriinderliches M(x), so bliebe dies bei allen
Transformationen der Gruppe invariant, und die Gruppe wire intransitiv.
Da das unmoglich ist, muss M eine blosse Constante sein.

Da die Grossen e,za,5— a,30,,, welche wir der Kiirze wegen mit
[e¢y30] bezeichnet haben, nicht simmtlich verschwinden konnen, so muss
die Constante M endlich sein. Wir haben die drei Fille zu unterscheiden,
dass M gleich Null, positiv und negativ ist. Im Falle M = 0 verschwinden
alle Ausdriicke («hxw) identisch. Dann hat Herr Lipschits nachgewiesen,
dass sich die Form =@, dx,dz, in eine solche mit constanten Coefficienten
verwandeln lisst. Wir konnen also die Coordinaten so wihlen, dass die
Form wird =dz. Soll diese Form bei der Transformation dz, = J¢.F, ()
ungeéindert bleiben, so muss sein:

2dz,.dF, = 3dx,- —gf—: dz, =0,

x

also
oF, . OF | OF, _
& = mwm twm =Y
woraus folgt:
o'F, *F_, PR __,
oz = ' Oz0x; ' Ox0z,
Aus der letzteren Gleichung bilde man neue durch Vertauschung der Marken
o' F; ‘

¢, z, A, und dann folgt o A URL dass F; eine lineare Function m;,x,+¢;
" (et ¢
ist mit der Bedingung m,,+m, = 0.

Dies fiihrt zu den "("2+ 1 infinitesimalen Transformationen:

Py TP,— 2P, fiir L, # = 1, cee N
Dass hierdurch die Euklidische Raumform bestimmt wird, ist bekannt.
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Wenn M positiv = 1 ist, so kann man nach den Untersuchungen

k?
des Herrn Lipschits den quadratischen Ausdruck auf die Form bringen:
2da? )
1

Schon aus dieser Form ergeben sich sehr einfache Bewegungsgleichungen.
Zu noch einfacheren gelangt man aber, wenn man

. 2";: 2 9 2 2 __ L2
B = Fuytui+-+u, =k
oder umgekehrt
R y - M,
W=y 3er 0 YT ey 3m
setzt. Hierdurch geht der Differentialausdruck tiiber in A*dui+ dui+----+ dup.

of

Demnach konnen die unendlich kleinen Bewegungen, wenn man —— =g,
a

setzt, symbolisch durch #,gq,--u,q, und Kwu,q,—u,q, dargestellt werden. Es
sind dies die Raumformen constanter positiver Kriimmung, welche ich (dieses
Journal Bd. 86 S. 72 ff.) als die Riemannsche Raumform und deren Polar-
form unterscheide.

Ist M negativ, so lasse man A* negativ sein; dann bleiben die Formeln
ungeindert, und man gelangt zu der Lobatschewskyschen Raumform.

§ 12,

Directe Bestimmung der zugehdrigen Gruppe.

Zu den im vorigen Paragraphen vermittelst der Integrabilitits- Be-
dingungen gewonnenen Resultaten wollen wir jetzt versuchen, auf anderen
Wegen zu gelangen. Um auf ein Beweisverfahren, welches hier angewandt
werden kionnte, wenigstens aufmerksam zu machen, fassen wir das haupt-
sichlichste Ergebniss des § 10 in die Worte:

Jede eigentliche Raumform kann fiir jedes unendlich kleine Gebiet
als eine Euklidische betrachtet werden.

Von diesem Resultate ausgehend, kann man die ebenen und die
Kugelgebilde rein geometrisch herleiten. Dadurch gelangt man fiir
einen dreidimensionalen Raum zu allen jenen Sitzen, welche Euklid
implicite oder explicite voraussetzt, mit Ausnahme des sogenannten
elften Grundsatzes; und fiir einen mehrdimensionalen Raum wird das Er-
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gebniss ganz éhnlich. Hiervon ausgehend kommt man zu den verschiedenen
Arten des Raumes.

Wir ziehen es jedoch vor, entsprechend dem in § 10 verfolgten Wege
auch ferner die Theorie der Transformationsgruppen anzuwenden. Dabei
beriicksichtigen wir vor allem das Resultat, dass die Gruppe derjenigen

Bewegungen, welche bei der Ruhe eines Punktes moglich sind, durch

"("; L infinitesimale Transformationen X,, f bestimmt wird, und dass zwischen

diesen die Beziehungen bestehen:
1) X Xn)=Xuf, (X.X,)=0

fiir ungleiche Werthe von ¢, #, 1, u. Diese Gruppe ist fiir =3, 5, 6, ...
einfach; nur fiir » =4 kann sie durch blosse Zusammenstellung zweier ein-
fachen Gruppen gebildet werden. Es fragt sich jetzt, wie die weiteren
Transformationen X,f, ... X,f, welche zur Bestimmung der Gruppe noch
nothwendig sind, hinzugefiigt werden miissen. Um diese Frage beantworten
zu konnen, beriicksichtigen wir, dass bei der Ruhe eines Punktes kein
Gebilde in Ruhe verbleiben muss, dass also die Gruppe zu denjenigen ge-
hort, welche Herr Lie als asystatisch bezeichnet. Dariiber beweist er den
Satz (Transformations-Gruppen I. S. 520):

Eine transitive Gruppe ist dann und nur dann asystatisch, wenn die
einem Punkte von allgemeiner Lage zugeordnete Untergruppe in keiner
grosseren Untergruppe (und ebensowenig in der Gruppe selbst) invariant ist.

In unserem Falle darf also die Gruppe der X,, weder in der Gruppe
aller Bewegungen des Raumes noch in einer Untergruppe von mehr als

”("2— ) Gliedern eine invariante Untergruppe darstellen. Wie also auch

die X,f gewihlt werden, wofern sie nur unter einander und von den X,
unabhingig sind, darf es nicht moglich sein, dass die Combination aller X,,
mit einigen der X, durch die X,, allein ausgedriickt werden konne.

Hiermit stellen wir folgenden Satz zusammen:

Wenn eine Gruppe nicht ihre eigene Haupt-Untergruppe ist und
eine einfache oder halbeinfache Untergruppe G, besitzt, so enthilt sie auch
stets eine Untergruppe, deren Transformationen mit allen denen von G, ver-
tauschbar sind.

Wenn aber in unserem Falle die Haupt- Untergruppe weniger als

————”(”; 1) Parameter enthielte, so gibe es in der Gruppe mindestens eine
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Transformation, welche mit allen Transformationen der Gruppe X, ver-
tauschbar wiire. Nimmt man diese zu den X,, hinzu, so erhiilt man eine
Untergruppe, in welcher die der X,, invariant ist, was nach dem oben Ge-
sagten ausgeschlossen ist. Daraus ergiebt sich, dass die Gruppe ihre eigene
Haupt-Untergruppe sein muss. Da zudem keine Untergruppe vorkommen
kann, welche mit allen Transformationen X,, vertauschbar wiire, so bleiben
nach den Untersuchungen iiber die Zusammensetzung der Gruppen nur drei
Fille: entweder ist die Gruppe selbst einfach (resp. fiir » = 3 halbeinfach),
oder sie ist zusammengesetzt aus der Gruppe der X,, und einer invarianten

Untergruppe vom Range Null, oder die in ihr enthaltene einfache Unter-

gruppe enthilt mehr als "(nz_ D Glieder. Von diesen drei Fillen ist der

letzte auszuschliessen. Soll nimlich die nach der Vorschrift (1.) gebildete
Untergruppe in einer einfachen Gruppe vorkommen, so muss die Zahl der
hinzutretenden von einander unabhingigen Transformationen mindestens n
betragen. (Wollte man aber sich mit einer halbeinfachen Gruppe begniigen,
jedoch, wie hier nothwendig ist, verlangen, dass die Gruppe (1.) keine
invariante Untergruppe ist, so miisste dieselbe Zahl erforderlich sein.) In
den beiden ersten Fdllen konnen die infinitesimalen Transformationen X, f
so gewihlt werden, dass (X, X,,)= X, ist, und fiir die einfache (resp. fiir
n = 3 die halbeinfache) Gruppe erhalten wir dann folgende Beziehungen:

@) AX)=Xf XX)=0, (XX)=—FXf,

wo k° eine positive oder negative Constante ist. Diese Gruppe kann offen-
bar in folgender Weise in einem n-dimensionalen Raume dargestellt werden:

man wihle »41 Variabeln z,, x,, ... x, und setze zwischen ihnen die Be-
ziehung fest:

(3.) Exi+zi+-+x, = K,
wo man annehmen darf, z,, ... " nehmen von (0,0, ...0) an alle Werth-

systeme bis zu einer gewissen Grenze an und z, éndere sich stetig mit,
wie es die Gleichung (3.) vorschreibt; zugleich setze man:

Z,p, "

k?

Dann ist offenbar der Punkt (=, =1, &, =&, =--- = z, = 0) ein Punkt
allgemeiner Lage; die zugehorige Untergruppe hat die angegebene Zu-
sammensetzung; also ist jede Gruppe, welche den angegebenen Bedingungen
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geniigt, mit der vorstehenden dhnlich. Wir erhalten also nur zwei wesent-
lich verschiedene Gruppen, jenachdem #&° positiv oder negativ ist, und
gelangen wieder zu den Raumformen constanter positiver oder negativer
Kriimmung.

Wenden wir ebenso die allgemeinen Sitze iiber die Gestaltung der
Gruppen auf diejenigen an, welche aus der Gruppe (1.) und einer invarianten
Untergruppe vom Range Null zusammengesetzt sind, so finden wir, dass die
Transformationen der invarianten Untergruppe simmtlich mit einander ver-
tauschbar sind. Wihlt man » beliebige unter ihnen zur Aufstellung des
Coordinatensystems, so ergeben sich die infinitesimalen Transformationen in
der Form:

Xif=p, Xf=p, ... Xf=p.
Weil diese aber eine invariante Untergruppe bestimmen, muss
X,
XX = . aus Pis o s Pu

durch Multiplication mit constanten Grossen und Addition erhalten werden;
also kommen in den X, f die x,, ... x, nur linear vor. Soll jetzt die
lineare Form K(dz,,...dz,) lauter Quadrate enthalten, so sind die infini-

tesimalen Transformationen
®.) P TPe—T,p, fir ¢ z=1 ... n

Daraus folgen unmittelbar alle Eigenschaften der Euklidischen Geo-
metrie. Somit erhalten wir den Satz:

Es giebt nur drei verschiedene Gruppen, welche zu den eigentlichen
Raumformen gehoren. Dieselben miissen sammitlich ihre eigenern Haupt-Unter—
n(n+1)

2

gruppen sein. Zu ihrer Bestimmung benutze man infinitesimale Trans-

formationen, und wdhle dieselber so, dass immer ist:
(-Xt.xXﬂ) = "XLZJ (XxXI/J = 01 (XI/X;K> = Xxf;

dazu kommen entweder

7' 1 r
(‘X:A/> = —FA"/"
wo K eine positive oder negative Constante ist, oder
(JXi.X,J = O.

Den Satz, dass die invariante Untergruppe vom Range Null, welche
in einer zu einer eigentlichen Raumform gehorigen Gruppe vorkommen
kann, lauter vertauschbare Transformationen enthiilt, kann man auf einen
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Satz stiitzen, dem man unter Anwendung einer von mir eingefiihrten Be-
zeichnung den Ausspruch geben kann:

Wenn alle Nebenwurzeln durch eine einzige mitgefordert sind, so
sind die Transformationen der invarianten Untergruppe mit einander ver-
tauschbar.

Aus diesem Satze folgt nidmlich:

Wenn die Y,f eine einfache Untergruppe, die Z,f die invariante Unter-
gruppe vom Range Null bestimmen, und wenn man, ausgehend von einem
Z,.f, durch Combination mit allen Y,/ jedesmal (wenigstens allmihlich) zu
allen Z,f gelangt, so sind alle Transformationen der invarianten Unter-
gruppe mit einander vertauschbar.

In unserem Falle lasse man die X,,f derartig gewihlt sein, dass der
Nullpunkt in Ruhe bleibt. Indem wir von demselben aus = Richtungen
passend wihlen, konnen wir fiir die X,/ die Form voraussetzen:

'Xzzf == wtpx—mxpt—*_“"

wo in den weiteren Gliedern die p,, ... p, mit Functionen zweiten und
hoheren Grades von z;, ... x, multiplicirt werden. Ebenso konnen wir

annehmen, dass in jedem X,f als einziges Glied ohne z,, ... z, das p, vor-
kommt. Daraus folgt:

(XX,) = X f+[X.f,

wo der Klammerausdruck eine lineare homogene Function der X,,f bezeich-
nen soll. Dieser muss verschwinden, wenn die X,f, ... X,f als der inva-
rianten Untergruppe angehorig vorausgesetzt werden. Somit gelangt man
in der That, von einem beliebigen X,f ausgehend, durch die Operation
(X, X,,) zu allen X, f.

So iiberaus einfach die vorstehenden Beweise auch sind, baben sie
doch den Nachtheil, dass sie manche Sitze voraussetzen, und noch dazu
solche, welche erst durch ein tieferes Studium der Theorie der Transfor-
mations- Gruppen gewonnen werden konnen. Es erscheint daher ange-
messen, einen Beweis beizufiigen, welcher nur die einfachsten Principien
dieser Theorie, nimlich die Formeln (1.)—(4.) in § 9 voraussetzt.

Zu dem Ende gehen wir wieder von derjenigen Darstellung der
"—(néﬂl infinitesimalen Transformationen aus, welche wir oben als moglich
angegeben haben; es ist das die Form:

23*
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[ 'Xf = pz+2h epo+

1‘X:.xf = w;px xp;+2kgarm a.op1+
Daraus ergeben sich fiir die Zusammensetzung die Formeln:
(X)(m) == Xx+(2;c:x,gaXuo)

¢ J

(‘XAX)(I> = (Q%‘)c:d,gngu’

(6.)

(7)

nebst den oben hergeleiteten (X, X,,)=X,,. In (7.), wie auch stets im
Folgenden, erstreckt sich die Summation nach g, ¢ nur auf die verschie-
denen Combinationen aus je zwei ungleichen Marken der Reihe 1, ... a.

Jetzt figen wir zu jedem X,/ einen linearen Ausdruck der X,, hinzu,
némlich:

= m X,,,
(00)

und wir wollen zeigen, dass die ( )(2) Coefficienten m:, so gewiihlt werden

eﬂ
konnen, dass die Gleichungen bestehen:
(8) [(Xfl'(gzo)m 00> X.) = Xx+(920)m Xe":
| X+ ZmiuX,,, X)) = 0.
(e9)

Nun ist

(Xt+ezamzmxg°) Xlrx) = Xx+(%;c:x,ga Xga+§(m:tXx1'_m:1Xn>7
wo die Summation nach 7 nur iiber die von ¢ und x verschiedenen Marken
auszufithren ist. Ebenso ist:

(-Xz+2m 00> A) = Zcxlno gﬂ+'§(m;er1_m;«1er)1

wo jetzt v von x und 4 verschleden sein muss.

Daraus ergeben sich fiir die ¢ folgende Bedingungen:

(9') Coael. = 07 c:zl,,uy = 07 cl;(l,tlu =0
und zur Bestimmung der m die Gleichungen:
m;, = c;)t,h) m;,u = —C;A,ZF’ Cr. = c’;x,n9 m"/f,u = c:x,/\,u)
m:l+”‘le = ctx,:,l, m:l__m:)t = —c:x,xl'

Indem wir zunidichst die Ausdriicke fiir ein m!, mit einander vergleichen,
ergeben sich fiir die ¢ die weiteren Bedingungen:

2 A
(10.) xA = c:p,lm = cfx,lzu c:x,xl—' cm\,xl+cw\,zl =0,

Dazu kommen infolge der Ausdriicke fiir ein mj, die Beziehungen:
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(11.)

{c:x_.ul = c:t,xl) cfx,;l'l_c:l,m_}_c;‘;,h = 01 c;ﬂ,yl_*_cfy,yl_’_c:x,d = 01
c;p,ly = c;y,/lv = ;L,ll = c::,zl'
Dass diese Beziehungen simmtlich bestehen, kann man sehr leicht
aus der Gleichung (4.) § 9 (der Jacobischen Identitiit) folgern. Wir. bilden
dieselbe zunichst fiir X,, X,,, X,;, wodurch wir die Gleichung erhalten:
(('XL‘X-[X>XXA)_—(XLXL7)—(('XLXIA)X;X) = 0'
Indem wir hierin die Werthe (7.) einsetzen, erhalten wir:
(-Xx Xxl)_<‘X;XJ) = C:X,I,AXLX_c:x,lx‘XtZ_c;l,xlXﬂ._}-c:X,Llel
+%‘(c;2,n sz + c:x,lr Xx'r - 0;1.11 ‘Xu - c:x,u XAI),

wo die Summation nach 7 sich nur iiber die von ¢, x, i, verschiedenen
Marken erstreckt. Daraus ergeben sich folgende Gleichungen:

' J c:x,d - c:l,zx . c;l,u = 07 c:l,xl + c;l,zl -+ c;l,xl = 07
(12') | c:x,zz - c:l,;). + c:l,;l + c;l,xl == 01 c:/\,yv = c:?.,luy k)
c:l,t,a - c:/\,/l;l - c:l,xy == 07 c:x,ly + c;l,m + c:l,xy - c:?.,xy = O'

Ebenso bilde man die Gleichung (4.) § 9 fiir X,, X,,, X,, und erhiilt daraus:
G =0y Cupe =0, Gty =Chprs CooprtCuuw =0.
Will man nicht aus den gebildeten Relationen die Beziehungen:
c;y,vg = 01 c:,u,zx == ciy,zl

herleiten, so kann man sie aus der fir X,, X,;, X;, gebildeten Identitit
unmittelbar hinschreiben.

Hiermit sind die meisten der durch die Gleichungen (9.), (10.), (11.)
geforderten Beziehungen direct bewiesen. Nur einige wenige bediirfen noch
einer kurzen Herleitung. Vergleicht man mit der ersten Gleichung (12.)
diejenige, welche aus ihr durch Vertauschung der Marken ¢ und » hervor-
geht, so folgt ¢, ., =¢c},,r, und ersetzt man das zweite Glied in dieser selben
Gleichung durch ¢f,;,, so erhilt man die zweite Gleichung (11.). Die
letzte Gleichung (10.) wird durch blosse Aenderung der Marken aus der
dritten Gleichung (12.) erhalten. (Auf kleine Aenderungen, welche die
Herleitung fiir » = 3 erleidet, soll nur hingedeutet werden.) Damit ist der
Nachweis erbracht, dass die m, immer in der vorgeschriebenen Weise be-
stimmt werden konnen (fir » =3 noch so, dass eine Grisse unbestimmt
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bleibt). Wir diirfen also voraussetzen, dass die Beziehungen bestehen:
(X.X,)=X,f, (X.X,)=0. |

Jetzt bilde man die oft benutzte Gleichung (4.) § 9 fiir X,, X,, X,,,
so folgt, dass (X,X,) mit X, vertauschbar ist, also ausser X,, nur solche
X;, X;, enthalten kann, wo 4, u von ¢ und » verschieden sind. Ebenso
liefert (X, X,X;,) den Satz, dass (X X,) auch mit X,, vertauschbar ist.
Fiir » > 4 folgt daraus (X, X,) =e,,X,,; fir n =3 ergiebt sich:

(‘YL Xx) = €, XLx +91 X?.y

aber dann dient die sogleich im Folgenden zu benutzende Relation unter
Anwendung der fiir die X, X,, X, gebliebenen Unbestimmtheit dazu, die
g, zum Verschwinden zu bringen. Fiir » =4 folgt zunichst:

(X:.-Xx) = ele,x+gw Xllu;

aber die folgende Untersuchung lisst g,, verschwinden. Endlich lehrt die
Jacobische Identitiit fir (X, X, X,;) oder die Gleichung:

(X.X)X,) = (X.Xy),

dass in (X, X,)=cX,, der Coefficient ¢ von den Marken ¢, » unabhingig

ist. Wir konnen also wieder ¢ entweder gleich Null oder gleich —%
setzen, und haben wiederum gefunden, dass betreffs der Zusammensetzung
nur die angegebenen Fiille moglich sind. Dass wir aber fiir ¢ = 0 iiber-
haupt nur eine einzige Raumform erhalten, ist bereits oben in sehr ein-

facher Weise gezeigt. Wir haben also nur noch zu beweisen, dass auch
W
der Wahl des Coordinatensystems, eine einzige Darstellung entspricht,
welche fiir unendlich kleine Werthe von z,, ...z, auf die Form (6.) hinaus-
kommt. Da aber die Darstellung '(6.) nur die unendlich kleinen Werthe
von z,,...x, als bestimmt voraussetzt, kommt es jetzt darauf an, die Fort-
setzung so zu bestimmen, dass moglichst einfache Formeln entstehen.
Hierzu eignet sich der in § 7 angegebene Weg weniger; eine kleine Um-
gestaltung desselben wiirde uns allerdings auch zum Ziele fiihren. In-
dessen mochte ich auf einen anderen Weg aufmerksam machen, der mit ent-
sprechenden Veriinderungen auch sonst recht brauchbar ist.

fiir ein nicht verschwindendes ¢ = — — der Zusammensetzung, nach passen-
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Die Darstellung (6.) zeigt, dass fiir unendlich kleine Werthe der
Variabeln das Gebilde «, =0 fiir diejenige Untergruppe in sich verbleibt,
welche dadurch erhalten wird, dass man in X,f, X,,f die Marken o, 3
auf die —1 Marken 1, 2, ... ¢—1, ¢+1, ... » mit Ausnahme von ¢ be-
schrinkt. Somit wird auch allgemein durch diese Untergruppe ein Gebilde
in sich bewegt, und wir setzen allgemein fiir die Punkte desselben z, =0
an. Mit diesem Gebilde wird aber eine Schaar weiterer in sich bewegt,
und es erscheint angemessen, fiir jedes einzelne unter ihnen den Werth
x, constant sein zu lassen. Die »—1 derartig bestimmten Gebilde z, = 0,
=0, ... xz,_,=0, und somit auch ihre Schnittlinie werden durch die
eingliedrige Untergruppe X, f in sich verschoben. Man benutze diese Be- -
wegung, um nach den in § 7 getroffenen Festsetzungen jedem Punkte dieser

Linie eine Zahl y, zuzuordnen. Dann setze man w,,:ksinh, und da

derselbe Werth «, fiir alle Punkte des eben genannten Gebildes gilt, so
kann man fiir alle Punkte in einer endlichen Umgebung des Nullpunktes
n Coordinaten festsetzen. Jetzt gilt fiir unendlich kleine Werthe die Dar-
stellung (6.). Man iibersieht aber auch sehr leicht, dass allgemein die Dar-
stellung besteht:

2

BP—a?—z!...—a?
X;f = pa]/ . k22 '] me = TP — TPy,

und es wird nicht nothwendig sein, auf den Beweis niiher einzugehen.

§ 13.

Die Raumformen von zwei Dimensionen.

Bereits vor lingerer Zeit hat Herr Lie simmtliche Transformations-
Gruppen fiir zwei Veriinderliche angegeben (Mathem. Annalen Bd. XVI).
Hierin hat man nur noch die Realitiit zu beriicksichtigen, um leicht ent-
scheiden zu konnen, welche Gruppen unserer letzten Voraussetzung ge-
niigen. Spiiter habe ich unabhingig davon (Programm 1884) die simmt-
lichen dreigliedrigen Gruppen aufgestellt, und da unsere Voraussetzung bei
zwei Dimensionen offenbar drei Grade von Beweglichkeit liefert, wiirde es
auch geniigen, aus den verschiedenen so gefundenen Systemen die passen-
den auszuwihlen. Indessen ziehe ich eine directe Entwicklung vor.

Die Bedingung, dass bei der Ruhe eines Punktes ein bewegter Punkt
auf einer Linie verbleibt, geniigt keineswegs, um auch nur eine eng be-
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grenzte Klasse von Raumformen zu erhalten. Es kommt dies darauf hin-
aus, eine Invariante zwischen zwei Punkten vorauszusetzen; wenn hierin
aber nur eine Variable wesentlich ist, so bedarf es noch einer zweiten
Invariante, und diese kann zwischen beliebig vielen Punkten angenommen
werden. Nur wenn man die Linie als geschlossen voraussetzt, kommt
man, wie Herr von Helmholtz bereits 1868 bewiesen hat, auf sehr wenige
Raumformen. Da wir aber fiir eine grossere Zahl von Dimensionen einen
anderen Weg eingeschlagen haben, miissen wir denselben auch hier
verfolgen.

Lassen wir einen Punkt in Ruhe, so wird die alsdann noch mogliche
Bewegung durch eine eingliedrige Gruppe bestimmt. Dasselbe gilt dann
auch fiir die unendlich nahen Punkte, und wir konnen fiir deren Aenderung
unter Benutzung der in § 10 angewandten Bezeichnung die infinitesimale
Transformation voraussetzen Zm,, 3, r, fiir ¢, 2= 1, 2. Hierbei bleiben zwei
(reelle oder imagindire) oder eine einzige Linie in Deckung mit der An-
fangslage. Da der letztere Fall nicht eintreten kann, so ist die Invariante:

(M, dz,+ M, dz,)*.(N, dz,+ N,dz,)",

wo die beiden linearen Ausdriicke conjugirt complex sein miissen. Hier
sind M,, M,, N;, N, Functionen von x, und x,; wir konnen also entsprechend
den Untersuchungen des § 11 fragen, wann die vorliegende Form sich bei
Transformationen nicht #ndert. Diese Frage erledigt sich besonders ein-
fach, wenn in ¢ und 3 der imaginiire Theil nicht verschwindet, worauf wir
jedoch nicht niher eingehen. Dagegen indert sich § 11 nicht fiir e =3,
- wo man erhilt a,dz}+2a,dz,dx,+andz;, Dann erleidet die Gl. (11.) § 11
keine Aenderung; und da die Gleichung (1212) = M(x).[1212] selbstver-
stéindlich ist, so folgt die Constanz von M(x) unmittelbar.

Wenden wir jetzt die in § 12 entwickelte Methode auf unseren Fall
an, so konnen wir voraussetzen:

1) Xf = pty Xf = poteey F‘ng = (az+z,)pi+(—a+ az,)p,t--,
woraus fiir die Zusammensetzung folgt:
X, X;) = e X\— X+ 8X;, (X,X;) = Xi+oX,+yX,,
X X)) = e Xi+e, X+ ¢ X,
Nun folgt aus der Gleichung (4.) § 9:
- (2) (er—y) (X, X))+ (et 3) (X, Xy) —20( X, X;) = 0.
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Da aber:

(Xi+#2X;, Xp4+4X) = (X, X)+4(X, X)) —»(X, X5),
so kann man bei nicht verschwindendem o« diesen Ausdruck gleich Null
62+é’ a=—""7 getst. Aber auch fir «=0

2a T 2

kann man im letzten Ausdruck die Coefficienten von X, und X, zum Ver-
schwinden bringen. FErsetzt man dann X,+xX, durch X, X,+iX; durch X,,
so miissen wegen der Unabhdngigkeit von (X, X;) und (X,X;) auch 2 und
y verschwinden. Somit erhalten wir die folgenden Moglichkeiten:

(a) X Xy) = =X, (XLX) = X, (XiX) = c&,
wo ¢ positiv oder negativ oder gleich Null ist;

M) XX) = eX—X,, (X,X;) = e X+ X, (X X)) =0,
wo e von Null verschieden sein soll.

Zur Darstellung der Gruppe (a.) geht man wieder von der Form

(1.) aus und gelangt zu solchen Raumformen, welche ganz den im vorigen
Paragraphen gefundenen entsprechen. Dagegen zeigt die Raumform (b.)

wesentlich andere Eigenschaften. Die unendlich kleinen Transformationen
konnen wir darstellen durch

X, = Py X, = P2 X3 = (“"L'1+$2>P1+(—331+a-’172>l72-

Die allgemeinste endliche Bewegung ergiebt sich unter Anwendung dreier
willkiirlichen Grossen a, b, ¢ aus den Gleichungen:

machen, wenn man x =

z'—a = e"[(x—a)cost—(y—b)sint)],
y'—b = e”[(x—a)sint +(y—b)cost].

Bei der Drehung um einen Punkt bewegt sich jeder zweite in einer
gewissen Spirale; dabei kehrt jede Richtung in die Anfangslage zuriick,
aber die einzeluen Punkte nehmen ihre Anfangslage nicht wieder an.
Lassen wir einen einfach begrenzten Theil dieses Raumes sich drehen um
einen Punkt in seinem Innern und zwar eine volle Umdrehung (¢ = 2n)
ausfiithren, so wird der Raumtheil, welcher jetzt gedeckt wird, entweder den
fritheren als Theil in sich schliessen oder von dem fritheren eingeschlossen.
Durch unbegrenzte Fortsetzung dieser Bewegung kann ein beliebig ge-
wihlter Korper (wo dies Wort im Sinne unserer Grundsitze benutzt wird)

dazu gebracht werden, einmal jeden beliebig gewihlten (endlichen) Raum-
Journal fiir Mathematik Bd. CIX. Heft 3. 24
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theil einzuschliessen und bei anderer Drehungsrichtung in einen beliebig
kleinen, um den ruhenden Punkt gew#hlten Raumtheil ganz hineinzugelangen.
Somit kann man dem Grundsatz VIII leicht einen Ausspruch geben, welcher
diese Raumform ganz ausschliesst. Zu ihrer Darstellung kann man die
simmtlichen Geraden wiihlen, welche in einer dreifach ausgedehnten Lo-
batschewskyschen Raumform einer festen Richtung parallel sind, wofern
festgesetzt wird, dass jede Drehung um eine Gerade der Schaar mit einer
durch o charakterisirten Verschiebung lings derselben Geraden ver-
bunden ist.
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