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Ueber das Pfuffsche Problem.

Zweite Abhandlung.
(Von Herrn A. Clebsch zu Carlsruhe.)

In ciner ersten Abhandlung (dieses Journal Bd. 60, p. 193) habe ich
den Gleichungen des Pfaffschen Problems eine neue Form gegeben, welche
dieses Problem unter einem ganz neuen und fundamentalen Gesichtspunkte
darstellt, indem durch dieselben zum ersten Male die Losungen des Pfaffschen
Problems durch ein unmittelbar zu bildendes System simultaner Gleichungen
definirt erscheinen. Der Weg, welchen ich dort zur Aufstellung dieser Glei-
chungen eingeschlagen habe, und welcher zugleich auf eine Methode gefiihrt
hat, das Pfaffsche Problem mit Hilfe von maoglichst wenig Integrationen zu
losen, brachte die erwahnte Form nicht unmittelbar, und ist nicht vollstindig
geeignet, die Natur der betreffenden Gleichungen ins rechte Licht zu setzen.

Ich werde daher in dem gegenwirtigen Aufsatze unmittelbar diese das
Pfaffsche Problem definirenden Gleichungen ableiten, wobei sich einige merk-
wiirdige Eigenschaften derselben ergeben werden; sodann aber werde ich
von diesem System ausgehend eine Integrationsmethode angeben, welche die
in dem friheren Aufsatze niedergelegte als speciellen Fall in sich enthiilt,
und welche vielleicht die allgemeinste ist, die sich aus dem hier einmal fest-
gehaltenen Gesichtspunkte entwickeln ldsst. Dieselbe fordert nicht mehr In-
tegrationen als die friher hehandelte; sie ist wesentlich auf die Relationen
_ gestiitzt, welche ich am Ende der erwihnten Abhandlung entwickelt habe, und
welche fiir die bei der Pfaffschen Losung des Problems auftretenden Systeme
gewohnlicher Differentialgleichungen von so grosser Wichtigkeit sind *).

*) Es sei mir erlaubt, an dieser Stelle nochmals auf die Vergleichung der
Resultate meiner ersten Abhandlung mit denen des Herrn Natani zuriickzukom-
men. Beziiglich der letzteren findet sich dort (Bd. 60 dieses Journals, p. 196) die
irrthiimliche Bemerkung, dass Herr Natani. den Weg zur Integration seiner Systeme
nicht vollstindig angegeben habe. Dies ist allerdings in der Abhandlung des Herrn
Natani (Bd. 58 dieses Journals, p. 301) vollstindig geschehen; und man wird selbst
finden, dass die von Herrn Natani in §. 10 seiner Abhandlung angegebene Methode
. genau auf dieselbe Anzahl geforderter Integrale zuriickkommt, welche ich im An-
schluss an die spiteren Methoden Jacobis angegeben habe.
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s. 1.

Directe Ableitung der simultanen Differentialgleichungen, durch welche man die
Lisungen des Pfaffschen Problems definiren kann.

Die Aufgabe, den Differentialausdruck
X, dz,+ X, dz, 4+ X,, dx,,
in einen nur » Differentiale enthaltenden Ausdruck
F.df\+F,df,;+---+ F,df,
zu transformiren, wird, wenn man beide Formen mit einander vergleicht und

die Coefficienten der dx; auf beiden Seiten einander gleichsetzt, durch das
System von Gleichungen reprasentirt:

AR R N B S X

- af. af: <9f..
Ay (% =FPgthgrtetFge,
— af. afz O

X?n = +F2 +'+F amzn

Die Aufgabe ist bekanntlich immer vollkommen bestimmt, sobald die aus den

Ausdriicken e
2) B:vk aa:k
gebildete Determinante
(3.) D = Eiauazz---a&n,zn

nicht verschwindet; was hier immer vorausgesetzt werden soll.

Wendet man aber bei der Bildung der Ausdriicke (2.) die Glelchungen
(1.) an, so erhilt man auch
oF, ofi JF df
oz, O, oz, o=z, )’
und indem man die Determinante dieser Ausdricke bildet, erkennt man, dass
dieselbe sich in die beiden Factoren

(4.) a,',, = 21

P OF, GF, OF, L of, L of. o Ofa
= de, aa:, oz, OTny1  OFny2 oz, ’
und :
> + af, 8/', Ofn JF, oF, OF,

Oz, Om, = O, Oeps OFwrz  Om,,
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auflost, welche ausserdem mit einander offenbar identisch sind. Setzt man also
6) 4=>+h of, of. Of. OF, OF, OF,

8 or, Oz, OT,y1 OTuy2 Oz’

so hat man

(6.) D = 4.
Aber nach einem bekannten Satze hat man auch noch, wenn D; die dem
Elemente a; entsprechende Unterdeterminante von D ist:

U th — s

GF;_ ofi an ofi
dzo, e ox; 4 B_a:, oy 8a:

Wenn nun D, also auch 4, nicht verschwindet, so kann man immer eben-
sowohl die f, F als Functionen der x, wie umgekehrt die « als Functionen

der f, F betrachten; und diese beiden Darstellungsweisen sind verbunden
durch die Gleichungen

dz; 1 34 dz; 1 o4
ofi 4 6f1 oF; 4 aaF), '
aa: O

Dividirt man also (7.) durch D = #°, so kann man fir diese Gleichung auch
schreiben:
D; ox or. Jz
(8.) 'D—k = ‘l(aF’; afl ) af; )

Es ist bekannt, dass die Determinante D sich als das Quadrat eines
aus den Grossen a; auf rationale Weise gebildeten Ausdrucks R darstellt.
Bezeichnet man durch R, den Differentialquotienten von R nach a;, so erhilt
man durch Differentiation der Gleichung

R* =D

unmittelbar :
2R . R,’k = Dz‘k—Dki = 2D,’k,
oder nach Division mit R®*= D:

R . Dilr
R ~— D
woher denn die Gleichung (8.) auch in der Form dargestellt werden kann:
Ry oz, oz, Oz, O, '
(9.) R = = oF, Ofi OF af;,)

Bezeichnet man nun durch (¢) und [¢, y] die beiden Ausdricke:
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_ O
(p) = S Zi—— R O,

dp OJy

10, X
[p,y] = == R Oz, 0o, °

so ergiebt sich, indem man aus (9.) die Werthe der —I—léi und aus (1.) die

Werthe der X einfiihrt:

B fu O dz, Oz,
(¢) = Z=5 = = F, 5~ oz, Oz, (aF, af; T 8f1>
_ » O
‘S‘y 1111 an 9
dg 3y Oz, O,
)] = Z. 2, Z
[(px l,t] 2 (9:1: Ba:k(an 6f1 8F1 afl)

.~ dp dy  Jy aq;) -
‘\OoF, dfi OF, ofi

Den Inhalt dieser Gleichungen kann man durch folgendes Theorem darstellen:

Theorem 1.

Seien X,, X,, ... X,, beliebige Functionen von x,, x,, ... ,,,
welche der einzigen Bedingung geniigen, dass die Determinante der aus
ihnen gebildeten Ausdricke

. L O X

¢ oz, oz;
nicht verschwindet. Sei ferner R der rationale Ausdruck, dessen Quadrat
der Determinante der a;. gleich ist, und sei

OoR

R, = ?%i—k;
bezeichnen wir endlich durch ¢, vy beliebige Functionen und durch (¢),
le, v] die Ausdriicke:

((P) — zzk xk Xz 8(})

Ry JOg é‘w
[p,v] = Z:3 ’Ek‘ a—g‘ Bz,

Hat man dann solche 2n Functionen f,, fos - .. fu, Fi, Foy ... F, ge-
funden, dass identisch

X1d$1+X2dw2+“‘+indﬂ’2u = Fldf1+F2df;+"'+Fndfn,
und drickt ¢ und vy, statt durch die x, durch diese Functionen aus, so
(ist immer :
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9¢
(p) = =, F, 71;7,

(11.)
v = S(4L 30 _dr fvy

Setzt man nun in diesen Gleichungen fir ¢ und v irgend welche der
Functionen f und F, so ergiebt sich aus der ersten Gleichung sofort:
(12.) (f)=0, (F;) = Fy;
aus der zweiten aber:
(13.) [f,f1=0, [F,F]=0, [F;,f]=0,
und nur, wenn in der letzten Gleichung ¢ = & wird, hat man:

(14.) [F,f] = 1.
Diese Gleichungen, denen sonach die Losungen des Pfaffschen Problems zu
geniigen haben, filhren auf folgendes Theorem:
Theorem 2.
Bei iibrigens gleichen Bezeichnungen wie im ersten Theorem geniigen
die Functionen F, f, welche durch die identische Gleichung
X, dz,+ Xy doy 4+ -+ Xy day,, = F,df\+ F.dfy+---+F,df,
bestimmt sind, folgenden n(2n+1) Gleichungen :
[fi, fi1=0, [Fi, Fi]=0, [F;,f]=0, [F,f]=1,
(=0, (F)=F,
wo in den ersten drei Gleichunger i und k als wungleich vorausgesetzt
werden.

Bezeichnet man also als Integrale des Pfaffschen Problems die »
Gleichungen:

i=a, ff=a, ... fi=0a,
WO @,, ¢, ... o, Willkirliche Constanten bedeuten, welche in den Functionen
f nicht vorkommen, so hat man insbesondere das Theorem:
Theorem 3.

Diejenigen n Functionen f,, [,y ... [., welche, gleich willkirlichen
Constanten gesetst, die Integrale der Differentialgleichung

X, da’x‘l"Xz dz,+ -+ X, dx,,

bilden, sind durch folgende n.n2-|-1 Gleichungen definirt :

15) (=0, [f,fil=0.
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§. 2.

Andere Ableitung, nebst dem Beweise, dass die aufgestellten Gleichungen
hinreichend sind.

Auf dem im Vorigen eingeschlagenen Wege gelangt man leicht zu

n.n—+1 . : : . :
——2;*‘~ Gleichungen, welchen die Functionen f geniigen miissen. Hingegen

scheint es sehr schwierig, in dhnlicher Weise den Nachweis zu fithren, dass
diese Gleichungen auch hinreichen, d.h. dass, sobald ein beliebiges Syslem
von Functionen gefunden ist, welches den Gleichungen (15.) geniigt, sich
immer die Functionen F,, F,, ... F, so beslimmen lassen, dass die 2r Glei-
chungen (1.) gleichzeitig erfiilllt werden. Man kann aber einen ganz anderen
Weg einschlagen, um sowohl die Nothwendigkeit der Formeln (15.) als
auch umgekehrt die Hinlédnglichkeit dieser Gleichungen zu bewecisen. Dieser
Weg scheint mir um so merkwirdiger, als er die ganze Untersuchung von
der Aufstellung einer einzigen identischen Gleichung abhingig macht, welche
so gewissermassen den Kern fir die hier gegebene Behandlungsweise des
Pfaffschen Problems bildet. Dieser Weg ist folgender.

Die Gleichungen (1.), 2% an der Zahl, sind linear in Bezug auf die
Functionen F. Man kann also aus je »-+1 dieser Gleichungen jene Functionen
eliminiren, und erhilt, da dies auf

2n.2n—1.2n—2...04+2

A\
Weisen geschehen kann, ebenso viel Gleichungen fiir die Functionen f, welche
sammtlich die Gestalt einer Determinante, gleich Null gesetzt, annehmen.
Diese Gleichungen konnen jedenfalls als hinreichend zur Bestimmung der [
angesehen werden, da man von ihnen in jedem Augenblick zu den Gleichungen
(1.) zuriickkehren kann. Alle diese Gleichungen aber lassen sich in eine
einzige Determinante zusammenfassen, némlich in die Gleichung:

of, of, f.
8‘”11 oz, ' de X, on 0pn .. O,y
af. af! afn _Xz Oq Ogy e a,)n_’

(16) V=0= or, Ow, "~ Oz,

of _of Ifn
0z, Om,, "1 0,

Journal fiir Mathematik Bd. LXL Heft 2. 21

X'lu a?n,l a'lu,l LI ain,n—l



152 Clebsch, iber das Pfaffsche Problem.

vorausgesetzt dass man annimmt, der Ausdruck V solle verschwinden, welche
Werthe man auch den Grossen o beilege.

Die Gleichung (16.) kann also als hinreichend zur Bestimmung der
Functionen f angesehen werden.

Ich multiplicire jetzt den Ausdruck V mit der Determinante der Grossen

Dy Rix 1
—p oder &=, 3
duct kann man bekanntlich wieder als Delerminante darstellen, und zwar.

welche gleich oder gleich pe ist. Das entstehende Pro-

wenn man der Kiirze wegen fir den Augenblick die Bezeichnungen einfiihri:

/ R, afﬁ
i R ax - (pk,hy

(17.) _ v,
R'I:ai: :
i IR - = /))k,h)
wird die resultirende Gleichung:
P11 Pz - Pra Y, ﬂl,1 /7)1,-2 S /31,,.—1 l
(18) 0= v — |Pr Paz - Pou Y, Bor Pop .- /32,,1_1

D J Al
l(p?n,l q)Zn;L’ L (p’ln,n Y’ln {’2::,1 {)'371_.'2 s v /"’lu,u—l I
7t

Ich werde dies jetzt mit V multipliciren und also den Ausdruck lﬁ—

bilden. Das Product wird abermals eine Determinante, und zwar sind die
Elemente derselben :

2 Pih 5 Gf,,, =3, 5,5% 2t gfh af.,. = [fus fa]l = —[Fns -
Scpu X, = ,af" Y= x5l x, b af” —(f),
2 Prp Ol = e S’Z f3; m =2 1: km gfh 7 mhs
Y., =—ZXfi.= sz R O =—0,

=2 ﬁkhakm - Ekzl R zha/mn = Epm = —Enhs

man erhilt also folgende identische Gleichung:
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0 (s i) LAl [ A (F) 71,1 72,1 v Vne1,1
—[ffil O sl oo [hsh] (f) 712 722 o Yo
_[fs fl] [fss [2] 0 ... [fi.6] () 713 723 e Yno13

(1 9_) % [fn) fl] [/:za fl] - [fu: ﬁ] 000 0 (f;,) Vin Ya,n Y ;/,,_l’ﬂ )
=) =) =) =) 0 4 I ..l

—711 — Y12 —713 0 T Vin —d;, 0 &2 v Epn
— %21 — Va2 —Pa3 ees —Pau  —02—&1, 0 O

—7Vn—11 T Va—12 T Ya—13 ----"/n—l,n“()\n_l“fl,n—n—%,n—l-'- 0
In dieser Gleichung ist nun in der That der Beweis enthalten, sowohl dass
die Gleichungen (15.) fiir die Functionen f bestehen miissen, als auch dass
sie zur Definition derselben hinreichen. Das letztere namentlich sieht man
sofort ein. Denn verschwinden simmtliche Elemente [f;, f.], (fi), so werden
(n+1)* Elemente der Determinante (19.) gleich Null, welche ein Quadrat
bilden, und somit verschwindet die Determinante, welches auch die Werthe
der Elemente y, J, ¢ oder der Grossen o sein mogen. Man hat somit immer
}"=0, und hierdurch ist das folgende Theorem nachgewiesen:

Theorem 4.
Wenn irgend n Functionen f,, f,, ... f. so bestimmt werden, dass
sie den Gleichungen
(f)=0, [[i,fi]=0 _
geniigen, so kann man immer die n Functionen F,, F,, ... F, so be-
stimmen, dass sie den 2n Gleichungen

= 6,,
X, = 1i+F2 gﬁ ++Fn f

X, = Fis af' 4R, af’ oot F 2 af” :

ow. oz
gleichzeitig geniigen, oder man kann die Gleichungen
fi=Const., f,=Const.,, ... f,=Const
als die Integrale der Dz/['erentzalglezchung
dexx‘*‘defvz‘f—""*'indmzh =0

X = 125y m g, 2
2n

)n 2n

betrachten.
21 *
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Aber auch die Nothwendigkeit der Gleichungen (15.) lasst sich un-
miltelbar aus der identischen Gleichung (19.) ableiten. Aus dieser Gleichung
geht, indem man auf beiden Seiten, was immer auf rationale Weise geschehen
kann, die Quadratwurzel zieht, die Gleichung hervor:

V

(20.) F == ('),

wo O den aus den Grossen [f, fi], (f), ¥, J, ¢ gebildeten rationalen Aus-
druck bedeutet, dessen Quadrat die Determinante in (19.) ergiebt. Bestimmt

man aber die 2rz.n—1 beliebigen Grossen o so, dass zuvorderst siammtliche

n.n—1
2
eine homogene Function zweiter Ordnung der Grossen (f;) und [f;, fi], und

O ist also eine lineare Function dieser Grossen. Wenn man daher O in die
Form setzt: )

0 = 7][(/})+172(/!2)+"'+77n(/:z>+ Cm[/‘n fz]+'§13[fn ﬂ]++g —|,n[ﬁ:-17 /n]?

. - sl . 5 1 .
so wird man vermoge der Willkiirlichkeit der e auch noch den 2 "2+ Grossen

ist, verschwinden, so wird jene Determinante

Grossen ¢, deren Zahl

¢, n alle moglichen Werthe beilegen diirfen, und die Gleichung V=0,

welche die Gleichung @ =0 mit sich fihrt, bedingt also, da sie fir alle

n.n—+1

3 einzelnen Gleichungen

Werthe der o bestehen soll, die Existenz der

(f)=0, Lfis fi] =0.
Die Gleichung (20.) setzt uns also in Stand, aus einer linearen Combination
der aus (1.) direct fliessenden Bedingungsgleichungen zu der Form (15.) und
umgekehrt von dieser zu der ersteren zuriickzukehren.

§. 3.

Directer Beweis der zwischen den Operationen (@) und [¢, 9] bestehenden
Beziehungen.

Wenn man ein System simultaner partieller Differentialgleichungen
nach Art des Systems (15.) zu integriren hat, so wird man zunéchst immer
untersuchen, ob sich durch Differentiation aus dem gegebenen System neue
Gleichungen ableiten lassen, welche ebenfalls nur erste Differentialquotienten
enthalten; wodurch denn die Anzahl der Gleichungen des Systems vermehrt
und die Integration derselben wesentlich erleichtert wird. Aber wenn man
bei dem System (15.) dergleichen Operationen ausfiihrt, welche neue Diffe-
rentialgleichungen zu liefern geeignet sind, so findet man, dass das Resultat
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immer identisch verschwindet, und man gelangt zugleich zu dem directen
Beweise der zwischen den Operationen (¢) und [¢p, ] einiretenden Be-
ziehungen, welche ich zuerst in der ersten dieser Abhandlungen gegeben habe,
und auf denen die Integration des Systems (15.) wesentlich beruht.

Man erhalt namlich sofort, wenn ¢, v, 7 ganz beliebige Functionen
bedeuten:

Ly, vl 2] = R T, T\ R T, T,

g&_f)_ Ru, Bx Gfp dy
- R Oux, 837 dx Gx

. @D R; Ry Cx ¢ Dy
+ Ga:k 8.1: Ba:iGa:y

R2
leR‘uy ax ﬂ c?"'rp
+‘ R’ ka oz, dz.0x,’

wo die Summe sich auf die vier Indices i, k, w, v bezieht. Vertauscht man
nun cyclisch die Functionen ¢, v, x, und zugleich ebenso die Indices k, u, »,
so erhédlt man folgende Gleichung:

[lps vl x1+-00ws 215 e1+LLx 91, v]
____(4) 87. a(p 8![1 BIA 8 R/w 8 B;k Iy a Rhu l
~ " Ox, 6z, Sz, V'R Oz, \ I )+R )+R O;
® A’y R;iR,,+R;, Ry Bx Jy
(1) /H—Z ox; (91: ' R? '8:1:,0 Oz
+(4) 8211} . Riﬂ R}’k+RikR‘llV af[' al
ox;dr, R’ 55:; _87,;
(;)-. 611 . Riv Rk.ll—[—Rf/lRVk . aw g_(ﬂ .
T2 5.0a, & a, o,

1 4

Die drei letzten Summen verschwinden, da sie durch blosse Vertauschung
der Indices ihr Vorzeichen dndern; die zweite Summe durch Vertauschung von
i und u, die dritte durch Vertauschung von ¢ und », die vierte durch Ver-
tauschung von ¢ und k. Ferner werde ich weiter unten beweisen, dass die
Grossen R, wie sie oben definirt wurden, immer den Gleichungen geniigen:

@) =l O O )] =

welches auch die Indices %, u, » sein mogen. Und dies vorausgesetzt er-

-~
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giebt sich aus (21.) ohne Weiteres:

®3.)  [le vl 2+l 21 o1+ 1z 91 9] = 0,
welches die eine der zu heweisenden Gleichungen ist.
Aber ich werde weiter unten auch beweisen, dass die Gleichungen
(22.) nur erfillt sein konnen, wenn die Grossen R die ihnen im Vorigen
beigelegle Bedeutung haben, sobald man nur annimmt, dass R; = —R;,

. s . Ry : . .
und dass die Determinante der Grossen R/ nicht verschwinden = dirfe.

Lisst man daher in den durch [¢, 1] bezeichneten Ausdriicken die Bedeutung
der Coefficienten R vorlaufig unbestimmt, nur so, dass ihre Determinante
nicht verschwinde, und sucht umgekehrt die Bedingungen auf, unter welchen
solche Ausdriicke [¢,v] der Gleichung (23.) geniigen konnen, oder die Be-
dingungen, unter welchen die rechte Seite der Gleichung (21.) allgemein ver-
schwindet, so treten dabei zunichst die Bedingungen (22.) auf, welche die
-erste Summe (21.) verschwinden machen. Die Bedingung aber, dass auch die
anderen Summen verschwinden, ist:

O = R;k . R‘ll‘/—l_Riy . Rk,u—}_R‘uk . Rz'y _I_B'ut' . Rl'i;

oder
(Rik+Rki) Ryy+ (Rk,,“}”R,uk)Riy = (.
Setzt man hier « =4, so kommt:
(Ru+Ry). R, = 0
und da nicht alle R; mit einem beliebigen Index ¢ verschwinden konnen,
ohne dass die Determinante der R verschwindet (welcher Fall ausgenommen
ist), so hat man allgemein:
. R,+R;; = 0.
Da nun nach dem unten zu erweisenden Theorem in Folge dieser Gleichung
die Gleichung (22.) geniigt, um den Grossen R die im Friiheren festgestellte
Bedeutung zu vindiciren, so erhilt man folgendes Theorem:

Theorem 5.
Der Ausdruck

Ry Jdp Ow
[, ] "R Ox; Oz,

geniigt der identischen Gleichung
Lo, w1y 21+ L1y, 2], 91+ (2 91, v = 0,

in welcher ¢, y, w ganz beliebige Functioner bedeuten, immer dann,
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wenn die Grissen R sich aus n Functionen X so zusammenselzen, dass
R die Quadratwurzel der aus dern Grissen '
5 = 9% _ 0%
* ow, Og;
gebildeten Delerminante, und R, den Differentialquotienten derselben nach
a;. bedeutet. Vorausgesetst aber, dass die Determinante der R, nicht
verschwinden soll, giebt es keine andere Bestimmungsweise dieser Coef-
ficienten, bei welcher ebenrfalls die obige Gleichung identisch erfillt wdre.
Man sieht aus diesem Theorem, dass die identische Gleichung (22.)
durch das Pfaffsche Problem gewissermassen erschopft wird, indem dieselbe
nur fiir solche Coefficienlen 12 bestehen kann, welche mit demselben in un-
mittelbarer Beziehung stehen.

Betrachten wir ferner den Ausdruck:

_ @, Ry (9’(/1 J R,“,
(7)), v] *—\2 R "8?% ,lax)
7 oy Op
— u
= & R o, ( > X“ 8:(' o,

Q& RuRuy 90Xy Oy g
Kl S TR 8.7: 8.1: oz,
s 5’3" R, X, 81/1 (eR(

R’ da: oz, 0,

Indem man in der zweilen Summe ¢ mit w, in der dritten ¢ mit » vertauscht.

geht dies iber in:

® Ry O R, ow dy
[((p)"{//] = 22— R T )Xu ().)3 %

2=\ R o, 7 E)xu 9z, oz,
RRuX, Oy J'¢
+ 2 T R' Oz, O, da:

Zieht man nun hiervon denjenigen Ausdruck ab, welchen man durch Vertauschung
von ¢ mit y und von & mit » aus dem vorliegenden erhélt, so kommt:

5 (4) R,, (9 R v iv 8 R k a'/’ dfp

(o) v1~[h o] = = |-G -TF 2 (FN ar 5

kR/,w - Ryk Rtv a‘Xu ) aw a(f A
R’ oz, oz,

@ R,]LR,,,XF Y ch
+ <& <8 6:1:1

T8y -
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Die letzte Summe ldsst sich auch unter der Form darstellen:

‘(2) RuiXy O (Ry gy 6(p> mR,,,X 8 R,L>81p Oy
R 83: R Oz, oz, R oz, ox,’

deren erster Theil nichts Anderes ist als ([¢, 1,0]); und fithrt man dies ein, so
nimmt die vorliegende Gleichung die Gestalt an:

S [(#)s ‘/’]—[(W), ¢]— (Lo, "/f])
@ X uy iv ku iu 1L :
24.) = =l ai =)+3 (R> RR' 7] ”g:vp gf

R‘uln' Rl’y aX‘u aX (')!p (')tp
oz, oz, Ox,

@) R. o
_*_%2 /Ir ,HVR’

Hier ist aber der eingeklammerte Coefﬁc1ent der ersten Summe der nach (22.)
verschwindende Ausdruck; somit verschwindet die erste Summe vollstindig.

Ferner ist
aXu oX;
dz, - 8:0# = Ouis

und daher
2#2,' (R,‘kR”y _R‘ulr-Riy) al”‘ = R-R,,k"—'R. R/w = QR-R,,I,,
also die zweite Summe in (24.) gleich
- R, d dq
=, 2 - a;p azp = [¢, y].

Und so reducirt sich (24.) auf die zweite der in der angefiihrten Abha;ndlung
aufgestellten Identititen:

[(e) v]—[(¥), ¢] = ([(ps ’#’])+ Lo, ¥].
Diese Gleichung beschrankt sich zwar, wenn die Ausdricke (¢), [¢, y] als
beliebig vorausgesetzt werden, keineswegs auf die vorliegenden Formen.
Aber wenn man annimmt, dass zugleich die Gleichung (23.) bestehen soll, so

ist dies in der That nur fir die vorliegenden Formen moglich. Nehmen wir
(¢) vorlaufig in der willkiirlichen Form

0 0
(@) = Ciglt Gl ot Cugl
’2n

an, so kann man, da die Determinante der R nicht verschwinden soll, immer
solche » Functionen Y bestimmen, dass

R;
C/‘ = Z}Tk'yi.

Alsdann unterscheidet sich die betrachtete Form ¢ von der friiheren nur noch
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dadurch, dass an Stelle der zur Bildung der R (nach Theorem 5.) zu be-
nuizenden Functionen X vorldufig in der Form (¢) neben den R, andere
Functionen Y auftreten. Bildet man nun den Ausdruck

[(p)s w1—[(w)s 1= (L9 ¥1),

so nimml er genau den in (24.) gegebenen Ausdruck an, nur dass fir

X, und X%y _ oK
/ oz, da';#
zu setzen ist:
oY,  ov;
Y” und Bwi - ax# '

So verschwindet also die erste Summe in (24.) noch immer; und damit die
zweite, wie die vorgelegte identische Gleichung verlangt, sich auf [¢, y] re-
ducire, hat man die Bedingung:

= aY, 9Y;
E E(RicRy — B Ba) (G —5) = 2B-Ru

Multiplicirt man dies mit @, und summirt nach k, so erhélt man links
, oY, oY, ay,, oY\ oY, &Y,
R'Z”R"“'(é’ " 81: ) R.Z:R,, T9$—h>_2R'2"R"" (8—%- 8.13#).’

und rechits 2R* oder 0, jenachdem » und h gleich oder verschieden sind.
Man hat also

¥, _ oYy
oz, r'):z:

dY/, _
=R, (8.vh = 0,

Z[l R,uh = R,

wo in der letzten Gleichung 4 und » verschieden sind. Aus diesen Glei-
chungen aber ergiebt sich durch Auflosung sofort:

oY, 9Y, 00X, X
G, TTm, T s, s,
Diese Gleichung stellt nichis Anderes vor, als die Bedingungen dafiir, dass der
Ausdruck

(YI_XI) dx,+ (YQ—X2)d932+ oo (Yo, — X)) dary,
ein vollstindiges Differential ist. Man kann also setzen: -

08
Y'=X+8w :

Y2 == X2+

9
8:1:,

Journal fiir Mathematik Bd.LXL. Ileft 2. 22
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wo {2 eine unbestimmte Function ist. Setzen wir diese Werthe in (¢) ein,
so zerfillt der entstehende Ausdruck in die Summe zweier Terme, deren einer
genau das friher durch (¢) bezeichnete Aggregat wird, wéhrend der andere
nach den angewandten Bezeichnungen [£2, ¢] ist. Verstehen wir also jetat
wieder unter (¢) den aus den.X gebildeten Ausdruck, so geht die mit Be-
nutzung der Y durch
)y w1 —[(p), 9] = ([(Pa #’])‘i‘[‘ﬁ: y]
dargestellte Beziehung iiber in ‘
L) +[£2, oL, w1-[(W) +[2, v, 9] = ([9, v])+[£2 (> ¥]]-

Aber hier verschwinden die mit {2 behafteten Terme zusammen wegen der
efsten der behandelten Identititen; und man sieht daraus, dass die Function £2,
ohne die Allgemeinheit zu beeintrichtigen, gleich Null gesetzt werden darf,
so dass die Y mit den X zusammenfallen. Dies giebt sonach folgendes Theorem:

Theorem 6.

Die beiden Ausdriicke
() = Z-Ek%lxip—

2 axk 9
Ri Jdp O
[p, ] = =2 —5- a—m’jf a—i
geniigen ausser der identischen Gleichung
Lles w1s 2 1+L0ws 215 @1+ 12 915 9] = 0O
auch noch der zweiten:
[(e)s w1—[(¥)> 9] = ([, 1)+, %],
sobald R die Quadratwurzel der aus den Grossen
oX; ).
Ay = 8_:0,‘-_8—.1:,—
gebildeten Determinante, urnd R; den Differentialquotienten von R nach
a;. bedeutet; und es giebt keine andere den Coefficienten der Ausdriicke
(), [, v] beizulegende Bedeutung, fir welche jene identischen Gleichun-
gen ebenfalls bestinden , vorausgesetst, dass die Determinante der R
nicht verschwinden darf.

S. 4.

Beweis des im Vorigen benutzten Satzes iiber die Grossen Ri.
Es ist noch iibrig, den Beweis des Satzes nachzutragen, auf welchem
die Betrachtﬁngen des vorigen §. wesentlich beruhen, und welcher sich fol-
gendermassen aussprechen lisst:
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Theorem 7.

Bedeuten X,, X,, ... X,, beliebige Functionen von x,, xy, ... ,,
welche der einzigen Bedingung geniigen, dass die aus den Grissen
. 6’X; _ 8X/.
T = "Gz, &,

gebildete Determinante nicht verschwindet; ist ferner R die Quadrat-
wurzel dieser Determinante, und Ry der Differentialquotient von R nach
a;., so ist fiir jeden Werth der Indices k, A, w immer

0= 2'{ R Os, <RM)+ S ai R”) f'c" <RU>!

Und umgekehrt, wenn man die Grissen a;—=—a,;, aus welchen die Grossen

R, sich auf die angegebene Weise zusammensetzen, iibrigens beliebig
lisst und sie nur zwingt der Bedingung

0 = =G G+ 5 2 )+ 5 (5D

fir alle Werthe von k, 4, u su genigen, so kann dies m'cht anders ge-
schehen, als indem man 2n Functionen X annimmt, mit Hiilfe deren sich

die a; durch die Gleichung
. oX; . oX;
. Qir = T?E ox;
bestimmen.
Um den ersten Theil dieses Theorems zu beweisen, ist es nur nothig,

die zu beweisende Gleichung zu entwickeln. Dieselbe nimmt eine einfachere
Gestalt an, wenn man den bekannten Satz

p._ D _ oD oD oD oD
6’au(9aeo © day, Gaga da,, aael

benutzt, in welchem D die Determinante bedeuten soll, deren Quadratwurzel

R ist.  Aus derselben folgt:

D 4D

6 op = da,, Oa, 'aaeu
dz; Dda, =~ ~ 77 D’ ox; *
oder, da
oD
day, _ R,
/ D~ R
auch:
e] Rll _ RkaRnl aaqn
W R - SR o
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Fiihrt man dies in die zu beweisende Gleichung ein, so nimmt dieselbe die
Form an:
wo B By + B, B, Ry +R, R, R, ) da,, .
R® dx;

Vertauschen wir in der dreifachen Summe nun die Indices i, ¢, o cyclisch, so
bleibt der Zihler des ersten Factors ungeéndert, indem nur immer jedes Glied
desselben in das folgende ibergeht. An Stelle der obigen Gleichung kann
man daher auch die folgende setzen:
R, R, R, Gaeo da,, +6 o )

R® oz, 8.1:? Oz,

R
0 - 2;2920

?5.) 0= 53,5,

Da nun die eingeklammerte Grosse identisch verschwindet, wenn man den

a;. die Bedeutung
oX; oX:

Ay = oz, _qé’_m,.
beilegt, so ist (25.) durch diese Annahme identisch erfillt, und also der erste
Theil des Theorems bewiesen.

Um auch den zweiten zu erweisen, bemerke man nur, dass bei Ab-
sleitung der Gleichung (25.) keine andere Eigenschaft der a; benutzt ist, als
dass a;-+a;=0. Man kann also ganz allgemein statt der vorgelegten Glei-
chung die Gleichung (25.) zum Ausgangspunkt nehmen, um die @; in ge-
eigneter Weise zu bestimmen. Multiplicirt man aber diese i}leichung mit

Qoo Qg - By
und summirt nach o, ¢, 4, so erhdlt man soglgich:
da da da
aff By ya
(6.) c'?.'vy + oz, + Gmﬂ
und zwar muss diese Gleichung fiir alle Werthe von o, 3, 7 erfillt sein.
Nun kann man offenbar immer 27 Functionen Y so bestimmen, dass
8y, oY,
(27.) (le = —GE.‘_-&T.
Setzt man in (26.) sodann ¢ =1, 3=2, und den Werth von a,, aus (27.)

ein, so erhélt man:

— 0,

8 f oY, oy,

oz, \ 1 0z, T oz

1 Y 2

Man kann also immer die Grossen a,,, wo y=2, 3,...2n, durch die Gleichung

_ oy, 9y, oaor; Y,
(?8) @ = dz, Owm, + or, Ox

| =o.

2
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darstellen, wo die Y’ ganz beliebige Grossen bedeuten, die aber von @, un-
abhéngig sind; wodurch denn die 2n—1 Grossen

oy, 9y,

oz, ox,
ganz beliebige Werthe darstellen, welche nur von x, frei sind.

Durch die Gleichungen (27.), (28.) werden alle Gleichungen (26.) er-
fullt, in welchen zwei Indices 1 und 2 werden, und zwar erfiillt auf die
allgemeinste Weise. Betrachtet man nun diejenigen Gleichungen (26.), welche
die Indices e=1, 3=3 oder =2, =3 enthalten, und in denen y=4, 5, ...
sein kann. Mit Hilfe der Gleichungen (27.), (28.) nehmen diese Gleichungen
die Gestalt an:

o dYy, )

o, {a”’ 6:0, + 8.2: j =0,

3 O, +¥) 0T, +¥) ) _
oz, {a“f— oz, + éw3 * } = 9.

Diese Gleichungen werden auf die allgemeinste Weise erfiillt durch die Annahme:
_ 9y, dy, oy, oy, oyy 9
sy = oz, Oz, + oz, Oz, + ow, Oz,
wobei die Grossen

Yy, Y., ... Yé,i
weder x; noch x, enthalten.
Indem man auf diese Weise fortschreitet, gelangt man zu der allge-
meinen Gleichung:

d(Y+Y +. “l"YU—l)) a(Y +Yl+ _l_Y(z——l))

Gy = oz, Ox; ’
in welcher y eine der Zahlen i+1, i42, ... 2n bedeutet, und wo die
Grossen Y/, Y, von =z, die Grossen Y;, Y, von x,, @, ... die Grossen

Yf(M), Y;i-') von &, &, ... ¢;, frei sind. Man darf daher sofort an Stelle
dieser Gleichung auch setzen:
Xt Xj++ V) o(F 44+ 1)

4 6.1:,, ox,

a; 9

da die hinzugefiigten Terme bei der Differentiation verschwinden. Setzt man nun
X; = Yt Y4+ Y
so hat man ganz allgemein:

_ oX; . GXZ
Gy = dr, Ox;’

was zu beweisen war.
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§. 5.

Ueber einige Folgerungen, welche sich aus der in §. 2 abgeleiteten identischen
Gleichung ableiten lassen, wenn man derselben ihre allgemeinste Form giebt.

Die Ableitung der identischen Gleichung (19.) giebt zu einer Bemer-
kung Veranlassung, welche auf den ersten Anblick iiberraschend scheint. Denn
man sieht sofort, dass dieselbe identische Gleichung auch noch besteht, wenn
man statt der a;, irgend welche Grossen setst, die nur der Bedingung a;—+a,;=0
geniigen , und deren Determinante nicht verschwindef. Man kann sogar diese
Betrachtung noch dahin verallgemeinern, dass man an Stelle der a; ganz be-
liebige Grossen treten lasst, deren Determinante nicht verschwindet. Bezeichnet
man durch D noch ihre Determinante und durch D, den Differentialquotienten
derselben nach a@;, so geht mit der Gleichung (19.) nur die wesentliche Ver-
- édnderung vor, dass auf der rechten Seite an Stelle der Elemente

0 [fisfe] - [Ash] (1)
—[h- £l 0 ... [ff] (£

~lhfi] —[hsfl - - 0 (f)

—(f) (R ... =(f) 0
die folgenden treten:

(o] Uhsf] - [hfi] (fis X)

(s i) [hs ] - oo [hsf] (fir X)

[/;Ufl] [f'l)f?] -t [/;IS fn] (fn: X)
XA XA ... (X)) XX
wobei fiir den Augenblick die Grossen

[fs s (fi; X)y (X fi), (X, X)
die Bedeutungen haben:

D,., of; O
N =

Eh) = =S X

oz, ’

D,, Of:
(. X) = 5,353 0 x,

X,

Dy
X, X) = 5,5, X,
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Offenbar verschwindet V dann noch immer fir simmtliche Werthe der ¢, so-
bald alle diese Elemente verschwinden, und man hat sonach, da, falls die a;

ganz beliebig waren, auch die Grissen —1;)—" = b;, ganz beliebig angenommen
werden konnen, den Satz: . -
Theorem 8.
Bedeuten die (2n)' Grossen b, ganz beliebige Functionen von x,,
Tyy ... Xy, welche der einzigen Bedingung

lezrb.uVXFXV = 0
geniigen, und derer Determinante nicht verschwindet; und kann man ferner

n Functionen f,, f., ... f, so bestimmen, dass gleichzeitig den n(n+2)
Gleichungen

=50, X, 2L~ o,

® Oz,

ofi
=, %,b,X, T = 0,

=2 b o Ok _ g

“ Iz, B,

Geniige geschieht, so sind immer die Gleichungen
fi=Const., f,=Const., ... f,=Const.

ein System von Integralen des Pfaffschen Problems, d. h. es giebt immer
solche Multiplicatoren F,, F,, ... F,, dass identisch:
X1d$1+de$2+"'+X'znda:2u e= Fldf1+F2dﬁz+°“+ELdfu-

Dieses Theorem enthélt die Gleichungen (15.) als speciellen Fall in
sich, und scheint sonach eine sehr viel allgemeinere Auflosungsmethode des
Pfaffschen Problems in sich zu bergen als die in jenen Gleichungen ent-
haltene. Ja, da die Anzahl der Gleichungen des vorliegenden Theorems im
Allgemeinen viel grosser ist als die der Gleichungen (15.), so wiirde eine
andere Bestimmungsweise der b sogar eine leichtere und niedrigere Inte-
grationen fordernde Methode ergeben. Aber der Werth dieser Bemerkung
wird sofort durch die andere wieder aufgehoben, dass es hochst wahrschein-
lich keine andere Bestimmungsweise der b giebt, ausser der in den Formeln
(15.) enthaltenen, zu welcher man gelangen konnte, ohne schwierige Inte-
grationen ausgefiihrt zu haben, oder selbst ohne vorherige Losung des Pfaff-
schen Problems. Denn freilich, wenn man irgend eine Losung dieses Pro-
blems kennt, lassen sich derselben gemiss die b noch auf unendlich viele



166 Clebsch, iiber das Pfaffsche Problem.

Arten so bestimmen, dass die Gleichungen des Theorems fir das gefundene
System von Integralen erfillt werden. Auf der anderen Seite kann man,
indlem man wiederholt Combinationen der Gleichungen des Theorems bildet,
dhnlich wie in §. 3, welche nur die ersten Differentialquotienten der Functionen
[ enthalten, zu Differentialgleichungen gelangen, denen die Grossen b noth-
wendig geniigen miissen, falls die Gleichungen des Theorems neben einander
bestehen sollen. Aber es ist durchaus nicht zu vermuthen, dass man im All-
gemeinen, ohne iber die Functionen X besondere Voraussetzungen zu machen,
auch nur particulare Losungen dieser Gleichungen auffinden sollle, diejenigen
ausgenommen, welche den Gleichungen (15.) entsprechen. Damit ist freilich
nichl ausgeschlossen, dass nicht bei besonderen Anmahmen der X solche Sy-
steme von Grossen b vielleicht gefunden, und damit eine ganz andere Inte-
grationsmethode des Pfaffschen Problems angebahnt werden konnte, welche
dann allerdings nur auf die betreffenden speciellen Formen anwendbar wiire.

§. 6.
Ueber den Multiplicator und das letzte Integral des Pfaffschen Systems
gewohnlicher Differentialgleichungen.

In der erwihnten Abhandlung habe ich von dem Nutzen gesprochen,
welcher von den in §.3. bewiesenen Identititen fiir die Integration der Gleichung
(¢) = 0,

oder fir die Integration des Systems gewohnlicher Differentialgleichungen:
dz,:dx,: ... dxy, = ZR;X;: =R, X;:...: ZiR; ., X;
gezogen werden kann, sobald drei oder selbst nur zwei Integrale dieses Systems

gefunden sind. Ich werde den dort angegebenen Sitzen bei dieser Gelegenheil
einige weitere hinzufiigen.

Fihrt man eine Hilfsverinderliche ¢ so ein, dass das eben angegebene
System in die Gestalt ibergeht:

(29.) dt:dx,:dz,... = R: Z,R,X;: 2R, X;...,
so hat Jacobi (dieses Journal Bd. 2§, p. 238) gezeigt, dass die allgemeine

Gleichung des letzten Multiplicators die Gestalt annimmt:

oM oM
RW + ziszikXi%; +nRM = 0’

oder, nach der im Vorigen angewandten Bezeichnung:

(30) L pad+) = 0.
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Nimmt man an, dass M von den Grossen z,, x,, ... &,, unabhingig
sei, so findet sich hieraus der von Jacobi angegebene Multiplicator
M = e™.
Wenn man hingegen einen Multiplicator aufsucht, welcher zwar
Xy, Ty, ... Tp,, Nicht aber ¢ enthilt, so ist derselbe durch die Gleichung
(M)+nM = 0,

: S - & e s : .
oder auch, indem man mit —. " ' multiplicirt, durch die Gleichung

A7 1
h 1) m)+m = o
gegeben.

Sind nun ¢, v irgend zwei Functionen, welche die Gleichungen

(9)=0, (=0

¢ = Const., ¥ = Const.
irgend zwei von ¢ freie Integrale des Systems (29.), so hat man in Folge
der allgemeinen identischen Gleichung

(), v1—[®), #1 = ([, 1)+, ¥]
([s 1)+ g, 9] = O.

Vergleicht man dies mit (31.), so kann man offenbar immer setzen:

1
(32-) M =g, WL M= H:(P: '/’:”"7
und man erhilt so den Satz:

hefriedigen, oder sind

auch immer:

Theorem 9.
Sind ¢ = Const., w= Const. irgend zwei von t freie Integrale des Systems

dzx, _ = R, X
Tdt T TR 0
auf welche das Pfaffsche Problem zundchst fihrt, so ist immer

. Ry Op Oy |
e, v1i" = :2,-21,—;{5 'z%j?ai}

ein Multiplicator des Systems.

Aber der Quotient zweier Multiplicatoren ist immer, einer Constanten
gleich gesetzt, ein neues Integral. Vergleicht man also den soeben gefun-
denen Multiplicator mit dem von Jacobi aufgestellten M= e, so findet sich
das Integral

C.e™ = [, y],
oder

T—t = log[(Pa '/’]
Journal fiir Mathematik Bd. LXI. Heft 2. 23
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Dieses ist offenbar das lefzte Integral des Systems, von welchem Jacobi
bereits nachgewiesen hat, dass es nach Aufstellung simmilicher Integrale durch
blosse Differentiation ermittelt werden konne. Aber hier zeigt sich, dass es
zur Aufstellung dieses letzten Integrals nur zweier gefundenen bedarf; aus wel-
chen dasselbe direct gebildet werden kann, wihrend die ibrigen nur successive
aus einander abgeleitet werden konnen. Uebrigens erhellt der Satz, welchen
ich in der angefiihrten Abhandlung bewiesen habe, dass man aus drei Inte-
gralen alle iibrigen leicht ableiten konne, aus der obigen Formel sofort. Denn
ist y = Const. ein drittes Integral, so wird auch

v —t = log[g, 71,
wo 7' eine neue Constante bedeutet. Durch Elimination von ¢ also folgt
17 = log[g, y]—log[g, £] oder

Llo.v]
Les 2]
was der dort bewiesene Satz ist.

Man kann nach dem Obzgen folgendes Theorem aufstellen:

= Const.,

Theorem 10.
Sind ¢ = Const., y = Const. irgend zwei vor t unabhingige Integrale
des Systems d )
e _ zl.ﬁti X,
dt R

so ist immer das letste Integral dieses Systems:
7—t = log[g, y],
welches somit nach Auffindung zweier Integrale unmittelbar angegeben

werden kann.
S 7
Hiilfssatz zur Integration der aufgestellten simultanen partiellen
Differentialgleichungen.

Die Auflosung des Pfaffschen Problems ldsst sich unmittelbar an die
Gleichungen (15.) kniipfen, mit Hilfe der beiden die Operationen (¢), [¢, ¥]
betreffenden identischen Gleichungen, welche in §. 3. bewiesen sind.

Die » Functionen f miissen dem Obigen gemiss folgenden
Gleichungen geniigen:

(f)="0,
(£)=0, [fis 2] =0,
(f)=0, [fi, ]=0, [ﬁaﬁ]=O7

(f»)=09 [fu ﬂ]=07 [fuﬁn =0, ... [fn—la fn]:'O-

n.n+1
2
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Man wird also die Function f, aus eirer Gleichung zu bestimmen haben; die
Function f, wird sodann zwei simultanen Gleichungen zu geniigen haben,
die Function f; dreien, u. s. w.

Zur Bestimmung von f, bedarf man demnach eines Integrals von einem
System von 2r—1 gewohnlichen Differentialgleichungen erster Ordnung. Die
Function f, aber fiihrt auf zwei simultane Differentialgleichungen. Eliminirt

a
zwei simultanen Differentialgleichungen, deren jede nur 2z—1 Verinderliche
enthélt, nach denen differentiirt wird, wihrend immer eine der Verinderlichen
als constant betrachtet werden kann. Aber jede dieser Differentialgleichungen
wird auch noch erfiillt durch f, = f;; mithin lésst sich, indem man f; als Ver-
dnderliche einfithrt, jede der Differentialgleichungen auf eine mit nur 2z—2
Verinderlichen zurickfihren. Nach der in der angefiihrten Abhandlung von
mir aus einander gesetzten Methode steht zu vermuthen, dass die simultane
Integration dieser beiden Gleichungen nur die Kenntniss je eines Integrals
von zwei Systemen von 2z—3 gewdohnlichen Differentialgleichungen erster
Ordnung erfordert.

Ebenso fiihrt die Function f; auf drei simultane partielle Differential-
gleichungen. Driickt man aus denselben etwa ggl, gfg, 52‘ durch die
iibrigen Differentialquotienten aus, so erhélt man drei Gleichungen mit je 27z —2
Verinderlichen; und da diese ausserdem noch durch f;=/f,, f=/f, erfillt
werden, so lasst sich die Anzahl der Verinderlichen noch in jeder Gleichung
um zwei erniedrigen. Man hat also drei Gleichungen mit je 2»—4 Ver-
anderlichen; und nach der angefiihrten Methode ist zu vermuthen, dass die
simultane Integration die Kenntniss je eines Integrals von drei Systemen ge-
wohnlicher Differentialgleichungen mit je 2»—4 Verénderlichen verlangt.

Allgemein fithrt so die Function f; auf i simultane Gleichungen mit je
2n—i+2 Verinderlichen, deren Integration, wie zu vermuthen ist, durch
Kenntniss je eines Integrals von ¢ Systemen gewohnlicher Differentialglei-
chungen mit je 2r—2i42 Verinderlichen vermittelt wird.

Dies Verfahren aber lisst sich noch allgemeiner darstellen, wobei denn
zugleich das fiir die Integration anzuwendende Verfahren auf einfache Weise
hervortritt. Ich werde dasselbe an dem System aus einander setzen, welches
zur Auffindung der Function f; fiihrt. Dies System besteht aus folgenden
¢ Gleichungen:

man aus beiden etwa einmal df , das andere Mal % , so gelangt man zu
1 2

23 *
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33) @=0, [f,9]=0, [fe]l=0,... [fir,9]=0
An Stelle dieser ¢ Gleichungen werde ich ¢ andere setzen, welche lineare
Combinationen derselben sind. Seien zu diesem Ende £2,, £2,, ... £2; ganz
beliebige Functionen, und bestimmen wir ¢ Differentialausdriicke
@)y @y - (9
aus folgenden linearen Gleichungen: .
() = (2)(Ph+(E2) (9 +o+H(E2) ()i
(fis0] = [fis 20(@)A[frs 2] (@) +-o-+[f1y £2](9):s

(34.) [fzﬂP]— [f°agl](‘P)1+[ﬁv z](fP) -'-+[fz»—Q](<P)u

[fz—nfp] = [ﬁ—lvgl](¢)1+[f—1aﬂi](‘ﬂ) +e +[f—n~Q](‘P)
Setzt man in diesen Gleichungen, bei denen als einzige Eigenschaft der
Functionen (2 vorausgeseizt wird, dass die Determinante der Coefficienten
auf der rechten Seite nicht verschwinde, ¢ gleich f,, f,, ..., so verschwinden
die linken Theile und also auch (¢),, (¢)2, ... (¢);. Man schliesst daraus,
dass simmtlichen Gleichungen

(385) (9h=0, (9=0,... (9):=0,

welche in Folge der Gleichungen (34.) an Stelle der Gleichungen (33.) ge-
setzt werden konnen, durch die Losungen ¢ =f,, o =fo, ... ¢ =fi, ge-
nigt wird.

Setzt man aber in den Gleichungen (34.) ¢ gleich einer der Functionen
2, etwa gleich £2;,, so findet sich offenbar aus (34.), dass alle Grossen
(¢)rs (@), ... verschwinden bis auf (¢),, welches gleich 1 wird. Auf diese
Weise kennt man von jeder der Gleichungen (35.) 2i—2 Losungen, néamlich von

@h=0: fi, fas - - fimry 2oy L5, ... £2;,
(‘P)’—O fn fza fz—n .Ql, 'Qaa 'Qi:

((p) =0: fl, f2, vws s .Ql, !22, vow 8254,
Mit welcher dieser Gleichungen man also auch beginnen mag, immer wird
die Aufsuchung einer neuen LoOsung mit der Aufsuchung eines Integrals in
einem System von 2»—2i+1 gewdhnlichen Differentialgleichungen erster Ord-
nung aequivalent sein.
Zwischen diesen Ausdriicken (¢),, (¢)., ... (¢); besteht ein sehr ein-
facher Zusammenhang, welcher die Methode der simultanen Integration wesent-
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lich bedingt. Um diesen Zusammenhang nachzuweisen, gehe ich zu den beiden
identischen Gleichungen zuriick, welche fir die Ausdricke (¢), [¢, ] bestehen:

(@), ¥1—=[(¥), ¢] = ([, ¥])+[o, ¥],
Lle, w1, x 1+ [[w, 2], e1+LLx ¢l w] = 0.

In diesen Gleichungen setze ich v =/f,, x=/f,, indem A und £ zwei ver-
schiedene Zahlen der Reihe 1, 2, ... i—1 bedeuten sollen. Die Functionen
fis f» geniigen den Gleichungen:

(fk):Ov (fh)=09 [fk, fh] =0.

Daher kann man den obigen identischen Gleichungen fir diesen Fall folgende
Form geben:

([fk: ‘f’])+[fky ‘P]_—[ﬁu <(P)] =0,
[flu [ka (p]]_'[ﬁr: [fh: (P]] = 0.

Fihren wir in diesen Gleichungen stalt der Operationen (¢), [f;, ¢] aus den
Gleichungen (34.) die Operationen (¢); ein; und zwar soll dies zunichst fiir
die durch die inneren Klammern dargestellten Operationen allein geschehen,
wihrend die durch die dusseren Klammern dargestellten fortbestehen mogen.
Indem man dies ausfithrt, bemerkt man, dass die linken Theile der Gleichun-
gen (36.) sich in zwei Theile sondern; indem namlich fir [f,, (pj oder (¢)
der Werth aus (34.) gesetzt und sodann die d#usseren Operationen in den
Formeln (36.) angewendet werden, entstehen einerseits Glieder, welche von
der Anwendung der dusseren Operation auf die Coefficienten (£2). [f;. £2]
herriihren, wahrend in den anderen die Operation auf die Factoren (¢), an-
gewandt wird. Alle Glieder der ersten Art enthalten einen der Ausdriicke
(¢); als Factor; man iberzeugt sich aber sofort, dass in den ganzen Aus-
driccken, in welche die linken Theile der Gleichungen (36.) iibergehen, der
Coefficient jedes Ausdrucks (¢); verschwindet. Denn ein solcher Coefficient
ist nichts Anderes, als die linke Seite einer der Gleichungen (36.) selbst, nur
fir @ darin £2; gesetzt. Da nun die linken Theile der Gleichungen (36.) fiir
jede Function ¢ verschwinden, so sind die gedachten Coefficienten Null; und
es bleiben also in den aus (36.) entstehenden Relationen nur diejenigen Terme
ibrig, welche von der Anwendung der dusseren Operationen auf die Factoren
(¢); herriihren. Jene Gleichungen werden also jetzt:

0 = Z{[fi, L1((9))— () [ fis (9221}
0 = Z | [fi, &1[fo, (Ph]—=Lfns 211 s (Pl

(36.)
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Driickt man nun auch noch die é&usseren Operationen mit Hiilfe der Gleichun-
gen (34.) durch die Operationen (¢), aus, so erhélt man:

0= 2’-2}4{ [fk) Ql] ("Q,u) - [fk) 'Qy] (Ql)} ((‘P),l)y )
0 = ZZ,{[fi, Z1Lfis LI—[fis LILfss 2211 (@)D)s
oder auch, indem man der Kiirze wegen

(B7) @i = (@)= (@)

setzt, durch Vertauschung von i mit u in den letzten Gliedern der Doppel-
summen :
0 = zlzy[ﬁ: “Q}.]('!Z,u)'wl,p:
0 zlz,u[ﬁu Ql] [fha ‘Qu] &
Diesen Gleichungen kann man noch die Gleichung

0 =23,3,(£42,)(L2,). 2,
hinzufiigen, welche identisch erfillt ist, da «;, = —, ;. Vergleicht man
aber diese Gleichung mit der ersten Gleichung (38.), und legt in letzterer
dem Index £ alle moglichen Werthe bei; erinnert man sich ferner, dass die
aus den Ausdriicken (£2,), [f,£2;] gebildete Determinante nicht verschwinden
soll, so findet sich sofort, dass diese Gleichungen das System

39.) 0= =,(2,).20;,
mit sich fithren, in welchem 1 alle Werthe von 1 bis ¢ erhalten kann.
Combinirt man hingegen eine der ersten Gleichungen (38.) mit den-
jenigen aus der zweiten entspringenden Gleichungen, welchen derselbe Werth

von k zukommt, so findet sich, da wieder jene Determinante nicht ver-
schwinden darf, dass die Gleichungen bestehen miissen:

(40-) 0 = =[f, Qz]-$z.,u

wo der Index w die Werthe 1, 2, ... 5 annehmen kann. Schreibt man in-
zwischen statt (39.):

(38.)

I

0= zl(gl)'a:).,/u

so folgt abermals aus der Erwigung, dass die gedachte Determinante nicht

verschwinden kann, dass
wl,,u = 09

dass also fir jeden Werth von 4 und w:

(P)2)u = (9)u)i-

Und diese Gleichung enthilt folgenden Satz:
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Theorem 11.
Sind f,, oy ... fi1 Functionen, welche den Gleichungen
(fd=0, (f)=0, [fi,fi]=0
geniigen , und £2,, £2,, ... $2; ganz beliebige Functionern, welche die

einzige Eigenschaft haben, dass die Determinante der Gleichungen

(£2)) ()1 + (%) (@)t -+ (£2)(9): = (¢),
[fis L20(h+ [frs £2](@)+--+  [f1s 21(9): = [fi> 9]
[/”»,Qx](<p)l+ [fza 2]((P)2+ -+ [ﬁ,ﬂ](cp) = [fu‘PL

[f—n Ql] ‘P)x+[fz—1v 2] (‘P)z +[fz—n £2; ](‘P) = [f—n @]

nicht verschwindet, so haben die Differentialoperationen

(@rs (P> -+ - (#)is
welche sich aus vorstehenden Gleichunger ergeben, die Eigenschaft, dass
die successive Anwendung derselben oder einiger derselbern immer dasselbe
Resultat giebt, welches auch die Reihenfolge der angewandter Operationen
sein madge, indem immer :

((fp)z),l = ((@)uhr-
§. 8.

Simultane Integration irgend eines der Systeme, auf welche nach dem Obigen die
Liosung des Pfaffschen Problems zuriickkommt.
Mit Hiilfe des soeben aufgestellten Theorems erkennt man ohne Weiteres,
dass die Gleichungen
():=0, (91=0, ... (¢s=0
ein solches simultanes System bilden, wie es Jacobi in der Theorie der par-
tiellen Differentialgleichungen auflosen gelehrt hat; und bei welchem die Auf-
findung einer gemeinschaftlichen Losung nur die Kenntniss je eines Integrals
von ¢ Systemen gewdohnlicher Differentialgleichungen erfordert, deren eines
immer, die anderen im Allgemeinen 2r»—2i-+2 Verinderliche enthalten. Denn
~ist @ =Const. etwa ein Integral des Systems, auf welches die Integration
der Gleichung

(¢h =0
fihrt, und welches, da 2 (¢—1) Integrale desselben,
fi=~Const., fy=~Const.,, ... fi_,=Const.,

£2, = Const., .!23—-Const., ... &£;=Const.,



174 Clebsch, iiber das Pfaffsche Problem.

bereits bekannt sind, die Stelle eines Systems mit 2(rn—i)+2 Verinderlichen
vertritt, so sind auch

¢ = (ks ¢"=((¢)), etc.
Integrale desselben Systems, oder es sind

’ P, (P'p (pn’
Losungen der Gleichung

() = 0.

In der That folgt aus der Gleichung des Theorems (11.), wenn man 4 =1,
w =2 setzt, und zugleich beriicksichtigt, dass

(¢p = 0
sein soll, sofort:
((‘P)‘z)l =0
oder
(¢ = 0;

sodann, indem man in der Gleichung des Theorems ¢’ an die Stelle von ¢
setzt, auch:
(#):)1=0, oder (¢"), =0,
u. S. W.

Aus einer Losung kann man also, blos mit Hiilfe der Operation (¢),,
beliebig viele bilden; ebenso natiirlich mit Hiilfe der anderen Operationen,
was oft von Nutzen sein kann, hier aber, um die Darstellung des Integrations-
verfahrens nicht zu storen, iibergangen sein mag.

Unter den so erhaltenen Losungen ¢, ¢', ¢", ... der Gleichung (¢),=0
ist ohne Zweifel eine Losung ¢*), welche sich als eine Function von
@, @y o P fi oy oo fiiay S0y £25, ... £2; darstellen lésst, und zwar
ist u = 2»—2i+1, da die Anzahl der unabhingigen Loésungen von (¢), =0
nur 2»—1 betrigt. :

Man kann nun immer eine Function ¥ von

2 (P', e (P(M—l)v fl’ f27 s fi—l? Qis Q&v I “Qi:

d. h. eine im Vorigen enthaltene Losung der Gleichung (y), =0, so bestimmen,
dass sie zugleich der Gleichung (W), =0 geniigf. Denn denkt man sich

‘# = ’#’{% (P"J (P('u_l)? fla f29 fx‘—la '5227 'Qsa Q-0 2 ‘Qi}v

und fiihrt diese Function in (y), =0 ein, so erhilt man:
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(p), = ﬁl (@) + == a(ﬁ, (@)t 4 s mp(ﬂ_l) (® ),
v (Rt af (bt af"’ (fites

+=o- 852 (92)2+ 852 ('Qa)ri—
Aber nach §. 7. verschwinden die Ausdriicke

(fay (F)as - -+ (fiadry ($5)as ($2)es .. (£2n,

und (£2,), wird 1. Ferner ist

' ' " — ' .
(@2=¢"s (@=9"s ... (@ =T, ¢ ...s fisfo. 82,82 ...),
so dass die Gleichung (1/})2=O ﬁbergeht in folgende:

(41) 0 =

asz +8q) 9+ 5+ +af,iw v,

eine Gleichung mit nur w41, d. h. hochstens 2r—2i+2 unabhiingigen Ver-
anderlichen. Kennt man eine Losung dieser Gleichung, d. h. ein Integral des
entsprechenden Systems gewdohnlicher Differentialgleichungen *) mit ©+1 oder
hochstens 2r»—2i+2 Verinderlichen, so hat man eine Function y, welche
gleichzeitig den Gleichungen

(Wh=0, (y)r=0
geniigt.

Wendet man nun die Operation (¢), auf die gefundene Function v an,
so erhdll man, ganz wie oben aus ¢, neue Functionen

Y=k Y'=) e,
welche wegen der Gleichungen des Theorems (11.)

(('7”)3)1 = ((’1”)!)3 =0, ((1/’)3)2 =((¢)); =0
(@) =((¥)):=0, (¥))=())=0,

ebenfalls den Gleichungen
(¥h=0, (¥)=0

#) Es braucht kaum erwihnt zu werden, dass dies System durch die Differential-
gleichung p'*" Ordnung

e _

ae*
ersetzt werden kann, wenn in II die Functionen ¢', ¢" ... @D respective durch
dp &g d"p
a0 an a2 ersetzt werden.
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geniigen. Ebenso wie vorhin vy aus ¢, kann also aus y eine neue Function
x abgeleitet werden, welche zugleich den Gleichungen
(=0, (x:2=0, (2):=0

geniigt, und zu deren Auffindung man wieder eines Integrals fir ein System
von gewohnlichen Differentialgleichungen mit hochstens 2»—2i4-2 Verénder-
lichen bedarf.

Fahrt man auf diese Weise fort, so erkennt man, dass man schliesslich
zu einer gemeinsamen Losung f; simmtlicher Gleichungen

(x=0, (9).=0, ... (¢):i=0,

() =0, [¢1,f]=0, ... [p1 fiu] =0

gelangt; und zwar bedarf man dazu nur je eines Integrals von i Systemen
gewohnlicher Differentialgleichungen. Und von diesen Systemen enthilt das
erste schlechterdings 2»—2i+2 Verinderliche; die anderen aber, deren eni-
sprechende partielle Differentialgleichungen nach dem Muster von (41.) gebildet
werden, konnen auch eine geringere Anzahl von Verdnderlichen enthalten.

$. 9.

Gang der Integrationen, welche die allgemeinste Auflosungsmethode des Pfaffschen
Problems erfordert.

oder

Hieraus ergiebt sich dann leicht die allgemeinste Methode das Pfaffsche
Problem zu losen, d. h. dem Differentialausdruck
de561+X2dw2+"'+X2nda"2n ’

die Form
Fldfl + Edﬁ +"'+ Fndfn
zu geben; wobei vorausgeseizt wird, dass die Determinante D der Grossen

_ 0X: X,
= Gay " om,
nicht verschwinde. Es sei D = R?, und R;k=%, endlich
ik
R; 0
(9) = Z=57 Xig
R,‘I; Btp 81/1

[, ¥] = 22+ o, Ta,’

Erstens suche man eine Function ¢ = f,, welche die Gleichung

o () =0
befriedigt.
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Zweitens bilde man zwei Ausdricke (¢),, (¢),, welche durch die
G]eichungen
(¢) = (A)(@)i+(42) (9)es
[fis 9] = [fis Ad(@)i+Lfrs A (9):
bestimmt werden, wo A,, A, beliehige Functionen bezeichnen, fiir welche
nur die Auflosung dieser Gleichungen nach (¢),, (¢), moglich ist. Man suche
irgend eine Losung ¢ der Gleichung (¢), =0, welche von den beiden be-
kannten Losungen A,, f, verschieden ist. Sodann bilde man die Ausdriicke
¢ =9k 9" = (¢,
bis man zu einer Function ¢® gelangt, welche durch ¢, ¢', ... ¢*“ ™, fi, A,
ausdriickbar ist, so dass
¢ = I(p, ¢, ... %70, fiy Ao),
wo dann u = 2r—3, und suche eine Losung v = f, der Gleichung
0=§%+%¢+%¢+waﬁwﬂ
Drittens bilde man drei Ausdricke (¢),, (¢)., (¢);, welche den drei
Gleichungen
(@) = (B)(@h+(B)(9)e+ (Bs)($)s
[fis 9] = [fis BJ(@)+[fis B1(@)+[f15 B (9)s
[fos 9] = [fos Bi () +[fos B2 ] ()2 +1fa5 Bs] (9)s

geniigen. Darin sind B,, B,, B; abermals beliebige Functionen, welche nur

der einen Bedingung geniigen, dass die Auflosung der vorliegenden linearen

Gleichuugen nicht unmoglich sei. Man suche eine beliebige Losung der Gleichung
((p)l = 0,

welche von den bekannten Losungen B,, B;, fi, f. verschieden ist, und bilde

die Functionen '
¢ =(9)rs  @"=(9s
bis man zu einer Function ¢ gelangt, welche sich durch ¢, ¢', ... ¢,

B,, B;, [, f» ausdriicken lasst. Ist dann
@ = (¢, ¢, 9", ... ¢, fis oy Bas By),
so suche man eine Losung der Gleichung
oy oy ,, oy oy )
0 = ?E_*-W.(p +W'(P +m+_——_8¢("—1) II.
Man bilde sodann die Ausdriicke

v =) ¢'=),
24 *
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bis man zu einem Ausdrucke y” gelangt, welcher durch vy, ¢/, ... 9,
fis f2s B; darstellbar ist. Und hat man dann

YO = IL(y, ¢, ... ¢, fi, fy By),

so suche man eine L(')sung x— fs der Gleichung

0= + l/"‘*" r 1//”']" g gw((;)yx—l) 11,

Die Zahlen », »' sind dabel immer gleich oder kleiner als 27—5.

Auf dhnliche Weise sucht man die Functionen f,, f;, .... Endlich,
um die Function f, zu finden, bildet man = Ausdricke (¢), (¢)y ... ().,
welche den Gleichungen geniigen:

(@) = (@) + )@ +-+ (N)(@,
[foel = [fu,NI(@) + [fis No](®)2 +++ [fis NJ(P)us
[fﬂa ‘P] = [th](ﬁP)l + [f?a Nz](‘P)a "+[ﬂ7N](‘P)n>

[fn—l? ‘P] = [/:-—u Nx] (‘P)l‘l'[fn—n N,] (‘P)z +[ﬁ«~n N](‘P)n:
wo N;, N,, ... N, beliebige Functionen sind, welche nur die Auflosung dieser
linearen Gleichungen gestatten. Man sucht sodann diejenige Losung der
Gleichung

(‘P)l = Oa
welche ausser den bekannten Losungen, N,, Ny, ... N,, fiy fos -+ fus1o
noch existirt, und hildet die Function

¢ = (¢,
welche nothwendig sich durch ¢, N;, Ny, ... N,, fi, foy ... [ ausdricken

lasst, so dass
¢ = (@, fisfas - fory Noy N5y ... N,).
Hierauf sucht man die Losung der Gleichung

S -0
bildet alsdann die Function
= (¥)ss
welche sich durch v, fi, fos .- foeio Nsy Ny ... N, ausdricken lésst,
so dass
V' = IL(WY, fisfas -+ fae1s N3y Nyy ... V).
Man sucht ferner die Losung der Gleichung

aN +Hl w = 09
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bildet die Function
X =@h=IL(%,fisfos - foo1s Niy Nsy ... N,)

u. S. W.
Auf diese Weise gelangt man allmilig zu einer Gleichung
o9 o
aNn_l_}'Hn-—ﬁl'W == 07
wo IT,_; eine Function von x, f,, foy ... fuy, N,_y, N, ist. Man sucht die

Losung dieser Gleichung, bildet die Function

= (‘9).. = Hn~2(3> fishes - faas N,,),

und sucht schliesslich die Losung w = f, der Gleichung

Die Operationen sind hiermit abgeschlossen; die gefundenen Functionen f,,
Constanten gleich gesetzt, geben die Losungen des Pfaffschen Problems.

Die geforderte Bestimmung kam wesentlich darauf hinaus, die Func-
tionen f so zu wihlen, dass den 2» Gleichungen

Xl == Fl gﬁ +Fz af; e +Fn af..
8 i 8,.
X, = Figl gg ot Fogs,

) Ofa
X2n: Fl f‘ +F2 af‘ + + na£

durch *z Functionen F gleichzeitig genﬁgt werden kann. Da dies geschehen
ist, so finden sich die Functionen F ohne Weiteres, indem man irgend =
dieser Gleichungen zur Bestimmung derselben benutzi.

Carlruhe, den 25" Januar 1861.
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