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Ueber das Pfaffsche Problem.

Erste Abhandlung.

(Von Herrn A. Clebsch zu Carlsruhe.)

J acobi hat mehrfach darauf hingewiesen, dass die bisherige Methode,
durch welche man das Pfaffsche Problem zu losen pflegt, unnothige Integrationen
erfordere, und durch eine andere zu ersetzen sei; als ein Beispiel dieser
neuen Methode ist der Fall eines viergliedrigen Differentialausdruckes im
29%" Bande dieses Journals p. 253 (Math. W. Th. I, p. 157) andeutungsweise
behandelt worden. Aus jener Andeutung geht hervor, dass wenigstens die
allgemeine Idee dieser Methode bereits damals Jacobi vor Augen gestan-
den habe.

Inzwischen ist weder in seinen spiteren Publicationen noch in seinen
nachgelassenen Papiéren etwas iiber diesen Gegenstand vorhanden; und man
darf daher wohl annehmen, dass Jacobi niemals Zeit oder Gelegenheit ge-
wonnen habe, das gedachte Problem ausfiihrlich und eingehend zu behandeln.
Auch die grosse Abhandlung, welche in den vorangehenden Heften dieses
Journals aus seinem Nachlasse erschienen ist, giebt nur in Bezug auf die
partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung jene neue Methode, welche
die wahre Verallgemeinerung der Untersuchungen Lagranges enthilt; nichts
hingegen iiber das verwandte Problem, als dessen speciellen Fall Pfaff die
Integration jener Gleichungen betrachten gelehrt hat. Indessen zeigt eine
genauere Betrachtung, dass in der That die Jacobische Methode zur Integration
der partiellen Differentialgleichungen auf das Pfaffsche Problem ganz genau
Anwendung findet, und zwar ohne Beschrinkung oder Erweiterung der Kunst-
griffe, welche bei dem ersteren Probleme zum Ziele fiihren.

Die Ausdehnung dieser Methode auf das Pfaffsche Problem in seiner
ganzen Allgemeinheit und in -allen seinen moglichen Fillen ist der Gegenstand

der vorliegenden Abhandlung. Diese Anwendung erscheint sofort als mog-
Journal fiir Mathematik Bd.LX. Heft 3. - 25



194 Clebsch, iber das Pfaffsche Problem.

lich, sobald man die Idee festhalt, dass ein Differentialausdruck von 2» Glie-
dern, der durch » Gleichungen integrirt wird, mit Hilfe irgend einer jener
Gleichungen in einen anderen von 2z—1 Gliedern iibergefiihrt werden kann,
welcher durch »—1 Gleichungen integrirbar ist; dieser durch eine dieser
n—1 Gleichungen in einen dritten mit 2»—2 Veréinderlichen, der durch
n—2 Gleichungen integrirt werden kann, u. s. w. Aber allerdings schien es
zunichst der verwickelten Gleichungen wegen sehr schwierig, sich eine genaue
Vorstellung aller dieser Vorgiinge in ihrem Zusammenhange zu bilden, und
die verschiedenen Gleichungen "anzugeben, von welchen die successive zu
findenden Integrale abhingen. Dieser Schwierigkeit wurde dadurch begegnet,
dass man sich immer den gegebenen Differentialausdruck zuerst auf eine be-
stimmte Weise in die gesuchte Form gebracht denkt, sodann irgend eine
andere Losung der Aufgabe zunichst- in dieser speciellen Form begriindet,
und von dieser erst wieder zu dem gegebenen Differentialausdruck zuriick—
kehrt. Hiedurch ist man der Miihe iiberhoben, directe Nachweise zu fiihren,
welche auf sehr verwickelte algebraische Betrachtungen fithren, und allerdings
ihrerseits ein hohes Interesse haben. ' ‘

Es zeigt sich, dass die moglichen Fille des Pfaffschen Problems sich
in zwei grosse Klassen sondern, welche beide auf die Form

Fldfl+F2 df2+"‘+Fndfn

fithren, .doch mit dem Unterschiede, dass in der ersten Klasse die’ Functio-
nen F, f in gewisser Weise bestimmt sind, wihrend in der zweiten eine
derselben willkiirlich gewihlt werden kann; wie man denn das Problem im
letzteren Falle auch dahin definiren kann, dass der gegebene Differentialaus-
druck die Gestalt '

df+ Fydf,+ Fodf, -+

annehmen soll. Die Probleme der ersten Klasse treten im Allgemeinen bei
einer geraden, die der zweiten bei einer ungeraden Anzahl von Verinder-
lichen ein.

Die §§. 1—7 geben die Integrationsmethode fiir die erste Klasse von
Problemen; §§. 8—11 geben zwei verschiedene Methoden fir die zweite
Klasse, deren jede unter geeigneten Umstidnden Vorzige besitzt. Diese
Klasse von Problemen ist noch nie allgemein behandelt worden; und ist
pamentlich die erste dieser beiden Methoden durchaus auf ganz veranderte
Anschauungen gegrindet. '
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In diesen §§. sind die Wege angegeben, die Integrale des Pfaffschen
Problems successive -zu-finden, und zwar so, dass jede gefundene Gleichung
zur Transformation des Differentialausdruckes benutzt wird, ehe zur Aufsuchung
der nichstfolgenden ibergegangen wird.

In den folgenden §§. ist nur auf den Fall eingegangen, wo ein Aus-
druck mit 27 Verinderlichen durch » Gleichungen integrirt wird. Aus der
in den ersten Paragraphen gegebenen Methode wird ein sehr merkwirdiges

System von Gleichungen entwickelt, n'n2+1 Gleichungen enthaltend, welches

die » Integrale des Pfaffschen Problems gleichzeitig definirt, ohne also dass
die Kenntniss eines Integrals zur Kenntniss der Gleichungen nothwendig ist,

: . 1
von denen das folgende abhingt. Diese - "2’
zwei Formen zuriick; die eine Form, welche » dieser Gleichungen zukommi

und welche nur je eine der unbekannten Functionen enthélt, entspricht dem
ersten Pfaffschen System; die anderen n'n2_1 Gleichungen haben simmtlich
gleiche Form, und jede enthilt zwei der gesuchten Functionen. . Bezeichnet
man also irgend zwei dieser Functionen durch H;, H,, so ist dies System

durch lineare partielle Differentialgleichungen dargestellt, die man durch die
Symbole

Gleichungen kommen auf

H)=0, (H)=0, [H,H]=0
ausdriicken kann.
Diese Gleichungen haben hochst interessante Eigenschaften.  Denn ver-

moge gewisser identischer Beziehungen kann man das Poisson—-Jacobische
Theorem auf dieselben ausdehnen; es besitzt jede. Gleichung

() =0
die Eigenschaft, dass aus irgend drei ihrer Losungen im Allgemeinen die
iibrigen durch blosse Differentiation abgeleitet werden konnen; ebenso kann
man, wenn in der Gleichung

[, Y] = 0 )
Y eine beliebig gegebene Function ist, aus zwei Integralen dieser Gleichung -
im Allgemeinen alle iibrigen zusammensetzen; wie dies bei den dynamischen
Gleichungen eintritt, welche als specieller Fall sowohl der ersten als der letz-
teren Gleichungen zu betrachten sind.

Ein Theil der hier mitgetheilten Resultate findet sich in der Abhandlung
des Herrn Natani, dieses Journal Bd.58, p.301 etc. angebahnt. So ist namentlich
25 *
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die Ausdehnung des Poissonschen Satzes im Keime dort enthalten, wenn auch
in einer Form, welche das Wesen der Sache nicht vollkommen erkennen
ldsst, und nicht in der Ausdehnung, welche ihm im Folgenden gegeben
ist. Ebenso findet man das Jacobische Princip, den gegebenen Differential-
ausdruck durch die gefundenen Integrale zu reduciren, dort angewandt. Da
aber nicht gezeigt worden ist, wie man von den auftretenden simultanen Systemen
partieller Differentialgleichungen ein Integral finden konne, so musste a. a. O.
die Methode nothwendig ohne Abschluss bleiben. Da ausserdem die Art der
Darstellung und die Natur der Beweise hier eine ganz andere ist wie in der
Abhandlung des Herrn Natanri, so schien es dem Verfasser angemessen, neben
vielem Neuen auch dasjenige nicht zu iibergehen, wofiir sich dort An-
kniipfungspunkte finden, um dadurch nicht der ganzen Darstellung Deutlichkeit
und Zusammenhang zu rauben.

§. 1.

Zuriickfithrung zweier Losungen des Pfaffschen Problems auf einander.

Es sei
(1-) X, dz,+ X, dx,+ -+ X, dexy,
der gegebene Differentialausdruck, in welchem X,, X;, ... X,, irgend welche
Functionen von x,, x,, ... x,, bedeuten. Das Pfajfsche Problem besteht
darin, diesem Ausdruck die Gestalt zu geben:

(2) Fdfi+F.df,+--+F,df,,
wo die F und f wiederum Functionen der x sind. Dies ist auf mehr als
.eine Art moglich; so aber dass die verschiedenen Losungen des Problems
aus einander abgeleitet werden konnen. Ich nehme an, ein Ausdruck (2.) sei
gefunden; man soll zuniichst aus diesem einen anderen bilden

(3.)  DPde,+Pordg, -+ P, dy,,
welcher jenem gleich wird, und also eine neue Losung des Problems an-
giebt. Betrachtet man dann in der Gleichung
Fldf1+F2df2+"'+Fndfn = d)ld(P1+(I’2d(Pz+"'+‘i',,d(/)n
die F und f als die unabhingigen Verinderlichen, so lost sich diese Glei-
chung in die folgenden auf:

. a(pi a(pi a(P,.
‘ _ a(P‘ (Pi a‘pn
0 = R T
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deren jede = verschiedene Gleichungen darstellt. Aus der letzten derselben
folgt durch Elimination der @:

_ o¢, Oy,  On
0 =Z+55 37, " aF°

oder durch Integration:

(5'> 0 = H((Pla(,%a---(Pn,fl-)fz,...fn),
durch IT eine willkiirliche Function bezeichnet. Die Differentiation dieser
Gleichung nach F; giebt dann

! a 1 ’ a n
IT g S8 Ty G0 T, S0 = 0,

oF;
und die Vergleichung mit der zweiten Gleichung (4.) zeigt dann, dass
6.) D,=il'qp,, P=ill'qp,, ... D, =ill¢g,,

wo 4 ein unbestimmter Factor ist. Endlich giebt die erste Gleichung (4.)
hienach sofort:

e o, 3 -
Fi = (I g g 1T oo T g E2),

oder weil nach (5.)

a ! a 2 [ a n
Hllpl._(%__l_n Pa- a‘/’f' +...+H Pt a‘;’ +H’ﬂ -0

wird:
() F=-ill'fy, Fb=—AIlf, ... F,=-—IIf,.
Die Gleichungen (5.), (6.), (7.) stellen die allgemeinste Losung des Problems
dar, insofern die Gleichungen (5.), (7.) es gestatten, nachdem man einmal die
willkiirliche Function /7 irgendwie bestimmt hat, die Grossen ¢,, ¢,, ... @, 2
durch die F, f auszudricken. Die Gleichungen (6.) liefern dann die &
ohne Weiteres. |
Es konnte allgemeiner scheinen, wenn man nicht blos die Determinante
>4 99 O, O
+8F, "oF, ' GF,
verschwinden liesse, sondern auch ihre Unterdeterminanten bis zu einer ge-
wissen Ordnung. Dann wirde man zwischen den ¢ und f nicht eine Glei-
chung, sondern eine gewisse Zahl von Gleichungen

HI:O, IL:O, « % % HFZO
anzunehmen haben ; und fir die F, & wiirden sich dann die Ausdriicke ergeben:
b, = 1,m<p;+12172'<pi+"'+1p17,'4<ﬁu

F; = — ll”llfi —)'2172,”1' —""_lﬂnl,‘fi‘
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Aber in Wirklichkeit ist dies nur ein specieller Fall des- vorigen; denn setzt
man in dem fritheren -

H = 11H1+12H2+"'+)v/4n#,'

wo die 4 Functionen der f, ¢ bedeuten, so wird

. / ' oA, 0 I
b; = llﬂlfpi‘l‘lzmQi+"'+l#HF(Pi+IL'%;+H26_¢i+"‘+H‘u %%,
/ / , oA o, 94
Fi — _}'11]1/‘:' _2-2”2/;‘ _"'_}'#pri —ILFf:—_ILW:_“.—H/‘ 7;‘1
Nimmt man nun an, dass statt der Gleichung I7 =0 die Gleichungen
11,=0, IL,=0, ... IT,=0

gleichzeitig bestehen, so gehen diese Gleichungen in die obigen iber, welche
demnach aus dem ersten Fall abgeleitet sind.

' Wenn man aus den Gleichungen (5.) und (7.) die Grossen ¢,, ¢,, ... ¢,_,
und A eliminirt, so gelangt man zuletzt zu einer Gleichung, der man die Form.
geben kann:

. F, F
90 = Wl fos e fos oo B0 TFDs

und zwar ist ¥ eine ganz willkirliche Function, da Z7 oben eine willkiirliche
~ Function war. o - :
Dies Resultat ist sehr bekannt. Da es aber als Grundlage des fol-
genden dienen wird, so schien es passend, dasselbe durch einfache Betrach-
tungen von Neuem abzuleiten. A
Ich bemerke nur, dass eben diese Betrachtungen offenbar noch gelten,
wenn zwischen den Functionen X solche Beziehungen obwalten, dass man
dem Ausdruck (1.) die Gestalt geben kann:

F,df,+ F,df,+- -+ F,df,, .
wo m<<n. Auch dann wird in der allgemeinsten Form
7 b, dp,+ Prdg -+ D, do,
" dieses Ausdrucks die Function ¢, eine willkirliche Function der Grossen

F F. F,_
fnfﬁs-*-fm: _F-,l,._’ F:‘Aa--- le

sein, welche einer speciellen Losung angehoren.
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S. 2.

Successive Losung des Pfaffschen Problems.

Liegt der Ausdruck (1.) vor, so wird man also zunéchst den allge-
meinsten Ausdruck von ¢, suchen konnen, '

O = T (irlos oo fos oo g o T

Hat man aber einen hesonderen Ausdruck dieser Art gefunden, dem ein spe-
cieller Werth von I7 entspricht, so kann man

¢, = Const.
als ein Integral des Pfaffschen Problems betrachten, und die Aufsuchung von
$15 P29 -.. ¢, dadurch anbahnen, dass man aus dem Ausdrucke (1.) eine

der Verinderlichen eliminirt; wodurch denn dieser in einen Ausdruck mit
2n—1 Verinderlichen ibergeht, der aber die Eigenschafi besitzt, durch n—1
Gleichungen integrirt, d. h. in die Gestalt

8) FOaP 4 FLaf® 4t FO,ar,
gebracht werden zu konnen.
Um diese Eigenschaft, welche von der Wahl der zu eliminirenden

Veriinderlichen offenbar unabhéingig sein muss, nachzuweisen, kann man von
der speciellen Form (2.)

F,df,+ Fydfy+---+F,df,

ausgehen, welche gefunden gedacht wird. Setzt man sodann die Gleichung
¢, = Const. in die Gestalt

F, F, F,._'
- 1/}<f19f2$ S n—l? F F 9 Fnl)j

und fithrt diesen Werth von f, in die Form (2.) ein, so erhilt man:

F. K;‘_: af")df;+(F a/,,>df2+ +< For a?f. )df,;_.

5 n ¢ ' an Fn—
+ 8;,‘. . | + af d'FT'_I_"'_I_ Ff : 'd F l:.
aF_‘ n a___ n a 11;:— n

Diese Form enthilt aber in der Klammer nur 2(n—1) Veriinderliche
' _F' F. Fn—-l

fis fas « < fac1s F,°F, > " F,

und ldsst sich daher nothwendig in der Form (8.) darstellen.
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Diese Eigenschaft fithrt auf den Weg, den man zur einfachsten Losung
des Pfaffschen Problems einzuschlagen hat. Man denkt sich zunichst den
gegebenen Ausdruck

X dz+ X, dz, +--+ X, dx,,
in die Gestalt gebracht: ’

Fldfl+F2df2+"'+Fnd/:u
und sucht eine beliebige Function ¢, der Grossen

F F Fn—-l
fu fh fnv ‘ﬁv F: g 00 F,

zu bestimmen. Eliminirt man dann mit Hiilfe der Gleichung ¢, = Const. aus
dem gegebenen Ausdruck eine der Verinderlichen, so lasst sich der Rest in
die Form

OO FO ot FO

iiberfiilhren. Man sucht jetzt eine beliebige Function ¢,_, der Grossen

) o) 0)
[0 O Fy F, F.,
Lo 2 9 e dn—ly TH@y 0 Lm0 T TRy
Fn—l Fn—l Fn—l

zu bestimmen, und eliminirt mit Hilfe der Gleichung ¢, , = Const. wiederum
eine der Veridnderlichen aus dem gegebenen Ausdruck, der alsdann noch
2r—2 Verinderliche enthilt, aber durch »—2 Gleichungen integrirbar wird,
d. h. der sich auf die Form bringen lésst:

(2) 402 ) 5,2 @ 3002
1 dfl +F2 d/‘l +“.+El—?dfn—-2‘
Man sucht ferner eine Function ¢, , der Grossen
@ () ()
F®  F F

f(?) (2) /-(2) n—3
1 ’ 2 . o . _‘2 h— =% LU —
9 n 2 F(‘zj o) F,(:L 9 F(z) 9

n—2 n—2
eliminirt mit Hiilfe von ¢, , = Const. abermals eine der Verinderlichen aus
dem gegebenen Ausdruck, und fihrt in dieser Weise fort, bis man in dem
Ausdruck nur noch -1 Verinderliche iibrig behilt. Den gegebenen Aus-
druck, auf diese Weise reducirt, kann man sich dann immer in die Form
gebracht denken .

an—l) dﬁ("—l);
sucht man nun eine beliebige Function ¢, von fI"" zu bestimmen, so hat
man eine Reihe von Functionen

P1y Py . . o Py,
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welche, Constanten gleich gesetzt, die Integrale des vorliegenden Problems
bilden, d. h. welche es erlauben, den gegebenen Ausdruck in der Form

(ﬁl d(Pl + (I)2dq)2+ v + q)u d([u
darzustellen.

Denkt man sich die Functionen ¢,, ¢,, ... ¢, gefunden, so sind
wihrend der soeben beschriebenen Operationen die Verinderlichen z in fol-
genden Beziehungen zu betrachten:

1. Aus ¢, =Const., z,, als Function von z,, z,, ... @3, Top2y Touy.

2. Aus ¢, , = Const., z,,_, als Function von x,, @,, ... @_3, Tg,_5.

3. Aus ¢,_, = Const., z,,_, als Function von z,, @,, ... 25, ;.

u. S. W.
n—1. Aus ¢, = Const., x,,, als Function von x,, x,, ... z,,,.
Setzt man in diesem Sinne:
W d:vz,. ’ . '
1' Xi = X+ X?n? Z:1, 2’ SR 2”—17
) (1), OTam—1 () ;
2. X; = X; ' +— 2 1X2"_1, i=1,2, ... 2n—2,

3. X¥ = x®4 a’g?;-? x®, i=1,2, ...2—3,

u. s. wW.

1. XOY = X004 9% xon g 9 p1q,

awi 42 9

so hat man dem Vorgehenden gemiss, sich folgende identische Gleichungen
zu denken:

Xl dx, +X2d$2 +"‘+X2nd$2n :Fldfl +F2df2 +“'+F dfn’

X doy +X" dw, Aot X doy = F df" +E A A B,
)X dw, +X0 dwy Aot X o =BV dff A df A B2,

u. s. w.

X Vde - X bt X, = F VA,

und aus diesen identischen Gleichungen die Bestimmungsweise folgender Functio-

nen aufzusuchen:
Journal fiir Mathematik Bd. LX. Heft3. 26
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F F Fn-—-l
o0 =T(fis fis - for For T )

F(l) FV FV
D A0 o) 1 2 a1
(10.) Pu1 = H(fl sfe s oo il FO 0 p 0 @ >9

n—l1 n—1 n—1

¢ = (L"),
Ich werde nun zeigen, wie dieselbe aus den Gleichungen (9.) einfach her-
vorgeht.

§. 3.

Partielle Differentialgleichung, der jedes einzelne Integral des Pfaffschen Problems
geniigt, in dem Falle, wo ein 2ngliedriger Differential- Ausdruck sich in determinirter
Weise auf einen mgliedrigen bringen lisst.

Um die zu befolgende Methode deutlicher ans Licht treten zu lassen,
wird es gut sein, zunéchst die Aufsuchung von ¢, besonders zu behandeln,
welche auf das bekannte erste Pfaffsche System fiihrt.

Wenn man in der ersten der Gleichungen (9.) die z als die unab-
hangigen Verinderlichen ansieht, so lost dasselbe sich in ein System auf,
welches durch folgende Gleichung reprisentirt wird:

_ g oh of, o
(11) Xi — Fla_ml_}_FZ 33:,- +"'+Fn ami'

Aus dieser Gleichung aber ergiebt sich sofort folgende:

8X; 0Xx _ F, of, | OF, &f, dF. of.

i U= T Om O bm BT Om 6
e 0RO _OF, O O o
\ ox; Oxry Ox; Oxk ox; Oxy’
Man kann jetzt offenbar immer solche Grossen z,, z,, ... 2, be-

stimmen, welche den Gleichungen geniigen:
(X, = % O %y + 033 +"'+a2n,152n,
X, = aps + * +0u55 +tay,5,,
(13.) (X, = aus +ans: + *  +-t a5,

. . L] . .

Xow = @y o0 By Qa0 Byt Gy 0y B3+ *
Mit Hilfe der Gleichungen (11.), (12.) nehmen al;er diese die Gestalt an:
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0 oF,, oF}, OF),
£"1+%'ﬁ o5, + )
3F, afh of; af,,

" ozx; ‘ +79_ %+ )} = 0.

Diese Gleichung stellt 2z verschiedene vor, welche in Bezug auf die 2» Aus-
driicke

OF), ¢9F F), oF

d l+ ”+ +am” 52n+Fh9
afh afh af/,
~ \ 9x, 1+ )

linear sind und zwar so, dass die Determinante ihrer Coefficienten

of of,  ofs OF dF, oF,
A oz, Oz, 0T, O0Tyy1 OFnia  OLan

wird. Wenn also diese Determinante nicht verschwindet, so losen sich die
obigen 2» Gleichungen in die folgenden auf:

BF oF}, oF,
: %+ axl Byt +6xh 52n+Fh == a

(14.)
aﬁﬁ%z++m = 0.

Was die fragliche Determinante betrifft, so ist leicht zu entscheiden, ob sie
verschwindet oder nicht. Denn man kann # auch in der Form darstellen:

4= xgfR 00 OB Oy Oy (O

- aac dx, az,. 0Ty 11 T2 O

Multiplicirt man diese Form mit der vorigen, so erhélt man nach einem be-
kannten Satze, den bereits Herr Brioschi in dieser Art angewandt hat, eine
Determinante, deren Elemente die Grossen

oF, af, oF, of, , _OF Oof, oF of, . _
oz, +Bmk oz; + dz; oz, dx; Oz, = @i

sind; so dass also .
(15-) A = Ztanan... 0,

So ist das Verschwinden von 4 auf das Verschwinden einer bekannten De-
terminante zuriickgefithrt. Ich nehme vorerst an, dass dieselbe nicht ver-
schwinde. Auf den entgegengesetzien Fall komme ich weiter unten zuriick.
Es bestehen also die Gleichungen (14.). Aus der ersten derselben
26 *
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folgt noch:
Py o Fn o Fn

F, n F, et " e -0
oz, % oz, B2 0xoy "

Dies, verbunden mit den Gleichungen (14.), zeigt, dass die Losungen der
Gleichung

0
zlatp‘{“zzaq"}‘ +2n (F =0

folgende sind:

F F. F,_
flvﬁa--'fn:'ﬁ—a_ﬁi"--- Flé

mithin ist die gesuchte Function ¢, eine beliebige Losung dieser Gleichung.
Dieselbe fiihrt, wie man unmittelbar sieht, auf das erste Pfaffsche System,
indem hiernach ¢, ein beliebiges Integral des folgenden Systems vollstindiger
Differentialgleichungen ist:

S. 4.

Simultane partielle Differentialgleichungen, die in dem Falle auftreten, wo ein pglie-
driger Differentialausdruck sich in determinirter Art auf einen mgliedrigen bringen
lsisst und 2m << p ist.

Ich werde jetzt eines der anderen Systeme (9.) betrachten; oder, all-

gemeiner, die Aufgabe behandeln, einen Ausdruck
(15.) Xidz,+X,dz, 4+ X, dz,,
zwischen dessen Coefficienten die geeigneten Beziehungen stattfinden, auf
die Form '
D, dp,+ D, dp, -+ D, do,
zu bringen, wo 2m <p. Es wird geniigen, etwa die Function ¢, zu finden;
denn ist dies gelungen, so kann man mit Hilfe der Gleichung
¢. = Const.

etwa x, eliminiren, und hat dann nach §.2 die Aufgabe auf eine andere zu-
riickgefiihrt, bei welcher sowohl p als m um Eins vermindert sind, welche
aber eine ganz analoge Behandlung gestatiet.

Denken wir uns den Ausdruck (15.) auf irgend eine Weise auf die Form

(16)  Fdfi+Fydfs+- +Fadf,

#
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gebracht, so ist ¢, eine beliebige Function von
F F. F,_
fl? fg, ) fm, T:ﬂ", —Fi‘, PR _Fm—l’,

und es kommt nur darauf an, eine solche zu finden. Die Gleichsetzung der
Ausdriicke (15.), (16.) fithrt aber zu folgenden Gleichungen:

1 az am
17) X = F,af +F Y _— +Fma’;i,

wo ¢ die Werthe 1, 2, ... p zu erhalten hat; und aus diesen folgt ferner:
_ 9X; 98X, _ oF, of, , 8F, &f, OFn Ofn
. S“"k—axk %, = %, O, o, ox, " T, B,
o _OF, O _OF, Of . OFw O
oz; dr, OJz; dw, oz, Oz,
Seien jetzt k,, k,, ... k,, irgend 2m verschiedene Indices aus der Reihe
1, 2, ... p, und bestimmen wir p—2m+1 Grossenreihen
5], 52, L Z'Zm
s, 2y R I
A A

so dass die erste Reihe den Gleichungen geniigt:
Oyp Bt Ogy Bttt oy, B = Xy

(19.) 2al,k2 5l+a2,k2 52+"'+a2m,k2 Bom = 'Xk >

@y g Bty Byt @y B = X, 3
2m 2m 2m

jede der anderen Reihen, z. B.~

h) h) ()]
19 B2 o9 .o Bopy

aber einem Systeme folgender Art:

*
@k, Z1 +“2k 52 "forta Bompk, Bam = —lopppgk

RO * &
(20.) @y, B Ty B2 bt Oy Bam = oo

* Q) » _
Oy, Bt Oy B2t O, B = Oy, -

Mit Hillfe der Gleichungen (17.), (18.) verwandelt sich das erste dieser Systeme
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in folgendes:
=2mr- oF d 0
0= 2[ l( fl'2af++2wfl>

1:1

o, , oF,  oF
— oo, 1 g TR, +."+Z"””ém_22 +F)],

wo dem Index k der Relhe nach die Werthe %, k,, ... k,, beigelegt wer-
den miissen. Schliesst man nun, ganz wie im vorigen §., vorldufig den Fall
aus, wo die Determinante

3f, of. Of~ OF 8F,  &F,
d - 2+¢9 6’:1: ' axm amm-{-l axm-}—? aa’lm

verschwindet, so 16st sich dleses System in die einfacheren Gleichungen auf:

0 7]
3| aaf;l + By aI‘: + +z"‘maf = O

56F1+ 6F1+ s oF, g =0
' ow, ¥ 5m, " e, T

Aus der letzteren folgt noch, dass auch

F F F,
p g o
31 axi +z2 amz +"'+Z2m ax2m -

und man sieht daher, dass der Gleichung

99 I 9 _
(21') z‘.a + Qd + + 2m a$ - ()

die 2m—1 Ausdricke
F, F, F,_

f“ f” fma "E’? ﬁa _F;'—l
geniigen; woraus weiter sich ergiebt, dass die allgemeine Losung der Glei-
chung (21.) ist:

F, F, Fo_

(22') (p == H(f17 /:27 e fm} ﬁ? T:) ce leﬂ x’.’m-i—l’ w?tll+?7 J00 O wp)'
In ganz édhnlicher Weise geht das System (20.) mit Hilfe der Gleichungen
(17.), (18.) iber in:

e of of of,  of
(r) ©I *) Y11 (h) ! i
-1 [amk( oz, T TR oz, Tw, T B OTom ' OTam +;,>

of, ¢ OF, (h) dF *) sz oF;
_*aq( 1% ++zm )]—0

3
' oz, - 0Ty,

wo wieder £ die Werthe k,, k, ... kz,,, erhalten muss. Und wenn 4 nicht
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verschwindet, 1ost sich dieses System in das folgende auf:

z("’%—kzg’ fl vt g df1+ of  _ 0,

L oz, am 2y ox,, 0%, . -

oF, oF,
(71 (77) (’) —
+ + el Lol = 0.

x 2m+-h

Man erkennt hlelaus, dass dle Gleichung

(23) =ML d‘P -+ Q) 9‘1’ 20 fots mP % _

% Zom OTam 0Ty, 11

erfullt wird, wenn man fur ¢ eine der Functionen

fl7 ﬁ? L f;n) Fla FQ’ ‘o E"
einsetzt, und dass also

(24.) @ = Wl fus frs <o fons Byg Ban oo s By ®nine o r @i iy Camptopr s+ 85
die allgemeine Losung der Gleichung (23.) ist.

Vergleicht man nunmehr die Gleichung (22.) mit den p—2m Glei-
chungen, welche (24.) fiir die verschiedenen Werthe von £ darstellt, so zeig!
sich, dass es Functionen giebt, welche gleichzeitig unter alle diese Formen
fallen, und also simuliane Losungen der Gleichungen (21.), (23.) sind. Die-
selben dirfen wegen der Gleichungen (24.) die x nicht mehr explicite ent-
halten, da jede jener Gleichungen die Abwesenheit eines der x fordert, end-
lich aber konnen der Gleichung (22.) wegen nur die Verhiltnisse der F darin
vorkommen. Die allgemeinste simultane Losung der Gleichungen (21.), (23.)

ist also
F Fm 1

¢ = H<f1’f27"'fm:%aﬁ“v---‘ﬁ
Dies aber ist genau die gesuchte Funclion, deren Kenniniss dazu dient, den
vorliegenden Differentialausdruck auf die néichst einfachere Form zu reduciren.
Man hat also nichts zu thun, als irgend eine simultane Losung der Gleichun-
gen (21.), (23.) zu suchen. Es entsteht die Frage, wie dies bewerkstelligt
werden kann.
Ich bemerke zuvor, dass es offenbar gleichgiltig sein muss, welche

der Indices 1, 2, ... p man als &k, k, ... k,, zur Bildung der z verwendet;
so wie dass es ganz gleichgiltig ist, welche der Verinderlichen man durch
die Indices 1, 2, ... 2m gewissermassen von den ibrigen sondert. Dass

dies wirklich so sein muss, liefert eben die Bedingungen, unter welchen der
Ausdruck
de$1+X2d$2+"’+Xpdwp
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in der Form
Fydf, + F.df, +---+F,df,

darstellbar ist. Es ist nach dem Vorhergehenden leicht, die iibrigens bekannte
Form dieser Bedingungen abzuleiten; was ich um so mehr iibergehen kann,
als die Aufstellung derselben fir das Folgende ohne Bedeutung ist.

Im Vorigen ist der Fall ausgeschlossen, in welchem 4 verschwindet.
Es ist leicht zu zeigen, wie man diese Bedingung auf eine zwischen den X
stattfindende Bedingung zuriickfithrt. Sind némlich o, «,, ... @, eine Reihe

von 2m verschiedenen Indices aus der Reihe 1, 2, ... p, und setzt man
r afl 8f2 . aF] an
A ==+ 3o, 8:0 awu,,,ﬂ =

BF BF
SERE A ...<___.>( Y.
%, Cmp1 +2

so ist mit Hiilfe der Gleichungen (18.) nach einem bekannten Determinantensatze:
A4 = =ta,a

.a .
2m, e,

Wenn also 4 verschwindet, so miissen alle Determinanten dieser Art ver-
schwinden, bei denen eine Indicesreihe die Reihe

1, 2, ... 2m
isl, wihrend die andere Reihe

O, Oy . x @ Oy
jede beliebige sein kann.

$ 5.

‘Higenschaft der gefundenen simultanen partiellen linearen Differentialgleichungen.

Die Aufgabe besteht darin, eine simultane Losung der Gleichungen

_ - dy _
Alg]l = &g a L+ s Bw, bt o B, =0,
0] - w 9% w 9% w 9¢ _
AV[g]= Vgt 8 gt 8l g azw 0,
(25.) @ 99 0 97 @ 9P
AOlpl= 5 g+ &g Tt R g +aa,-,m+, 0

A(p—am)[()o]' z(p—?m) atp + (p—2m) YY¥ a‘l’ + +5(P—2m) d‘P +__=

z,. oz,
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zu finden. Man weiss dabei im Voraus, dass es immer 2m solcher Functionen

flv fis fm’ Fla F27 Fm

giebt, mit deren Hiilfe die allgemeinen Integrale der einzelnen vorliegenden
Gleichungen beziiglich die folgenden Gestalten annehmen:

F F, F,_,
¢ = w(ﬁ7f29"'fm: _F_‘:T’F—,:" F.? 3 Lamy19 Lomy2y oo Lp149 T )
P = V’l(fnfh fus Fry Fpy ... F, |, Fus Lomt2y eer Tp_19 xp)a
¢ = wl(flﬂfﬂ fm, Fla F27 ‘-‘Fm—lvx’m+17 Fm: ce e Lp_19 (L“,),

(,0 = p—_’m(flvf27 fm, Fl’ F’27 $ 0 Fm—ls $2m+1’ $2m+23-” p—19 m)

Unter diesen Umstéiinden liegt es nahe, die Functionen f,, f,, ... f.., Fy, F,, ... F,
sich als bekannt vorzustellen, und sodann als unabhéngige Verénderliche in
den obigen Gleichungen die Grossen

fis foo oo fus Fiy Fay oo Foy @opi1y Tamgay -+ T
einzufihren. Die vorstehenden p—2m+1 Ausdricke von ¢ werden dann
offenbar einzeln die allgemeinen Losungen folgender partiellen Differential-
gleichungen, in welchen die unter den Klammern ausgefiihrten Differentiationen
sich auf die neue Wahl unabhéngiger Verédnderlichen beziehen:

0=F(32)+F (5 )+ S ACLBE

d, Op [ O%m
O ( ng,,.+1 ) anZ_‘.l ( 6$0m+1 ) 8 (p < 8:1:;:_,_1 ) c')w(f,,. 8:::.4.1 >,
) 8 ) OTom
0 ( d$7m+2 ) 8$0(::_* 2 (I ( 8-’321,;,4—2 ) 8 (p ( 8x2m+2 ) -'Ezm ( (917:+2 )
0— ( (;S;Z; )_ﬁ 8;,; ( 8w‘ ) 847 ( 6’:02 >+"'+8a;f,,. _%%)

Diese Gleichungen miissen mit den oben angegebenen bis auf gewisse Factoren
ibercinstimmen; und man sieht auch, dass diese Factoren fiir die letaten p—2m
Gleichungen nur 1 sein konnen, da sowohl in der neuen als in der ersten

) dp
<9$2m+1 > Oamy2 ’
haben. Bezeichnet man fiir die erste Gleichung den unbekannten Factor,
welcher beide Formen unterscheidet, durch u, so hat man demnach folgende
Gleichungen:

Journal fiir Mathematik Bd, LX. Heft 3. 2t

. den Coefficienten 1

Form die Differentialquotienten
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alg) = u(R(G)+R () +-+F(E):

AV [g] =( oy )’

0% +1

A®[g] = (aa"’ )

Lam+-2

6‘:
(p—2m) — P _\.
AT ] = (axp>
Bezeichnen wir jetzt durch
AOLAD[g]]

denjenigen Ausdruck, welcher entsteht, indem man die Operation A® auf den
Ausdruck A®[¢] anwendet, oder indem man in A®[p] an die Stelle von ¢
den Ausdruck A®[¢] treten lisst, so erhalt man Relationen, welche noth-
wendig von der Wahl der Verinderlichen unabhingig sind, und also auch fiir

die urspriinglichen Formen jener Operationen gelten miissen. Sind ¢ und &
irgend welche der Indices 1, 2, ... p —2m, so ist immer identisch:

(26.)  AQ[AD[¢]]-AP[A9[¢]] = 0.
Durch Verbindung der ersten Operation mit einer der anderen gewinnt man
aber die identischen Gleichungen:

Q1) AL -AOLATg]] = (SREL) Af)

Obgleich diese Gleichungen bereits zur Begriindung der folgenden Integrations-
methode hinreichen, so ist es doch zweckmissig, den wirklichen Werth des
Factors u aufzusuchen, was folgendermassen geschehen kann.

Bezeichnet man durch D die Determinante:

D = Zj-_ Ay k, ok, - - Qopm,

kom 2
welche sich nach §.4. in die beiden Factoren
of,_ Of,  Of OF, OF,  &F,
4 =2t oz, Or, OCm OTmi1 OTmi2 N omy,

of, of, ) ofa OF, OF, OF
4= =t Ga:k 8:0,‘ amkm Ga:ka@

sew -
T
km +2 awk?m

auflost, so ergiebt sich durch Auﬂésung der Gleichungen (19.)

D.Zh = X"x +Xk aa + +Xk2maaap :
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oder indem man bemerkt, dass

a

< (OF, Gfu OF, of,
Gy = =, (a—ka“aza—zk)

zu setzen war:

of, [ o4 o4 o4 o

' _ . —

A4 .5, = £ 2,5, F, O, (a OF, 50l 5% 5 Ofa )
'9%,. oz, dx, aw,{

wo die erste Summe von =0 bis ¢ =2m, die anderen beiden von 1 bis m
zu nehmen sind. Es ist aber

6f)_ oda'
=i aa:ki " OF,
kai

unter allen Umstinden gleich Null; und
of, 2 od’
Zi—_a“’ki ..___a 37
aa:l.i
nur von Null verschieden, wenn A =o¢ ist, und in diesem Falle ist es gleich 4'.
Die obige Gleichung nimmt also mit Uebergehung des Factors ' die Gestalt an:

od
J.Zh = ——EIF). (,)F
8__
oz,
aus welcher beildufig die willkiirliche Indicesreihe k,, k,, ... k,, ganz ver-

schwunden ist.

Betrachtet man nun, wie oben geschehen ist, die Grossen @, x,, ... Zon
als Functionen von fi, fay - .- fu, Fis Fay ... F,, und schliesst die in diesem
Sinne genommenen Differentialquotienten in Klammern, so wird bekanntlich:

<8w,, _ 4 o4
4, 0R
ox;,

und daher ist

w=—(F axh)JrF?(aF )+ +F. (6F))

Bildet man also jetzt den Ausdruck A[¢], so kommt:
T
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op
Alg] = zla"’ +% a"’ +o ot B

= R +R(GE++R ()

Aus dieser Gleichung folgt, dass der im Vorigen unbestimmt gelassene
Factor © den Werth —1 hat; und demnach geht die Gleichung (27.) in die
einfachere Gestalt iiber:

(28.)  A[AP[g]]-AP[A[¢]] = O,

eine Beziehung, welche sich den Gleichungen (26.) vollkommen anschliesst.

§. 6.

Integration der gefundenen simultanen partiellen Differentialgleichungen.

Jacobi hat den Weg angegeben, auf welchem man ein gemeinsames
Integral eines Systems von Gleichungen

Alg]=0, AV[g]=0, A®[¢]=0,
aufzusuchen hat, sobald dieselben den Gleichungen (26.), (28.) geniigen, so-
bald es also nicht moglich ist, aus denselben durch Differentiation neue Dif-
ferentialgleichungen erster Ordnung abzuleiten.

Zu diesem Ende sucht man zuerst ein Integral irgend einer dieser Glei-
chungen auf. Ich will annehmen, man kenne ein Integral v der Gleichung
Alg] = 0.

Diese Gleichung wird sich im vorliegenden Falle immer deswegen zur Unter-
suchung empfehlen, weil sie nur auf ein System von 2m—1 gewohnlichen
Differentialgleichungen fiihrt, wihrend jede der anderen auf 2m Gleichungen
fiihrt. Man kann sagen, dass y ein Integral einer Gleichung (2m—1)"" Ord-
nung vorstellt, auf welche man jenes System zuriickfiihren kann.
Da auf diese Weise identisch
Aly] =
so folgt aus (28.), dass auch:
A[A[y]] = 0,

d. h. wenn v eine Losung der Gleichung A[¢] =0 ist, so ist auch A®[y]
eine solche; mithin auch A®[AM[y]], etc. Setzen wir der Kirze wegen

AP[y] =
AV Y] = y", ete.

Da es unmoglich mehr als 2m—1 von einander unabhingige Losungen der
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Gleichung A[¢] =0 geben kann, so fiihrt die Fortsetzung dieser Operationen
unfehlbar auf eine Function ), welche sich als Function der vorhergehen-
den darstellen ldsst, so dass

Y@ = My, v, ... ¢+ ™),
wo /T zwar noch &,,,,yy ®ypi2, ... &,, aber nicht mehr x,, x,, ... w,, ent-
halten darf; und zwar ist « hochstens gleich 2m—1, kann aber ebensowohl
kleiner sein.

Man kann jetzi untersuchen, ob es eine Function ¢ von vy, 3/, ... yp®*—9
giebt, welche zugleich die Gleichung A®[¢] befriedigt; dieselbe kann noch
Tomits Tomyas --- Tp enthalten, aber x,, x,, ... z,, sollen explicite nicht mehr
darin vorkommen. Ist ¢ eine solche Function, so wird

0 = 4[]

o dp ey Op
m _~¥r w_~Zr ... (O}
Zl (9.@ + 52 azv + + 5 aﬂlgm 82}2,,..*.1

((6’/’) gw +(§$ aw' +“.+<dlp(‘u—-l) aug;—l))

+ i” (( ( g ) h <8w—l> 81}:9(;: %)

+3® (( 3(p> awm <8 ) 8.'1:2,,. '.'+(8w(/‘—!))8lg::))

g 2] 8 Jue—1
+ (aif,) awo,,,H ([)) axz e "+ aw(f—n ati:".“ (8.7:2,,,+1 )

wo die in Klammern eingeschlossenen Differentialquotienten sich auf die
Vorstellung beziehen, nach welcher ¢ als Function von vy, v/, ... p*,
Tomits Tomiaq - - - &, betrachtet wird. Nach der Definition der y giebt aber
Obiges sogleich '

0= 4[] = (g) ¥ +GG)v' ++ G+ (o)

= (D) v +E v+ + =) B +H(5):

Da in den Coefficienten dieser Gleichung die Grossen x,, &, ... &, explicite
nicht mehr vorkommen, so giebt es wirklich eine Function ¢ der verlangten
Art, und dieselbe ist dann eine simultane Losung der ersten beiden Glei-
chungen (25.). Die obige Gleichung aber ergiebt ¢ als Integral des Systems
von u gewohnlichen Differentialgleichungen:

I

.

dy ; dy' dy—D
m =Y, dxz..+1 = 1/’"3 e d:vzm+x = H(w’ 'P', s 'P(""), Tomtry - ')9
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oder der Differentialgleichung u'* Ordnung:

d* Y dy daw d(y—.l) W
= II - )
AdTom11 (’/J, dTom i1 da’;,,.+1 ’ d$;‘m—-}51 P )
Ist ein Integral dieser Gleichung:
dy d*y d"‘“”w
L2 T ...) = Const.
(‘/’a dzopm i1 dw:m“ ’ drg’"_—:l 9 Loami19 ) )

so ist A
¢ = £2 (v, 1/": %”", v b 1//(/‘—1): Tomt19 o)

die gesuchte simultane Losung der ersten beiden Gleichungen (25.).

Betrachtet man insbesondere diese Function als Losung der ersten
Gleichung (25.), so kann man offenbar aus derselben auf ganz dem ném-
lichen Wege, wie hier eine simultane Losung der ersten und zweiten ge-
funden wurde, eine simultane Losung der ersten und dritten finden, welche
der zweiten Gleichung dann ebenfalls geniigen wird. Und so kann man
allmilig zu einer Function aufsteigen, welche auch noch der dritten, vierten,
etc. der Gleichungen (25.) geniigt, und endlich zu der gesuchten simultanen
Losung aller, wodurch denn die Aufgabe erledigt ist. Man hat dabei der
Reihe nach p—2m Hilfsgleichungen aufzustellen, deren Grad den (2m—1)*"
niemals iibersteigt, und ein Integral einer jeden zu suchen. Da zunichst die
Kenntniss eines Integrals der ersten Gleichung erforderlich war, welches
ebenfalls von einer gewohnlichen Differentialgleichung (2m—1)"" Ordnung
abhiingt, so bedarf man im ungiinstigsten Falle je eines Integrals von p —2m-1
Differentialgleichungen (2m—1)"" Ordnung, um die Function ¢ in vorge-
schriebener Weise angeben zu konnen.

§. 7.

Zusammenstellung der zur gegebenen Lisung nothigen Operationen.

Die auf diese Weise gewonnene Losung des Pfajffschen Problems ist

demnach folgende. Ist
de$1+X2dw2+."+X2ndw2n
der gegebene Ausdruck, so bilde man zunéchst das in §. 3 angegebene System,
welches einer Differentialgleichung (2n—1)"" Ordnung entspricht. Ein Integral
derselben sei
¢, = Const..

Eliminirt man sodann x,, mit Hilfe dieser Gleichung aus dem gegebenen
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Ausdruck, so geht derselbe etwa iber in:

X de,+ X;" doy+ -+ X3,y das, .
Indem man auf diesen Ausdruck die Methode der §§.5., 6. anwendet, wo
m=n—1, p=2n—1 zu setzen ist, gelangt man zu einer Function ¢,_,,
welche gleichzeitig 2 partiellen Differentialgleichungen geniigt, und zu deren
Aufstellung man je ein Integral von zwei gewohnlichen Differentialgleichungen
kennen muss, von welchen eine von der (2z—3)"" Ordnung, die andere von
gleicher oder niedrigerer Ordnung ist.

Mit Hiilfe der Gleichung ¢, , = Const. eliminirt man jetzt x,,_, aus
dem bereits reducirten Ausdruck, wodurch derselbe in

Xl(g) dx, sz dz, 4+ XQ(:)—2 dz,, ,
iibergehe. Setzt man in der Methode der §§.5.,6. m=n—2, p=2n—2,
so findet man zu diesem Ausdruck eine Function ¢, ,, mit Hiilfe je eines
Integrals von 3 Gleichungen, welche hochstens bis zur (2r—5)*" Ordnung

ansteigen. Mit Hiilfe der Gleichung ¢, , = Const. eliminirt man ,, . u. s. w.
So gelangt man endlich zu einem Ausdruck:

X" Ve + XV doy -+ X8 de
Indlem man auf diesen Ausdruck die Methode der §§.5., 6. anwendet, hat
man p=n+1, m=1 zu setzen. Es findet sich dann eine Function ¢,,
welche gleichzeitig » verschiedenen partiellen Differentialgleichungen geniigt,

und durch Integration von ebensoviel einzelnen gewohnlichen Differential-
gleichungen erster Ordnung gewonnen wird. |

Die Gleichungen
¢, = Const., ¢, ,=Const., ... ¢ = Const

geben dann eine Losung des Pfaffschen Problems. Im ungiinstigsten Falle
bedarf man zur Auffindung derselben die Kenntniss je eines Integrals von

1 Differentialgleichung (2z—1)** Ordnung,

2 - - @n—3) -
3 - - (Rr—5)"" -
n - - lter -

Die gewohnliche Auflosung des Pfaffschen Problems fordert die vollstindige
Integration von je einem System der (2e—1)"", (22—3)"", ... 1'" Ordnung;
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oder wenn man will, die Kenntniss je eines Integrals von
1 Differentialgleichung (2z—1)"" Ordnung

1 - - (Rn—2)" -
2 - - (Rn—3)" -
2 - - (Rn—4)tr -
n—1 - - 3 -
n—1 - - 2t -
n - - 1 -

Man bemerkt, dass durch die vorliegende Methode die einmalige In-
tegration simmtlicher Differentialgleichungen gerader Ordnung erspart wird;
wozu ausserdem der Umstand tritt, dass die iibrigen Integrationen, welche in
beiden Fillen von gleicher Zahl sind, nur im ungiinstigsten Falle bis zu den
angegebenen Ordnungen aufsteigen, sehr oft aber grossentheils von viel nie-
drigeren Ordnungen sein werden.

Wenn zwischen den Coefficienten des gegebenen Differentialausdrucks
solche Relationen stattfinden, dass er durch z—Fk Gleichungen integrirt werden
kann, so ist der Verlauf folgender. Man wendet sogleich auf den gegebenen
Ausdruck die Methode der §§.5. und 6. an, indem p =2nr, m =n—k gesetzt
wird, und findet ein Integral

¢,—« = Const.
durch je einmalige Integration von 2k-41 gewdhnlichen Differentialgleichungen
der 2(n—k)—1'"" Ordnung (hochstens). Eliminirt man sodann mit Hilfe dieser
Gleichung z,, aus dem gegebenen Differentialausdruck, so erhilt man ein
zweites Integral ¢, , , = Const., indem man in §§. 5. und 6. p=2n—1,
m =n—k—1 setzt, durch je einmalige Integration von 2k-+3 gewohnlichen
Differentialgleichungen 2 (n—k)—3"" Ordnung, etc. So fordert die Aufgabe

je ein Integral von . .
2k+1 Differentialgleichungen [2(z—Fk)—1]*" Ordnung
Rk+2 - : [2(n—FK)—3]* -

2k+3 - [2(—k)—5]" -

k+n - 119:- -
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§. 8.
Indeterminirter Fall des Pfaffschen Problems.

Es bleibt ubrig, diejenigen Fille zu untersuchen, welche im Vorher-
gehenden ausgeschlossen wurden. Diese Fille sind nur scheinbar oben als
Ausnahmsfélle aufgetreten. Dieselben bilden in Wirklichkeit eine besondere
Klasse, welche von gleicher Allgemeinheit ist, wie die im Vorigen behandelte,
und zwar so, dass bei einer geraden Anzahl von Verinderlichen im Allge-
meinen der oben behandelte Fall, bei einer ungeraden Anzahl der andere
auftreten wird. Diese zweite Klasse von Problemen, welcher bisher nur ge-
ringe Aufmerksamkeit geschenkt worden ist, fordert eine ganz andere Be-
handlung wie die vorhergehende. Indem ich den analogen Gang einschlage,
werde ich zuniichst den gegebenen Ausdruck

dexl+X2dwg+"'+Xpd$p
auf irgend eine besondere Weise in die Form

Fdf+Fldfl+'.'+Ercdfm

gebracht denken; und ich nehme an, dass es nicht moglich sei, den Ausdruck
in einen anderen zu verwandeln, welcher eine geringere Anzahl von Termen
enthielte; wobei denn jedenfalls p =2 (m-+1). Es soll die allgemeinste dhn-
liche Form gefunden werden, welche dieser Ausdruck annehmen kann.

Die Bedingung, welche zum Unterschied gegen die fritheren Fille hier
eintreten soll, besteht darin, dass die Functionaldeterminante

s+ of dof, Ofn OF OF, OF,,
~— Oz, Ozp dr, Oz, Jz, oz,

unter allen Umstanden verschwinden soll, welche Zahlen aus der Reihe 1,2, ... p
man auch an Stelle der Indices e, (3, ... = treten lisst. Denn giebt es nur
eine einzige derartige Combination, fiir welche die Determinante nichf ver-
schwindet, so kann man immer die Methode des §.4. anwenden, indem man
die beiden dort benutzten Indicesreihen, mit der in Rede stehenden zu-
sammenfallen lisst. Verschwinden aber alle Determinanten, so existirt zwi-
schen den 2m+2 Functionen

f, f17 --'fm’ F: Fl’ "'F‘m’

eine Relation, welche keine der Grossen z mehr explicite enthlt.
Journal fiir Mathematik Bd.LX. Hoft 2. 28
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Hingegen darf es niemals vorkommen, dass simmtliche Unierdeter-
minanten erster Ordnung der angefiihrten Determinanten verschwinden. Denn
alsdann wiirden zwei dergleichen Relationen bestehen; man Lonnte etwa f
und F durch die ibrigen Functionen ausdriicken, und demnach auch den ge-
gebenen Ausdruck in einen anderen verwandeln, der nur m Glieder enthilt.
Dies ist der gemachten Vorausselzung entgegen.

Das Verschwinden der angegebenen Determinanten ist aequivalent damit,
dass in dem System

0o @ ay ... a,
A, 0 A . .. Ap
A3 @ 0 . . . Oy
a]p agp a3p o« o 0

sammtliche Unierdeterminanten gleich Null sind, welche aus (2m+2)* Elementen
zusammengeselzt werden. Denn nach §. 4. ist jede solche Unterdeterminante
entweder das Quadrat einer der ersigedachten Determinanten oder das Product
von zweien derselben. Hingegen fiihrt das Product von zweien ihrer Unter-
determinanten erster Ordnung immer auf eine Unterdeterminante des obigen
Systems, welche nur aus (2m-1)* Elementen zusammengesetzt ist. Es wiir-
den daher niemals diese letzteren Unterdeterminanten sdmmtlich verschwinden
diirfen.
Man kann sich also den gegebenen Ausdruck in die Form

Fdf+Fldﬂ+"'+Fntdfm

gebracht denken, wo zwischen den Grossen F, f eine, und nicht mehr als
eine, Beziehung besteht. Auch muss diese Beziehung jedenfalls eine der,
Functionen F enthalten, da sonst der Ausdruck sich in einen mgliedrigen
wirde iberfihren lassen. Sei also die gegebene Beziehung:

F = P(f, iy fas -+ fus F1y Fay ... F,).

Die allgemeinste Form, welche jener Ausdruck annehmen kann, sei
‘I)d(P+d)1d(P1+"'+(bmd(Pm-

Betrachtet man nun als unabhingige Verinderliche f, fi, fis ... fu, Fis
F,, ... F,, ®,,,, ... x,, so giebt die Gleichsetzung beider Formen folgende

b4
Gleichungen:
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{ - de de, Otfm
¥ = ool bt B,
. op o, OPm
(l-) Fl = & 8’0‘ +(1)1 afl +"'+¢m

g . 7] Ofm
B = it B+ B,

. op e, APy
0 = Pgp+ Pt Pugy
(IL.) .o
— 07 O iy, D
0 = P —+Prgp, T+ Pugp
_ I I, Opu
0 - q)8$2m+2+(I)18x2m+2+'“+¢max2m—§2
() (. -

o o,

— _9%n_,
0 - d’ C’)xp +¢1 8.721, + +‘I)m awp

Durch Combination der Systeme (IL.), (III.) erhalt man verschiedene Functio-
naldeterminanten, welche verschwinden miissen, und welche ausdriicken, dass
eine Relalion existire von der Form:

H(f: flv /-27 fm: Py Pry Pay - (Pm) = 0?
durch 7 eine willkiirliche Function bezeichnet. Dann aber ergiebt sich:

b=y, D=1, ... D,=ill'g,;
und aus den Gleichungen (I.):
Y= _Al'f, F,=—id'f,, ... F,=—AYf,.

Der Fall, wo statt der Gleichung /7 =0 mehrere éhnliche Gleichungen neben
einander bestehen, lisst sich leicht beseitigen, wie in §. 1.

Aus den vorliegenden Gleichungen ergiebt sich, dass, wie auch iber
die willkiirliche Function I7 verfiigt werden mag, jedenfalls ¢, ¢, ... ¢,,
b, &b,, ... &b, Functionen der f und F allein werden, ohne noch die z zu
enthalten; und dass ferner, da ZZ noch beliebig war, fiir eine derselben jede

beliehige Function von

Lo [is o~ fuy Frsy wes Fg
gesetzt werden konne.

Unter den speciellen Formen wird man daher eine solche wihlen

konnen, fir welche der Coefficient eines Differentials gleich 1 wird, oder
28 *
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die Form:
(29.) df+F,df,+F,df,-+---+F,df,.

Diese Form werde ich im Folgenden zu Grunde legen; und, indem ich mir
den gegebenen Ausdruck in diese Form gebracht denke, die Functionen &
und ¢ aufsuchen, durch welche derselbe auf allgemeinste Weise in die Form

(30) dp+ D, d(P1+‘I’2d(P2+"'+¢’md‘Pm
iibergehen kann. Die oben angegebenen Gleichungen fiir den Zusammenhang

der allgemeinen mit der speciellen Form sind dann, da ¢ und ¥ gleich 1

geselzt sind:
H(f: fl’ f“ fM3 Py Pry P2y - (pm) = 07

1= il'y, &= l'¢, ... D,= illy,,
1=—-al'f, F,=-—-If, ... F,=-—MlY,.
Aus diesen Gleichungen ergiebt sich noch die Beziehung
'+ 1'f = 0,
d. h. in T diirfen die Functionen f und ¢ nur in der Verbindung ¢ —f vor-
kommen; und alsdann kann man jene Gleichungen durch folgendes System

ersetzen:
I (p—f, fisfas -+ fas P15 P2y .. Pu) = 0,

_ Iy g Mg, N
P= we-n> BT wWe-pr 0 T We-po
__ I —_ ' ___I'fa
h=—we-n "="mTe-n" b=
Wenn man aus diesen Gleichungen @ —f, ¢,y ¢y ... @n_yy Dy,
&,, ... &, eliminirt, so bleibt eine Beziehung zwischen ¢,., fi, foy ... fu,

F,, F,, ... F, iibrig, welche vollkommen willkiirlich ist, da I7 ganz will-

kirlich sein konnte. Der allgemeinste Werth von o, ist also eirne willkiir-

liche Function vor fiy fry ... fns Fiy Fy, ... F,. Auf diese Eigenschaft lasst

sich die neue Methode der Behandlung des vorliegenden Problems griinden.
Denn ist etwa eine Function

P = I (fis fry .- fns Fiy F2y ... F,)
gefunden, und eliminirt man mit Hilfe der Gleichung ¢, = Const. oder
Fm = Y’(fl, ,‘27 fm: Fl’ FZ, Fm—l)

eine der Veranderlichen aus dem gegebenen Ausdruck, so geht derselbe in
einen anderen iber, welcher nur p—1 Veriinderliche enthilt, und die Form

dfO+F°df+ F° af;P 4+ Fo2idf,2,
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annehmen kann. Sucht man daher wieder eine beliebige Function

P = Hl(fl(l)’ ‘-’(1)7 f-(tl—)-lv Fl(l)a 2(1)3 F:-lll)';
und eliminirt mit Hiilfe der Gleichung
@nm_y = Const.
aufs Neue aus dem schon einmal transformirten Ausdruck eine der Versnder-
lichen, so erhélt man einen Ausdruck mit p—2 Verinderlichen, welcher die
Gestalt
df O+ FO AP+ FP A7 4 2 df2,

annehmen kann, u. s. w. Auf diese Weise gelangt man endlich zu einem

Ausdruck von nicht mehr als p—m Verinderlichen, welcher ein vollstandiges
Differential ist, und, gleich Null gesetzt, durch eine blosse Quadratur

¢ = Const.
giebt. Die m-+1 Gleichungen
¢, = Const., ¢, ,=Const., ... ¢=Const.
sind dann die Integralgleichungen des Problems.
Um die oben angefiihrte Eigenschaft nachzuweisen, welche von der

Wahl der Verinderlichen unabhéngig sein muss, betrachte ich den vorgelegten
Differentialausdruck in der Form

df -+ F,df,+ Fydfyt-e+ Fodf.,,
und eliminire f, mit Hilfe der Gleichung
Fo = 9(fusfir - fus Fiy Fyy . Fu ).
Der Ausdruck
F df,+ F,dfo+ -+ F,df,
enthilt dann nur 2m—1 Verinderliche, und kann also nach dem Vorigen die
Gestalt annehmen:

d9+FO df’ + BV afy” o+ F2 df o2,
Setzt man also jetzt
f W = f +9,
so geht der gegebene Differentialausdruck in
df "+ FO "+ B oo+ B,

iber, was zu beweisen war.
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§. 9.

Erste Methode zur Losung des indeterminirten Falles. Aufstellung der partiellen
Differentialgleichungen fiir die Integrale.
Um also das vorliegende Problem, dem Ausdruck

X dx,+ X, dx,+ -+ X, dx,
die Gestalt

df+Fydfy+ Fydfs+t--+ Fodfn

zu geben, vollstindig losen zu konnen, ist es nur nothig zu zeigen, wie man
aus dem vorgelegten Ausdruck im Stande sei, eine willkiirliche Function von
fis fis «os fus Fiy Fyy ... F, zu finden. Zu diesem Zweck kann man zunéchst
aus der Gleichsetzung der obigen beiden Ausdricke die Gleichungen bilden:

f A=m 8fl .

Xi'— + F).

Aus dieser Gleichung folgt sogleich die andere:

oX, o (aFl of,  oF, afl
8$k~— :vi o oz, Oz, O, )

Qi =

aus welcher, wie man sieht, die Function f génzlich verschwunden ist.

. . ) h A
Bestimmt man jetzt 2m Grossen zf ), zg'), zg,,,) so, dass man, durch

ki, ksy ... ky, irgend welche der Indices 1, 2, ... p angedeutet, die Glei-
chungen hat:
(h)
a klzl. +an;, 52 s +a2m K R2m = —Oamihk, o
()

(7 )
(31.) a, k151 F O, B ot G, Bam = —@aming,

) (h)
a lzmzl +a° Ko 22 + +a’m,ls2m52m = —Wmihky,, s

so leitet man, indem man fir die a; ihre obigen Werthe einsetzt, genau wie
in §.4 die Gleichungen ab:

of; of; of; of;
) I (h) ! ) 1
%y F;" %y ———+ *+Zom aa: S amo,,,_,}, = 07
aF oF, OF -
(h) (h) (b) 2
oot maw e =0,

welche fiir alle Werthe von A gelten. Hieraus geht hervor, dass die allge-
meine Losung der Gleichung

M 1_ 0 O0p k) g ® 8p . Op
(32) AV [p]l=23 3w, + 5, 79?1-1"“—{"5 =0

2m =+
a‘”zm a“’m-{-h
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eine beliebige Function von fi, fo, ... f., F,, F,, ... F,, so wie von
Tomi1sy Lomizs -+- &, ist, unter den letzteren allein x,, ., ausgeschlossen. Setzt
man daher fir 2 der Reihe nach 1, 2, ... p—2m, so erhélt man aus (32.)

p—2m verschiedene Gleichungen, welche eine gemeinsame Losung zulassen,
némlich

@ = L(fir for .. fus Fis Fsy ... F,.),
Dies ist aber gerade eine Function, wie sie oben gesucht wurde. Die Auf-
gabe ist daher auf die Aufsuchung einer gemeinsamen Losung der Gleichun-
gen (32.) zurickgefiihrt.

Es mag bemerkt werden, dass immer durch passende Wahl der Indices
kyy kyy ... ky, und indem man fir «,, ,, ... o, unter den Verinderlichen
Ty, T, ... x, geeignete auswihlt, ein solches System (31.) gebildet werden
kann, dessen Determinante nicht verschwindet. Denn der Fall, in welchem
simmtliche derartige Determinanten verschwinden, ist oben besonders ausge-
nommen worden, und gehort nicht hierher, sondern in die erste Klasse von
Problemen. Wenn man in den Gleichungen (32.) £\, foy... fu, F\y Fy, ... F,,,

Tomi1y Tomyzs - - - &, als unabhiingige Verinderliche einfihrt, so gehen die-
selben iber in:
4%[g] = (5 2-),
2m-}
0
o= G2,
Ate—2m) — o )
[¥] -

Aus diesen Gleichungen geht die identische Gleichung
AO[AP[g]] = AP[AO[g]]
hervor, und man kann somit zur Auffindung der simultanen Losung dieses
Systems die Methode des §.6 benutzen. Aber jede dieser Gleichungen fiihrt
einzeln auf eine Differentialgleichung 2m'" Ordnung; mithin werden auch,
wenn ein Integral einer dieser Gleichungen bekannt ist, die dort erforderlichen
Hilfsgleichungen von eben dieser Ordnung sein konnen; und man bedarf also
zur Auffindung der simultanen Losung je ein Integral von p—2m Gleichungen,
Welche im ungiinstigsten Falle simmtlich von der 2m' Ordnung sind.
Man kann nunmehr den Gang der Operationen fir das Problem an-
geben. Es soll moglich sein, den Ausdruck
X,dz,+ X, dx, 4+ X, de,
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in die Form
d(P+‘I’ldgp1—}—‘152d(p2—}—---+d),"d(pm

zu bringen. Man findet zunichst ¢, , sobald man je ein Integral von p—2m
Differentialgleichungen 2m'*" Ordnung angeben kann. Hat man dann mit Hilfe
der Gleichung ¢, = Const. eine der Verénderlichen aus dem vorgelegten Dif-
ferentialausdruck eliminirt, so behandelt man den resultirenden ganz dhnlich,
und findet ¢, _;, sobald man je ein Integral von p—2m4-2 Differential-
gleichungen 2m—2'" Ordnung kennt, u. s. w. Zuletzt gelangt man zu einem
Ausdruck von p—m Gliedern, welcher die Integration gestattet. Die Auf-
losung des ganzen Problems erfordert also im ungiinstigsten Falle die Kennt-
niss je eines Integrals von

p—=2m  Differentialgleicliungen 2m'** Ordnung,
p—2m+1 - - 2(m—1)* -
p—2m-+42 - - 2 (m—2)* -
p—m—1 - - ' -

und eine Quadratur.
§. 10.
Zweite Methode zur Losung des indeterminirten Falles.

Von dieser Methode ist wesentlich unterschieden eine andere, welche
derjenigen niher kommt, durch welche das Pfaffsche Problem in der Regel
bei einer ungeraden Anzahl von Verinderlichen gelost wird. Sie beruht auf
dem einfachen Gedanken, dass der Ausdruck

df+F,dfi+ Fydfy 4+ Fdf,
durch eine Gleichung von der Form

fo = T(f} fis fas - oo Facrs F,, F,, ... F,)
in einen anderen ibergefiihrt wird, welcher die Gestalt -

FOdRCFP A A B df,”

annehmen kann, ohne dass zwischen den &, F® eine Beziehung eintritt,
welcher also der ersten Classe von Problemen angehéort. Gelingt es daher
irgend eine Function ¢ von f, fi, foy ... fu, Fiy Fp, ... F, aufzufinden,
und eliminirt man mit Hilfe der Gleichung ¢ = Const. eine der Verinder-
lichen, so kann man den resultirenden Ausdruck nach der Methode des §.4
behandeln.
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Um eine solche Function zu finden, kann man folgendermassen ver—
fahren. Betrachten wir das System von Gleichungen:

* -} (213, + a3 133 +eeet Wrng21B2mt2 — X, 9
(32,, ) @253 + +a32%; Tt om0 Bamir = X,
A12m 281 G om 2 B2+ B3 o2 B3+ 000 % = Xoni2y

wo fiir den Augenblick von der gegenwirtigen Bedeutung der Grossen @ und
X abstrahirt, und stait dessen ihnen die Bedeutung beigelegt werden soll:

1 A=m 8/’
Xk = F) _A_L 9
A=0 Owk

(33.)

= or, 0Ox; ;=0 \Oz, Ox; dx; Oz,
Man erhélt hieraus den vorliegenden Fall, wenn man F=1 annimmt.
Setzt man
D = ziauazz---azm+z,em+27

so ist bekanntlich D das Quadrat eines rationalen Ausdrucks R, und die
directe Auflosung des Systems (32".) giebt

(34) R Zh - 'Xl +X2 _l_ +X2m+2"_—

d a y2m--2

Aber, wie in §.5 bewiesen lst., folgt aus (31.) auch mit Hilfe der Glei-
chungen (33.):

A=m+1 o
#5) dom=—F Ao
UE

wobei 4 die Determinante bedeutet:

of  of, of. OF OF  oF,
(933 c?a:z ) axn,+1axm+gaxm+3 8.’)2),,,_+_o

4 ==+

und wo ausserdem 4°= D, so dass demzufolge

4 =R
wird. Daher folgt aus den Gleichungen (34.), (35.):
JR I=m od
(36.) XM —}—Xo + +X')m]'; —= F,—— oF,
@) omi2 =0
6:::,1

Die Ableitung dieser Gleichung beruht auf rein algebraischen Principien, und
Journal fiir Mathematik Bd. LX. Heft 2. 29
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die Gleichung ist daher mit Riicksicht auf die Gleichungen (33.) unter allen
Umstianden eine identische. Sie kann nicht aufhoren zu gelten, wenn auch
F=1 gesetzt wird; wobei denn freilich 4 verschwindet, die z hingegen
unendlich grosse Werthe annehmen.

Setzt man aber F =1, wie es im vorliegenden Falle geschehen muss,

so verschwindet der Ausdruck % jedesmal, wenn nicht A=0 ist. Setzt
' a4
dx,
man also der Kiirze wegen
OR
(37.) Xl () +X') a “I + }"X’am }_QTW = Z/,,
so geht die Gleichung (36.) uber in:
ad
=t 5 OF '
oz,

Man erhilt ferner, wenn ¢ eine beliebige Functlion bedeutet:

R o %9

8m0m+2
_ s+ cf of ... _Ofn dp OF, .. _OF.
— Jxz, Odx, OZpmy1 OTmi2 OTmais OZami2

Die allgemeine Losung der Gleichung

8([ dp

dx‘,lm-i—”

A[(P] = Zl +Z'Z + +Z”m|-'7

ist daher

== A fssfinens fous Fun cov Bas Copas Laspgs « v Bp)e
Bildet man jetzt R, R®, ... R*==? jhnlich wie R, indem man an Stelle
der @ mit einem der Indices 2m--2 der Reihe nach Grossen « eintreten lésst,
welche die Indices 2m+3, 2m+4, ... p haben, und bildet man dann die
Ausdricke

W _ y ORW ORM OR® SRM
Z _ Xl aah ) +X° d [, 5 + *_X%n-{ 15 - da/‘ St +X2m 3 8 [, '),,.+3
O OR® 6R® OR™ OR®
Z —_ X1 d +X’1 () + +X2m+l da/, e }'Xgm,} 4 C'ja,‘,ﬂm_i_l} )

so geslatten die Gleichungen
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A[(p] = 6rp + Z + +Z ¢m4-1 aj(P +Z2m+2 af(p = 09
2m+4-1 2m--2
) (1) Gfp (1) Gm m O w  Op
(38.) A [l =2, +Z, —++Z,,,, ﬁaxmﬂ 4 Zym s **—(r)%m“ =0,

(9( 2) P 2
AV[g] =275 +Z“"’ oot 25—t 2Dy 5 =0,

2m4-1 Im4-4

offenbar eine gemeinsame Losung, namlich
@ = JI(f, fis=-o [ns FrsFnqe.. )
Dies ist gerade die gesuchte Function; und die Aufgabe kommt daher zurick auf
die Aufgabe, eine gemeinschaflliche Losung der Gleichungen (38.) zu finden.
Dividirt man aber diese Gleichungen respeclive durch Z,, ., Z 3 wEoy
und fithrt dann als unabhangige Verinderliche die Grossen

,
f: f17 f25 s s fm) 1413 F29 UL Eu: w!m-{-’.’j mﬂm-[-37 vy 8 x]!
ein, so erhalt man sogleich:

1 o
Blg] = _Z—;TAW] (ax:ig)
1 op
BV [¢] = — AW ¢ = (—
(7] = ——A°ly] (%H),

B0y =

o de
Z(p—2m—z) AT g] = ( B )
p

Es gelten daher wieder die Gleichungen

BO[B®[¢]] = BP[BO[¢]];
und man kann also die Methode des §. 6 auf diese Gleichungen anwenden.
Die Auffindung der simultanen Losung erfordert je ein Integral von p—2m —1
Differentialgleichungen, welche séimmilich bis zur 2m-+1"" Ordnung aufsteigen
konnen.

Da durch die Gleichung ¢=Const. alsdann das Problem auf eines der
ersten Art zuriickgefihrt wird, so erfordert auf diesem Wege die volistandige
Losung des Problems im ungiinstigsten Falle die Kenniniss je eines Integrals von

p—2m—1 Differentialglcichungen (2m+-1)*" Ordnung

p—2m - - (m—1)* -

p—2m+l - - (2m 3)'" .

p—m—1 - - 1t -
29 ¥
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Vergleicht man dies mit dem Ende des vorigen §., so erkennt man,
dass im Allgemeinen die dort angegebene Methode vor dieser wegen der
niedrigeren Ordnung der Operationen den Vorzug verdienen wird. Aber wenn
zufillig ein simultanes Integral der Gleichungen (38.) bekannt ist, so ist ihrer-
seits die Ordnung der Operationen fiir die letzte Methode die niedrigere, und
die letzte verdient also den Vorzug. Dies tritt z. B. ein, wenn der gegebene
Differentialausdruck nur 2m-1 Verénderliche enthdlt. Dann verschwinden
sammtliche Grossen Z, und jede beliebige Function der Verinderlichen kann
als simultanes Integral der Gleichungen (38.) angesehen werden; d. h. man
reducirt den Differentialausdruck auf einen anderen von 2m Verinderlichen,
indem man zwischen den vorliegenden 2m-+1. Verinderlichen eine beliebige
Beziehung festsetzt. Dies ist der gewohnliche Weg, der eben hier auch den
Vorzug verdient. '

.11
Vollstindige Durchfithrung der succcisiven Losung des Pfaffschen Problems fiir
den determinirten Fall.

Im Vorhergehenden sind die Methoden kurz skizzirt, mit deren Hiilfe
man in allen Fallen auf moglichst kurzem Wege zur Losung des Pfaffschen
Problems gelangt. Ich kehre jetzt zu demjenigen Problem zuriick, welches
wegen seiner Beziehungen zu den partiellen Differentialgleichungen vorzugs-
weise Aufmerksamkeit erregt, nédmlich zu dem Problem, den Ausdruck

1) Xidz,+X,dz,+---+X,,dx,,
auf die Form
F,df,+F,df.+ -+ F,df,
zuriickzufihren; und ich werde an die in §. 7 gegebene Losung einige weitere
Bemerkungen kniipfen.

Der Gang der dort angegebenen Operationen ist folgender. Zunichst

bestimmt man aus den linearen Gleichungen

*  F 0% 0,8 Tt a1 By, = Xi,
0% + x5 Feeet 05, = X;,
(2.) 3% + @38 + * +oba@y35, = X;,

o8t rpnBat B3B3t * = X,
oX; 09X,

z
G; = w———F—
4N oz, ox; °

wo
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die Unbekannten z, sucht eine Losung ¢, der Gleichung

Offn Ora Jen
3) = oz, +% dz, Tt B O, 0,

und betrachtet dann in Folge der Gleichung

(FII = cu)
wo ¢, eine willkiirliche Constante bezeichnet, x,, als Function von z,, z,, ..

Zy—14 C,. Hierdurch géht der Ausdruck (1.) iber in
) X de,+ X" de, A+ XD dey,y,
wo
. o) on
(5.) XP = Xk+Xh%%
gesetzt ist. Wird nunmehr auch

e ax

m _ _
(0.) o= oxy dz;

. . T 1 ’ 1 .
geselzt, wo aber bei der Differentiation X, X" als Functionen von Byy

Tyy ... Toe_1, C, 2z betrachten sind, so hat man die beiden Systeme von
Gleichungen zu bilden:

0 W W )

x + @18 @8y ety By = X;

(O] (1) 1) )
@25, T * F 25,1ttt @na5m gy = Xp o,

1) 1) y 1) (1)
() 3%, +T03%; + % Tt Qo380 = X5,

. . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 N o o)
@y on—2%11F Uy on2 By 1+ @3 2,2 %31 e * = X5 2
a s (1 (1) ’ (¢3)
* T8y 1% Aty Bon—2,1 = a1y
W ay (ny / )
@255, -+ * t5255, +-t Qo232 Brm—21 = —Uyy_12,
(C V] ay (1) ' . (1)
(8) a3%,1 +a2’3 IR + % “forasf Aon—23%m—21 = — 313
(1) ' (1) ' (1) ! . (1)
ax_.?n-—zzn,1+a2,2n_2 Byt 3002 LN o * = — 1202

und eine gemeinschaftliche Losung der beiden Gleichungen

8([7"—1 8([’11—[ arfﬂ—-l
Y 3 devedz, g ———m—— = O
5],1 am‘ 1’ 2,1 axz i + n—2,1 81‘2"_2 9

] a(f’n——l !
By 1— + %y,
» Oz,

9)

a(I’ﬂ——l
=
oz,

' Opn— Opn_
+ot Byt ==L = 0

»1 OTan— OZq1

aufzusuchen. Setzt man
(10) Pru1 = Cu—1,



230 Clebsch, uber das Pfaffsche Problem.

so wird z,,_, eine Function von z,, #,, ... ®s, 4, €,, €,_;, und indem man
dies einfiihrt, geht der gegebene Differentialausdruck iiber in:

1) XVdz 4+ X dzy+- -+ X a dyy_s,
wo

8.B7,,__|

(12)  X° = X 4X,), 2

k
Sei nun wieder:
) ox®  ox?
(18.) o) = —fa Kt
ik 8.1;,,‘, ax. 9

[ 4

2 2 .
wobei X;, X als Functionen von x,, z,, ... T2y €,, C,_y betrachtet
werden miissen. Aus diesen Grossen setzt man dann folgende Systeme von
Gleichungen zusammen:

(2) ('—’)
* -+ Q> B -+ as 1 53 2 e 0111—4 1832 = .
@) N ®) ) («,,
@25, + * + @325, +o4 aln—-4,2 Bon—s2 = X,
() (2) (2) f:’)
(14.) @353 +a 3%, + % Frord Gz Brsy = X,
2) = ) ) 2)
Ay 20—4%12 + @y, 5822 + @30, 4232 et * = Xoo 4 )
X 2/ 2 ! (2) ! )
* + Q1 %22 +as1530 +"'+a)n.—415°,. 12 = Ty, 31,
@) _/ : )
@23 + 3 +a:s°532 +"'+a2n—4"z’n—4" = —Qy_3p,
@ ! (2) 0 )
(1 5') a3 51’2 + a3 4)2 2 + » _]l- miss —’_ 0271—4,3 zin—-},’l = - a?n—3;3 9
() b4 (2)
\ @ "m-451 '>+azw.—1 22+a3°n—153;2‘f‘"'+ * = _az.—3°1—47
2) _n @) _u (2)
# + @y, B2 a8, + '+a"z,._4 14’211—4 2 = Ty,
@) _n @) _n (2)
1258, + * 325832 -+ azn—4 2 53,1—4,2 = — dg,,_q 2y
2) (2) (2
(16') ai:;zlo +ag ;2 _}" * +"'+a7n——43z"n—4" = a')n)_.03,
(¢3] )
L Ay 20— R 12+a'°n—452° l—aS,‘Zn——-l 3'>+' '+ * = — Q249

und sucht eine gemeinschaftliche Losung der Gleichungen:

afp,.._? a(pn——'l arpn——:’ _
B2 axl + %22 oz, +e Zon—a,2 '8;2“-_: = 07
arp s ' atpn_z ' ch,,_q Grp -2
17. - o oot By gomm— bt =
(17.) B dr, T 52 oz, + T B, " OZan—y ' OFan—3 0,
" a(pn—? ' a( n—2 1 6 n—2 a n—2
O gy OOt O

B2 P +52, oz,

02,4 03,2
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Man setzt dann ¢, ,=c¢, ,, und bestimmt daraus x,,_, als Funclion von
Zyg Ty «o. Tagzy Cay Cuyy Con U. S. W

Indem man auf diese Weise fortfihrt, gelangt man zu einer Function
¢._1, welche die gemeinschaftliche Losung von folgenden k41 Gleichungen
wird :

/ 8 n—k 8 n— a n—k
Zy, tp ——— + B (l? + *+ Baga_i,k ax?:n_‘“k) = 0,
' U(ﬁa— L 59?»— OPutk | Pk _
LI z, T Rk oz, +52(n—1.),k aa:o( L P 0,
(18) " afpn-—k " 8([7,1-— " acp,._k Grp,,_k
51,&' 8501 +52,’ + + “'(n—&),k 8x2(n_k (')IIJ'_:(,,_/‘H_Q = 09
(h (/(pn— (‘) 8¢n— k) a(pn—k a’pn—k
Z a0 V) n— = 0.
z, FrEp, T T Eateink Oxa(u—k) OT2n—k

In diesen Gleichungen bestimmen sich die Coefficienten z,; durch das System:

/ O] ) ) = x®
* +av 1 B2k +as, 183k Tt Oty Bri—hy) k. = X,
(K (k) U‘)
IR IN +- * +as,z B3 x Foe Tt Gypiy2 Byn—ky,k = X,
19. ) ) ) (A)
( ) A)3%)x - @3 %k - * F-eeet Ay(n—1),3 Bo(n—h),k = X;
*+ * i va
V@11 B, k@ 2n—ty B2k T as °(n—k)53 k4ot * = An—k)9
. . . . A h .
und irgend eine der anderen Coefficientenreihen, z.B. zi} 5 zéi , ..., bestimmt
sich aus dem System
k) (h) (k) (lz (R (h) (k)
* + @y Bk +as 1 %3 F o Gany1 Bopu—ty,k = — Capu—ty-h10
(k) _(h) ky _(h (k) (h) (k)
@125y & + * 32 %3 k + ot @a(n—k),2 B2 n—ky, k az(n—ﬁ)+h 29
20.)/) & ) k) _(h) Ry gl (k)
( ) Ay 3%k Ty 3% % + * b am—’«), 2n—k)yk = — W2pa—k)+5,39
) (h) ) My | (k) z® — *) ;
Ay2(n—1) %y, a2 ,2(n—hy B2,k —I—a, vn—hy 3kt * = = G (u—ky4-h2(n—k) *
Endlich ist noch
(k) (k)
1) NON oX; _ ox, )
. t,m T awm axi 2

die Xi(l), X% sind die Coefficienten desjenigen Ausdrucks, in welchen (1.)
iibergeht, wenn man mit Hilfe der Gleichungen

Pr=0Cny QPu1=Chgy . . Putp1 = Co_fkt1
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die Veranderlichen x,,, @, ,, ... @,,_;,, eliminirt, und bei den Differentiatio-
nen in (21.) ist darauf Riicksicht zu nehmen, dass z,, @,, ... &y, ¢,
Cu_ty - -- €44y als die unabhingigen Veranderlichen betrachiet werden.

§. 12.

Transformation der bisherigen successiven Lésung in eine gleichzeitige.

In den vorstehenden Formeln ist

¢, eine Function von z,, @, ... @35 Tonoy Tonyy Tons

Pr = = = Ly L2y « v . Lr39 Lop—29 L2a—qy Cu,

Pa—a = - = L1y T2y ... Top39 Tan—29 Ca1s Cuy

Pn3 = = = L9y L2y ... Typ35 Ci2s ©Chyy Cu-
u. S. W.

Bedient man sich jetzt der Gleichungen
Pn=1Cry Pug=0Cryy QPo2=20Cr2, EelC.

um aus ¢, ,, ¢, etc. die Constanten ¢ zu eliminiren, so gehen ¢,, ¢,_, etc.
in Functionen der z allein iiber, welche durch

H=c,, H_,=c¢_,, ... H=c¢
bezeichnet sein mogen, und welche zusammen ebenfalls eine Losung des
Pfaffschen Problems vorstellen. Es enisteht die Frage, wie man die Glei-
chungen (3.), (9.), (17.), (18.) des vorigen §. so umgestalten kann, dass in
ihnen die Functionen H als die Unbekannten erscheinen. Diese Umgestaltung
kann man in passender Weise folgendermassen bewirken.

Man kann sich die Function ¢, ; aus H, ; dadurch entstanden denken,
dass man aus dieser Function die Verinderlichen .., Tu_1y - Tim_ppr Mit
Hiilfe der Gleichungen

H=c, H_=c¢4, ... Hpu=cn
eliminirt, wobei denn die «,,, *,_;, . .. @y als Functionen von i,
Tyy +++ Tanky Co_kyts Ca_iy2s - - - C, erscheinen. Die Differentialquotienten von
®.—1, welche in (18.) vorkommen, sind also an die Differentialquotienten
von H, ; durch die Gleichungen gebunden:

8(pn—k - aIIﬂ_k (')Hn__k .6.’)32,,_1+| GH,,_; 'Ga:g,._k“_*_."_}__a_ll,,i' a.’lhn ;
axi (’)xi ax’.’n—k-*. 1 axi axg,,_}‘,i_g (9.’,3‘- 61:2,, ami

wo dem Index i der Reihe nach die Werthe 1, 2, ... 2n—k beizulegen sind.
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Fiihrt man dies in die Gleichungen (18.) ein, so nehmen sie folgende
Gestalt an:

=00 gL, =2n OH,_; ox, ox dz,
0 = i.zz; i,k—aTvi———i"l Lol 8(17 (51](8 +52k6$ + +z2(n—k),7(aw2( )
i=2(n—k) , OoH, & OoH,_;
0=2Z sug, axﬁ(n—z)»n
2;" 8H,._x< ' aml a‘vl axl )
+2_2” " da}l 5] S ax "1"52 Lax + +zl(n k), k (9-172(” b + 6$2("_k)+1
=205 OH, ; OH, &
_ " n n
(22.) 0 = f; Bik oz, O%(n—k) 42
A=2n aHn-—k " axl 8 81‘1 8.’01_
1=z;.2_x+1w z‘:kgw—‘+ ey oz, o +z2(’°_m<9$( awz(n—k)ﬂ)
i=2(n—k) B 81{"_ aHn_ 3
0 = 1221 Bik 5 +a$2n_L
A=2n aHn—k 0 8;1)1 ) 8.2:1 (’91131
Vit Oz, \Phhgg, T3 s e e o )

Denken wir uns, dass schliesslich die Function H,_; folgenden k41 Glei-
chungen geniige:

&P BH_ T (k)GIL,_k+ O %_k_o U (H,_),
(222.) uﬁ‘} ag;_k u®) 81L_ ot Sf.’l aH_ U (H,_),
= 1
k) OH,_x & OH,_ ) OH,_

U
Uk —g— ——tthy g~ s Epetu zn,km—k=0 )( i)

so miissen die Gleichungen (22.) offenbar lineare Combinationen dieser Glei-

chungen sein; oder mit anderen Worten, es miissen solche Multiplicatoren K, 4
existiren, dass:

k (k) (%) (%)
Ku,oug ) +Ku,1“x,l + Ku 2Ujn 0 + Ko,k Ui = Bip,
k) (%) (") (’f) _
K, ()u(‘ +K, 1'“:,1+K1 2Uin Jr'K,k'“ = %;

L,k

*) (*) (k) * _ _?
Ifzuu +K21u +K22 Uip T '+K2,ku = 5%;

Lk

(23.)

X) * * ® _  ®
Kk,()ux( +Kk,lui,l+Kk,2ul,2 ~rer +Kk i = Bk,
Journal fiir Mathematik Bd, LX. Heft 3. 30



234 \ Clebsch, iiber das Pfaffsche Problem.

fir i=1, 2, ... 2(r—k); dass ferner fir k=2(n—k)+1 2 (n—k)+2, ... 2n—k:
Ifoo“h +I(()1u "‘ +Kokuffi = 0,
Kypu (“+K,1 ‘*’+ +K,ku§,"i 0,

(24.)

Kk,uuh +Klr,1’“(k)+ +Kkku(k) = O,
ausgenommen, wenn in den letzten % Gleichungen % respective die Werthe

2(n—k)+1 in der zweiten Gleichung, 2(»—k)-+2 in der dritten, etc. annimmt,
wo denn:

(63) k) Q]
Kl,()uz(n—]()»}-l +I(1,|u2(n—k)+x,1+"'+I(1,k?¢2(n—k)+1,k == 19

Il
-
s

) * ()
(25.) Ifz,o U (n—F)+-2 + K2,1 Upn—ry422 T+ K?,k Uy (n—h)+2,k

K, o”z,._k -}“K/:,lug,)—k,l ‘Jr’""I‘Kk,kugi)—k,k = 1;
dass endlich fir A =2rn—k-+1, 20—k+2, ... 2n:

(%) (%) (¥) *)
Ku,ou). +K),| ,+ I{u," T e Ifo kWi k

oz, oz, Oz,
= B oz, +52k oz, + +52(n—k),kdx2(

(%) (%) (k) *)
Kl,()ul +K1,1u ‘]rKn“ =} +Klku

oz, + 8:1:1 g oz, oz,
Bok R T
17" aw z, 2(n—k),

(%) (%) (%) Q]
K, 0% +K2,1ul,1 +K,, U2+ +K2 KWk

, Oz , O ox Oz
= 5;’k8_xl—+ 2,k 8 - + +z°(”_")) a 2( ik) + :

k awz(n—k) + 8-1«‘2("—/:)“ ’

(26.)

8$2(n-k)+2 Y

(k) (k) (k)
Kko” +Kk1” 1+ K, 2 U, 21 +K/rku/1k
— ® oz, 4 9z, Lo g® 9z, oz
Lk awl 2k 8{3 2(n—k),k 613( a%”—k

Wenn die Grossen K und « diesen Gleichungen geniigen, so smd die Glei-
chungen (22.) identisch mit folgendem System:

0= Ko oU @ (Hn—/:) ‘*‘I(u 1 (k) (Hn-—k) e +K0 k (k) (Hn——k) 9
(27.) 0 =K,,U A (Hn~k)+Kl U (H,,_k) = +K1 k U(k)( —k) s

0= kou‘*’<H._k)+K“ ‘*’(H,,_k)+ +K,, ""(H._.),
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oder auch mit (22.), sobald die Determinante
(8.) 06 =Z=+K,K,...K,,
von Null verschieden ist.

§. 13.
Fortsetzung der Transformation.
Es sind nunmehr die Gleichungen (19.), (20.) zu bilden, auf welchen
die Bestimmung der z und also auch der « beruht. Betrachtet man, wie im
Vorigen, x,, 11, ®s_si2, - .. &, als Functionen von z,, z,, ... xp_,,

Ci—ki19 Ca—jeyasy -+ C,, SO 18t

8 2n— a n—) f a n
Xi(k) = Xi+X2n—k+l xaxkﬂ + Xouki2 et 4 4-Xon b

: ox; ox;
(29.) I=2n oz,
=X+ = X;—-—-
Z:Zu—k-{-l aw[,
k . ‘ . . .o
Um a,E,?, zu bilden, muss man zuniichst in (21.) wieder so differentiiren, als
o . k k . & .
wiiren in X ), X;” nur noch die Verinderlichen Ty, &y ... Ty, enthalten;
und fithrt man dies auf Differentiationen der X; zuriick, welche als Functionen
von x,, T, ... &, gegehen vorliegen, so erhilt man folgende Ausdriicke:

® ox®  9x®

b ox —W

oX, i=m 39X, Oz,

Zn  jesmipr 0T, Om

+ 232:1 ax, 3 wgm 0X) oz, oz,
A=2n—kp1 - OTm p=2n—k 1102, Oz, ] d;
_35'."_ _ A=2n g& _ail_

— aa:,. A=2n—k+1 ‘9% (')xl.

1§n oX, p=m 9X, Bz, oz,
_1:2n—1:+1 —-(9_.’1; p=n—k41 (9.22# axi] oz,

oder endlich, wenn man noch in der ersten Doppelsumme die Indices 4, u
mit einander vertauscht:

4 A=2n 617 6a}
(k) i i
@ o=t = (Gt — e
(30.) o e 7-=’1n_.-ﬁ=+l<a * Oz ok 2 )
. . 1§n E?» “ ax# a‘”z

A= k41 pu=2n—k{1 L a'a:‘. 33:,,,
30*
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Mit Hilfe dieser Ausdriicke nehmen die Gleichungen (19.) die Gestalt an:

i=2(n—k) 1=2n axl i=2(n—k)
= Gt = (5= 2 G5,
i=1 I=2n—k41 N OTm  i—y
2=2n i=2(n—k) aml
+ = (o = Em
(31.) A=2n—k-}1 i=1 z;
A=2n =2n axl i=2(n—k) am -
+ = = (a )
A=2n—k+1 pu=2n—k-}1 ol awm i=1 aa"i uk
i=2n oz
=X,+ = X"

A=2n—k+1 a:vm
Wenn man nun fir die z ihre Werthe aus (23.) einfihrt und zugleich die
Gleichungen (24.), (26.) beriicksichtigt, so verbindet sich die erste Summe
in dieser Gleichung mit der dritten zu:

i=2n i=2n i=2n

() (k)
KUUE @; o U; +sz AR 9 g +KMZ @i Wi

. Ox
und ganz ebenso wird der Coefﬁclent von ax‘ aus der zweiten und vierten
m
Summe:

i=2n

(%) (¥) (k
KUUE a; u; +K012 @; %y +K0k2 @; ;) ).

Setzen wir also der Kiirze wegen:

) (O] (%) *)
Wully Uty + 0ty uz,. = On,
(’f) (’f) . ®
(32) +a2 m U2 L a2n,m uZn, = Om,1»
. .®
a_l, ul k+a2,m u? K + o + a2n m u?n, - ,Dm,k 5

so geht die Gleichung (31.) in folgende iiber:

/ i=2n ox
/ *) (k) ]
I(u,u v, + = 0 _>

A
A=2n—k-}-1 OZm

=2 oz

+Ko,| S:,)rl" 2 U(’::—Bml

33 ) =2n—k-1 m

@) ...

or

*) (k) 2

+ I{(J,k ( O e +Z—2n2:k+1®l,k Oz,
A=2n oz

= Xm+ = -Xl 2 2

Auf ganz gleiche Weise erhélt man, immer mit Riicksicht auf (24.), (25.), (26.),
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aus (20.) die Gleichung:

A=2n am
(k) *) 1
K + = o )

A=2n—k1 0T
IO RS M )
( .) hy1 m,l PR T A1 awm
2n o OT
® ® 0T N
+Kh,k( L _2Fk+l”1,kﬁ> = 0.

Da die Gleichung (34.) k verschiedene Gleichungen reprisentirt, so kann man

aus diesen und (33.) die in den Klammern enthaltenen Grossen bestimmen;
und es wird sodann:

1=2n oz 1=2n oz
o ®» 9% 2
= — = K (X, = X,
_%—).—"n——ka)-llv2 oz, + A=2m—Rf1 (9(1:,,. )
A=2n 3 aw 2=2n ax
(l) C(®) 2 1
= — = K,(X, = X
+1 =2n—k--1 ks 8a"ﬂl l( —I—l Wm—k-4-1 A 8xm>
0 O 1=2n de
o® ® 9% 2
’k+1’“2n——k+102,k axm Kk( + A=2n—k-}1 A aév,,. ?
oder auch, nur anders geordnet:
A=2n 0
(0,(:) _K < m)+ 2 axl ( (k)'—'K Xl) = O 9
A=2n—k+1
® e 6“’1 @
(35.) (oo~ KX, )+ = 2o (021 —K,X;) = 0,
—~2n—k+l
(ome—KrX) ) 2 (o —K.X) = 0.
=2n— kl—l
Bestimmt man jetzt & Factoren 4,, 4., ... _/Ik so, dass sie den k Glei-
chungen geniigen:
OH, 12 OH,
*) _ —k+1 n—k--2
Von—tt1 = KXQ»-k-H."l" /11 83‘21.—L+1 +Az axm_k vy + + k awzn—k+1

(36) ”'E’I:.)__k+2 = KXgn_k+2—|—A OH, 141 +A aH"—k+” + + oH,

3
. 8w2u———k+’2 ? Oan— awzn—k+2 ’

o =KX, -+, ‘”’""‘“4—/1 ot 4ot

und bemerkt dann, dass

8:::2
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= 6x, 6H, _ _ OH,

A=2—k+4-1 axm aml - a-"vm 2

so giebt die erste der Gleichungen (35.), in welchen m die Werthe 1,2,..2(n—k)
erhalten muss, sogleich auch:

o = KX, +4, ‘9”"—"+'+/1° "H"-*“Jr e
1
aHn— n—k+-2
gry (% KD ASEa S e d
(9 . y 8Hn—k+l aHn—H 2 oH,
Oty = K Xoguoiy -+, P + A, B o R e ¢ Dornry

Ganz éhnliche Systeme ergeben sich aus der zweiten Gleichung (35.) fir die
vf’?, u. s. w., nur dass an Stelle der K, .7 jedesmal andere Grossen treten.

Bemerkt man indessen, dass die Grossen:

(k) (k) (%)
v; i,19 i2

auf ganz analoge Weise respective aus den Grossen

() (%) (%)
U, 1,19 29

zusammengesetzt sind; dass man aber offenbar an Stelle der #;, jede beliebige
lineare Verbindung
ot 0y U gt Ut e

treten lassen kann, indem alsdann statt der Gleichungen (22°.) nur lineare Ver-
bindungen derselben zu Grunde gelegt werden, so erkennt man, dass man
iiber die Coefficienten K, Z vollkommen frei verfiigen kann; dass es also
zum Beispiel erlaubt ist, in dem System (36.) simmiliche -4 gleich Null und
K gleich Eins zu setzen, sowie in den analogen Systemen die K und alle 4
bis auf je eines verschwinden zu lassen.

Auf diese Weise gehen aus den Gleichungen (36.) folgende Glei-
chungen hervor, in welchen der Index m die Werthe 1, 2, ...2(z—k) und
2n—k+1, 2n—k-+2, ... 2n annehmen kann: .

(k) *) ()
'Dm = al,mul +a2 mu‘l + + alﬂ m uln = Xm}
*) *) *) *) OH, 1
Omy = Uyl 1+az m 2,1 +eee W Uy = a0
m
38. (") (k) *) oH,_; +2
( ) Opma2 = almu]2+a2m Uyt +a"nmu2n2 = '—alw—'—a
m
(k) (%) (*) oH,

Omp = almulk+a2m "L+ ta QonmU2up = e~
m
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Ich werde jetzt zeigen, dass diese Gleichungen auch noch fir die
fehlenden Werthe von m, also fir m=2(n—Fk)+1, 2(n—k)+2, ... 2n—k
giltig sind, wodurch denn die Grossen ,u sich vollstindig bestimmen.

§. 14.
Schluss der Transformation.

Die so eben angefiihrten Gleichungen ersetzen die Stelle der Glei-
chungen (19.), (20.), durch welche die s sich urspriinglich bestimmten.
Zwischen den Grossen u finden aber noch weitere Beziehungen statt, welche
in den Gleichungen (23.) bis (26.) enthalten sind. Man sieht leicht, dass
der Uebergang von den Gleichungen (36.), (37.) zu (38.) damit iibereinkommt,
dass man K, gleich Eins, und K, , K, ... gleich Null gesetzt hat, wodurch
die oben durch K,, K,, ... bezeichneten Griossen verschwinden, wihrend K
der Einheit gleich wird. Unter diesen Umstinden geniigen die Gleichungen
(R4.), (25.) um die iibrigen Coefficienten K durch die Grossen # auszudriicken.
Wenn man diese Werthe so wie die Werthe der z aus (23.) in die Glei-
chungen (26.) einfiihrt, so gehen dieselben in k(k+1) Bedingungsgleichungen
iber, denen die Grossen » noch zu geniigen haben. Statt aber in dieser
Weise zu verfahren, kann man sich eine gleiche Anzahl von Bedingungs-
gleichungen folgendermassen zusammensetzen.

Es sei H, irgend eine der Functionen H, ;.,, H, ;,,, ... H,. Mulli-

plicirt man nun jede der Gleichungen (26.) mit Sf" und summirt nach 4 von
2

2 —k+1 bis 2nr, nachdem man fiir die z aus (23.) ihre Werthe gesetzt hat,
so erhilt man, mit Riicksicht auf die Gleichung

= BH# Oz, _ _GHF
2 Ox, Om, ox; ’
folgendes System:
aHu
I(u,u Euf:)—(%{"—‘— +Ky Zu f:)l gHﬂ +'--+K,L2uf,l,?k T 0,
oH, oH
Kl,U zufrf)'gﬂ'i’lfl,l 1:,)1 gHy +"'+I(, kzuf:,)k O = 3:52("_’;)“ 9
(L) BH u® oH ®» OH, _  0oH,
Kz X) e —-I—I(2 1= Uy 1 daz: +...+K2,k2um’k AT 8172(,,__1;)+2 .
%) OH, y OH,~ oH
Koo gl Ky Sl ot ot B Suih g = ——

MY O, O%pt
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wo unter den Summenzeichen m jedesmal die Werthe 1, 2,

. R(n—k),

Ru—Fk+1, 2n—k+2, ... 2n erhalten muss. Aber aus den Gleichungen (24.),
(25.) folgt, dass man sofort in diesen Summen dem Index m alle Werthe
von 1 bis 27 beilegen kann, sobald man nur auf der rechten Seite iiberall

Null setzt. Und dann gehen also diese Gleichungen iiber in:

K, U®(H)+ K, UP(H,)++ K, U (H,) = 0,
K,OU"‘)( >+K“ ‘”( )+ +Ku “’( ,,)=0,

Kk,u U‘)(Hu)—l—Kk,l (k)( )+'“+Kk,L (k)( )= 07

Gleichungen, welche man sofort durch die einfacheren ersetzen kann:
39) v“w)y=o0, UPW)=0, ... UP@H)=0.

Man sieht also, dass die Functionen H, ;. ,, H, 1., ... H, selbst den nim-

lichen Gleichungen geniigen, wie die Function H, ;.

Eine andere Beziehung erhilt man noch, wenn man aus den Glei-

chungen (23.)—(26.) die Combinationen bildet:

i=2n i=2(n—Fk) A=2n 6:1;
K,(,Zu”X—l—KU,ZumX-{— = 2 sz<X+ = alX)
i=2n—rk41 OF
1=2(n—F) :
= 2 Zl LX'(‘),
i=1
i=2(n—k) =2 Oz
Ku)zu“X—i-I(uZumX—l— = 2 Z?L)(X‘l" o A-X).)
A=2n—k-+1 z
A=2n a$
: = ! X
(40 +X2("—U+l+} ki1 OF2n—t)41 .
) i=2(n—k) Y .
o SETOP X,
i=2n z-?(n——L) ) ox
Ifz(xzu(k)X—I—Kngu(”X-}— = 2 Z,(B(X—{— 2 8_le>
i A=2n—k41 OF;
A=2n axl

+ X”(n—&)-{-? + =

i=2(n—k)

=1

Die rechten Theile dieser Gleichungen verschwinden simmtlich.

A=2n—k+-1 aw?(u —k)+1

X;

. (’) Q] (‘)
= = ik X + 2(n—k)+2

Von dem

der ersten Gleichung sieht man dies aus den Gleichungen (19.) ohne Weiteres.
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Denn multiplicirt man dieselben der Reihe nach mil z,,, z,, etc. und benutzt
die Gleichungen (19.) selbst, so geht die Summe iiber in

3y i 1(k)+52,k z(k)+"' = “(zl,kak)+52,sz(k)+"')
oder in

5 Xy 45, X e = 0.

Die rechten Theile der uibrigen Gleichungen (40.) aber stellen, wie man aus
den Gleichungen (20.) leicht erkennt, nichts anderes dar als diejenigen Aus-
driicke, welche verschwinden miissen, sobald jeder der Ausdriicke

*) (%) *) %)
X, dx,+ X, 'dxyt-o 4 -X'l(n—k) di'?z(n—z.-) + X?(ﬂ—k)»]d div:»(n_k)“ 9
* ‘(1) Q) *
, de,+ X, doy -+ 2(n—k) dw?(u—k) ~ ‘X;’(u—k)—{ 2 dw?(n—k);{-’l 9

durch »—% Gleichungen integrirbar sein soll. Da demnach die linken Theile
der Gleichungen (40.) gleich Null sein miissen, so hat man die Gleichungen:

i Xi =0,

(41.) ? uy X; = 0,

ZupX; = 0.

Multiplicirt man jetzt die erste Gleichung (38.) mit «% und summirt nach m,
indem man diesem Index die Werthe 1, 2, ... 2(n—£k), 2n—k+1, 2n—k+2, ... 2n
giebt, so erhilt man, mit Riicksicht auf die Gleichungen (38.) selbst und auf (41.):

i=2n

(%) (%) (%) (%)
;‘l U; J — 1Y, + @1y 41 i U2 (n—r) 11 + @ty + 2,i Wa(n—k)4-2 o RLE o PR it
=
= = { Uo(n—k)+41 Xz(n-—x-)+1 + Uiy 12 X?(u—k)-{—? Fotthy, 1 Xon s } ”

oder auch, da =u’ X, verschwindet:

i=2n

(k)
0= Us(n—k)+1 : = @iogn—ry41 Ui — X?(n—k)H%
‘ i=1

i==2n

(%)
+ Uz (n—t) 42 1 21 Q2 (n—k)-+2 Wi _‘X2(n—‘k)+2‘§
=

i—=2n

*)
+ %y z = @i U —Xou_s 2
i=1

. . . . : S k 1
Multiplicirt man statt dessen die erste Gleichung (38.) mit u,(,,,), und summirt
Journal fiir Mathematik Bd.LX. Ileft 3. 31
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nach m, so erhill man eine dhnliche Gleichung, in welcher nur statt
Wn—r119  Cru—1)129
die Grossen
W=ty 11,19 Wa(n—i)i2,1 9
vor den Klammern erscheinen. Auf diese Weise erhilt man successive k-1
dhnliche Gleichungen, in welchen die eingeklammerten Grossen jedesmal die-
selben sind. Es folgt daraus, dass diese selbst verschwinden miissen, d. h. dass
die erste Gleichung (38.) auch noch fir m=2 (n—k)+1, 2(rn—Fk)-+2, ... 2n—Fk,
mithin tberhaupt fur alle Werthe von m gilt.

Dasselbe wird in genau gleicher Weise von der zweiten Gleichung (38.)
nachgewiesen, wenn man in den soeben bheschriebenen Operationen statt der
Gleichungen (41.) die aus (39.) fliessenden Gleichungen

v®i,_,,)=0, UPH_, )=0, ... U H_;,,)=0
benulzt.

Und so ist denn iiberhaupt nachgewiesen, dass die Gleichungen (38.)
fur alle Werthe von m gellen.

§. 15.
Definition der Lésung des Pfaffschen Problems durch _1_;_7;—{_—1 simultane partielle

Differentialgleichungen.

Das Resultat dieser sehr complicirten Betrachtungen ist nunmehr ein
sehr einfaches. Denn bezeichnel man durch R das bekannte Aggregat, dessen
Quadrat der_Delerminante '

Stayan...ay,,
gleich wird, und durch R;, den Differentialquotienten desselben, genommen
nach a;, so giebt die Auflosung der Gleichungen (38.):

R.4’ = X,R,,+X, R,o+ -+ X, R,

(») aIIﬂ k- n-n L ()anl\

R.u; = oz, ”R,l—{— L Rt o ”R T
*) . aHn—}f—]»'Z | OII,,__].- -2 \)Iln——l ek i2 2

R. ?lr,')g = —g;‘——- R;,l = “—g‘;:_ IA] ']" '* d Zon IZI, 2n 9
(L) __ OH, ()H,. oH,

R u = a.t‘ ,,l + 8 , 2 + + 8 Z2, Ri,'znp

und die k41 Gleichungen, denen dne Function H, , geniigen muss, sind
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demnach folgende:
aHn—-L

EizlinWI’L_;Ri,h = 07
23 612;‘.‘1 . 8(;13,},;;- i = 0,
(12, .\:z,%ﬂ_%;—‘ R = 0,
.2,-2,1%—-%%;—‘3;,,, =0
Bezeichnet man also durch (i) den Ausdruck:
(43) ) = 255 X;%R;,z,;

und durch [y, @] den Ausdruck:

1 o« 9 o

(@L) el = gEEug, 5 R

so dass
[y, ¢l =—[9, vl Ly, v]=0,
so nehmen die Gleichungen (42.) die einfache Form an:
(45-) (Hn—k) =Oa [I{n——k) Hn—~k H] = Os [H:x-——k) Iln-——krl-’l] 207 s [Hn—k, H,] =0.
Die erste Gleichung ist, wie man bemerkt, nichls Anderes als die partielle
Differentialgleichung, welche dem ersten Pfajfschen System entspricht; und
dass die Functionen H simmtlich dieser Gleichung geniigen, ist sehr bekannl.
Aber die anderen Gleichungen bilden ein merkwiirdiges Syslem von Beziehun-
gen, welche zwischen den Functionen H eintreten, wichtig genug sie in einem
Theorem hesonders hervorzuheben:
Theorem L
Wenn man einen- Differentialausdruck
X, dx,+ Xodx, 4+ X, de,,

in der Form
MLdHl—kMdeg—}—--- -+ M,dH,

darstellt, so geniigen die Functionen H sdmmtlich der Gleichung

(H) =0= ’;?Ez'zhx on Ri;/n'

i Oz,
Bl Gleichungen, welche aus der Gleichung

2
i o, oH,
[H, H]=0=g 2215~ 5~ R

31*

ausserdem aber noch
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hervorgehen, indem man den Zahlen iv und v die Werthe 1, 2, ... n
beilegt; und umgekehrt kann man durch jede n Functionen H, welche
diesen Gleichungen geniigen, dem obigen Differentialausdruck jene Form
geben.

§. 16.

Beziehungen zwischen den gefundenen simultanen partiellen Differentialgleichungen.

Man kann die Ausdriicke (vy), [y, ¢] als Operationer auffassen, welche
mit den Functionen ¢, ¥ vorgenommen werden. In diesem Falle ist schon
dadurch, dass diese Operationen aus den in §.5. angegebenen Operationen

Algl, Ailg], ete
hervorgegangen sind, ersichtlich, dass zwischen den neuen Operationen in
dhnlicher Weise Beziehungen obwalten miissen, wie deren im angefiihrted §.
zwischen jenen Operationen angegeben sind. Diese Beziehungen sollen nun
entwickelt werden; woran sich dann einige bemerkenswerthe Folgerungen
kniipfen.
Denken wir uns wieder den Differentialausdruck

X, dz,+ X, dzy++ -+ X, da,
bereits auf irgend eine Weise in die Form

Fidf+Fodfy 4+ F.df,
gebracht, so dass identisch

= 9
(46.) X, =EIF; fy

Alsdann ist auch, wie in §.3 (12.) bereits angegeben:
7-;- oF, of, OJF, ©f, )

- i=1 (9.’13,,. 6.1:,. Bxi axm

(47.)  ai,

Die Gleichungen (38.) nehmen hiernach folgende Gestalt an:
‘=  OF, i=2n Gf, : of, i=w oF ’
- 1 i e 9h i, ®
iz Oy = ox; 0T ,f, oz, “ }

i=1 i
isn OF, iz Of) @ Of, i3 OF, u)} G); A

= KXoy

=

=1 a‘vm i=1 d‘ri bt axm ;:-.'l a‘z‘i s o 8xm ?

i=n an 1=2n afl *) af; i;fn aFl ® _ aIIu—M?
= I SN il BV, L. =)

=1 ' Oz i, Ox; % OTw -, Oxz; or,
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Wenn man aber hier fir X, seinen Werth aus (46.) und, indem man in den

Functionen H die F, f als unabhingige Verinderliche eingefiihrt denkt, fir
oH,

O m

den Ausdruck setzi:
OH, _ *S"(OH, 6F, | OH, 8f;)

axm B =1 aFl 8$m + af), 8.13,,, ?

so zerfallen diese Gleichungen unmiltelbar in folgende:

i=2n ; af
w %h
f=21 " oz, 0,
i=2n aF
oy @y
v -
= 2"”(}‘) 8/', - aHn—lc-l-l
i:- 61 8.’E - ('JFl
*) aFl - aHn—k»(-l
-1 7 Ox; of, °’
(50w 9, OH,_,
(%) A . n—k-1-2
.'f; i oz, = OF, ’
i:?nugk) JF, __ OH, 42
i=1 b2 82:'. - afl 2
Multiplicirt man nun immer die erste Gleichung jedes dieser Paare mit d‘;”‘
die zweile mit aF"‘ , addirt beide, und nimmt dann die Summe fir i, so
kommt :
Z n
“ 5 c'lv,,.
u, = 2‘ I"l aF

(*) de n(aHn——L]!. awm aHn—-k-l—l aa’m
of, o, ©OF

m,1

"m,2

® ‘_"(GH,._H». O, _ OHn k2 Oz

af, _ of, OF,

und demnach ergeben sich fiir ( ) und [y, H] folgende Ausdriicke:

A=n aw
("/)) = _-12; F). 8F}. 9

(48.)

[y, H) =
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Diese beiden Formeln gestatten es sehr leicht, die Beziehungen zwischen den
beiden Operationssymbolen zu ermitieln. Man erkennt in dem zweiten die-
selbe Form, welche in der Theorie der Storungen und der partiellen Diffe-
rentialgleichungen erster Ordnung eine so grosse Rolle spielt. In Bezug auf
dieselbe hat Jacobi nachgewiesen. was leicht zu verificiren ist, dass, wenn
¢, yw, H drei ganz beliebige Functionen bedeuten, immer folgende identische
Gleichung stattfindet:

(49.) Lo [y, H11+1v, [H, o]14-LH, [¢, ¥]] =

Es bleibt also nur iibrig, zwischen den Operationen (¢) und [¢, H] noch
eine Beziehung aufzusuchen. In Folge der Gleichungen (48.) hat man offen-
bar, wenn v und H beliebige Functionen bedeuten:

- b=n p=n( OH o’y oH oty ZrOH dy

[(w), H] = 2 2‘ OF; ¥, IF,.of o # oF,0F,; } ;2; Of; OF;
A=n o )? A=n A

oy p OH__ v p OH ) oy o

[(H), y] = —= 2 vam Fearan — o 8F,‘6F1} -1 Ofr OF;’

oder wenn man eine dieser Gleichungen von der anderen abziehi:

pu=n 0 ow ¢H Jdy JH
() HI—[UD), 9] = —Ip M+ = F, i = (S0 50— 20 2

= [y, H])—['/f, H].
Dies ist die gesuchte Beziehung. Uebertrigt man die Gleichungen (50.) auf

die urspriingliche Form, in welcher die Operationen () und [y, H] auszu-
filhren sind, so gelangt man zu folgendem bemerkenswerthen

(50.)

Theorem II.
Bezeichnet man durch ¢, v, H ganz beliebige Functionen und durch
(p), [, H] die beiden 0pemtz’onen:

((p) = T 2‘-’ a’p Rl sm3
c?H
[l/}, H] = 2""8 g;p R/m;

3o finden immer folgende identische Gleichungen Statt:

Lo, [y, H11+- [y, [H, g]1+H, [9, 1] = O,
(Cy, H)—[(y), H]+[(H),v]—[v, H] = 0.



Clebsch, iber das Pfaffsche Problem. 247

§. 17.
Ucber die Integration des Pfaffschen Systems von gewihnlichen Differential-
gleichungen.

Bei der bekannten Behandlungsweise des Pfaffschen Problems bildet
die Integration des ersten Pfaffschen Systems, d. h. die vollstindige Integration
der Gleichung (¢) =0, nur einen ersten Schrilt zur Losung des Problems.
Bei der gegenwirligen Auflosungsmethode kann man es als eine besonders
ausgezeichnete Eigenschaft dieser Gleichung betrachten, dass ihre vollstéindige
Integralion nichls weiter verlangt als die Losung des Pfaffschen Problems;
indem die bei diesem vorzunehmenden Inlegrationen von niedrigerer Ordnung
sind, als diejenigen, welche im Allgemeinen zur Integration einer linearen
partiellen Differentialgleichung mit 27 unabhéngigen Verinderlichen noth-
wendig werden. In der That kann man, nachdem das Pfaffsche Problem
gelost worden, siammiliche Integrale desjenigen Systems gewohnlicher Diffe-
renlialgleichungen leicht angeben, auf welches die Gleichung (¢) =0 fihrt.
Nach dem, was in §.3 entwickelt ist, sind erstlich die Gleichungen

Pr=2C, P=C, ... @, =c,, oder
H=e¢, H=c, ... H=¢
Integrale derselben. Sodann aber sind, wenn identisch
(51.) Xy de,+X.dw, -+ X,,dx,, = M, dH,-+ M,dH,~----+ M,dH,
gefunden wird, die ibrigen Integrale durch die Proporlion gegeben:
B2) My:M,:...:M, =c,:0,:...:¢a,,

WO o, ¢y, ... a, neue willkiirliche Constanten bedeuten. Denkt man sich
elwa die Transformation (51.) dadurch hervorgebracht, dass man mittelst der
Gleichungen

HIZC,, HEZC“ e I{,,:C"

die Verinderlichen z,,,, @, 1, ... x,, durch z,, @,, ...z, und ¢, ¢, ... ¢,
ausdriickt, so hat man an Stelle von (52.) die Gleichungen:

= O,

= 4Y,-8—'— = loy,

i=n-1 C,

i=—2n N ax

2 X,’ - ! — 2,(x,_,’

i) L de,

7= Oz

ZX,' ‘ = A

7 Ry
=n-}1 C)C,,
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wo A einen willkiirlichen Factor bhedeutet. Will man diese Elimination nicht
ausfihren, so kann man die aus (52.) entspringenden Gleichungen

OH,
oxr;

OH OH,
X" - Ml_aw—f‘*‘]'[z'—g‘z—‘z—i—o-._l—Mn

zu Grunde legen. Setzt man in diesen
Mlzl(xl, Mzzlaz’
so gehen sie iiber in

. OoH oH,
X, = o gt ba gt e, St

und irgend » von diesen 2n Gleichungen stellen dann die fehlenden Integrale dar.

Aber aus den Gleichungen (49.), (50.) des vorigen §. geht ein Satz
hervor, welcher, wenn es sich nur um die Integration des ersten Pfaffschen
Systems handelt, die Operationen noch bedeutend abkirzt. Denn bezeichnen
wir durch ¢, vy, H irgend drei Losungen der Gleichung

(p) = 0,

d. h. irgend drei Integrale des entsprechenden Syste‘ms gewohnlicher Dif-
ferentialgleichungen, so hat man nach (50.) folgende Gleichungen:

([(P: #’])—[%1/’] = 0,
([W)H])—[W:H] = 0,
([H, 9]1)—[H, ] = 0,

[y, H([p» w])—[ o, wI([w, H]) = O,
[H, o]1([v, H])—[v, H]([H, ¢]) =
Lo, w1([H, 1) —[H, 9] ([, v])

oder auch

|
&

oder endlich

(tosa) = ©
(tia1) = O
gl _ .
(Gror) ="

Die drei Quotienten

[, ¥] (v, H] [H, 9]
[w,H]> [Hoel’ [pv]

sind also neue Losungen der Gleichung (¢) =0, oder neue Integrale des
ersten Pfaffschen Systems; sie reduciren sich auf zwei von einander unab-
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héngige, und diese beiden konnen, wenn «, 3, 7 willkirliche Constanten, 2
einen uunbestimmten Factor bezeichnet, durch die drei Gleichungen

[p, ¥] = Ao, [y, H] =473, [H, ¢] =4y
dargestellt werden. Auf diese Weise erhilt man aus drei Integralen des
Systems zwei neue durch blosse Differentiationen; und indem man wieder
diese neuen Integrale mit den urspriinglichen verbindet, im Allgemeinen das
ganze System von Integralen, welches das System erfordert.

Aber in der That ist bereits aus zwei Integralen im Allgemeinen
das ganze System der Integrale durch Differentiation abzuleiten. Denn sind
¢ = Const., y = Const. irgend zwei gegebene Integrale, deren linke Theile
die rechts vorkommenden Constanten nicht mehr enthalten, so ist nach (50.),
da (¢)=0 und (y)=0 ist,

53) 0 = ([o, v])—[o, ¥]
Aber wenn man ferner in der Gleichung (50.) [¢, ] an die Stelle von v,
w an die Stelle von H setzt, kommt:

Lo, vD)s w1 = (Lles v]s 1)L, v1, v

oder, indem man auf der linken Seite (53.) benutzt:

(54) 0 = (Lly,v],v]) =211y ¥], ¥1
Multiplicirt man endlich (53.) mit 2[[¢p, ], v], (54.) mit [(ﬁ’ ], so kann
man der Differenz die Form geben:

([[’f’ W]) - 0.

Es ist also auch

[[‘I‘: W]’ V’] —
o X Const. .

ein Integral des Systems, und also auch ebenso:
[lrswl el _ — Const.
s W) -
ein weiteres Integral. So kann man also aus zwei bekannten Integralen im
Allgemeinen immer zwei weitere, und so allmilig das ganze System von In-
tegralen ableiten.

In besonderen Fillen kann es allerdings eintreten, dass die neu ge-
wonnenen Integrale entweder illusorisch werden, oder nur in Combinationen
der urspriinglichen ibergehen. In diesem Fall ist es dann nicht moglich,
simmtliche Integrale des Systems aus den gegebenen abzuleiten. Aber dann
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zeigen sich héufig andere Vortheile, die man aus den gegebenen Integralen
ziehen kann, indem dieselben eben dann zur Reduction des Pfaffschen Pro-
blems besonders geschickt sind. Ich begniige mich hier auf diese bemerkens-
werthen Verhilinisse, welche eine nihere Ausfiihrung verdienen, hingewiesen
zu haben, und fasse nur noch die oben entwickelten Resultate in folgendes
Theorem zusammen :

Theorem IIL
Wenn man irgend drei Integrale des ersten Pfaffschen Systems kennt,

y=c, ¢=ﬂ: H:7:
wo o, (3, y willkirliche Constante sind, welche in ¢, v,” H nicht vor-
kommen, so geben im Allgemeinen die Gleichungen

[y, H]: [H, ¢]: [¢p, 9] = a:b:c
zwei neue Integrale des Systems; und’ durch Combination derselben mit
den gegebenen kann man im Allgemeinen simmiliche Integrale des Systems
aus den gegebenen drei Integralen ableiten. Aber schor wenn zwei In-
tegrale ¢ = Const., v = Const. gegeben sind, finden sich, freilich minder
einfach, swei neue Integrale

[[(f’: W] ) '*P] — COHSt.
los v]* " ’

[[‘P, 'lll] ’ (/’] — Const.
lo, v’ ’

und aus denselben im Verein mit den gegebenen im Allgemeinen alle In-
tegrale des Systems.

Dieses merkwiirdige und wichtige Theorem ist offenbar eine Ver-
allgemeinerung des beriihmten Satzes, welchen Poisson in der Storungstheorie
gefunden, und dessen Bedeutung Jacobi gewissermassen entdeckt hat, um ihn
in der Dynamik zu verwerthen.

Noch vollstindiger aber findet sich die Eigenschaft des dynamischen
Systems wieder bei der zweiten Form von Gleichungen, auf welche die vor-
liegenden Untersuchungen gefiihrt haben. Bezeichnen wir durch U eine ganz
beliebige Function, und bilden den Ausdruck

[‘/’: U] = 09
so stellt diese Gleichung eine lineare partielle Differentialgleichung erster
Ordnung dar, von welcher eine Losung bekannt ist, nédmlich
¢ = U
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Kennt man aber zwei weitere Integrale derselben, und H, und benutzt man
die identische Gleichung (50.) in der Form:

((y, U], H]+[[U, H], y]1+[H, v], U] = O,
welche sich der Voraussetzung gemiss auf
[(H#,v],U] =0
reducirt, so erkennt man, dass auch [H, y] eine Losung der vorgelegten Dif-

ferentialgleichung ist; und indem man diese neue Losung mit den urspriinglich

gegebenen verbindet, um abermals neue Losungen darzustellen, gewinnt man
das folgende

Theorem IV.
Ist U eine beliebige Function, und kennt man-irgend zwei Lisungen v,
H der Gleichung
[(P, U] = 07
$0 kann man aus diesen im Allgemeinen alle Lisungen dieser Gleichung
ableiten, indem man zundchst den Ausdruck

[y, H],
sodann dhnlich Combinationen dieses Ausdrucks mit v und H bildet u. s. w.;
sammiliche Ausdriicke, welche man auf diese Weise erhdlt, sind Losungen
der vorgelegten Differentialgleichung.

Man sieht, wie die Gleichung [¢, U] = 0 trotz ihrer sehr allgemeinen
Form dennoch vollkommen denjenigen Charakter bewahrt, welchen man in
dem speciellen Falle der dynamischen Gleichungen seit langer Zeit erkannt
hat. Es mag geniigen, an diesem Orte auf diese merkwiirdigen Beziehun-
gen hingewiesen zu haben, durch welche die bisher speciell gefassten Re-
sultate der Dynamik mit einem sehr allgemeinen Probleme in Verbindung
gesetzt werden. Aber es lasst sich auf dieselben auch eine neue und eigen-
thimliche Losung des Pfaffschen Problems grinden, deren Darstellung der
Gegenstand einer zweiten Abhandlung sein wird.

Carlsruhe, den 28. September 1860.
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