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Nova methodus, aequationes differentiales partiales
primi ordinis inter numerum variabilium quemcunque
propositas integrandi.

(Ex ill. €. G. J. Jacobi manuscriptis posthumis in medium protulit A. Clebsch.)

Reductio problematis generalis in formam simpliciorem *).

1 8
y
bil V' functio quaesita, sint ¢,, ¢., ... ¢, variabiles independentes
atque p,, p., ... p, differentialia partialia ipsius V' secundum ¢, ¢., ... g¢,.

Problema de integratione aequationum differentialium partialium primi ordinis
inler numerum quemcunque variabilium hoc est:
Data aequatione inter quantitates V, ¢y Qv ... Qus Pis Pro -+ Pus
ipsam V ut functionem ipsarum ¢,, ¢», ... q,. determinare.

Supponam aequationem propositam ipsam functionem quaesitam ¥ non
continere. Quoties enim continet, problema ad aliud revocari potest, in quo
numerus variabilium independentium unitate auctus est, sed functio ipsa in-
cognila ex aequatione differentiali evasit. Introducta enim nova variabili ¢, sit

W =1t.7V,
eril .
14 9V 1 ew LA ) .
V=3r+ "= =7Tag° P~ =Tau - )
Quibus valoribus substitutis in aequatione inter V et quantitates q,, ¢., . .. Qs
Pis Pis - .- Pn proposita, prodibit aequatio inter variabiles independentes ¢,
qis @5 --- qn, atque differentialia partialia functionis W secundum variabiles

illas sumta, ipsam functionem W non continens. Hinc, quia numerum varia-
bilium independentium m quemcunque assumsimus, concessa est suppositio,
aequationem differentialem propositam functionem incognitam non continere.

¥) Epitomae paragraphorum in ipso manuscripto praeter paragraphos 66, 67 non
inveniuntur. Quae tamen n usum lectoris, ut longioris commentationis decursus facilius

perspiceretur, adjiciendae videbantur. C.
*¥) Bignificandis differentialibus partialibus signum characteristicum — 9 —, signi-
ficandis completis signum — d — adhibebo. Quod bene tenendum est.
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2 C.G.J. Jacobi, novu methodus aequat. different. partiales primi ordinis integrands.

Problema sub ea, qua in sequentibus wiatur, forma proponilur.
2. '
Si functio incognita ipsa aequationem differentialem partialem propositam
non ingreditur, problema maxima generalitate sic enuntiari potest:
Proposita expressione
pldql+'p2dq?+"'+pmdqm:

si dala est aequatio inter quantitates ¢,y @,y ... Qu, Prs Prs -+ Pus
invenire m—1 alias aequationes inter easdem quantitates, e quibus quanti-
tates p,, p.y ... p. toles prodeant functiones ipsarum q,, ¢,, ... q,, ut

P1dq+padg.+ -+ pndg,
evadat differentiale completum dV.
Ut expressio

expressio proposita

PldQA+'P2sz+"'+pmdqm
m(m—1)

sit differentiale completum, satisfieri debet 5

op; op,
(),

in qua aequatione indicibus i et k valores 1, 2, 3, ... m (ribui possunt, vel
ut aequationes tantum inter se diversae obtineantur, indici ¢ tribuantur valores
1, 2, 3, ... m—1 et pro singulis ipsius ¢ valoribus tribuantur indici % valores
tantum ipso ¢ maiores.

In aequationibus praecedentibus quantitates p,, p,, ... p, ut functiones
ipsarum ¢,, ¢», ... ¢, consideratae sunt. Quod quoties fit, differentialia
partialia illarum quantitatum uncis includam, sicuti antecedentibus factum est.

aequationibus conditiona-

libus hoc schemate contentis:

Conditionum integrabilitatis forma prima exhibetur.
3.

Negotium, quod suscipiam, primum est transformatio aequationum con-
ditionalium. Quippe quas ita exhibeamus, quales fiunt, si non ut aniea omnes
Pis P2s - - Pw ut ipsarum ¢,, ¢, ... ¢, functiones considerantur, sed

Py Ut ipsarum py pss Pas Psy -+ Pms Gy Qo> - - - Gms
p.  ut ipsarum Pis Pas Pss -+« Pms Qi Q25 -+ Gu>
ps  ut ipsarum Pas Psy -+ Pms Quy Q25 -+ Qs
Pm— Ut ipsarum Prms Qis Q25 -+ qm >
p» ut ipsarum Gis G2o - Gn
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functiones. Ad quam suppositionem referam sequentibus differentiationes per
partes instituendas, nisi aliud disertis verbis statutum sit, aut differentialia uncis
inclusa reperias, quo facto semper innuitur, omnes p,, p;, ... p, lamquam
ipsarum ¢,, ¢,, ... ¢. functiones spectari.

Systema primum aequationum conditionalium, quod respondet valori
¢ = 1. hoc est:

(2)-@). @)= - @)=

qm cq,

Quod e supra statulis sic representari potest:

8]}, (Opz)+ p, (jza)+ +S}l:|n dpm)_l_ apl (apz)

dp (cp op. opa) o +0p. %z:;n) +8p. _ (S;s)

(@ G+ G - (B)

Quae aequationes per aequationes conditionales in has transformari possunt:

L/ (8p2)+dp. (Up2)+ o (8p1)+8p1 - (fﬂ).,

p, ap,,. dgn’/ = 9g, ¢,
oo G+ g GG+t g e )+ 3 = (5,
5 <Z’; D) ()4 5’;’; (53;’,;) ‘9’”' = 3’;;

LGB RGN - @)

. . . op, p op

am am 4 \tam 2 2 5. 2

Multiplicemus aequationem 2™, 3™, ... (m—1)"" per. ol .
et productarum summam deducamus a prima; maultiplicemus aequationem 3",

; a op, Op op,
g (m—1)" per == &, ... =2 et productarum summam sub-
(: ) P .’ op,’ Opm p
ducamus de secunda; multiplicemus aequationem 4", 5", ... (m—1)"™ p
Py OB ... 9P

35" Op.° E et productarum summam deducamus de tertia; et ita porro.

Quibus patratis aliud ernimus systema aequationum, systemati primo aequi-
valens. . hoc:

1*
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op, Op, , Op, p op, op, , Op, 9p, op op,
1) 20 2 [ w2 ! 2 1 2 U [ 2
(1) op, 9q, F61)3 o, +<9p4 ETR +3P5 oq, T, TP 0P Oqn

yOp_ Op Op Op O Opp. . _ O Op _ op

dq, Op, 9q, Op, ¢, Op, O Opm  Oqu 99,
oy Op, Op dp, dp, , 9p, Op, , Op, Op, op, Op
9. ! 3 1 3 1 3 | PR 1 3
o) op, 9q, +8p3 9q, +8m oy, +8p5 oy, J T Opm  Ognm

4 op _Op Op_OmOp ., _ O Op _ Op

dq, Op, dq, Op, 9, OPm Om oy,
op, op, , Op, _Op, | Op, Ip, , Op, Ip, L op, _op,
(3. op, 09¢, +6p3 aq, +<9P4 dq, +3P5 oy, T T Opm  O¢n

4 Op O Op .. _ 9 Op O,

«9114 op; 94, Opn  Oqn a4,
- ap| apm—l %apm—l . . . apl 8p'"_l ap‘ ap"'—l
(m=2.) Bp, B4, " op, 0q, T V b1 0gu s T Opn Ogn

W Pmr OP, _ Opm

aqm—-l apm aqm - aq,
4y 9P, Opw | Op, Opm R Op, Opn , Op,  Opm
(m l') 8}72 aqi +dp3 aqa + apm—l aqm—l apm aqm

op, _ Opm

T d¢n  O9g,

E quibus aequationibus differentialia partialia uncis inclusa evaserunt.

4.
Systema secundum aequationum conditionalium, quod respondet valori

i=2, hoc est:
), (@)=, - @)=

)~

Designante 4 quemlibet e numeris 3, 4, ... m, aequatio

0
(F= (5

sic etiam exhiberi potest:

P, (0P, OP. (0P, op, (Opm Bp, oy
op, aq}( 3])( )+ +ap,,. aqk aq/, dq:

quae adhibendo aequationes

op,. J
(az:) = (Wp:)a
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in sequentem abit:

GOV JCOTE. JeOM e
Si aequationem 1", 2", ... (m—2)"" vocamus, quae prodeunt ex aequatione
praecedente loco & respective ponendo valores 3, 4, ... m, multiplicemus
aequationem 2", 3", ... (m—2)"" per 8p3’ 353 g}’:’z et productarum
summam deducamus de prima; multlphcemus 3, 4y L (m—2)"" pe

o, Op. .. op
op,’ op,’ OPm

porro. Eruetur his transactis systema aequationum hoc:

et productarum summam deducamus de secunda: el ila

CH py Oy | Opy Opy 0P 0P, . OB 9P

op, dq, ' dp, og, ' dp, oq, " Opm Ogm
4 Op_Op, Op,  OpOp. | _ 0P, Op _ 0P,
dq3 ap4 dqd aps aqﬁ apm dqm ’.J(]‘z

dop, Op dp, Op op, op dp, Op,
2' 2 _ I 2 4 2 4 . . . = ————
(2. op, 0y, +6p., g, +8p5 g, i T G B4

+op_OpOp 9, Op. . Op.

aq.‘ 8p5 aqs ' o apm aqm B a(h
(B.)
(m—3.) P Ons | OBy OPmr . OBy OPu—ty Oy P

apa aq, ap4 aq4 6pm—l aqnz—l apm aqm
op, _ Opu—1_Op, — OPuu—1
n-1  OPm  Ogn 9%,
ap ap m ap ap m ap,,. ap ap m
_2. 2 2 o 2
(m ) apa aq.} + ap4 an + + apm—l aqm-—-l apm aqm
O _
‘ , o~ B,

Quod aequationum systema e praecedente (A.) eruitur, si indices omnes uni-
tate augentur, quantum fieri per limites indicum potest.

5.
Prorsus eadem ratione demonstratur generalis aequatio:
Op, Op; dp; Opy dp; Op; Iy +—%§&
(a.) OPiy1 O%;p1  OPiys O4;0  OPiy3 045 op,, 94,
o, Op, Op;  Op 9p; p; 9p; _ O

— e — ——— —

N op; dpk+1 aqk+1 apk+2 aqk+2 dp,, 09, _a;, ?
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in qua i designare potest unumquemque e numeris 1, 2, 3, ... m—1 atque
pro singulis ipsius ¢ valoribus designare potest £ numerum unumquemque

ipso ¢ majorem usque ad valorem k = m. Quae igitur aequatio generalis

’ m(m—1 . . . .
amplectitur numerum mn—1) aequationum inter se diversarum, quae e totidem

2
aequationibus 5 5
p; p
) = (o)

derivatae sunt.

De forma usitala conditionem integrabilitatis ex ea quae proponitur derivanda.

6.
Vice versa ex aequationibus (a.) deduci possunt aequationes conditio—

nales initio propositae
op; op,
(a—‘h—> = (5&7)3
sive demonstrari potest theorema sequens:

Theorema 1.

Supponatur :
P functio quantitatum p,, psy Piy Psy - Pus Qis Q2o - Qs
p. - - P3s Pas Pss -+ Pns Gro Q2o - oo Gn,
Pz - i - p%? p57 LIEURC ]]mﬁ qlﬂ q’.’) LRI qm)
pm—-l - - pmﬂ ql" q'l" L] qm;
pm - - ql“, q'l‘, L qmg
quae tales sint functiones, ut habeatur identice:
' op op; dp, , Op; 6p op; Op
() , q; a}’,-+1 89;.,4 Pit2 040 P, 94,
) + ap; . op; op; . apk op; R am_ dpi
04 OPiy1 O OPry2 O4yn o, 94, ’
designante i unumguemigue e numeris 1, 2, 3, ... m—1 et pro singulis ipsius
i valoribus designante k wnumguemque e numeris i+1, i+2, ... m, unde
numerus totus aequationum est m(m2ﬁ; erunt aequationes illae numero
m(m—1)

5 conditiones quum necessariae tum sufficientes, ut expressis



C.G.J. Jacobi, nova methodus aequat. different. partiales primi ordinis integrandi. 7

omnibus py, p:y ... p, per quantitates ¢y G2y ... ¢n, €TPressio

pl dql +P2dqz + e —}—pm dqm
evadat differentiale completum.

Forma secunda conditionum integrabilitatis.
7.
Conditiones illas esse necessarias antecedentibus comprobavi, quippe
quas locum habere demonstravi, quoties expressio

PldQL+P2dQ2+"'+P,ndqm
differentiale completum sit. lam demonstrabo easdem conditiones esse suf-
m(m—1)

ficientes, sive quoties aequationes illae numero 5

locam habeant, ex-
pressionem
Pidg+ prdg+-2+ pady,
esse differentiale completum.
Posito k£ = m, aequatio proposita fit:
ap dp; , Cp op; r dp dp; ,0p cp,

1) 0= —(F2)+—(== : = PPRE B st ) N1 9

( ) (3(],- +dpi+1 <dq;+1>+ ap,q.z <aQi+2)+ +apm ( aqm)+aq:rx

Uncis rursus ulimur, si p;, p», ... p, ut solarum ¢,, ¢, ... g, functiones
Opm
0y;

spectamus, unde pro ipsa p, perinde scribi potest
Posito £ =m—1, fit:

sive (%ﬁ .

P, Op; Op,, Op; Op,_ op; p,._

0 = —T}. ‘é‘ i l+ ..-+ 3 = !
9 Piry iy OPiya 99y P 94,
api al’m~| api .

aqm—l N ap m aqm

apm—-l

Cui aequationi si addimus aequationem (1.) multiplicatam per o prodit:
op,._ op; (OPn_ op; (9P, op; (9P,
2. 0 = — et : i) ! =1 e B R -
(2.) ( 9g; )+6p,-+, <84.~+,)+6p.-+¢ <<9q.~+2) Ll P, 94, )
dp;
+a m—-l.
Posito k=m—2, fit
op,., 9p; ©Op,, Op; 0p,_ op; 9p,_
O _— m—2 13 m—2 i m—2 e z m—2
dg; + api+1 6‘Ii+1 * ap.'+z aqi.;.z Tt op, 94,

opi Opn._, Op; OP,_, Op;

+ aqm—! —apm—l aqm—i o apm aqm .
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Cui aequationi addo aequationem (1.) per 5_5;_—_ el aequationem (2.) per
s multiplicalam, prodit:
- Pm—1
(3) 0 — _(al m-—) ( m—) )x' pm—”)_* }' UP, (apm—'l)
dp i1 NOG; op,, oq,,
op;
+(I‘qm—?.
Et ita conlinuando, demonslras aequationem genreralem :
opx dpA api ap. ap,
(b.) 0= —(— N (1
S aq ) dp 41 > Bp,,q(aq“«,)+ o, op,, ( a9, )
op; .
dq;
in qua & valores omnes induere polest m, m—1, m—2., ... usque ad i+ 1.
Unde, si ipsi ¢ rursus valores 1, 2, 3, ... m—1 (ribuuntur, numerus aequa-

m (m -1)

tionum (b.) fit

Forma tertia quae est usitala.
8.
Ex aequationibus (a.) theorematis 1. deduxi totidem aequationes (b.).
lam ex his deducam aequationes

() (Sg;) (dp >

quarum idem est numerus.
Supponam, pro omnibus numeris ¢’ el &, qui dato numero i maiores,
ipso m non majores sunt, iam probatas esse aequaliones:

B E)
“(ap (azl)

Quarum ope aequatio (b.) transformari potest in hanc:

8 a’ 3 a /zs a 1 2 8 i 8 m
= —(59 )+a,,:l(§qk"-)+apf+q ) ot )
aPi
- - an .

quae eadem esl atque haec:

- (apk> (aqk

In qua, si placet, etiam % =4 ponere licet, quippe quo casu identica fit.
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Valentibus igitur aequationibus (b.), si aequatio

opi ap,(

6qk ) (
comprobata est pro ommibus -ipsorum i' et k ovaloribus i+1, i+2, ... m,
eadem valebit pro omnibus ipsorum i et k valoribus i, i-+1, ... m.

Si ponitur i =m—1, in aequatione (b.) ipsi k unicus convenit valor
k= m, unde fit illa:

| = (aifl et () - 2,
sive .
= (2 )+(E)

Valent igitur aequationes (c.), in quibus k= ¢ statualur, si i=m—1. Unde
ex antecedentibus valebunt etiam, si i=m—2; unde ex antecedentibus valebunt
etiam, si i =m— 3, et ita porro; sive valebunt aequationes (c¢.) pro omnibus
ipsius ¢ valoribus m—1, m—2, m—3, ... 2, 1. Q. D. E.  Comprobatis
aequationibus (c.), sequitur, expressionem

P +padgat o+ padgn
differentiale completum esse.

m(m—1)
2

praecedens differentiale completum evadat, sub tribus formis (a.), (4.), (c.)
exhibui. Quarum forma (a.) ad solvendum problema propositum sive ad
determinandas functiones p,, p,, ... p, quae expressionem illam differentiale
completum efficiant, prae ceteris idonea est.

Systema conditionum , quibus satisfieri debet, ut expressio

De integrationibus quas e forma prima conditionum integrabilitatis solutio problematis
propositi postulet.

9.
His praeparatis, iam integrationes transigendae accuratius describi pos-
sunt. Redit enim problema in determinationem functionum p,, p,, ... p,,
quae aequationibus (a.) satisfaciant. Ipsa. quidem p, ut functio ipsarum p,,
Pss -+« Pms Qs G2 --. ¢n per aequationem differentialem partialem pro-
positam data est. Deinde ponendo in (a.) i=1, k=2, determinatur p, ut
functio ipsarum ps;, Psy ... Pms Giy 2y - .. ¢ per aequationem:

Journal fiir Mathematik Bd. LX. Heft1. P



10 C. G. J. Jacobi, nova methodus aequat. different. partiales primi ordinis integrandi.

dy 2_On Op e OpOn OmOm | Op O
aq, dq, Op, dq, OJp, dq, IJp, 9q, OPm O

op, 9p, , Op, p, , .., Op, 9p,

+ dq, Op, = 94, p, LA O4m Opm

Quae est aequatio differentialis partialis lirearis, cujus nota est integratio.
Inventa functione p,, quaecunque aequationi praecedenti satisfacit, ponamus
in aequationibus (@.): =1, 2 atque k= 3, prodeunt aequationes:

(Op _ Opy_ Op Op, Op Opy | Op, Opy

o¢, ~ 9¢, p, 99, op, 9, OPm Om

op, 9p, , Sp, Op, . 9p, 9p,

@) 54, 9, T 3q, p, T T Bgn Gpu”

T |Om _ Op 9P O Op 0Py 9P 0Py

d¢,  9q, .Op, 99, Op, 9q, pm Ogm

9p, Ops | Sp, Ops p, P, |

+ dq, op, T3, g, 9p, et O OPm
Si functionem p, non ut ipsarum p,, psy ... Pus Gis GQ2s - - - Qu, S€d
substituto ipsius p, valore per integrationem aequationis (1.) invento, sicuti ipsam
P2, ut functionem ipsarum p;, pyy ... pu, ¢y 2y - .. ¢n considerare placet,

op,
op,

si p, et p, ut functiones quantitatum reliquarum spectantur:

multiplicetur aequatio posterior per et priori addatur. Quo facto obtines,

Op _ Op_Op Op, _Op dp, . _ 8p Op,

dg, dq, Op, 9g, Op, Oq, OPm O

op, Op, , Op, Op, | ..., OP: Ops
2.4 T3, g, op, T 0g; Op, T +3q Opm’
' O, _ p, 9P Op, O Opy . _ 9P 9Py
oy, dq, Op, dg, OIp, 9, OPn O¢n

op, Op, | 0P, Ops | ... OP: OPs

+ dq, op, T dq, Op, T +aqm Opn

Quarum aequationum altera ex altera invenitur indices 1 atque 2 inter se
permutando. Binis aequationibus (2.) sive (2.%) ipsa p; ut functio quantitatum
Pas Pss « Pms iy 2y + .- ¢n determinanda est.
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10.
Inventa per aequationum praecedentium integrationem etiam functione p,,
ponatur in (a.) i=1, 2, 3, atque k=4, prodeunt aequationes tres sequentes:

op  Opu Op Op 0P 0RO Op,
dq,  0q, Op, dg,  Ip; Iy Pm g
ap, 9p, | Op, 9p, op, P,
+ dq dps + aq«; 6pa + +dqm dp'" ?
9P, _ 9Py Opy Op, _ Opy Opy _ _ Op. OPs
dq, dq, OJp, dq, Op, 9q, Opm Oqm
(3 op, Op, . Op, O dp, Op
p2 p4 p2 pd pZ 0 4
+ 9, o, T34, o5, " Bgm 3pa”
p; _ %_%%_Q&%_m_é&%
d¢,  9¢, Ip, 9q, p, 9, P I
‘: ps Op, | 9ps 9p, 9p, Op,
| +3q, p, T 3q, b, T T 3qn Bpa
Si substitutis ipsarum p, et p; expressionibus per integrationes iam transactas
inventis, omnes tres p,, p., p; ut solarum p,, ps, ... Pu, Giy Qas - .. ¢,
considerare et ad hanc suppositionem differentiationes per partes referre placet,
primum aequatio tertia per gg * multiplicata addatur secundae, prodit:
- s 3
op, _ Op. 9P, Opy _Opy Opy . _ 6p, Op,
dq, 98¢, Ip, 9¢, Op; 9, pm I
9p, Op, 9p, 9P,
+aq, 3, T T 5. Fpa

Haec aequatio multiplicata per -I[;—' et tertia aequationum (3.) multi-
2

plicata per g% addatur primae, prodit:

op, _ Op. O Op. _Op Op, ., _ 6P OGP,
94, d¢, Op, 9¢, Op, 94, OPm Ofm
8p, Ip, op, 9p,
+ aqs ap& + +aqﬂl dpm
Determinanda igitur est p, ut functio ipsarum ps, pey ... Pu, Qs Qo ... ¢,

quae simul tribus sequentibus aequationibus satisfaciat, in quibus p,, p,, p,

sunt functiones ipsarum Py Psy ... Pmy iy G2y --- Gm, quales per integrationes
praecedentes determinatae sunt:

2*



12 C. G. J. Jacobi, nova methodus aequat. different. partiales primi ordinis integrandi.

op _ 9Py 9P Ops _ 9p Op. . _ 9P Opy

94, dq, dp, dq, Op, Og, OPm O¢m
9Py 9P .. 9P 0Py

+ aqs 8175 et Ogm apm’

Py _ 9Py 9P OPy _Opy 9P, _ Op: OGP

* dy, dq, Op, 09, Op, g, OPm Oqn
(3.7 dp, dp dp, op
L2 ~r4 —kE 4

+aq5 3])5 + +aqm apm’

Op, _ Op. 0Py Op, _ Ops Opy . 9Py OPs

oy, dq, Op, dq, ©p, Og, OPm Ofm

ops 9P, op; P,

\ + aqs aps + +aqm ap"‘

Quae aequationes tres plane similes sunt et commutando indices 1, 2, 3, aliae"
ex aliis obtinentur.

Aequationes differentiales partiales lineares simultaneae, quibus ad singulas
quantitates p eruendas satisfieri oportet; quae formam quartam conditionum
integrabilitatis constituunt.

11.
Sic pergendo, determinalis p,, p., ... p;, ut functionibus ipsarum
Piits Pit2s -« - Pms Gis 25 -+ Gu, generaliter determinanda erit p;,, ut functio
ipsarum pii2s Pitsy - - - Pms Q1o G2y - .- ¢m PEr aequaliones sequentes, quae
sunt numero é:
op, — api—H_ apl apl'+1_ op, api-l-l ..... ap: ap"—l-l
09;44 0q, OPiit 09iy1  OPiyo 09y, op, 94,
dp, Pip . 9P, Op; 4
E 09;,2 P42 et 9q,, 6p, ’
o, _ is_ dp o op Wi o in
(@) 9g;,, g, OPiry 991 OPiys 09;ys op,, 94,
o
< +_%_%L+...+ﬂ%_ap"+l
aqi+2 Op; 1, dq, Op,
Op; _ OPiya _ O OPiya  OPi OPia P OPin
9941 9¢; 0Py 04y OPiya ipr P 4
op; §Pi+x ot op; Opiyy

04; 12 OP;y2 h
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Aequationes (a.) constituunt formam quartam, qua exhiberi possunt conditiones
integrabilitatis expressionis p,dq,-+p.dg.+:+-+pn.dg,.. E qua forma haec col-
ligis. Data p, ut functione reliquarum quantitatum per ipsam aequatior‘lem diffe-
rentialem partialem propositam, invenitur p, per integrationem unius aequationis
differentialis partialis linearis inter 2m—1 variabiles; deinde p; satisfacere debet
simul duabus aequationibus differentialibus partialibus linearibus, quae singulae
sunt inter 2m—3 variabiles; deinde p, satisfacere debet simul tribus aequa-
tionibus differentialibus partialibus linearibus quae singulae sunt inter 2m—5
variabiles, et ita porro. Ac generaliter, inventis ipsarum p., p,5 ... p; ex—
pressionibus per quantitates p; ., Piyay -« Pms iy G2y - -+ ¢n determinatur
Pii1 per i aequationes differentiales partiales lineares, quibus singulis satis—
facere debet et quae singulae sunt inter 2m—2i-+1 variabiles. Numerum
igitur variabilium in investigatione cujusque insequentis functionis duabus uni-
tatibus minui videmus; numerus quidem aequationum, quibus simul satisfacere
debet functio quaesita, pro quaque insequente functione unitate crescit, sed
hanc integrationem simultaneam, a qua abhorruisse videntur Analystae, non
tantis difficultatibus impeditam esse infra patebit. Attamen antequam ipsam
aggrediar integrationem istam simultaneam, conditiones integrabilitatis sub aliis
adhuc formis exhibebo.

Theorema de forma conditionum integrabilitatis maxime generali.
12.

Si loco i+1 scribimus % atque per ¢ numerum quemlibet ipso £ minorem
denotamus, aequationes (e.) sic repraesentare licet:

Ip; op; op; op; O dp; Op, op; opy
(a.) 0T %4 " i 0%k OPiys Oy OPuga Oy +“.+‘Eﬁm
_ 9 op; Op; op; op, op; op,
g, B k41 OPs i1 —aqk+2 OPpsa o _EE
In hac aequatione est p; functio ipsarum piiyy Piyas -« ¢ Pus iy Qas « v - Gus

functio autem p; praeter has quantitates etiam ipsam p; continet. lam vero

patet, expressionem :
op; 9Py op; 9p,

op;. 94y B 04 Py

P;

;. ; :
eandem manere, sive in formandis . —a—q—'— differentietur etiam quatenus
ke Y

Prs Qi @ py implicantur, sive tantum, quod in aequatione praecedente sup-
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positum est, quatenus in p; explicite praeter p; inveniuntur. Priori casu enim
accederent termini se invicem destruentes:

o, ony on,_ Ope o,

op, \ 0p,,0q,.  9q,. 0p,)
Praeterea, si ipsa p; differentiatur secundum ¢, etiam quatenus g, implicatur

. . - . —
ab ipsa p;, quae in expressione ipsius p; invenilur, scribere licet 3(]—' loco
A

Pi y i Pk, Unde aequationem praecedentem, si et p; et p, tamquam

B4, Op, g

solarum pyi1s Piias -+ Pms Qs Q25 - - - Gn functiones consideras, sic exhibere
licet: . 3
Py P;
(/ ) og; _EQ_ - e
op; Ip, op; 9 op; Oy
OPii1 iyr  OPria OG5y o op,, e
op;  op, op;, 9p, op; 9y

-

04, 11 Ppys —6‘1A+2 P42 _—m—_aTIm m

Ordo, in quem variabiles ¢ et quae iis respondent p disposuimus, indicibus
subscriptis indicatus, prorsus arbitrarius est. Qua de re in formula praecedente
(B3.) variabiles ¢;, ¢, binae quaelibet esse possunt e numero variabilium g,
et qii1s Qky2s -- - ¢n aliae quaelibet harum variabilium ab illis duabus diversae
el cuiuslibet numeri, qui tamen numerum m—2 superare non potest. Sta-
tuendae autem sunt a ¢;, ¢, diversae, quum in formula (/3.) suppositum sil
i < k ideoque i inter numeros k-+1, k42, ... m non inveniatur. Habemus
igitur theorema sequens:

Theorema II.

Sint piy pry ... p. eiusmodi functiones ipsarum q,, ¢, ... q, ut
expressio p,dq,+p,dg.+-+p,dq, sit differentiale completum; si binae
quaelibet p; et p. exprimuntur praeter q,, ¢qa, ... q, per alias quasdam
e quantitatibus p a p; et p, diversas, p,, p, etc. quotcunque placet, id
quod infinitis modis licet, atque differentiationes per partes instituendae ad
hanc repraesentationem referuntur, erit

opy  Op; op; dp, . Op; Op;

8q, 8q, _ o, 0q, op,aq,
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Neque necessarium est, ut in theoremate praecedente p; aique p, easdem aut
eundem numerum quantitatum p contineant; casus enim, quo functio datas
quantitates continet, eum amplectitur, quo functio aliquas harum quantitatum
vel omnes non involvit.

Theorematis antecedentis demonstratio directa.
13.
Theorema praecedens facile etiam directa via deducis ex aequationibus

ap; 0
( 35') ( p‘) Primum enim probarl potest, in formula pr oposzta ea:presszonem
k
ad dextram immutatam manere, si differentialia secundum q;, q,, ... sumta
uncis includantur, sive esse
| Opioby | OpiOpy (apx apx(dpk)+
(1 ) S apl aql ap[u aq/, . aq}_
2_@19&_%%_... _%(6_"1) apk(ap,)__”
dp, 99, é)py BqF dp; \0q,

Repraesentemus enim aequationis antecedentis dextram partem hoc modo:

(apk) . (dp,>
l dp/, dq), A dp}, dq;_ .
subscripta 4 indicando, summam ad omnes valores 1, w, ... extendendam
esse. [Erit porro:

(_aﬂ _ k dpk(apl‘

(3) = gtz g0 ()

9q; 84, i ‘91’1: 07"

subscripta 4’ similiter summam indlcando ad eosdem valores 4, w, ... extendi.

Hinc prodit
gr?p, (dm 6pk dp, } zap; op;  Opy 51&}

op; Bq/1 apl dql op, 0q, Op,; 9q,
_ { ap = 5 (al’z) M < ap;.)}
ap,. by ap;_: 0y, apz i ap;_, g,
_ p; Op; (apl, apk op; apl,)
1 2 31‘1 Pz aqz 1' aPz 9py\0g;

Indicibus 4 et A’ quum omnino iidem valores conveniant, 4 et A’ in duabus
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summis praecedentibus inter se commutare licet. Quod si in posteriore facimus,
expressio antecedens fit:
< 50: o, *(dpp (a }
1 ¥ dP; Py a‘h %

quae est expressio evanescens, quia
op; op;
(aql) (dql )
Unde aequatio (1.) comprobata est.
Iam ex aequatione (1.) sequitur:

Op: Opy | Op; Opy

op; 9q; ap,, 9,

Spy Op: _ Op: Gp;

= o) gy GG+

6 6 9
pk(a?) Pk(az,,)__“

_ (c?p.- op; 8?;) P

0, o9 ?‘I_ 5‘:
. _2&_*_ s
dq; 9
Q. D. E
Si loco k in formulis (/3.) ponitur 4, atque 4 loco 4, palet e formulis illis sive
e theor. I, in formulis (e.) esse p,, p,, ... p; tales ipsorum ¢, ¢, ... ¢,
Pis1s Pitas - - - Pn functiones, ut inter binas earum p,, p; locum habeat aequatio:
op,  op, . ‘
99, dge
opy 9p, | Op 9py 6p; 6p,
o T T T e T T T
i+1 i+1 i+2 42 m m
_Op 9, 9py Opy p; 9P,
api-H a%‘-}-l api+2 C"‘Ii-;.'z ——;T;;é—q:

Haec est relatio, qua fit, sicuti infra videbimus, ut aequationes (e.) simul in-
tegrari possint.
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Problema alio modo proponitur. Functiones, quibus constantibus aequiparatis ipsae p;

1101——2—2 definiuntur.

per q,, ¢y5 ... gm exprimantur, aequationibus simultaneis
14.

Problema de integratione complefa aequationis differentialis partialis inter
m+-1 variabiles V, ¢, ¢:, ... ¢., quae functionem quaesitam V ipsam non
continet, sic etiam proponi potest.

Sit V ipsarum ¢, ¢, ... ¢, functio m constantes h,, by, ... h,
involvens, quarum nulla per additionem tantum ei iuncta sit; sint p,, p,, . .. p.
differentialia partialia ipsius V respective secundum g¢,, ¢,, . .. ¢, sumta.
Quae differentialia partialia, quum ipsas constantes quoque h,, h,, ... h, in-
volvant, vice versa aequari possunt k,, h,, ... h, ipsarum ¢,, ¢, ... ¢,,
Pis P2s - - . pn functionibus. Sint aequationes sic inventae:

Ho=h, H=h, ... Ho—h,,

designantibus H,, H,, ... H, functiones ipsarum ¢,, ¢ay . - . Gus Pis P2y - - - Pu.
a se invicem independentes et nullam constantium 4,, k,, ... h, involventes.
Quaeritur, data una harum aequationum, ex. gr.
Hl == hlv

indagare reliquas m—1.

Investigemus aequationes conditionales identicas, quibus satisfacere
debent functiones H,, H,, ... H,, ut ipsis pi;y P2y - .. Pu PET iy oy - - - qn
expressis ope aequationum

Ho=hb, Hy=hy, Hi=hy, ... H.=h,,
expressio differentialis
PldQ1+P2d42+"‘+Pmdqm
sit differentiale completum dV.
Ponamus in theoremate II. loco indicum ¢, k indices 1, 2, ac loco in-

dicum 2, w&, ... omnes reliquos 3, 4, 5, ... m; unde eruilur aequatio:
_ p_Op, , Op Opy  OpOPy . O OPy
TR M IR X TR TR T
' _Opa By _ 0P O 0P 0P
op, 9q, Op, Oq, Opm Oqm
Sint

H=h, H=h

duae quaelibet ex aequationibus propositis, quarum ope determinentur p, et p,
Journal fiir Mathematik Bd. LX. Heft 1. . 3
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ut functiones ipsarum ps, Pay ... Pus iy G2 ... ., quarum quantitatum
ipsac p, et p, in aequatione praecedente functiones esse supponuntur. Sumtis
deinde ipsarum p, et p, differentialibus partialibus secundum quantitates illas,
substituantur in differentialibus illis, quae etiam constantes k; et %, involvunt,
loco harum constantium functiones iis aequivalentes H; et H,, unde emergent
eorum valores per quantitates p,y P2y ... Pu, @iy @2y . .. ¢, €Xpressi absque
ulla constanti &. Quos valores si in aequatione (1.) substituimus, aequatio
illa evadere debet identica, cum nulla exstare possit aequatio inter quantitates
Pis P2y - Pms Gis Q2> --- Qn @ constantibus hy, hy, ... h, prorsus libera
nisi aequatio identica sit.

Ad eruendos valores differentialium partialium ipsarum p, et p,, in
aequatione (1.) substituendos, aequationes H;=h;, H,=h; secundum p;, p,, ... p,.,
differentiemus. Sint r et ¢ binae quaelibet harum quantitatum, erit

OH; Op, | OH; op, _  OH;
op, or ' dp, Or T Or
OH; dp, | OH;dp, _  OH;
op, Ot 'op, ot — Ot °
@EE aﬂ oHy 8pz _ OH;
dp, or " dp, or — ~ or °
OH, Jp, +8Hk op, _ _ OHy
dp, Ot " Op, ot — Ot

Unde, multiplicatis prima et quarta, secunda et tertia, subductisque productis,

nanciscimur:

) op, dp, Op, Op, ot or ot
' OH; OHx _ 6H; OHi

(aHi 8Hk aHi aHk><8p| apz apz apl )

Porro ex aequatione prima et tertia sequitur:
8H,- aHk OH; 8Hk> (917' _ C?H,' OH; aH; aH;,

3) Op, Op, ©Op, Op,/ Or — Op, Or  Or Op,
' (BH OH i’ﬁaHk) Op, _ OHioHy OH; OHy
op, 9p, Op, Ip, op, or - Or dp,

Multiplicemus aequationem (1.) per
OH; OHy  OH; OHy

—— e e e

p, p,  p, Op,
ac ponamus in aequationibus (3.) ¢, et ¢, loco r, in aequatione (2.) ¢s, ¢4y ... ¢n
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loco r, simulque respective p;, psy ... p, loco &. Quo facto ex aequatione
(1.) prodit:
OH; 0H, , OH; OH; JH; AH|
gy | o P G g
Do) _omoH, oMM, omom _
d¢, I, 9¢ Ip, g P '

Quae est aequatio identica quaesita, a constantibus & prorsus libera.

15.
Si in aequatione (y.) indicibus ¢ et k valores omnes tribuuntur, quos
. _ . m(m—1) .
induere possunt, nauciscimur aequationes — 5 » (uae et ipsae tamquam

conditiones spectari possunt, ut expressio

p1dg+p.dg+-++pndq,

integrabilis evadat. Habetur enim etiam theorema inversum:

Theorema III

Sint H,, H,, ... H, variabilium p,y, pyy ... Pus Qs G2s - qu
functiones quaecunque a se independentes, quarum binae quaelibet H,, H,
satisfaciant aequationi:

GH, 8”: aH aH: aH’ aH/
0 == Lt et R
3, 09, + Op, 0g, T Bp Og
_ O oMy _ OM; oMy | oM, oMy
dq, p,  9¢, Ip, Im Opn’
si ex aequationibus
Hl:klj nghg, .o Hm=km}
in quibus hy, hy, ... h, sunt constantes arbitrariae ipsas functiones
H,, H,, ... H, non afficientes, eruuntur ipsarum p,, p,, ... p, valores
per qis Qay - .. qn €TPressi, expressio

pudqitpdg+---+padq,
differentiale completum fit.

Quod est theorema gravissimum.
3*
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n(n—1)
2
definienda directa via confirmatur.

16.

Demonstratio directa praecedentis theorematis haec sese offert. E dif-
ferentiatione aequationis

Theorema antecedens de solutione problematis aequationibus simultaneis

H; = h;
secundum ¢, facta sequitur, si subscripta %k signo summationis indicamus,
summam ad valores 1, 2, ... m ipsius k extendi*):
op
£ 8pk (aq:)‘Laqy =0
Unde etiam multiplicatione per gTH;, facta:
oH, opy, O, OH, _
x Opg 8pk' 94, c?pk, O
In qua aequatione loco &' ponendo ommes ejus valores 1, 2, ... m, fit:
5 O oM, dp\ OH, oM,
<3 o, apk,(aqk) v Oy OGO
Unde etiam, permutando H; et H;,
< 08, OH, (apA) oH, oM _
e qu, e '

k ke aPk: Py 9y
Hanc aequationem detrahendo de antecedente, cum sit ex hypothesi:
{aH,., oH, &H, OH, }

op, ©4qy Taqk, P

= 0,

eruimus:

oH. 0H, OH, dp,
22 L3 z — L] —
k Kk (apk apkl ap](: >(aqk:)
Permutando % et k', quippe quibus iidem valores 1, 2, ... m conveniunt, ex-
pressionem ad laevam sic quoque scribere licet:
oH, oH, &H, op,,
)( og, ) )

-
» ¥ \Op; . Opg am

*) Simili notatione saepius in sequentibus utar, quoties sub signo summatorio
plures indices inveniuntur, quorum alii constantes, alii, ut ita dicam, summantes sunt;
maioris perspicuitatis causa posteriores signo summatorio subscribam.
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Unde aequationem antecedentem hoc modo repraesentare possumus:

oH, oH, oJH, JH, e 8 2
(Bpk 81),‘,J ;. Gp,‘>z(65:, 61;,; >;

m(m—1)
2
pro ipsis k£ et &' ponendas, sive si ipsi A& sub signo summatorio valores

1,2, ... m—1 tribuuntur, et pro singulis k ipsis &' valores k+1, k+2, ... m.

Si in aequatione praecedente pro ipsis ¢ et ¢ bini quilibet e numeris
m(m—1)

siquidem extenditur summa ad combinationes numerorum 1, 2, ... m

1, 2, ... m ponuntur, eruuntur ex ea — aequationes. In quibus si
quantitates

() (G

9. og,

ut incognitas consideramus, sunt aequationes illae respectu harum incognitarum
lineares, numerus incognitarum idem atque aequationum, et partes constantes
omnes evanescentes. Unde ipsae quoque incognitae omnes evanescunt, sive
pro quolibet ipsorum k et &' valore fit

9 .
(agf,) (‘aqp—D =4

Q. D. E.
Demonstratione antecedente etiam maxime directa via comprobari potuis-
set, si
) op,.
(o)) = o,
M dg;
sive si

prdqi+p.dge+--+pady.
integrabilis sit, fieri

OH; OH;, OH; OH: OH; OH
op, 9g, + op, Og, et Opm Om

_ OH; OHy OH; oHy oH; OHx _
dq, dp, Jg, Op, O¢n OPm ’

Ceterum, quod in demonstratione antecedente theorematis III adhuc desiderari

potest, ut comprobetur e m(—mz_—il aequationibus linearibus:

(aH.' OH; _ OH; aH;:)
Opy Opy 9Py Opy Lok
in quibus quantitates ;. incognitas, quantitates y;; partes aequationum con-

;'/ (A
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stantes designant, nullam e reliquis fluere facile variis modis probatur, quum
adeo eiusmodi aequationes ex elementis algebraicis sine negotio generaliter
resolvantur. Quae resolutio tum demum illusoria fit, si habetur

oH, oH, OH,

=+ = 0
—p Opp Opm ’
indicibus 1, 2, ... m sub signo summatiorio omnimodis permutatis signisque
+ pro ratione nota alternantibus. Haec autem aequatio ipsa est condilio, ut
inter quantitates H,, H,, ... H,, ¢\, ¢25 ... ¢, aequatio locum habeat, ab
ipsis p prorsus libera; quod si foret, haberetur etiam inter ipsas ¢,, ¢., ... ¢,
el constantes arbitrarias relatio neque ex aequationibus
Hl:klﬂ nghf_p, . e Hm:hm,’

omnes py, Pay - - - Pm, quod supposuimus, ut functiones ipsarum ¢,, ¢, ... ¢,
determinari possent. :

’

Transformatio systematum aequationum quarum Ssolutione simultanea secundum
§. 11 singulae p; obtinentur.

§. 17.
lam ipsam aggressuri integrationem revertamur ad formam aequationum
conditionalium (e.) §.11. Difficultatem rei videmus consistere in invenienda
functione quae simul numero ¢ aequationum differentialium partialium linearium

satisfaciat.  Sit f functio ipsarum p.,,, Pii2s Pisss oo Pus iy Gon - G,
atque
f=a
aequatio, qua delerminetur functio quaesita p;., per p;, o, pis, ... p.,
qis Q24 --- qu, designante @ constantem arbitrariam, quae ipsam f non afficiat.
Designantibus p, atque ¢, quaslibet e quantitatibus p,.,, piis, .. p, alque
Gie G2s ... g it
o Wi _ Of
iy O Opa”
o Opin _ _ Of
8pi+l Ogn o 9ga

Unde aequationes (ec.) multiplicatae per % in has abeunt:
i+1
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5 5 of dp, Of dp, of
O == ’(Jf‘ pl . 1 . 1
g ipr s | Ot T Tt g,
_ 9% O 9 of op, _9f
api+1 6qi+1 api+2 c7qi+2 9, 9, °
or of op, of dgp, _9f
O = oo — -
d, * aqz-}-l P 1 +8q142 api+2 A dq, b,
(d.) I A on_of
dp,-“ aq1+1 api+2 aqg'+2 op, 9q, °
of op;  oOf op;  of Pi Of
O == v Hi _of
Jg; + aq,‘+1 api+1 T 8‘1,4-2 8p1+2 Kl Jq, ©p,
\ _ O of 9 of . 9m o
» ('}pi+l aqi—}—l api—{—l aqi—i—'l apm aqm
In his aequationibus considerantur p,, p,, ... p; tamquam functiones datae
ipsarum p;. .y, Pisas .- Pus Gis G2y -+ Qu, inter quarum binas p, et p; locum

habet relatio, quam sub finem §.13 apposui; et quaerenda est earundem quan-
titatum functio f talis, quae aequationibus praecedentibus simul omnibus identice

satisfaciat.

Theorema affertur circa aequationum quae supra occurrunt integratione simultanea.

§. 18.

Non ego hic immorabor quaestioni generali, quando et quomodo duabus
compluribusve aequationibus differentialibus partialibus una eademque functione
satisfieri possit, sed ad casum propositum particularem investigationem restringam.
Quippe quo praeclaris uti licet artificiis ad integrationem expediendam com-
modis. Maxime autem res absolvitur theoremate sequente:

Theorema IV.

Sint k, & quilibet diversi e numeris 1, 2, ... i; sit ¢ =f integrale
quodcunque unius ex aequationibus (d.):
. of of | Op  of op;  of
0 = P s . (. L
i ‘9‘11( +aqz+l apz+l +8q,+2 api+2 et 99, Op,
P Of b of 9y of

— e —

_api+1 aqi+1 _apu.z 94; 1, P, 94, "’
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erit ewpressio

_ P, g o9 o O
= 3‘11 +aqz+1 Op; 4 +aqz+2 OP; 2 Tt oq op,,
_ op; O _ v B9 opp O

api+1 aqi+1 api+2 8‘1i+2 op,. 94,

alterum ejusdem aequationis integrale.
In hoc theoremate designant p,, p; ipsarum ¢;, ¢;, ¢:.,

9 Giy2s - o Qn,
Piris Pij2s - - - pn functiones, quae satisfaciunt aequationi:
opy O, .
dq; Oq,
oy 9P | 9P Oy et op; p,
Oip1 i1 02 OPipn 94,, op,,
opx op; P, Opz dp; op,
- ap;.H aqi+l N api+2 aqi+2 o _m m
Quae functiones si etiam alias praeter g¢; et ¢, e quantitatibus ¢,, ¢,, ... ¢;
involvunt, eae tamquam quantitates constantes considerantur.
Quomodo ope theorematis antecedentis integratio simultanea succedat, ostenditur
§. 19. :
Ope theorematis praecedentis sic absolvitur integratio proposita. Sint

¢y . i, @i, etc. functiones, quae proveniunt ex expressione

of , 9P, Of 9, of op: of

g, T a‘I,.H ap'“ + aqi-}-z api-;-z Tt oq, op,,

_On of  om o | ¢ 2 _of
OPis1 8qz‘+1 8pi+2 8qi+2 op, 94, °’

ponendo loco f successive functiones ¢, @i, @1, ..., ita ut generaliter habeatur:

(n) <9'P§"‘” dp, acﬁfln—l) op, 8¢§n—1)

apl a(pln—l)
L oq; ;1 i 912 OPipa +8qm o,
oy ogy " op, og " o, og;"
8p,-+1 8qz‘+1 —api-u aqz+2 —.“——a—ﬁ Y, ‘
Sit jam ¢ = f, integrale quodcunque aequationis
of ?) %] o
" O~ ot et Tt e B
9 o _ép Of . _ 9 _Of
Wit iy iy 6qi+’£ P 94,
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erunt e theoremate IV etiam ¢,, ¢, ¢,', cel. integralia ejusdem aequationis.

Id quod patet, si in theoremale citato in locum ipsius ¢ aliae post alias sub-

stituuntur functiones ¢,, ¢,, cet. Sed exstant tanlummodo 2 (m—i) integralia

aequationis praecedentis a se invicem independentia et quorum aliud integrale

quodvis functio esse debet, quam functionem praeterea etiam quantitates q,, ¢, ,...q;
. . g s e (u) . . .

tamquam constantes ingredi possunt. Sit igitur ¢, prima functio, quae per

i " (u—1) . e .
antccedentes @, ¢y, ¢y, ... @ et ipsas ¢,, ¢;, ... ¢; exprimi potest, index
(e numero 2(m—i) aut inferior aut certe non major. Statuatur, ipsam IT esse

funclionem ipsarum ¢, @b, @y, ... @& s Qo @3y ... gi, erit eliam
f= 1
integrale aequationis (1.), quippe cujus integralia e theoremate IV. sunt ¢, «,,
@)y ... """, ipsac vero ¢, ¢s, ... q; in aequatione (1.) pro constantibus
habentur. Substituto valore f=1II in aequalione:
of op of dp, af
0= e S S| (R U . - &
(2) f Oql +8ql|l Upl'--t-l —{’— (jqi—\-'l dPHQ -2 aqm Upm
' _op of _ op OF . _9p O
api+1 aqH-l dpi—f-'l aqH-'l P, dqm '
haec aequatio hanc induit formam:
Y !l (u) 811
() 0= a(P 2+ Fa " + (u—l) ¢ oq,
in qua variabiles independenles sunt ¢, @, @y ... @70 q,. Cujus

aequationis integratio jam suppeditat functionem f= IT, quae satisfaciat simul
duabus aequationibus (1.) et (2.).

Evenire potest, ut identice evadat ¢, =0, quo casu sine ulteriore in-
tegratione ipsa functio f= ¢, aequalionis (1.) integrale, etiam aequationis (2.)
integrale habetur. Si generalius est ¢, =c, designante ¢ constantem, erit

D=g¢—cq.=f
utriusque simul aequationis (1.) et (2.) integrale.

20.

Postquam antecedentibus monstralum est, quomodo functio /7= f in-
veniatur, quae simul duabus aequationibus (1.) et (2.) satisfacit, id quod ope
theorematis IV successit, jam ejusdem theorematis ope ex inventa functione I7
aliam deducam ¥, quae loco ipsius f posita duabus aequationibus illis simul
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atque tertiae

of of op, of
O0=f = veet Ps
3) ‘ fi = aqa +dq,+1 BP.-+1+<90.+2 Pita ey, B,
7 _on_ o _en, of _ . _op
\ OP;p1 9914 OPiy2 94, P 94,
satisfaciat.

Erunt enim e theoremate IV, siquidem in eo loco ¢ pommus 171, atque
statuimus 2 =3, ipsi k vero valores 1 et 2 tribuimus, functiones I7;, IT;, ...
simul utriusque aequationis (1.) et (2.) integralia. Sit 17,” proxima functio,
quae per praecedentes I, IT;, ... IT," D et ipsas g5y qus ... q; exprimi
potest: numerus ' rursus ipsum 2(m—i) superare non potest. Posito

f=%,
designante ¥ functionem ipsarum 17, IT;, Iy, ... IT{*~Y, ¢q,, quam etiam
quantitates ¢,, ¢s, . .. ¢; tamquam constantes ingredi possunt, abit (3.) in hanc:
#) 0 = g Bt g I+ g I o+ e T+ G
Quodcunque integrale hujus aequationis, in qua I, IT;, ITy, ... I*"" 4,
sunt variabiles independentes, suppeditat functionem quaesitam f= ¥, quae
simul tribus aequationibus (1.), (2.), (3.) satisfacit.

Et sic pergi potest, usque dum habeatur functio f simul ommbus ]

aequationibus (d.) satisfaciens.

21.

Ex antecedentibus hic fit integrationum decursus, quibus eruatur functio ¢
aequationibus (d.) simul omnibus satisfaciens. ~Ante omnia quaerenda erat
functio ¢ aequationi (1.) satisfaciens. Quam notum est haberi, si

‘ ¢ = Constans
est integrale unum quodcunque systematis aequationum differentialium vulgarium
sequentis:

/ dpi+1 — apl dql'-H —_— apl
dq, og;,,° dg, Py’

dpi+? — op, dql'-l—? —— dp,
(a') d‘Il 8qi+2 ? dql ap,q.g !
dpm ap' dqm ap] .

dg,  Ooq, >  dg, op,
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Aequatio enim ¢ = Constans integrale dicitur aequationum differentialium vul-
garium (a.) si per eas aequalioni dg = 0 identice satisfiat. Id quod fieri non
potest nisi aequatio (1.) identice locum habeat.

Inventa functione ¢, ex ea deducantur functiones ¢, ¢", ... @™ —
indices subscriptos rejicio — atque exprimatur ¢’ per q,, ¢, ¢', ... @*D,
quam expressionem etiam ¢;, ¢,, ... ¢; afficere possunt tamquam constantes.
Quo facto invenitur functio I7 aequationi (2°.) satisfaciens, si aequatio

IT = Constans
est unum integrale quodcunque systematis aequationum differentialium vulgarium:
! u—2 u—1)
¢ =g =g, o eI g B
Sit ipsius ¢/’ haec expressio:

g = ¢" (g, ¢, ¢, 9", g,
sequilur ex antecedentibus, si sit

2 u—1
H(q.z, ¢, qu%, Zq‘? PR Zq:_ip—) = Constans
unum integrale quodcunque aequationis differentialis vulgaris u" ordinis inter
duas variabiles ¢ et g,,
d“q dp  d*¢ &g

—F — ) i —
(b) dq’,‘ ¢ (ql? ¢ dq2 9 dq: 4 e dq::——l 2

fieri
H(qﬁa 2 (P', (f’”, eiais q'('u—l))
functionem I7 quaesitam, quae simul aequationibus (1.) et (2.) satisfacit.
Tertio loco e functione I7 deducantur functiones 7', I7", ... IT*—9
atque per has et ¢; exprimatur JT%; sit expressio inventa
n“ = (g, I1, ', m", ... I«

proponatur aequatio differentialis w'"

ar'm
() ggr = 114 (g, 11

ordinis inter duas variabiles IT et ¢;:

dil  d’IT '
> dgy 7 dgy * T dgit?

cujus integrale unum quodcunque si est

it a1 '
'P'(q,, 1, dq0 dg 0 AT = Constans,
3

est expressio
V(g I, 10', 11", ... [T7Y)
4 *
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functio quaesita ¥, quae simul tribus aequationibus (1.), (2.), (3.) satisfacit.
Id quod simili demonstratione liquet atque in functione /7 investiganda dedimus.
Functionem ¥ etiam quantitates ¢,, ¢;, ... ¢; afficere possunt tamquam
conslantes.

Et sic pergi potest, usque dum habeatur functio f omnibus ¢ aequatio-
nibus (d.) satisfaciens. Ad quam inveniendam primum quod est principale
cruendum est integrale quodcunque systematis aequationum differentialium vul-
garium primi ordinis inter 2(m—i)+1 variabiles, quod locum {enet unius
aequationis inter duas variabiles (2m—2i)" ordinis. Deinde condendae sunt
aliae post alias i—1 aequationes differentiales vulgares inter duas variabiles

(At 17 ti -2t

ordinis ", @'V, W', ... u

Wl , et singularum inveniendum est unum integrale

quodcunque, quod formandae aequationi differentiali insequenti inservit. Numeri
autem w, ', ¢, ... u% omnes erunt ipso 2(m—¢) aut minores aut certe

non majores. Si postremae aequationis integrale est

f = a,

designante «; constantem arbitrariam, atque ex hac aequatione pelitur ipsius
s ayq

Pip valor per p;ioy piisy o .. Pus iy G2y - - . ¢, expressus, erit valor ille

talis, qui omnibus ¢ aequationibus (¢.) §. 11 simul satisfacit. Quo invento
etiam p,, p,, ... p;, quae datae supponuntur functiones ipsarum p;,,, piyay ... Pm»
qis Qis - -+ Qm, €Xprimi possunt per p;.oy Piyse - - Pus iy Gay - - Gus €1
pergi potest ad integrationem simultaneam insequentis systemalis {1 aequatio-
num differentialium partialium, quae ex aequationibus («.) proveniunt, si i-+1,
loco ¢ ponitur, et cujus aequationes singulae numerum variabilium duabus uni-
tatibus minorem continent.

Aequationes differentiales vulgares inter binas variabiles u', u'"
ordinis tamquam awxiliares spectari possunt; dum syslema aequationum dif-
ferentialium vulgarium (a.), quae sunt primi ordinis, sed inter 2(m—i)4-1
variabiles tamquam principale considerari potest. Quod systema principale si
per eliminalionem variabilium omnium praeler duas earumque differentialia ad
unam revocas aequationem differentialem inter duas variabiles, ascendet ea ad
ordinem 2 (m—i) neque ad minorem ascendere potest. Ordo autem aequationis
cujusvis auxiliaris pendet ab eo, ‘quod inventum est, inlegrali aequationis auxiliaris
praecedentis, et prout hoc vel illud inveneris, ordo major aut inferior fieri
potest, qui tamen ordinem 2(m—i¢) aequationis principalis numquam egredi
potest. Quin etiam e numeris u, t', ... exsistere possunt qui evanescant, ita ut una
aut pluribus aut adeo omnibus integrationibus auxiliaribus omnino supersedeatur.

, cet.
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Integrationum, quibus totius problematis solutio secundum methodum propositam
absolvatur, decursus describitur.

22.
Si totum negotium inde ab initio prosequimur, hic erit rei processus.

Data p, ut functione ipsarum p,, psy ... pP., ¢y ¢y .. ¢u, quae est aequatio
differentialis partialis proposita, reliquae quantitates p,, p;, ... p, ita deter-
minandae sunt tamquam functiones ipsarum ¢,, ¢., ... ¢,., ut evadat expressio

pl dql+p2dq2+"'+pmdqm)
ipsa quoque p, per ¢,, ¢., . .. ¢, expressa, differentiale completum; quo facto erit
V = [ipdq+p.dg+--+p.dg,}

functio incognita, aequationi differentiali partiali propositae satisfaciens.
Conditur primum systema aequationum differentialium vulgarium sequens:

dp. _ 9p  dg, _ _ 9p,
dg,  0g,’ dg, op, .
dp, _9p, dg, _ Op,

(1) (dg, ~ ¢, dg, —  p,°

dpn _ Op,  dgm _ _ 9p,

dg, ~ 9gn’ dg, —  Opm
Cujus systematis si est integrale quodcunque

h = a,
designante @, constantem arbitrariam, ex hac aequatione determinatur p, ut
functio quantitatum ps, piy ... Pus Gis G2y - - - ., unde etiam p, ut functio
earundem quantitatum determinari potest. Quo facto, conditur systema aequa—
tionum differentialium vulgarium sequens:

dp, _Op,  dg, _ 9,

dq| aqs ’ dql dpa K

dp, _%p.  dq, _ _op,
() dg, — dq,” dg, op,°

dpm _Op,  dgw _ _ 9P,

— ~N

. dg, - aqm ? dq, OPm

Cujus systematis si est integrale

¢ = Constans,
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formantur expressiones
a(p dp, 9 | Ip, Op p, O
¢ = L 9Py 9% | 9p, O | .\ Op,

o dp, 09, ' Op, 94, Opm O
_9p, 99 _Op, 99 9p. I
d¢, dp, 04, I, m Opm’
" dg!  Odp, O dp, d¢' op, d¢'
V= Gt o gt oy et e e
9p, O Gp, O¢' | 9p, OF'
~9q, 9p, 9q, op, Im Op»’
etc. efc.

usque dum perveniatur ad functionem
aq)(#—l) ) 8]9, a(p(,""‘l) apl aq,(/’—l) 4 ap aq(ll—l)

d¢, ~ dp, 9¢, I, Oy, Opn Ogn
ap aq (u—1) ap a(p(" —1) _ _ﬂ)— 8(;(‘“—1)
dg, Ip, ¢ Op, Igm  Opn
quae per antecedentes ¢, @', ¢"”, ... ¢“™ et ipsam ¢, exprimi potest, quod

semper evenit pro numero w = 2m—4. Si expressio ipsius ¢ est
! n —1
¢ (g5 95 ¢ 975 -0 ¢UT0),
formatur aequatio differentialis «" ordinis:

a e _ w dg d'g LAY
(%) de" P (q2a 2 dg, * dg? * " dqf—1>
Cuius integrale quodcunque si est
de ¢ a
fi(qh P, —EqT’ dq’ 9w u—-l) -

designante a, constantem arbitrariam, formatur aequatlo.
fi=F(g ¢ ¢, ¢ ... ¢¥ D) =a,
atqué’ ope aequationum

fi=a, fi=a
exprimuntur p,, p., p; Per Puy Pss - - Pm Qis G2s --- ¢u- Quo facto con-
ditur systema aequationum differentialium vulgarium sequens:
dp, _Op  dg. _ _ Op
dg, — dq,’ dy dp,’
, dps _ b dgs __ 9p,
(8.)  (dq ~ Gq,° d, op,’
apm. op, dgm op, .

dql aqm ’ d‘I. - ‘917,»
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Cuius systematis integrale si est
I1 = Constans,
formantur functiones:

. Op, oIl |, dp, oIl Op, oIl
II — 2 2
Gq, wt 9p, 9q, * o, o, 90, 7"V Opa Oga
_9p. 00 Op, 01 _  _ op, Ol
dq, op, g, Op, Ogm Opum
o'  odp, o'  dp, oI’ op, o'
" = 2 2 07 L 22
., T op, oq, +6’p.=, g, Tt Om
_9p, O _ 3p, OI' _  _ Op, I
dq, op, g, Op, gm OPm
etc etc
usque dum pervenialur ad functionem
OII¢—Y | dp, OIIC—D Op, AT
) — Shy ©28° e 20
H o aqt api, aqg + + 8pm aqm
fp, GO op, GO
8(14 8p4 aq::» 8pm 2
quae per antecedentes I7, IT', IT", ... IT”~Y et ipsam ¢, exprimi potest

existente » < 2m—6. Quam expressionem etiam ¢; tamquam constans afficere
potest. Scribendo igitur loco 77®) hanc expressionem:

(g, I, IT, ... 0¢™),

conditur aequatio differentialis »* ordinis:

2 ” '
(3%) _"_—H( (q“ ’ ’W
Cuius aequationis integrale aliquod quodcunque si est
II, = Constans,
formantur functiones
Op dp, OII,
H’ f— l 3 i
: 8(1, * o, 8«14 LRSI -
Op, M, _ . Opy OI
9q, Op, Ogm Opu’
" oIl; 8p 6"' ('-)ps 811
II — 1 3
! dg, 1 Op, a, St . B
_Sp, 01, . 9, 01,
aql apd a‘Im apm 2

etc. etc.
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usque dum perveniatur ad functionem I7®?, quae per praecedentes 17,, I1,,
s «.. {9, el ipsam ¢; exprimi potest, rursus existente »' == 2m—6.

Quae expressio si est
<) , (v'—1)
Iy (gs, 11, I, 1), ... 11" )

conditur aequatio differentialis »'" ordinis:
. d'nm " I, dII, &'
b [ E— 1 [ — Y
) T = 1h (92> 12, dg, > dg; 7 " dgy =t
cuius unum quaeritur integrale quodcunque
dii,  d'II, '
fs(%n 11, T T e

designante a; constantem arbitrariam. Quo invento formatur aequatio
' 1" (»'—1)
fs = (g, 11, 1T, Iy, ... 11 ) = ay,
et ope lrium aequationum,
fi=a, i=a, fi=a
exprimuntur p,, p,, p;, p, ut functiones ipsarum ps, ... p., ¢is Qo - -+ Gn-
Et ita porro. Totum negotium in has integrationes desinit. Scilicel inventis
per methodum assignatam aequationibus

fi=a, i=ay ... fuo2=a,,,
in quibus @,, @,, ... @, , sunt constantes arbitrariae, quarum unaquaeque a;
functiones f;,,, fij2s ... fu_» neque vero ullam eas praecedentem fi, f,, ... f;
afficit, exprimantur ope harum aequationum et aequationis differentialis partialis
propositae p,, p,, ... p._, ut functiones ipsarum p,,, q;, ¢:; ... q., €t pro-
ponantur aequationes '
odpm _ apl dqm ap [

dg ~ Ogu’ dg, —  Opa’

quae quum duo integralia habeant, sit alterum
w = Constans,

et formentur functiones
op, Oy  dp, Oy

y Oy Ip,
Y = 94 Opm Ogm  4m Spn”

g — OV OV B, O
8q2 apm aqm aqm 817": ?

si ¥’ est functio ipsius v ipsarumque ¢,, g5, - . . ¢o,

Y = ¢ (g, V)
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integretur aequatio primi ordinis:

dw . ’ .
g, Y (g ¥);
si vero ¥’ non est functio ipsius v ipsarumque ¢,, ¢s, ... g¢,, certe erit y"

functio ipsarum v, y' et quantitatum ¢., ¢s, ... ¢,.,
Y = 1,”" (20 s ¥,
quo casu quaeratur alterum integrale aequationis differentialis secundi ordinis:

2
ZTEU = w”<q2v Y, %}:— 5

quibus in aequationibus considerantur ¢;, ¢., ... ¢, ut constantes; sit integrale
huius vel illius aequationis

y, = Constans,

. . . : : d
designante v, priore casu ipsarum ¢,, wy, posteriore ipsarum ¢,, vy, —dqi
2
: : : dy ;
functionem, ac restituatur posteriore casu y' loco d;‘” in functione v,, quo
2

facto formentur rursus functiones

o = DV OB OV OBy OV,
! aq3 apm 8% aq"z apm ?
g — Ve, Bn, B0, Bp, v,
' ¢, ' OpnOqn  OGm Opu’
erit aut v/, ipsarum v,, ¢s, ¢u, ... ¢, aut, si hoc locum non habet, certe
y, ipsarum ¥, Y1, ¢35 Gas ... ¢, functio; quaeratur integrale priore casu
aequationis
dy n
dq; = Y,
posteriore casu aequationis
a "
d:gl— = Y1,

[ . d . . . .
siquidem in v, loco v, ponitur Egl ipsis iy ¢s5 ... ¢, in hac vel illa
3

aequatione consideratis ut constantibus; si integrale quaesitum est
y, = Constans,

ac posteriore casu in ¥, loco d—z:‘- restituitur ¥,, iam simili modo e y; de-

ducatur functio v,, ex hac 1y, et ita porro; posiremo ex invenia functione
Journal fiir Mathematik Bd.LX. Heft. 1. 5
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i q p

Y,_3 formetur functio

. _ OYn 3 + OPpm_1  OWPn_3 _ Opn—1  OWn_3
#m—S - aq'n—l apm aqm (9lIm apm 2
quae si est ipsarum v, s, ¢._1, ¢, funclio, quaeratur integrale aequationis
dYn— '
dqm—13 - wm—-—J;

sin minus, formetur adhuc functio

T Gwln_s + OPm—1 31!’:.1—3 . OPm—1 aw;—3
Vi = gy " Opm O4m  Om  Opm

erit y,_; ipsarum ¥, s, ¥, 3, ¢un_1, ¢. functio; in qua si loco v ; ponitur

Ay, ; o o ; P 5 /.
dlg ®, quaeratur integrale aequationis differentialis secundi ordinis dqw’ =yl ,,
m—1 m—1

in hac et illa aequatione considerata ¢, ut constante; sit integrale quaesitum

fm—l == am——17

in quo posteriore casu restituendum est v, _; loco designante «,_,

dqm—-3,
constantem arbitrariam; erit inventa functione f,_; totum negotium finitum.
Scilicet erutis ex aequationibus

fi=a, fi=a, ... foi1=0,,
et ex aequatione differentiali partiali proposita ipsarum p,, p,, ... p,, valoribus
per ¢, ¢ay ... ¢, expressis, fit
' pdg+pedge+t-- -+ padg,

differentiale exactum atque

|4 =./{P1d‘]1+1’2dqz+“‘+l'md9m}

integrale aequationis differentialis partialis propositae, praeter constantem ar-
bitrariam additione addendam alias m—1 constantes arbitrarias involvens
Ay Ayy oo Gy

Systemate aequationum differentialium vulgarium revocato ad unam
aequationem differentialem inter duas variabiles, ordo systematis secundum
huius aequationis differentialis ordinem aestimetur sive secudum numerum
constantium arbitrariarum, quas integratio eius completa secum fert. Iam si
aequationum differentialium auxiliarium systemata omnia ad summum ordinem
aseendunt, ad quem ascendere possunt, per methodum antecedentibus pro-

m(m—1)

positam quaerendum - est unum integrale quodcunque 5

systematum
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aequationum differentialium inter duas variabiles; et quidem

unius  (2m—2)" ordinis

duarum (2m—4)" -

trium  (2m—6)"

m—1 P AN
Sed systematum aequationum auxiliarium ordo plerumque multo inferior evadit;
qua de re accuratius dicetur, m—1 systematum, quae alia post alia conduntur
atque respective (2m—2)", (2m—4)% ... 2" ordinis sunt, singulorum unum
integrale quaerendum esse; atque insuper pro singulis systematis (2m— 2i)"
ordinis formanda esse i —1 systemata auxiliaria alia post alia, quae ordinem
(2m—2¢)™™ mnon excedunt, plerumque multo inferioris ordinis sunt, et quorum
singulorum unum integrale investigandum est. Methodi hactenus notae pos-
cebant systematis (2m—2)" ordinis integrationem completam, quod post unum
integrale inventum ad integralionem completam aequationis differentialis vul-
garis inter duas variabiles (27—3)" ordinis reducitur. Dicere solebant Ana-
lystae, se aequationem differentialem integrasse, quam ad integraliones aequa-
tionum differentialium inferiorum ordinum reduxerint. Hac mente aequatio
illa (2m—3)" ordinis per methodos a me antecedentibus propositas generaliter

integrata est, quippe ad aequationes ordinis (2m—4)" et inferiorum ordinum
reducta.

Agitur de demonstratione theorematis IV., §. 18, quo antecedentia nituntur.
De inversione operationum differentialium.

23.
Demonstrandum restat theorema IV., quo analysis antecedens tota
innititur. Quam demonstrationem paullo altius repetam.

Sit f functio » variabilium «,, «,, ... «,, ac proponantur duae ex-
pressiones: o of of
A[f] = A1-<9_x:+A2—(§;;+“'+A" ox,
e) a e
B[f] = Blé_a{;_{_BZ%_{_"'_{—Bn 8@{.’
in quibus A4,, A,, ... atque B,, B,, ... sunt datae ipsarum z,, x,, ... =z,

functiones quaecunque. Ipsae

Alf], B[f]
5%
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sunt notationes mere symbolicae, expressiones notantes, quae post certas ope-
rationes circa functionem f transactas prodeunt; quas operationes primam et
secundam dicam. Subiiciamus expressionem B[f] operationi primae, ex-
pressionem A [f] operationi secundae et expressiones inde prodeuntes alteram
de altera deducamus, dico, expressionem :

A[BLf11-B[A[f]}

differentialia partialia secunda functionis f non continere, sed in ipsam formam
redire:

‘ dJ 5} d
Olf] = Cight G+ Cugl
Nam in altera expressione
A[B[f]]1

evoluta multiplicatur d_f,;%f per A;B; atque G—;ZT,(’ si ¢ et k inter se di-
versi sunt, per A;B;+ A,B;; altera vero expressio quum de altera prodeat,
A et B inter se permutando quo coefficientes illi non mutantur, ex utriusque
expressionis differentia terminos illos prorsus abire patet. Eruitur porro in
aequatione inventa:

A[B[f]]1=BI[A[f]] = C[f]

terminus generalis

OB; OB; OB;
G = A‘E',—_FAQE)—%—F“"{_A" IR
B 8A, BA, GA,

! Oz, B, dx, B, oz,

Statuatur generaliter

A'[f] = A[AZ'[f]],

A*[f] = A[A [f1],
A’[f] = A[A[f1],

ita ut sit:

ac simili modo sit generaliter:
B'[/] = B[B'[f1],
porro v
BYA'[f] = B'[A[f]],
A'BYA'[f] = A'[B*A[f]],
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ita ut obtineatur ex. gr. expressio

B"A'B*A'[f], .
si functio f subjicitur ¢ vicibus iteratis operationi primae, expressio proveniens
k vicibus iteratis operationi secundae, expressio proveniens / vicibus iteratis

rursus operationi primae, expressio proveniens m vicibus iteratis rursus ope-
rationi secundae. His positis supponamus, expressionem

OB; OB; OB;
G = AITB.,E_—{_-A?_(')T"{_'"-*_A';?}_Q;T

(9Ai 8A,- 8A,-
By, B, B,

identice evanescere pro quolibet ipsius ¢ valore, erit identice, quaecunque sit
f functio, .

AB[f] = BA[f],
sive duarum operationum ordo interverti potest. Unde deduci potest theorema
generale expressionem

B"A'B*A’[f]
eandem evasuram, quicunque sit operationum ordo.
Ad demonstrandam propositionem praecedentem generalem, observo, fieri
BA[f1=B"'BA[f] =B"'AB[f]
=B"?BAB[f] =B*?AB*[f]
=B"*BAB*[f] =B'"*AB[f]
=B**BAB’[f]... =BAB*'[f]
= AB*[f].
Unde
B*A[f1=B*AA™'[f] =AB*A™'[f]=AB*AA*[f]
=AAB*A*[f]= A*B*A A [f]
= A’AB'AT[f1=ABFAA[f]... .
= AFTBRA[f] = AT AB[/]= ABHf]
Hinc etiam eruitur
A'BIAT[f] = AABIf] = AWBf] =B AH[f]
BmAZBkAi[/-] : BmBk Ai—H[lc] — Bm+k Ai+l[le]
= MBI f].

Unde propositio demonstranda patet.
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Formula §. antecedente inventa alia via confirmatur.

. 24.
Propositio inventa, si C; =0, pro quolibet ipsius ¢ valore, fieri

AB[f] = BA[f]

his considerationibus confirmatur. Sint x,, x,, ... x, functiones duarum
variabilium ¢ et », quae in ipsa f neque in ipsis A;, B; praeterea non in-
veniantur explicite. Quas functiones supponamus determinari per aequationes:

oz, ox ox,

ay | = A = T = A
' oz, oz, ow,
=B Zr=Bu T =B

Quae aequationes, ut locum habere possint, fieri debet pro quolibet ipsius ¢

valore:
) OB; OA;
@) S~
Sequitur autem e (1.):

=C,—_—O

L =arr1, ZL=81r,
unde etiam
o o2
—X —BA[f], —%=AB[/].

Quae expressiones, quum differentiationum secundum ¢ et # institutarum ordo
inverti possit, inter se aequales existunt. Quod est theorema propositum.

De usu formulae inventae in inlegratione aequationum dz/ferentmlmm
partialium linearium.

: 25.
Antecedentibus erat f functio quaecunque. TIam supponamus, esse f
integrale aequationis

1) 0=4 ,a"’+A, 2 +4,52

sive esse f functionem talem, ut identice haheatur

Alf] =

lam, si ruarsus B,, B,, ... B, sunt functiones ipsarum x,, x,, ... x, tales
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wt pro quolibet ipsius i valore, identice sil
OB; oB; . oB;
0= Ci = A;a_wl"*'Ag*g;v:—i—-“-l-A"-a—x"

OA; — B O0A;

namnﬂ

0A;
_B'%n— _3255::

sequitur e propositione demonstrala, etiam functionem

f f of

esse aequationis (1.) z’ntegrale, sz've genemlms functionem B™[f].  Quippe
quod ut fiat, identice esse debet
AB"[f] =
Sed quum sint quantitates C; =0, fit identice
AB"[f] = B"A[f],
quae expressio identice evanescit, quum ex hypothesi expressio A[f] identice
evanescat.

Fieri potest, ut expressio B[f] et ipsa identice evanescat sive constanti
aequalis evadat. Quod vero si locum non habet, cognitis ipsis B,, B,,... B,
e quovis integrali aequationis (1.) ¢ =f alterum ¢ =B[f] deduci potest, ex
hoc, posito novo integrali in locum prioris, tertium @ =B?[f] et ita porro. Sed
quum constet aequationem (1.) plura quam »—1 integralia non habere a se
independentia, habemus propositionem,

st pro quovis ipsius ¢ valore sit

OB; OB; OB;
0= Al a +A2 oz +'"+An oz
2 n

0A; O0A;
— B T BQW—---—B,.B—%,
atque
0 = A5+ agltt Al = AL,

inter functiones f, B[ f ], B*[f], ... B"'[f ] unam vel plures aequationes
dari, quas ipsae T, , Tzy ... T, NOR ingrediuntur.

Antecedentium in aequationes problematis propositi applicatio. Theorema generale
expressiones [, Y] concernens.

26.
Tam ipsis 4,, 4., ... 4,, B, B,, ... B, valores quosdam tribuamus
particulares, quibus fit, ut expressiones C; omnes ejusdem functionis evadant
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differentialia partialia. Quam deinde expressionem si evanescere staluimus,
etiam ipsae C; pro omnibus ipsius ¢ valoribus evanescunt, quae est conditio
requisita. Initio autem generaliorem propositionem condam. In finem pro-
positum pono

n = 2m,
atque in loco variabilium independentium x,, x,, ... «, introduco systema
duplex variabilium
Qv Qs - - - Gy
Pn p27 > % Pru:
atque statuo: ‘
Al = A g gyt

o)
+Alaf+A SE +A,‘,.apf‘,

2

B[/] = Bip+ Bl 4+ Bzl

o .

+Bis+ Bl et BT

tandem sit:

AB[f]-BA[f] = C[f] =

g g 0 O
Ol g+ 0 gl Cl 5

e
+Cigh+eiglraigl.

His positis, fit

[}

o UB; OB; O4; , OA;
CU = { (9 +A; ap '—B(A a _Bk apké
0 aB 1 aB 0 aA 1 6A1
¢ = ={4 T+ A g — Bl — Bl kah

siquidem ipsi £ sub signo = valores 1,2, ... m trihuuntur. Iam ut expressiones
sub signo = evadant differentialia partialia ejusdem expressionis, statuo

4=22, g 2P

op, ° ~ 9q,
dy oy
0__ 1
Bk— apk 9 Bk aqk b
unde
op Oy
4l 8B _ oAl _bp Py | oy ¢ _ Ip; 94,

k opp op, op;0q a_‘h op;9p; Gpi
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Unde etiam permutando A et B, ¢ et y fit:

B 0A; A OB; _ oq; Ipy
Yoq,  “Fap, —  op
ideoque
a5 o0 oY OF oY
o — x L dq, dp, Ip, Iq,

Permutando p et ¢, unde simul permutari debent A et A', B et B', mutatur
etiam C} in C!. Unde formula praecedens suppeditat permutando p et ¢:

82;8(” oy _ Jp dy)

o T ay A, g,
Designabo sequentibus per [f, @] expressionem sequentem :
o SOy PO of ¢
[f, 9] = dq, op, ' Oq, Op, } +8qm Opm
i . . . )
op, 94, 9p, 94, P O’

unde erit

[, f1=0, [f,¢]l=—[9, ]
Qua introducta notatione iam erit pro iis, quos ipsis A;, B;, 4}, B} valores
tribuimus:

Alfl = [f, 9
B(f] = [, vl
AB[f] = LLf vl 9],
BA[f] = [ ¢], v]

0__ a[q): ¥] 1 9o, v]
C=—a > G=7e

Porro

Quibus substitutis valoribus fit

Clr1 = eyl r}

Unde tandem formula supra inventa

AB[f]—BA[f] = C[f]
LLF vl 1—L11F ¢1s w1 = [l v1s £l

quae concinnius sic exhibetur:

[LF; o], w1+Lle, 1, F1+1[¥: Fl 9] = O,

in hanc abit:

sive habetur:
Journal fiir Mathematik Bd. LX. Heft1. 6
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Theorema V.

Generaliter designetur, quaecunque sint R et S ipsarum ¢y, q,, . .. ¢,
Piy P2y - - Pn [unctiones, per signum [R,S] haec expressio:
OR 0S = OR OS JR JS
W81 = 54 op, Vo an T Bandpa
OR 3S_OR S | _ OR 4S
9, 9q,  9p, 9, pn g
ponatur

lp,¥1=F, [y.f1=2®, [f9]=7,

[an]"l"[(b: (p]-}—[?’, ’/’] = 0.

Quod est gravissimum theorema.

erit tdentice:

De systemate aequationum differentialium vulgarium, quod aequationi [f, p] =0
respondeat, de eiusque tertio integrali e binis quibuslibet inveniendo.

27.
Sit f data functio, erit aequatio

(o] =0

aequatio differentialis partialis, cui functio ¢ satisfacere debet. Atque notum
est, obtineri omnes functiones ¢ aequationi

of o of o of o
$0=[-ﬁ<p]=(—9£~gf+ A P

1.) 9, 9p, O Opn
' Q _ o o9 o b9 . _ O o9
dp, oq, dp, 9q, OPm o

satisfacientes, si quaeruntur integralia sysiematis aequationum differentialium
vulgarium sequentis: ‘
dp,:dp, :+--:dp, : dq,: dg,:---: dg, =

() o o ..o ._o . o . . _ of.
dg, "9¢,  "9gn" Op, " Gp, " T Opm

Quoties enim huius systematis aequationum differentialium vulgarium integrale
quodcunque est

¢ = Const.,
erit ¢ functio aequationi (1.) satisfaciens. Iam sit
yw = Const.
alterum integrale quodcunque aequationum (2.), erit identice:

(£, ¢1=0. [fy]=0,
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sive si notationem §. antecedentis adhibitam rursus adhibemus:
=0, &=0.
Hoc autem casu aequatio identica theoremate V. proposita in hanc abit:
[f: ' ] = 0,
Unde sequitur, aequationum (2.) integrale quoque esse

F={¢,y] = Const.;
sive habetur
Theorema VI
Sint
¢ = Const., = Const.
duo integralia quaecunque aequationum:

dp, :dp, :+-:dp,: dq,: dg:---: dq, =
of .o ... . o . o . ._of
9q, " Oq, " " qu Op, " Op, T Opa’

erit aequatio :

dp O dp d dgp 0
Const. = [¢, Y] = P "U—}— La w+...+ P oY

g, Ip; " O, Ip, Im Opm .
_Op oy Odply  _ ¢ Sy
' dpl 8’1[ 81’2 aqz apm 8%:

tertium integrale eiusdem aequationum differentialium vulgarium systematis.

Dilucidationes circa theorema §. antecedente propositum.

28.

Antecedentibus evenire potest, ut functio [¢, ] in quantitatem con-
stantem sive generalius in ipsarum ¢ et v functionem abeat, quo casu e duobus
integralibus inventis tertium ratione quam theoremate praecedente indicavi
non derivatur. Sed observo, hos casus tantum ut exceptionales considerandos
esse. Generaliter dicere debemus e duobus integralibus aequationum :

dg, :dq.:...:dq,: dp, : dp, :...: dp, =
o U oU. oV _oU. &
e R S B T TR

deduci posse per solas differentiationes tertium, ex hoc combinato cum duobus
propositis quartum et quintum, efc. etc., ita ut e datis duobus integralibus
per solas operationes differentiationis per partes cuncta deducantur propositi

aequationum differentialium oulgarium systematis integralia. Scilicet, si aequa-
g 6 *
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tionum propositarum integralia, quorum numerus 2m—1, haec sunt:

Uy =01y U =0y . .. Uy =0y i,
designantibus @,, @,, ... @,_, conslantes arbitrarias, quae ipsas functiones
Uy Upy ... Uy, NON ingrediuntur, erit expressio gereralis duorum integralium:

O (u,t,...u,_,) = Const.,
O, (uy gy ... %, ;) = Const.

Ac, nisi functionibus @, O, formae quaedam particulares conciliantur, semper
eveniet, ut ex his duobus integralibus

@ = Const., 0O, = Const.

per methodum theoremate praecedente propositam identidem repetilam cuncta
integralia proveniant. Ac reapse semper infinitis modis bina ejusmodi inte-
gralia, @ = Const., @, = Const., assignare licet, e quibus per operaliones pro-
positas cuncla reliqua derivari possunt. Id quod eo majoris momenti est, quum
systema aequationum differentialium vyulgarium propositum idem est, cuius
integratio motum suppeditat numeri cuiuslibet punctorum materialium, quae
viribus quibuscunque attractionum seu repulsionum sollicitantur, ac praeterca
quibuscunque conditionibus subiecta sunt. Ad theoremata antecedentia V. et VI.
perveni necessitate quadam coactus, dum inquirerem, quinam sit aequationum
(e.) §. 11 habitus et quaenam compositio, quibus eveniat, ut omnibus simul
una eademque functione p,,, satisfacere liceat. Nam hoc fieri posse aliunde
constabat, quum satis nolum esset, extare functionem V aequationi differentiali
partiali propositae satisfacientem, quae m—1 constantes arbitrarias involvat,
unde etiam patebat, inveniri posse praeter aequationem illam propositam alias
m—1 aequationes inter quantitates ¢,, ¢, ... Gu, Pis P2y - .. P., totidem
constantes arbitrarias involventes. Hinc rursus concludis, semper dari functionem
Piy aequationibus (¢.) omnibus simul satisfacientem eamque continere posse
~constantem arbitrariam. Inquirens autem in conditiones possibilitatis eiusmodi
integrationis simultaneae quum ad theorema fundamentale VI. delapsus essem,
ingenue fateor, theorema illud me per aliquod tempus pro invento plane novo
habuisse. Quid enim magis mirum fingi potest ac paene fidem superans, quam
quod inde sequitur et mox videbimus, in omnibus problematibus mechanicis, ir
quibus virium vicarum conservatio locum habet, generaliter e duobus in-
tegralibus praeter principium illud inventis reliqua ommia absque ulla ulteriore



C. G. J. Jacobi, nova methodus aequat. different. partiales primi ordinis integrandi. 45

integratione inveniri posse? Hoc theorema quomodo notum crederes, quum in
nullo Tractatu Mechanico, in nullo Tractatu Analytico, in quo de integratione
aequationum differentialium agitur, reperiatur, quum tamen ubique tamquam
summum Calculi Integralis inventum circumferri deberet. Attamen inventum
illud — ipso nescio auctore dicam? — inde ab annis novem et viginti *) factum
est ab ill. Poissor, quippe quod prorsus idem est atque propositio illa, in formulis
eius perturbatoriis, quibus differentialia elementorum perturbatorum lineariter
exprimuntur per differentialia partialia functionis perturbatricis respectu elemen-
torum sumta, coefficientes per quos differentialia illa partialia functionis per-
turbairicis multiplicantur, et quorum formatio eadem atque expressionum [¢, ]
a viro ill. inventa est, a tempore ¢ liberos esse sive solorum elementorum
esse functiones. Quae propositio vix pro nova et memorabili habebatur ; nam
quum formulae perturbatoriae Lagrangiarae et Poissonianae aliae aliarum in-
versae sint et quum de suis formulis ill. Lagrange iam coefficientium a tempore
independentiam demonstrasset, res sponte de Poissonrianis formulis patebat seu
certe mathematicis nihil habere videbatur, quod admirationem movere possit.
Scilicet sola formatio differentialium elementorum perturbatorum curabatur, et
quum formulae Lagrangianae eum in finem commodiores censerentur, formulae
Poissonianae et propositio illa stupenda nonnisi ut propter demonstrationis
difficultatem memorabiles obiter citabantur. Nemo, quantum scio, suscepit, pro-
positionem illam per se examinare, nullo ad theoriam perturbationum respectu
habito, quod si quis fecisset, fugere eum non potuisset, quantum sit eius in
tractando imperturbato problemate momentum, eamque esse totius Mechanicae
Analyticae gravissimam propositionem cuius analoga per totum Calculum In-
tegralem non extat. Ill. Lagrange dum in Mech. Anal. (Vol.II, sect. VIIL, art. 6)
memorat, in formulis perturbatoriis Poissonianis coefficientes differentialium
partialium functionis perturbatricis a tempore independentes esse, ,sed demon-
stratio directa“ addit, ,huius proprietatis singularis fit perdifficilis, uti videre
licet in pulchra commentatione Cl. Poisson inserta tomo VIII Diarii Scholae
Polytechnicae, ac nemo unquam fortasse eam quaesitum ivisset, nisi antea con-
stasset de veritate huius theorematis“. Videmus ipsum summum magistrum

*) Commentatio citata lucem vidit mense Decembri anni 1809; unde iam com-
mentationem, quam legis, sub finem anni 1838 scriptam esse conjicis. Quod etiam cum
eo consentaneum est, quod formularum quarundam in hac commentatione traditarum
in nota mentio fit sub die 21™° mensis Novembris anni 1838 cum Academia scientiarum
Berolinensi communicata. Cf. finem §. 70. C.
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ne suspicatum quidem esse, quid sit id, quod re vera theorema singulare reddat.
Habemus hic praeclarum exemplum, nisi animo praeformata sint problemata,
fieri posse, ut vel ante oculos posita gravissima inventa non videamus. For-
maverat ill. Poissor e binis integralibus per differentiationes partiales coefficientes
formularum, quibus elementorum perturbatorum differentialia exprimuntur, eosque
a tempore liberos esse docuit. Sed quum animi mathematicorum toti in for-
mulas perturbatorias inienli essent, huius inventi id tantum ut memorabile
notabatur, coefficientes formularum perturbatoriarum a tempore non pendere,
non id multo magis admirabile, e binis integralibus per differentiationes partiales
formari posse expressionem tertiam a tempore non pendentem. Cuiusmodi
tamen expressio generaliter est tertium integrale. Putabatur ea propositio nihil
novi suppeditare ultra Lagrargiana inventa, quum propositionis Lagrangianae,
quae tamquam aequivalens considerabatur, in imperturbato problemate omnino
nullus usus sit, nisi quod, uti ipse autor eiusmodi usum circumspiciens innuit,
eius propositionis ope examinare liceat, an inventae expressiones coordinatarum
per elementa et tempus iustae sint. At propositio, ad quam differentialia
elementorum perturbatorum directe quaerens pervenit ill. Poisson, summi mo-
menti est in indagandis ipsis problematis imperturbati integralibus, eique tamquam
fundamento supersiruere contingit theoriam plane novam integrationis pro-
blematum mechanicorum, in quibus principium conservationis virium vivarum
valet, ac generalius omnium problematum, quae ad integrationem aequationis
differentialis partialis primi ordinis revocari possunt, ad quae demonsirari potest
etiam problemata isoperimetrica maxime generalia pertinere. Et quamvis fere
totum hoc opusculum illo innitatur fundamento ac maxime versetur in enucleandis
proprietatibus functionum [¢, ], quae tertium integrale formatum e duobus
propositis sive coefficientes formularum perturbatoriarum ab ill. Poisson tradi-
tarum suppeditant: tamen longe abesse credo, ut omnia exhauriat, quae ex
hoc fonte in integrationem aequationum differentialium dynamicarum redundare
possint, immo plurima gravissima curas posieriores exspectant.

Quum omnibus casibus et utile sit nec elegantia careat, propositiones
omnes ad meras identitates revocare, theorema VI. tamquam Corollarium de-
duxi de aequatione identica nova et simplicissima, quam theoremate V. pro-
posui el quae ad alias quoque quaestiones usui esse potest. Revertimur ad
propositum.
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Demonstratio theorematis 1V.

29.

Ex theoremate VI. deducamus theorema IV., quod demonsiratu pro-
positum est, et quo nova methodus nostra aequationes differentiales partiales
primi ordinis inter numerum ¢uemcunque variabilium mteglandl innitebatur.

Docet theorema VI., si identice sit:

fore etiam idenlice

[f. ¢]=0,

L/, [e, Il = 0.

Unde eliam permutando ¢ et [ sequitur, si identice sit

fore etiam

[‘ﬁ) f] - 09
e, [£,¢]] = 0.

Designantibus » et 4 binos quoscunque e numeris 1, 2, 3,

[(P: 1/’] = Oa

se diversos, statuamus, functionem f e variabilibus ¢,, ¢,, .

Hinc erit
(1.)
()

porro

o _

['z”sf] =

[e, v] =

Quibus ipsarum

of op %Y _ o
%,  op, Op,  op,
9,
pr apl
"a(p of dp of T
dqi+1 ap,-,H aqi+2 api+2
Ly o _ dp _of
(9q 8pi+1 011 OPiya 990
oy Of 81// of
8(11 +1 gpx+l ¢+2 8pi+2
L o _ow of Sy of
9, api+1 [T/ =T P
op Oy op Oy
+ +o
EE—+ Givta a-pi+1 agi.u a-Pi+2
159 dy dp Jdy  Jp Oy
aq api-u aqi-n api+2 aqi»l-z
o1, [w,f1, L9, 9]

o _

By _

—t

-

< Gis Pry P2y - -
tantum continere duas ¢,, ¢;, ac praeterea functioni ¢ adhuc terminum
functioni vy terminum —p; additione iunctum esse, ita- ut sit:

dw of

. ¢ inter

y 4
_pXD

7] qnm ap m

+<9rp8w

Ofm OPm
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valoribus substitutis, docet propositio praecedens, desigrnantibus ¢ et y tales

psarum q,, 1, Qiiiy Qiv2s - -+ Gus Pivis Pijzs - - - Pu functiones, quae satis-
faciant aequationi:
op Oy dp Jdy oy dw
0= 8‘14 + 0q; 1 P, +‘9qi+2 T o G Ipm
" oy og  dy dp Oy dg Jdy
9q.. —ap;.H 0q; 14 _011;+2 991 hu._a—p’"_dq'"
ubi sit
f = F

integrale aequationis :

dp OF op dg OF
0= 0911 OPiyy  9iis dp,p Tt g e
JF dg OF op OF op OF
+-d_q’”— 8pi+l 8‘1;44 _ap,‘+2 aqi.*»z ..... P 8‘11»
fore expressionem
o oy  of oy of v of
F= 08,4 OPiyy 990 OPis T +a‘lm Opm
Lo of oy of  dy of ... Oy of af
9, 8pi+l 8qi+l api-l-'z 8‘1i+2 OPm O’

eiusdem aequationis alterum integrale. Quod est theorema IV., siquidem loco
L 4

¢ et y scribitur p, et p; atque ¢ loco F. Unde iam, quae demonstranda

‘reslabant, demonstrata sunt.

Quum antecedentia forma quarta conditionum integrabilitatis innitantur, iam ut
problema variis rationibus condatur, reditur ad formam primam.

30.
Methodo integrationis propositae dilucidationes addam.
Sit
f = a)
designante ¢ constantem, aequatio differentialis partialis proposita; inventae
sunt per methodum propositam aequationes “

f1=a,, fg=a2, “ o . fm__l-‘——am_“

e quibus propositae iunctis, determinandae erant p;, p», ... pn Ul ipsarum
915 G5 ...q, functiones. FEratque
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[ functio ipsarum p,, p,, pss Pay oo .. ... Pms Qis Qoo -+ Qs
_fi functio ipsarum @, p,, ps, piy .. ... .. Prs Qiy Q29 - Qus
f. functio ipsarum a, a,, psy psy ... .. .. Prms Qis Q2o -+ Qs
f; functio ipsarum a, a,, @,y py, ....... Pus Qis Q25 -+ Qs
fu_n functio ipsarum a, a,, ... Gu sy Pu_is Pus Gis G2s - -« Gus

fn_ functio ipsarum @, a,, ... Gu_3y Gn_ss Pus Qis G2y -+ Gu-
Quantitates a,, a,, ... @,_, sunt constantes arbitrariae, @ est constans data,
quam nullitati aequiparare licet, quam tamen uniformitatis gratia conservo.
Determinatis ex aequationibus
f:a; fi=a, fi=a, ... [ 1=a,

ipsis piy Pas .- Pi POT Pivis Pit2s -+ Pus qis G2y --- n, functio f; numero ¢
aequationum (d.) §.17 identice satisfaciebat, unde etiam functio p;,,, ex aequa-
tione f;=a; expressa pPer piia, Piiss - -+ Pus Gis oo - .- qu, satisfaciebat ¢
aequationibus (.) §.11. At si ope aequationum

f=a, fi=a, ... fii=a,
non p,, p,, ... p; per reliquas quantitates p,,,, piioy - Pus Qs Qas -+ Gus
sed, quemadmodum in theoremate I. §. 6 factum est, e primis ¢ quantitatum

Piy P2y P3s « -+ Pus Q15 G2y - -+ G
unaquaeque per insequentes exhibetur, ita ut ex aequatione f= @ exprimatur
P per p,, p; etc., e f,=a, exprimatur p, per p;, p; etc., e f,=a, ex-
primatur p; per p,, p; etc.: tum vidimus initio huius commentationis numerum &
aequationum (e.) cum totidem convenire sequentibus:

(')p. . o Gp. o ap. Ie) ap.
0 — —— i+1 Py ! i1 Py i41 Dy 41
dq, ' op, 9, T o, 9q, T Gpu B
Lo Op i Op P 9P, iyt
aqu aqi+g 8pi+’z dqi-{-a 8pi+3 aq’" 817"‘
op; . Op. Op; op, Pip op, Op;
O o= i1 P2 i1 3 i+ ves 2 41
dq, + dp, Oq, +3 . 0q, et Opm  Ofm
(a.) L0 py Oy opy e Opy Py
aqi»}-[ aqi+2 api_)_'z aqi-g-s dpi+3 aqm (9}1,,.
op, dp; Op, dp op; dp, Op,
O — 74-1 H 1 z -1 vee 1 +1
dg; T OP;y 9914 i OP; aqi+2 T Opn  Ogm
\ op; op; OPiyy p; O op; Op;, )

i 99; 41 0, OP;1a R /2 " O4m Opm
Jowrnal fiir Mathematik Bd, LX. Heft 1. 7
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Quae sunt ipsae aequationes (a.) in theoremate I. propositae, siquidem in
theoremate illo statuitur k=i41 atque loco ¢ successive ponuntur numeri
I,2,3,...i E quibus ipsis aequationibus (a.) supra aequationes (c.) de-
ductae sunt.

Introductis functionibus f, quae in solutione problematis singulae constantibus aequantur,
aequationibus supra adhibitis forma communis [f,,f,] =0 conciliatur.

31.
Multiplicemus ¢ aequationes praecedentes per

of, of of,  of . df; Of,
6pi+| apn ? api.H apz , c‘)pi»}-l 8pz

9

atque sola in eas differentialia partialia functionum f, f,, f,, ... f; introducamus,

quod per aequationes f=a, fi=a,, fi=a,, ... f;=a; licet. Quo faclo
induent aequationes praecedentes hanc formam:

of of of ¢ of of;
0 — a oy Of 9h
apl aql T dpz dqz T 0 3 aqs + 2 apm de
_of o e O of 9 |
i1 i 0G;,2 OP; s Ofm  Opm
of, 6 | of, o | of o°f of, of;
0= op, B¢, T op, 0, o, e T T O O
e e A e
(a') J aqi+l api+l dqi-yz api-p'z O4n  OPm
oy Of | Ofiy O | O O o _, of;
O = o o T, F0 .00, U O da
_ iy O O O | O i
\ i Pist OG0 OP; s OGn  Opu

Quum funcliones f, quantitates p,, p,, ... p, non involvant, has aequationes
omnes in eandem formam redigere licet sequentem:
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la_ Of 9 | of ©f of ©f;

0= o ag Yo o0 Tt o B
_of of; __of of; __of of;
dq, Op, oq, dp, - O¢n Opm ?

of, of . of of: of, of;

0= Sl i TR : e 1 L

., op " op g, T Gpa g
(a”) _of, Of o ofi  of °F
Jq, 9p, o4, Op, O OPm

of., of, of_, of of._, of.

O — i—1 7 i—1 7 e —1 i

apl aql + 61’2 aqz + + apm 8qm

\ _afi——l afi _8/‘5—1 afi _ 8/‘1'—1 af i,

dq, dp, Iq, Op, Om Opm

Termini enim qui, ut eadem forma aequationum omnium sit, addendi erant,
sua sponte evanescunt. E notatione antecedentibus proposita aequationes prae—
cedentes sic exhibentur:

(@) O0=[fi,fl, O=[f, il O=[fi; ], ... O=I[f; fiel-
Consideremus unam aequationum praecedentium:
0= [fu fk]a
in qua k£ quemcunque e numeris 0,1, 2, ... i—1 designat. Designante »
unum e numeris 0, 1, ... ¢—1, continebit sive altera sive utraque functio

fi» [i constantem @,. Cuius in locum si ponimus functionem f, constanti illi
aequivalentem, abit expressio [f;, fi] in hanc: '

of.
s B+ 50 U 1450 Ui

quum expressio accedens
of; of
Za Do L[]
sponte evanescat. Sed ex aequationibus (a".) et e systemate aequationu;n,
quae ipsum systema aequationum (a"'.) antegedunt, sive ad minores ipsius ¢
valores pertinent, sequitur:
[fsfil=0,  [fi,f]=0.

Unde videmus, aequationem
[fisf] =0

eandem formam retinere, si in formandis differentialibus partialibus functionum
[is fi in locum constantis alicuius @,, quam functiones illae involvunt, functie
rd #*
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aequivalens substituitur f,. Si » unus e numeris k, k+1, ... i—1, altera
functio f; constantem @, non continet, quo igitur casu in demonstratione prae-

0 of,
cedente ponendum est G_QZO’ sive termini in 82‘ multiplicati rejiciendi.

n n

Prorsus eadem ratione demonstratur, aequationem
[/‘i}fn] =0
immutatam manere, si in altera functionum f;, f; relinealur a,, in altera in
locum eius functio f, substituatur.
Si eodem modo cum reliquis constantibus arbilrariis agis, quas functiones
fi» [« involvunt, deducis propositionem generalem: aequationes
[fi: fil = 0
adhuc valere, si in allera aut in utraque functione f;, [, ante differentiationes
partiales instituendas in locum wunius vel plurium vel omnium constantium arbi-
trariarum, quas continent, functiones aequivalentes substituantur, seu generalius,
quascunque mutationes functiones f;, [, ante differentiationes partiales factas
auxilio aequationum f=a, f,=a,, ... fu_=a,_, subeant. Quae propositio
etiam e theoremate II. §. 12 derivari potuisset.

E forma allata aequationes §.14 [H;, Hy] = O denuo obtinentur. Systema aequationum
differentialium vulgarium, cuius aequationes H; — Const. sunt integralia.

32.
Si in aequationibus

[=a, fi=a, =6, ... fo.1=6.,,
e quaque functione f; ope aequationum

f=a, fi=a, fi=a, ... [i=0a_
constantes a, @,, a,, ... a;_,, quas f; continet, eliminantur atque functio inde
proveniens vocatur

H; = f,
obtinemus aequationes
H=a, H1=an H=a, ... H,_ =a,,, .
in quibus H; sunt functiones ipsarum p,, p,y ... Pu, g1y G2y ... ¢. absque
ullis constantibus arbitrariis. Pro illis autem functionibus aequationes
(H:,H] =0

identicae evadere debent, quum expressio ad laevam nullam constantem arbitrariam
contineat. Quas aequationes supra §. 14. iam dedi, ubi H;, &; loco H,_,, a;_,
scriptum erat. Adhibitis functionibus H propositio antecedens sic enunciari potest:
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valere aequationem
[H;, H,] = 0,
quaecunque variabilium p,, p,, elc. e functionibus H;, H, ope aequationum
H=a, H=a,, ... H,_,= a,_, ante differentiationes partiales instituendas
eliminatae sint, sive quascunque mutationes ope harum aequationum functiones
H;, H, subierint.
Ex aequationibus

(H,H]=0, [H,H]=0, ... [H,H_]=0
sequitur, aequationes

H=a H=a, H=a, ... H_,=a,,
esse m inlegralia systemalis aequationum differentialium vulgarium:

dg,: dg,:...:dq,: dp : dp, :...: dp, =

oH 6H ~ oH_  6H  oH . OH

g o= e ek SRR T

in quibus H eadem est functio, quam supra f vocavi. Unde etiam aequationes
f=a, fi=a, fi=a, ... fii=t,,,

quae cum aequationibus illis conveniunt, tamquam systema m aequationum in-

tegralium systemalis aequationum differentialium vulgarium praecedentis con-

siderari possunt. Sed quum systema hoc habeat 2m—1 integralia, restat ut

reliqua m—1 indagentur. Eum in finem observo sequentia.

Systematis aequationum differentialium vulgarium propositi reliqua integralia

invesligantur.
33.
Aequationes f=a, fi=a,, ... f,_,=a,_, sive aequaliones H = a,
H=a, H=a,, ... H,_,=a,_, ita formatae sunt, ut, expressis earum bene-

ficio ipsis piy P2y - .. Pu PET iy Qay - .. G, €Xpressio
pidq+p.dg+-+padq,

evadat differentiale completum. Valores illi ipsarum p,, p,, ... p, praeter

variabiles ¢,, ¢., ... ¢, adhuc involvunt constantem a et conslantes arbitrarias

a, a, ... @, ,. Secundum quarum unam a;, si expressionem
Pndql+p2dq2+"‘+]7mdq,n

differentiamus, prodibil expressio

| o dg,+ S g+t Dy,

quae et ipsa differentiale completum esse debel. ITam vero ex aequatione

f=a,
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quae est aequatio differentialis partialis proposita, sequitur differentiando se-
cundum a;:

Of op, , Of Ip. Sf Ipu

op, Gai op, aa +- +dp,,, da -

Unde ex aequationibus differentialibus vulgaribus propositis

......

dg,:dgqy:...:dq, = -
deducere possumus aequationem:

dp

e
[} pl d l+ 2 d 7+ +dpm dqm = Oﬂ

in qua est expressio ad laevam diﬂ'erentiale completum. Quo integrato positis—
que in locum ipsius a; valoribus ejus a,, a,, ... @,_,, prodeunt m—1 integralia
nova quaesita:

.

. 8 d m
S g G dgt et g} = b,

. (')p‘ 8p, . pm -
S/ { P dgy -+ 5o+ hdg. | = b,

A iaa,,, n+aa’,’f e L A
in quibus sunt &,, b,, ... b, , conslantes novae arbitrariae.

Systema aequationum differentialium vulgarium ita propositum est, ut
differentialia variabilium datis quantitatibus existant proportionalia. Fingatur
differentiale auxiliare dt, cuius ope quantitates proportionales evadant inter se
aequales, unde systema propositum fit:

A of  da _ o e of
dt dp,’ dt op,” 7 dt —  dpn’
o I 9 ___ of,
dt —  9dq,° dt o’ 7 dt Ogm

Hinc fit
) o .
D dg + 5 dgs + -+ d,

df ap 1 af ap 2 af dp m
5, 0 Top, Ga Tt ops oa i B
At differentiando aequationem propositam f= a secundum a prodit:

af apl af ap, af 317". _
T, Oa Top, 0e T THsaw = b
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unde aequatio antecedens abit in sequentem:

= dt,

J d
2N TR

r?a

cuius pars ad laevam esl differentiale exactum. Hinc videmus, ut quantitas
auxiliaris ¢ obtineatur per solas quadraturas, non esse necessarium, ut omnes
quantitates p,, p2y ... Pus iy G2y --- ¢, PEr UNAM e€X earum numero ex-
primantur, atque tum ex una aequationum differentialium propositarum, ex. gr.
ex aequatione

_ 4q,

dt = o

op,
valor ipsius f{ per quadraturam eruatur, sed expressis p,, p,, ... p. Ope
aequalionim f=a, [,=a,, ... fo1=4a,_, per ¢, ¢, ... ¢,, haberi ¢

per aequationem

b = f | g+ dg e+ P g

in qua b est nova constans arbnrama.

De antecedentibus theorema conditur. Designatis illis quae desideralantur integralibus
per [ =1b;, vel H{ =b,, expressionum [H,, H;], [H/, H;] valores indagantur.

34.
Si V est integrale aequationis differentialis partialis propositae,
[ oo oo Gus Pro Pry - Pu) = @
quale invenitur per aequationem
:/{PldQI+P2dqz+"'+Pmdqm}9

in qUa piy Pay - -. P, Ope aequatiorum [=a, fi=a,, =0, ... [ =0Cn_

per qis Gas - .. (. expressae sunt, licel inlegralia aequationum differentialium
valgarium
do _ OF  d _ Of dgw
dt. — op,° dt —  op,? "7 dt T dpa’
dp O o dow _ O
dt. —  dq, 0 dt T dq,? T dt O’
hoc modo repraesentare,
av av av
Ei-_plﬂ —(ﬂ'—1fz7 « e . dqm Pm?
a¥v ov o¥ av
Ea-l-—b‘, —.d—{'l‘; — bg, e . g&:}»ra bm—l, "——-t'*—b
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in quibus a, a,, @y ... @,_,y b, by, byy ... b,_, sunt 2m constantes arbi-
trariae. Unde integratio completa est.

Theorema praecedens gravissimum, iam olim a me demonsiratum, est
amplificatio alius theorematis ab ill. Hamilton inventi, quo primus aequationes
- differentiales vulgares dynamicas ad aequationes differentiales partiales revocavit.
Sed ille binas simul adhibuit aequationes differentiales partiales, quo praeter
necessitatem problema intricabatur. Eralque eo tempore integratio aequationis
differentialis partialis f=a problema multo difficilius et quod multo plures
postulabat integrationes quam integratio systematis aequationum differentialium
vulgarium, quae simul sunt aequationes differentiales dynamicae

dy o o
dt — op,> dt — Og

Qua de re lum temporis vir ill. multo magis aequationum differentialium par—

tialium integrationem quam dynamicam promovisse existimandus erat. Neque

vero viri illustris merito derogatum esse volo. Summum enim videtur quum

in omni scientia tum in analysi mathematica nexus novus patefactus inter ea,

quae nullo vinculo videbantur coniuncta.

Statuamus, designante ¢ unum quemlibet e numeris 0, 1, 2, ... m—1:
av [ op, Op, OPom o
Da; —/{g@dqﬁra—%dqﬁ“""l'g—%dqm} =i,

et quemadmodum supra (§. 32.) supposilum est, e functione f;,_, prodire functio-
nem H; ., si in functione illa loco constantium a, a,, @, ... a;,, quas
continet, ponantur functiones H, H,, H,, ... H,_,, ita iam supponamus, e
functionibus f;_, prodire functiones H;_,, si loco constantium a, @,, a,, ... a,_,,
quas continent, ponantur respective functiones H, H,, H,, ... H,_,, ita ut
etiam m functiones H;, H,, ... H,_, sint ipsarum qi, ¢s, ... o, pis Poy - - . P
functiones, constantes a, a,, ... @,_, non conlinentes. Designantibus i, &
binos quoslibet e numeris 0, 1, 2, ... m—1, erat identice
(H;, H,] = 0;
iam valorem expressionum
[H;, H]

investigemus. ,

Ac primum observo, in expressione illa loco H; poni posse functio-
nem f;, e qua H; obtinetur ponendo loco @, a,, a., ... a,_, Tunctiones fs
fis fos -+ fa—r. Etenim, si eandem substitutionem facimus, postquam ex-
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pressiones [H;, fi], a_f"’_, ﬂi, . I formatae sunt, identice fit, sicuti e
da ' Ja, Ottt

formatione expressionis [H;, H;] facile sequitur:

[Hiy Hi] = (Hiy f1+ S0 [ H]+af‘[H,,Hl]+ o+ ‘9’”*1[H.,Hm_l]

l'l

Unde, expressionibus

[IIis H]s [IIu Hl]7 [Hi; H2]a 2O T [Hi: H'n—l]
identice evanescentibus, quum insuper functio f; solas ¢y, ¢ay ... Gms @, @1y ... Gp_y
neque quantitates p,, p,, ... p, contineat:
o , oH, 8f, OH, of, oH, of,
U B = U, ] = —| o, Oq, ' op, g ' 719:797-»‘}
OH, op, , OH; op, oH, p,,
- op, Oak op, da, e Opm da, }
Unde habetur
[y H{] = [, ] = — 5.
iy My | = islkl — aak 9
siquidem in functione H; in locum variabilium p,, p,, ... p, ad formandum

OH;
differentiale partiale —-— substituuntur eorum valores, qui obtinentur ex
k

aequationibus:
H=a, Hi=a, ... H, ,=a.,,
sive erit identice [H;, H;] =0, quoties i et k diversi sunt, atque =—1,
st i=k.
Quod attinet ad valores expressionum

[H:, Hi],
primum' observo, haberi per easdem considerationes, quibus antecedentibus
usi sumus,

[Ililp H;\] = [Hi,3 fk]9
eamque aequalionem identicam fieri, si post formatam expressionem [H;, f;]
in ea loco ipsarum a, @, @., ... a,_, restituamus functiones H, H,, ... H,

m—1-

Quod si in fine operationum signis nostris indicatarum efﬁcimus, fit identice:

[Eafk] = [ﬂafk]+ 8a [H fA]+a [Hlafk]+ +aa [Hm—nfk]v
porro antecedentibus vidimus, si ¢ et k dwersn sint, fieri:
[I{b fk’] = 0;

Journal fiir Mathematik Bd.LX. Heft 1. 8
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expressio autem, [fi, f;] in nihilum abit, quum neque f/ neque f; quantitates
Pis P2y - .- Pn conlineant; unde, si ¢ et k inter se diversi sunt, fit

[I'{i;: HI:] = []11": fk,] =0.

Aequatio autem [H;, H;]=0, si i=14k, sponte patet. Jam igitur aequationum

differentialium
d9, _ Of  dg _ Of | dm_ I
dt op,’ dt op, ° di Opm’
dp __Of dp, __Of | dpm_ _ Of
dt dq, * di dq, ’ dt =~ Ogm
2m integralia inventa
f:H=a3 I{1=al7 H2=a27 LI I Hm—1=a1n—17

H=b+t, H =b, H=0b, ... H,,=b,,
ita comparata sunt, ut tribuendo ipsis i et k valores 1, 2, 3, ... m, identice sit:
[H:, H;]=0, [H, H]=0,
ac si i et k inter se diversi sunt,
(H;, H;] = 0,

denique
| [H;, Hi] = —1.

Quae sunt propositiones in theoria nosira furndamentales.

De modificatione formularum praecedentium, qua opus est, si functio f ipsam continel
variabilem t, quae supra tanquam auxiliaris spectabatur.

35.
Supposuimus, in systemate aequationum propositarum:
1.) 499 _of Wi _ _ of
: dt ~— op,’ dt —  0g,°
functionem [ ipsas tantum g¢,, ¢, v Gms Pr P2y -+ . Pn Neque quantitatem ¢
continere. Sed facile iste casus, quo f etiam ¢ continet, ad praecedentem
revocatur. Statuamus enim in. praecedentibus variabilibus ¢,, ¢, ... ¢, ac-
cedere variabilem ¢, unde posito
v _,
o

etiam statuendum erit:
(2.) dV = udt+Pldq1+deq2+'"+pmdqm.
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Insuper in aequatione differentiali partiali proposita loco f seribatur »+ f, ita
ut evadat illa:

(3) whf=a sive SV =_fia*),
functione [ involvente ipsam ¢ neque vero ipsam w. His statutis mutationibus

formulae propositae sponte ad casum patent, quo f ipsam ¢ involvit. Nam
quum sit

9+f) _ 4 gy, OF
Ou E ot ot ’
S _ O @tD) _ o
9; dq;’ op; op;’

aequationes differentiales vulgares, quarum integrationem vidimus §§. 32, 33
pendere ab integratione aequationis differentialis partialis propositae, hae evadunt:

dt:dq, :dg.:...:dq,: du: dp, : dp,:...: dp, =

A AR S AU S
“Op, Tdp, T dpa Ot T dg " Og, "7 I
quae eaedem sunt atque aequationes (1.), accedente, si placet, aequatione
du of
@) = T '

Praeter aequationem propositam «-f=a sint

(5.) fi=o L=®s . [a=0y
integralia aequationum (1.) per methodum a me supra propositam indaganda.
E quibus ipsae u, py, p., ... p. per &, ¢, ¢z, ... qn ita determinantur, ut fiat
Udt+P1dq1+P2dQ2+'"+Pmdqm
expressio integrabilis. Numerus aequationum (5.) unitate maior est atque in
quaestionibus praecedentibus, quum variabilibus independentibus ¢,, ¢, ... q.
accesserit nova variabilis . Ac per regulam praescriptam erit f,=a, integrale
quodcunque aequationum (1.); in quibus quum neque = neque constans a ob-
veniat, etiam f, neque « neque @ continebit, idemque valebit de functionibus
fos fss --. fn- Quarum f; erit functio ipsarum p;, pii1y -o. Py & Qus Qoy ovo Gy
@, @, ... @_,. Siin f, loco a, restituimus functionem f,, prodeat f, = H,;
si in f; loco a,, @, restituimus functiones f,, H,, prodeat f; = H,, et ita porro.
Unde generaliter fit H; functio ipsarum p,, poy ... Prs &y Qus G2y - @n 2
constantibus_arbitrariis vacua, quae ope aequalionum f,=a,, fo=a,, ... fi_;=0a;_,

*) Constantem a per totam disquisitionem sequentém etiam = 0 ponere licet.

8*
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ipsi f; aequalis evadit. In locum igitur aequationum (5.) hae quoque adhiberi
possunt:
(6., H=a, H,=a, ... H,=a,,

quae et ipsa erunt aequationum (1.) integralia. Inventis aequationibus (5.)

earumque ope expressis f, p;, P2, ... p. per quantitates £, ¢,, ¢z, . .. Qu,
a,, &, ... a,, habentur e §. 34 reliqua integralia aequationum (1.):
> > q g q
oV 9 p, p, P ,
5 =J - fd+”d1+”dq2+ + g} = b,
4 ap‘ : P 3 ) _
(7.) | %a, _/ dH‘ dq1+aa dg,+-+7 dqmg = by,
ov 9 , p, P
. —f{ fdt+a’” dgi+ P dgot o+ S dg | = b,
designantibus &,, b,, ... b, novas constantes arbitrarias.
Aequatio, quae e §. 34 addi potest,
av
o = bt
hic mere identica eVadit; nam quum expressiones ipsarum f, pi, P2y + .. P

constantem @ non contineant, atque sit =a—f, eruimus differentiando (2.)
secundum ¢ et integrando:

ov

e =S

quod aequationem praecedentem sponte suppeditat.

G . S g oV av

in functioni Ay A e A
Si in fun bus e Ta? e
ponimus functiones H,, H,, ... H,, functiones inde prodeuntes vocemus rursus

, Hy, ... H,. Tum, pro his functionibus sicuti supra, valebunt aequationes
[H;, H,]=0, [H,H]=0, [H, H]=0,
(H;, H;]=—1,

loco ipsarum a,, @, ... a,

si quidem notatione
Lo ¥]

semper designamus expressionem

- _ 99 oy |, Jp Jy dp dy
lp> v] = 0q, Op, T 9¢, Ip, LA +6‘qm Opm
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Quamquam enim casu, quem hic consideramus, variabilibus

Gis Gas + ++ Gus P1s Pra - - Pm
accedunt variabiles .
t, wu,
unde videri posset, aequationibus praecedentibus accedere debere terminos e
differentiatione secundum has variabiles provenientes: nullo tamen modo in
formandis expressionibus
[H:, H\], [H,H], [H:,H]

opus est, ut habeamus respectum ad variabilem ¢ functiones H;, H; afficientem
atque etiam respectu huius differentiationes partiales instituamus. Nam quum fun-
ctiones H;, H; non contineant ipsam u, evanescunt termini, qui addendi forent,

oH, oH, OH, OH,
ot ou Ot OJu’
oH, oH, OH, OH,
ot ou Ot ou’
OoH, ¢H, OH, GH]
ot ouw  Odt ou

Si ponitur
ut+f = H,
solis expressionibus
[H, H], [H,H]
termini accedunt provenientes e differentiatione respectu ipsarum £, « instituta.
Habetur enim, quum f ipsam « non involvat,
oH

w =1
unde termini addendi valores obtinent sequentes:
OH OH; oOH; oH _  OH;
ot Ou ot ou ot ’
o ©H, OJH; gH oH;
gt ou dt ou ot

Unde sequitur:

OH; OH;
H, H]——=[f, Bi]—— = 0,

! 8”1' i a}Ii,
[H, H;]——- =, Hi]—— = 0.
Quae formulae etiam inde deducuntur, quod sint aequationes
H,= Const., H; = Const.
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integralia aequationum differentialium prepositarum,

s _of o
dt — 9p;> dt ~  dg;’
ita ut, substitutis his aequationibus, identice fiat
af o 4o
. at

quod formulas praecedentes suppeditat. Si ponimus analogiam notationis ad-
hibitae servantes
v .

t=%a=H,

manent aequationes
[H’:Ili]:()7 [H':Hi’]:()o

quum functiones H', H;, H; ipsam z non involvant, ideoque termini addendi
evanescant. Quod attinet ad expressionem '

!
[H, H'],
observo eam evanescere, quia H' nullam contineat variabilium
9is Q25 - -+ Gus Pis P2y - - - Pn

sed unicam ¢{.

Applicatio in aequationes dynamicas. Quae sub Lagrangiana forma proponuntur.

36.
In formam aequationum differentialium vulgarium propositarum
da. _ o Ohi_ o
dt —dp,> ot Odg;

aequationes differentiales dynamicas revocari posse omnibus casibus, quibus
principium minimae actionis sive principium conservationis virium vivarum locum
habeat, primus, quantum scio, ill. Hamilton docuit. Adstruam primum formulas
dynamicas generales Lagrangianas ex iisque deinde formulas propositas deducam.

Proponantur » puncta materialia, quorum massae m,, m,, ... m,; sint
x;, y;, % coordinatae orthogonales puncti, cuius massa m;; ac sollicitetur
punctum illud secundum directiones axium coordinatarum viribus X;, Y,, Z,
erunt problemata mechanica, quae hic consideramus et pro quibus dicta prin-
cipia valent, ea, in quibus expressio

Zm,-{X,-da:,'+ Y,-dy,-+Z;dz,-},

extensa ad omnia n corpora, est differentiale completum. Cuius integrale si
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vocatur U, erunt aequationes differentiales dynamicae contentae hac aequatione
symbolica

zm{ dt; dz;+ dt,’6,+ dt; dz,| = JU,

cui satisfieri debet per varialiones omnes virtuales dz;, Jy;, Js;, sive per
variationes conditiones non turbantes, quibus » puncta materialia subiecta sunt.
Id quod docuit olim ill. Lagrarnge combinando principium d’Alemberti cum
principio velocitatum virtualium. Posito autem

dx; dy. dz,

d Bl it
a0~ T T YL g TR

fit aequatio illa symbolica:

dZm;|x;0x;+ y; 0y, % Jz,)
dt

— Zm;{x;d0z;+y:dy;+ 5;03;} = IU,
quae, posita semissi virium vivarum

rEm e tyiyi st = T,
sic etiam repraesentari potest:

dZm; |z, 0x;+ y.0y; 15 0%, }
dt

= S(U+T).

Statuendo U+ T = R, hanc aequationem ita exhibeamus:

. dz{ ,a 9B .+‘?—’faz.}
SR ox; 6 Yi dz; *
o ar ?
id quod licet, quum U quantitates x;, y;, 3; omnino non contineat. Exprimamus
3n quantitates x;, y;, 5; per m alias quantitates ¢,, ¢,, ... ¢n sitque rursus
] dql
9= —a
facile probatur expressa etiam R per qi, 2y ... Gu, iy Gay - .. ¢, fieri:

{aR‘)\"*ch‘y'Jra"’\ | =

(1) aR ()‘

1+ aq ()\QQ‘F +G’ qu~

Habetur enim
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{OR 5. o OB 45 o OR _
21( am; ()‘.’L', + ay; d\yx + 874; ()\51'2 =
=i OR Oz, dy; 0z,

s, | OR oR  Os,
9z, Dq, T oy, oq, T oy, { dqu+

. : OR O3
= 2. "oy, 9q, T o5 oq 0.+

OR i
At quum sit
. awi ! a":vi ! 817‘- '
' T = Wq‘+?q7q2+"'+?mq’"’
erit
oz; Oz T
- =—=—, ac similiter — = +—, = =—-—
AT of,  9q;’ g, 9’
unde 5 S :
f OR ©%; OR Y: OR 0% B
=i\ o, . 3y, 8, T o5 oq } =

12

OR Oz, OR 9Y;  OR r?z’-} OR

=5 og, t oy g, T o oS T agp

i

ideoque 5 5
R OR R oR
= { 7%—2(933;‘—!— W"?/H-—a;;—fyﬁi} = Z gad\q“

quod probandum erat. Habemus igitur, expressa R per novas quantitates g,
g, aequationem
| S0+ g 0 e dan)

dt
Si n est numerus aequationum conditionalium, quibus 37 coordinatae satisfacere
debent, fieri debet m aut =3n—n aut >>3n—n. Si m=3r—n+», designante
¥ numerum positivum, habetur inter quantitates ¢,, ¢,, ... ¢,, numerus » aequatio-
num conditionalium, unde totidem emergunt inter variationes dq,, dq,, ... dq,
aequationes conditionales. Ac primum quidem, existente m=3r—7, quantitates
15 @2» - -- g, @ se invicem independentes sunt ideoque variationes dq,, dgq., ... dq,,
prorsus arbitrariae. Hoc igitur casu ex aequatione praecedenti symbolica hoc
fluit aequationum differentialium systema: ' ‘

3R L : OR
OR _ "9q; oR " 9q, OR _ 94,
Oq  .dt ° dq, 4t * " Ogm  dt

d
JR =

d
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Hac forma aequationes differentiales dynamicae iam in editione prima Mechanicae
Lagrangianae propositae inveniuntur.

Forma Hamiltoniana aequationum dynamicarum derivatur; quae cum systemate supra
considerato congruit. Theorema VI. de tertio integrali e binis quibuslibet inveniendo
applicatur in systema dynamicum.

37.

At ill. Poisson in laudatissima commentatione de Variatione Constantium
(Journal de I'Ecole Polyt. Cah.XV) loco quantitatum ¢, ¢, ... ¢, alias in
formulas dynamicas introduxit,

OR oR OR
| =58> PTeg 0 T
Quibus ipsis variabilibus adhibitis in locum functionis R ill. Hamilton novam
introduxit functionem:
H = %qﬁ?—iqé%--—#%qlﬁﬁ

= pq+ pgs++ paqg.—R.

Qua functione per ¢i, ¢ay .. qms P15 P2y ... Pn €xpressa, ubi simul has
omnes quantitates variamus, obtinemus:
OH = ¢idpit g:0pat++gndpn
oR OR OR
g, 0 gy, M g,

Evanescit enim expressio
POG+  pOgiteet pady.,
R , OR , oR . .,
—{—W(yﬁ'l—gq—édﬁ-f—"'-i‘gq*;(qu :
Expressio ipsius 0H inventa iam suppeditat differentialia partialia functionis H
secundum novas variabiles sumta sequentia:

oH oH oH
op, I op, I R T
OH _ _OR  OoH _ R OH _ OR
d¢,  d¢,’ ¢, 9, " Ogm  Ogm’

Quibus valoribus substitutis, vice versa R e functione H obtinetur per formulam:

R =pg, +pgs +otpage —H

oH oH oH
= Pigy, TPy ety

Journal fiir Mathematik Bd. LX. Heft. 1. 9
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Iniroduetis igitur quantitatibus ¢, ¢,, ... ¢u, P1y P2y ... p. ut variabilibus,
aequatio inventa symbolica ian;l haec evadit:

a{p, 9q, +p,9g, -+ -+ PnIgn}
(y{plap +P28p +-- + map _H} dt .
Facta variatione et differentiatione et substitutis valoribus
, _ ol
qx p,

venit in aequationis praecedentis utraque parte expressio
oH oH oH
9.4 0.2 4 ... 5. 54
P1 apl +P2 8])2 + +Pm apm b
qua reiecta, hanc nanciscimur formulam:

aq d‘%"{‘ ()'q2+ + qu

(1.) d,,l s b gy

Si m=3n—mn, designante 7 numerum aequationum conditionalium, quibus
coordinatae punctorum materialium satisfacere debent, quantitates ¢,, ¢z, ... ¢,
a se invicem prorsus independentes sunt, earumque variationes dq,, dq,, ... dq,,
omnes arbitrariae. Quo casu ex (1.) fluunt aequationes differentiales dynamicae
in variabilibus ¢,, ¢25 ... @un, P1y P2y ... p, exhibitae:

off _ dg, OH __ dg, OH _ dq.
op, ~ dt’ dp, dt’* =~ ° Opm _ dt ?
@)\ _om_ap _om_ap, OH _ dpn
dg, ~ dt’ dg, dt * " T Oqm  dr

Qua forma primus ill. Hamilfor aequationes dynamicas exhibuit, neque parum
inde commodi in Mechanicam Analyticam redundasse existimo. Observaverat

iam L c. ill. Poissen, valores ipsarum ___‘!___ q; per quantitates ¢;, p; expressos-

ita comparatos esse, ut habeatur
9¢,  9g
dpp T op;
(Journal de I'Ecole Polyt. Cah. XV, pag. 275), quae ad finem sibi propositum
sufficiebant formulae. E formulis (2.) statim etiam sequentes fluunt:
o
d¢, —  Op;° O~ 9g;°

dp.
siquidem rursus p; = —= ponimus.
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Forma Hamiltoniana aequationum differentialium dynamicarum eadem
est atque systematis aequationum differentialium vulgarium, cuius integrationem
supra docui §§. 33, 34.

Si in aequatione supra (§. 36 (1 ) probata

oR OR oR
Ez{wd\wﬁ}‘ ayl_ J z+ a 7 ()‘ } zk aq;( ()\qlu
in locum ipsorum dz;, dy;, ds;, d¢; simul ponimus =z, y;, i, qx, quod licet,
quum aequationes conditionales supponantur ipsam ¢ non involvere, eruimus:

OR OR

22 +8y +—g%z£}—28,qk.

Unde substituto valore B =T+ U, quum sit

OR _ OT , OB _or _ ., OR _ 9T
To, o, T Gyr Ty T MYn g T g T Mk
prodit:

2T=2§%¢=H+R:H+T+U

In applicationibus igitur ad dynamicam est functio H ipsi T—U aequalis, unde

aequatio
H = b,

in qua A est constans arbitraria, est ipsa aéquatio conservationem virium vivarum
concernens.
Docet theorema VI. supra probatum, si habentur aequationum (2.) duo
alia integralia quaecunque
¢ =a, Y=,
in quibus @ et b sunt constantes arbitrariae ipsas ¢ et y non afficientes, inde
generaliter deduci integrale novum:

g 61,U+8tp 8w+m+¢9(p oy

. Const. = [‘P: ‘l’] = aq ('}p aq2 ap, 6%- apm
e oy o9 oy W Ge v
apl aql ap2 aq? apm 6qm

Exponitur problema de expressione [, ] per maiorem variabilium numerum
exhibenda, inter quas aequationes conditionales datae sunt.
38.
Quum propter rei utilitatem tum propter egregiam eius difficultatem tum

quia accurate examinare iuvat, quaecunque spectant ad expressionem [¢p, ] tantis
9 #*
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proprietatibus gaudentem, investigabo hic expressionem, quam induit [¢, y], si

in ea loco quantitatum ¢, ¢;, . .. ¢,., a se independentium restituuntur 3 coor-
dinatae x;, y;, z;, quae datis conditionibus quibuscunque satisfacere debent,
sive generalius introducitur maior numerus variabilium &, &, ... §,, inter
quas numerus u—m relationum locum habent. In hoc problemate supponitur,
ipsas @ et v ut functiones ipsarum &,, &, ... &, et quantitatum

G=S, =S, . g=%

datas esse, atque ipsius [¢, 1] expressio investiganda talis esse debet, ut nullae
in ea inveniantur quantitates, ad quarum formationem efficiendam datae esse
debent relationes, quibus quantitates &,, &, ... 5, et ¢, ¢, ... g, aliae
per alias determinantur, ita ut in formula investiganda nulla variabilium
qis ¢25 - .. ¢ vestigia remaneant. lam problema accuratius exponam.
Problema propositum hoc est:
Sint inter w qnantitatgs 1 &, ... &, dalae aequationes conditionales

numero u—m,
F=0, &=0, etc.,

unde etiam inter ipsas &, &, ... &, habentur aequationes
dF oOF ., oF OF ., _
at agl §1+ 85, §2++ aéy g/l - 07
dd

ov ., b ., P ., _
di = agl §1+ a§2 §2+"'+'§§T§u - OS

.

Quum inter x quantitates §,, &, ... &, datae sint u—m aequationes con-
ditionales, exprimi possunt quantitates illae per m quantitates ¢\, ¢», ... ¢ @
se invicem independentes. Unde posito '

42 = %7

exprimi etiam possunt quantitates &, &, ... &, PeT iy @2y o+ Gms G5 G2 -+ Gm

ope formularum 5 ” ;
§ = G—%q.—ka—q;qd— +<9q,.. qn-

Sit etiam R functio quaecunque ipsarum &, &, ... &,, &, &, ... &, alque

. OR | OR , OB _
H = §15§[+§2§g+“'+§_ —a—g—;‘- R,

ositoque
. oR OoR OoR

- =V —_— = U o o - =V
o8, v ok, » 8§;l g
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exprimatur H per &, &, ... §,, v, v, ... v,, qua expressione differentiata
respective secundum v,, v,, ... v, sequitur ex analysi supra tradita vice
versa obtineri quantitates ipsis &, &, ... &, aequales, sive fieri

g_OH . _ o o _ Ol

= '_—, 2 —_— « s w = ="

oy, ov,”’ #T Oy,

Unde cognita expressione illa ipsius H, habetur expressio ipsius R per &, &, ... §,,
Uy, Uz, ... v, ope formulae

oH

oH oH
R = UIW+U2—(§I+."+U‘“E_H
Substitutis iam expressionibus ipsarum §&,, &, ... &, per ¢\, ¢, ... ¢, atque
expressionibus ipsarum &, &, ... &, Per ¢y oy ... oy Q1y Qo - oo Gu, €X—

hibeatur B per has 2m quantitates; quo facto demonstratur prorsus eadem

ratione atque formula (1.) §.36 demonstrata est, haec aequatio:
R | . OR , OR
§15§—[+§28—§4+"'+§ya—§; =

+OR | OR » OR
Qg tgg T Tingy

Unde expressa R per ¢iy 2y - - qms Gy 25 --- Gn, functio H per easdem
quantitates sic exhibetur:

H = qi%%+q£-(%+---+q;aa—£-—ﬂ.
Posito
JR OR OR
P1=—5q—;a P’=8—q;’ Pm=‘gq—:”,
exprimatur H per ¢,y ¢ay .-+ qum, P1y P2y --- Pn; qua expressione differentiata
secundum p,, p,, ... p., Vice Versa obtinentur quantitates ipsis ¢i, ¢z, ... ¢
aequales sive habentur aequationes
+ __ OH ,  OH / oH
qlzé"rv qizapto qmzm'
Unde erit
R = vt g oot gy —H

'm 8Pm
His positis sint ¢, y binae functiones quaecunque ipsarum §,, &, ... &,,
&, &, *.. &,; quibus expressis per ¢r, 2y .. Qmy iy G2y --- g ac deinde

oH oH JoH
== pl@“ﬁ+?2(—9}:+"'+l] 7——H.
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ope aequationum :
OR JR oR

P1=79?l‘7 P2=‘a-q'2‘v Pn.=ga:
iisdem expressis per ¢, g2y ... Qu, P1s P2y ... Pn, formetur expressio
— 9.0V . o Oy 99 ou
2 ﬂ = B, 9, 94, o, T 5qu B
_Op oy Gedw .. Op oy
dp, 0q,  Op, g, Pm On
Functiones ¢, v etiam per quantitates &, &, ... &, vy, 5, ... v, exhiberi

possunt. - Quibus cognitis expressionibus, quaeritur:
,,datis expressionibus trium functionum H, ¢,y per quantitates §,, &, ... §,,
Uy, Vgy ... U, alque aequalionibus, quae inter ipsas &, &, ... 5, locum

habent,
F=0, =0, etc,

neque vero cognitis relationibus, quibus quantitates &, &, ... §, per
alias independentes q,, q,, ... q. determinantur, invenire valorem exr-
pressionis

[, w1«

Quod est problema propositum. '
39.

Expositioni problematis antecedentis has addam dilucidationes. Quanti-

tatum &, &, R, H, ¢, y expressiones per ¢, gz .. Qus Pis P2y - -+ Pn
sunt prorsus determinatae, simulac relationes datae sunt, quarum ope ad-

vocatis aequationibus F=0, & =0, ... quantitates &, &, ... § per ¢,
Gos - .- §n exhiberi possunt. Al expressiones ipsarum g¢;, p;, &, R, H, ¢, ¢
per &, &, ... &, U1, V2, ... v, ope aequalionim F=0, =0, ... et

quae ex iis differentiatione deducuntur, variis modis immutari possunt. Agamus
primum de determinatione quantitatum v; per ipsas §;, §; atque de formatione
functionis H per ipsas §;, v; exprimenda. Qua in re proficisci debemus a
functione R, quae erat functio quaecunque ipsarum §&;, §;. Posito

v __ OF ,  OF . , OF
F' = 'BT‘§1+§E:§2+"'+'3§—#§F;

y 9, 9D, v
b’ = '¢9_§T§1+5§:§’+"'+?9§§F’
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functioni B addi possunt expressiones F, &, ... F', &', ... per factores
arbitrarios 4, #, ... 4, W, ... mulliplicatae, quippe quae expressiones ex
hypothesi sunt evanescentes. Et maxime distinguendum erit, an ipsi R soli

termini AF+4ud+-.--, an etiam termini 4, F'-}u,d’'4-... addantur. Nam casu
priore valores ipsarum

v — OoR

| M ag:‘
prorsus iidem manent, seu potius alias non patiuntur mutationes, nisi quod iis
termini in functiones evanescentes F, &, ... multiplicati accedant. Unde etiam

vice versa expressiones ipsarum §&; atque functionum R, H per quantitates
&, v; nonnisi easdem mutationes subeunt, scilicet termini per quantitates ¥, &, ...
multiplicati iis accedunt neque vero termini in F', &', ... ducti.

At longe secus evenit, si functioni R etiam termini A, F'+u,d'4...
addantur. Et functio quidem
H = §igg +ogg+thgr—R

valorem certe numericum non mutabit, quum sit 1dent1ce:

/ aF
§1 aer +§2 a&r + +§a aEI —F’ = 0‘)
, 0 , 0D ,a@

gl 65’ +§2 agyz +."+§#¢_9§—,u—d)' = 0,

. . . . . . - . .

Sed quantitates v; non tantum formam additione expressionum evanescentium
mutabunt, sed alios adeo valores numericos induunt. Quippe quae evadunt

OR JoF od
Y == _(9—§T+lrg§7 +‘u‘—QE—;+“"

omissis terminis evanescentihUS'

al 1 r 8[“: !
BE F+a P+ "+85’F+d5’q)+

Qua de re etiam forma funchonis H per ipsas &, v; expressa alias subire
debet mutationes praeter accessum functionum evanescentium, quum valor ipsius

H immutatus manere debeat, dam quantitates v,, v,, ... v,, quae functionem H
ingrediuntur, alios valores induant. Ut mutationes accuratius indicem, sit

o
Ii — ll%+"b‘¥+.."
l ! ay‘l '
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sint porro v{ quantitates, in quas ipsae v; abeunt, si loco R ponitur
R+AF+ud+- o+ 4, F' 4y, D' -
Tum erit
v; = v{—l—L;
porro posito

s 83. , 0
= 2§ 85 A, !"0::2&79%—.“:
w=zggy , w=zde

abit H in expressionem

H H+l°F+tL"d5+ +3-0F'+M0 r+ .
omissis quantitatibus se mutuo destruentibus

L OF LoW

quzigigzg‘—F }7 M1{2i§i79—§7i‘—45 ;a
atque in termino primo H loco ipsarum v; positis valoribus v}—#—L;. Quibus
adhibitis expressionibus sine multo negotio invenitur, quod fieri debet,

am OH _ g
A

Rejectis enim terminis evanescentlbus fit

oH° _ OH oH 0P

0
Zor ~ Oy, —+ow, (91) +8v )+ HRE

porro, quum omnes solarum &; functiones secundum v; differentiatae evanescant,

oH 9 O o) . OF ,aw

25— v, av Ek kav avo =Sk ag +a > TR ag * :‘07
oH 9Ly _ . , 9Ly oF _, ., oA, u,
zk avk av k§ka o a o Ekgk ag +a o Ekgk aEI e bl
o OF' ua‘l’
;'la o + L2y avo +

Unde rejectis terminis se mutuo destruentibus, prodit formula demonstranda:
o _ on
vy — v’
quae valet pro quolibet indicis ¢ valore. Apposui antecedentia, quamquam ad
propositi problematis solutionem non necessaria, sicuti innui, ad dilucidationem

rei; prona enim est in hac quaestione ad errores via.
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Etiam functiones ¢ et v variis modis mutari possunt addendo iis ter-

minos in F, &, ... F', &', ... multiplicatos, sive expressis ¢, v, sicuti re-
quiritur, per quantitates &;, v;, addendo terminos multiplicatos in F, &, ... 4, B, ...
siquidem per A, B, ... designamus valores ipsarum F', &', ... per quanti-
tates &;, v; exhibitos, scilicet expressiones,
oF 6H oOF oH oF cH
A= o5 o Tog e, Tt ag B,
B — oW oH  od oH oD oH

9E ov, TBE Gy, T T oL, 6w,

Quae expressiones quum evanescere debeant, sunt A =0, B=0, ... aequa~
tiones conditionales, quae inter ipsas &, v; locum habent.

Ante omnia bene tenendum est, e variis quidem formis, quas functio B
per aequationes F =0, & =0, ... F'=0, &'=0, ... induere potest, quam-
cunque eligi posse; sed hac electa atque ratione praescripta inde deductis
expressionibus ipsarum v; per quantitates §;, & atque functionis H per quanti-
tates &;, v;, supponi, has expressiones per aequationes ilias non denuo mutari.
Alioqui enim in infinitos errores delaberemur.

Ezpressionum quacsitarum formatio ad duarum summarum determinationem revocatur.

40.
Adstruam primum aequationes, quibus quantitates v; determinantur per
ipsas ¢; et p;, siquidem data est expressio functionis H per ipsas §; et v;
atque expressiones quantitatum §; per ipsas ¢;. Habemus

ds5; = 'ggli‘)\%‘}‘g_i‘)\qz"f“‘“‘f‘%d\qm,
ideoque
i i JR 0é&
55006 = 0BG SRS g O g s
Quum habeatur
0. oé,
T

quia in expressione ipsius & per quantitates g, ¢i ipsa g tantum lineariter

i

0
obvenit atque in T ducta, fit:
k oy 34
oR 0% OR 9¢; OR
"OE dq 0
Journal fiir Mathematik Bd, LX. Heft1. 10
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ideoque:
GR J‘

=

l+ a / 6‘924‘ + qu

Quum vero positum sit,
oR oR
OE Yis 3q, =P

aequatio praecedens sic repraesentari potest:
(1-) Ul‘y§1+vz(y§2 —}-----}—vﬂd‘§” = Pld\q; + P2 ()\qz‘l‘ +Pm(qu .
In aequatione (1.) variationes dg,, Jq,, ... Jq, prorsus arbitrariae sunt, dum
inter variationes d§,, d%, ... J, locum habent u—m conditiones:
JoF JoF oF
oQ fb

Qua de re quantitates p; quidem per &;, v;, sed non quantitates v; per ipsas p;
ex aequatione (1.) determinantur. Habentur enim e (1.) tantum m aequationes:

0 o 2}

P = Y aill + U5 Et‘*“ +v Uy aiu
e}

pzzvlagl‘*‘ 28£,+ + “ §#7

g o o
Po = Vg tu 23§+ +v ,,aq:

Ad determinationem completam ipsarum v; praeter m aequationes praecedentes
adhiberi debent uw—m aequationes sequentes:

oF oF oH oF o
‘O.:A_as o, Ty, o, T T OE, Bu,
o0 GH |, 00 OH a0 oH

()
eO“B*TTJF’éz:WJF +as T

Conditis aequationibus (1.) et (2.), quibus quantitates v; determinantur, iam ac-
cedamus ad formationem propositam expressionis quantitatis [¢, ] per ipsas &, v;.



C. G. J. Jacobi, nova methodus aequat. different. partiales primi ordinis integrandi. ¥H

Fit
8tp — _ai agx a(p agz ST .. 4 (F BEu
dg; 0 0q, ' OF, Og; 0%, 9q;
atp Jv, c'?cp O, 9¢ Juu
(9'v T v, 9q; dv, 9g;’

oy, Oy Jv,
o, op, T ou, @, T e, B,

His duabus expressionibus multiplicatis habetur valor ipsius g;—r- g-;ﬁ, e quo
.. 99 8 N .
permutando ¢ et y valor ipsius % % prodit; quibus subductis, habetur valor

expressionis

e quo, tribuendo ipsi ¢ valores 1, 2, ... m et summando, prodit expressio
ipsius [¢, y] sequens:

84. p; " -

In qua expressione sub signo summatorio tribuendi sunt indicibus % et &
valores 1, 2, ... g, atque indici ¢ valores 1, 2, ... m. Summam posteriorem
sic quoque exhibere licet:
=99 9y @fﬂ_%@}.
Ov, dv, L dq;, Op; dg; Op;
Iam pro quibuslibet datis valoribus ipsarum % et &' investigemus valorem
summarum simplicium:

0§, dv,, 0§, Ov,, O, du, 0§, dv,,

“9q; 9p; ~ O, op, ' 04, Op, ' ' Odw Opm’

‘\9g; dp; g, Op; )~ Oq, 9p, * 9¢, O, O4m Opm

Ov,, ov, Ov,, O, oy, Ov,

T3¢, 9, 01, Op,  Oqn Opm
In quibus summis non ipsae vy, v,, ... v, sed tantum differentialia eorum
partialia secundum quantitates p;, ¢; sumta inveniuntur. lam quaeram, quo-

modo binae summae per solas &, &, ... &, Ui, tay ... v, exhibeantur.

10*
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Summarum propositarum prior determinatur.

4.

Sunt quantitates &; prorsus determinatae functiones ipsarum ¢;; nam
etsi § maiore sint numero ipsis ¢, quae per illas expressae supponuntur,
possunt tamen advocatis aequationibus F =0, & =0 etc. inter ipsas &; datis,
vice versa ipsae § per ¢; modo prorsus determinato exprimi. Quae ex-
pressiones ipsas p; nullo modo involvunt. Contra sunt ipsae v; functiones
ipsarum ¢, et p, per (1.) et (2.) determinatae. Quibus observatis, diffe-

rentietur (1.) secundum p;; prodit:

(4.) Jq,-— ‘ant . =();,+ + a”" JE,.
Ex hac aequatione et ex aequationibus (2.) et ipsis secundum p; differentiatis
nanciscimur aequationes sequentes, quarum numerus est w et e quibus ipsarum

ov, O, v, N .
P, B B valores determinari possunt:

T

] ov, 0k | v, Ok 6v, 0k,

0 = -] 22 T B S )

* Op; 6q, o, Bp. g, T O, Ip; 9q,°
dv, OF , OF, dv, Ok

0 = Y% % u Osp

op; qu + ap, oq, Tt o Op; 0g,°

1 = dv, 9§ | v, O ot v, 9,

B —6_1’; Bq,. aP; 8‘1; op; ‘9%

(5.) ) . )
oy, ag v, as, av,, Ok,
0 = & oam T o0, 90 T 5p, Ta?

__ Ov, 4 | Oy, 0A v, 04
0=cp o top,on, v o a0,
6 _ 9y, OB dv, OB

op; dv +8p dv, +"'+8p <9v,,

Eiusmodi aequationum linearium eruimus m systemata ponendo loco ¢ numeros

1, 2, ... m; quae systemata multiplicemus respective per
o0&, ok, 0§,
% %W 0 om

et post multiplicationem factam instituamus additionem. Tum adhibita notatione
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sequente, in qua k& et &' inter se diversi accipiuntur:
q ) Y

o0k, OJv,, o, v, o0&, dv,, .
(6 ) aql apk an 8]’2 aqm apm o Ko
’ 0§, Ov, o0k, ov, 0§, Iy, 1
\ 0g, 9p, dq, p, T aqm 8}?". = T+k,
invenimus:
55. 352 <9§n
. 85, 852 afu
. 8&, . 623,,
(7.) 0= F bt dq Koot g B
oA JA (9A
T Ov, T~ Oy, k‘+ av, bt Gv,, s
OB oB OB
T, ~ ou htay, Rt au,, s

Harum aequationum resolutio revocari potest ad aliarum, quarum numerus
tantum est w—m sive idem atque aequationum conditionalium F=0, =0, etc.

Habetur enim:

multiplicatoribus 4%, ", ..

aequationes:

9

04

ov,

_9B
ov,

(9.)

siquidem :

JF
}.(")
o,
(A) oF
i §

k oD
b e

(k) 0D
+;'2 65

+

fal 8F

& oD
1 @—Fl

E,

+

.+_

+

vy

quorum numerus est w—m, determinatis per

] Q)
ahy kA

bud” 4+ bads"

9
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OF 9A OF oA oF oA
= 3E ou, T oF on, T T OE w

ob 94 o oA od 94

=b = gt Tt o,

(10.) __OF 9B , OF OB oF 6B
- agl avl + 8§, avz +."+ 6§# av/‘ ’

ob 6B oD OB o® OB

bo=g5 o, T & B, Tt B,
Aequalitas coefficientium a, et b, facile patet ex expressionibus ipsarum A et B
§. 40 (2.) propositis. Invenitur enim utriusque expressionis idem valor:
JoF o® J'H
o, 0k, dv,dv,”’
ipsis k et k' valoribus 1, 2, ... w tributis. Generaliter aequationes lineares (9.),
ad quarum resolutionem investigatio ipsarum k,, k., ... k, reducta est, ita
comparatae sunt, ut series verlicales et horizontales coefficientium eaedem sint.
Quae porro coefficientes tantum ab ipsis functionibus F, &b, etc. neque ab indice
-k vel k' pendent; index tamen A afficit aequationum (9.) partes constantes.
Posito igitur:

a =b, ==,

*) d0A oB
—h = Ay gy gt
(11.) . (K 0A OB
—by = My tpp ot
2 2,1 avk 2,2 avk
eruis m systemata eiusmodi formularum tribuendo ipsi £ valores 1, 2, ... m,

ipsis coefficientibus 4 immutatis manentibus. Ceterum e noto theoremate
algebraico fit
: Aa,b = Ab,n:

sive etiam in aequationibus (11.) coefficientium series horizontales eaedem sunt
atque verticales.

Agitur de altera summa determinanda.

42.
E duabus summis simplicibus

0§, ov,, f dv, Oy, Oy, Oy, }
“dq; op;° ‘1 9q; dp; 9g; Op; ’

quarum valores §.40. vidimus investigandos esse, alteram antecedentibus deter-
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minavi seu certe ad alias revocavi quantitates }.” lm ... quae per resolu-
tionem u—m aequationum linearium inveniuntur. Jam alteram investigemus
summam simplicem
v, dv,, Oy, Oy,
=\, )

cuius complicatior fit expressio.
Statuamus, e sequentibus ¢ aequationibus linearibus :

M, = gj “n+ 652 ”2+ +8£ﬂ U,
0§, 65,,

M? = aq l+ aq +"'+ aqz F

_ 6§. 85.,
(12) (M, = .+aq ty oot

oq,,.
6A
N = =—u + u +---+
} . 60 2 av/,
GB OB OB
N2 = 6‘0 u1+av u2+"'+av Uy,
obtineri resolutione facta incognitarum w,, u,, ... u, valores sequentes:

Uy = CllM1+Cle2+"‘+ClmM +D1|N|+D12N2+"'
U = 02|M+022M2+ +szM +D21 N1+D22N2+

u, = ,u,lM1+ .2M2+ + +Dy,1N1+D,u2N2+

Si in aequationibus (12.) ponitur M; =1, rehquae autem omnes M,, M,, ... M,,
Ny, Ny, ... praeter M; evanescunt, aequationes illae eaedem fiunt atque

3 " dv, 0v, OV, .
aequationes (5.), e quibus valores ipsarum Bp,0 Fel B petendi sunt,
sive fit

ov ov, ov
G=Co Gr=Co o G0
vel generaliter
% _ g,
op;

Urde facta aequationum (12.) resolutione obtinentur incognitarum u,, w,, ... 4,
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valores sequentes :
0 d
w = aiMlJr—g"-' bt oo Mot Dy Nt Dy N,
0

v, Oy, v,
13y (== g M s . o+ +a Hiit-Doy Ni+-Dy Not--,
vy
u,a — g;“Ml—l_ 8vuM2+ + Y MM+DF21N1+Dﬂ,2N2+.'.'
His praeparatis, differentiemus aequationes binas, quae ex (1.) (§. 40.) sequuntur:
9 ;
P = Uy 35‘ + v, g& +eedu, E"
8§,,

P = lgql +U2 2 + +

priorem secundum ¢, posteriorem secundum q:- Id quod licet, quum sub-
“stitutis ipsorum &, v, valoribus per p,, ¢, expressis, aequationes illae identicae
evadere debent. Facta differentiatione, partes ad laevam ut ab ipsis ¢;, qu
vacuae evanescunt, partes ad dextram commune nanciscuntur aggregatum
8’2, g, 0" &u
Y dq,0q;, T dq;0q;, R 9¢,9q;, dql,

Duabus expressionibus evanescentibus aequiparalis et aggregato communi reiecto,
nanciscimur:

aE E 2 Gsu avu .
(14.) aqx aqﬂ + aqz aq + + C')q 8qz’ o
OF v, | Ok o, &, O,

dg;, Bq 3q, 9g; T B, g,

Ex hac aequatione obtinemus numerum m aequationum tribuendo ipsi ¢ valores
1, 2, ... m, quarum aequationum una valori é=¢ respondens adeo identica est.
Porro differentiando aequationes A =0, B =0, etc. secundum ¢;, obtinemus:

|_O0A 6 04 0§ 040§ _
Ok 9q; 0%, aq, 9k, 9q;
94 v, | OA v, 84 dv,
v, 9, "oy, 0q, T T o5y,
(15) (_oB 9§ ©B 3L . _ OB ok _
o0& 9q; 0§ 9g; 0, dq;

0B ov 0B ov, 0B ouv,
dv Bql +6v aq, -t '+?9'1_J;—87,.’
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Si ponimus

B Ov, |, 8, oy, 8t 6,

M. = o oq, T o, 0, 7 Vo o,
atque

O _ _OA Ok 043, 940

'™ 0 9dq; 0% Og ok, dq;’

O _ _ OB O, OBo 0BG

* T 0 9y, O dg, | 0% og
systema m aequationum (14.) iunclum systemati aequationum (15.) convenit

s ‘ i ; dv, v ov

cum aequationibus (12.), siquidem ;¢ quantitates e Fq:_" ; @E’i pro in-
cognitis #,, %, ... u, habentur. Hinc secundum formulas (13.) nanciscimur:

ov, ov, dv, ov,

ag, g, Mg, Mgy, M

+Dk,l l(’)+Dlr,2N2(l)+""
Statuamus :
(d6) St Ou O ov L om0

dq, Ip, " g, 9p, g I
ita ut (k). — (k') sit altera summa §. 40 investigatu proposita.
notatione, poterit aequatio praecedens hoc modo repraesentari:

g, %, ot

A7) g = ao Dt g @+ G,
+DI lN(t)+Dk2 2(l)+ Lo
Substitutis ipsorum N N;", ete. valonbus positoque

. oB
o = (1), Dkl 5 D“6§

JB
(18.) (k) (2)1: D“ 85 Dkz 8& e

k BB
w;):_( )k Dklaé Dk,asu ey

aequatio praecedens in hanc abit:

(19.) ﬂ e 9§, E“_l,_ag! (‘)_}_ +8§# (k)' .

dq.

13

Oq; 9g;

E qua nanciscimur m formulas tribuendo ipsi ¢ valores 1, 2, .
Journal fiir Mathematik Bd. LX. Heft1. 11

Qua adhibita

.. m. E quibus
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ut obtineatur rursus systema aequationum linearium formae aequatiopum (13.)
investigemus adhuc valorem expressionum

_JdA ) wd,
N‘_Gv ‘+8 2—_}_ +8v

oB (/«) (k)
N’-’ = 81) w, ‘l’“a wy A +8‘U w,‘&k))

Quod hoc modo fieri potest.

43.
Habetur

JA o4 .| ' : .
Eih<1)k+a_%‘(2)k+"'+§a‘(ﬂ)k Ek’ (k)k-‘zk"zi%‘;w o,

Differentiando autem aequationem A =0 secundum q; fit:

04 due _ 5 04 9
¥ov, oq *OF, "oy’
unde
oA 04 ,,
— It k' — 2 T k
k ( )k as k agk’
Erat autem

E, l(“ BF +l(k’) 8(I)+

Ponendo igitur:

oA =) _ 0] W@ (;4)
Al k' 85,, }' at Z’ _l"' ag 1 + + ag" l
(20.) EY ) _ oA 1o @ (I‘)
A2 ‘Zk‘ 6Ek, 2 d 2 + aE Z' + + 65/‘
fit
A ., oA oF d(l)
= ?,,—,(k he = — 3, — A, 3, —A, 855 05O
Eodem modo ponendo
__ OB AW (2 2w,
B = M +6512+ +as’l19
21. oB )
( ) Bz_ - (95 A’(l)+ 85 l'(z + et dE l‘QF)a
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fit
. OB ,, oB oF , oD
2:‘179,,7(’5);: = _EE—BI—EE;_&G_&_M
et similes aequationes pro qualibet aequatione conditionali obtinentur.
Statuamus
 0A 6A 04 04 04 o4
|t T,
(22) (04 9B 04 5B 6A OB _
5% ov, T oE oo, T OR By T
porro
OB 94 9B oA OB 64
% oo, Tog aw, YA, P
(23.) 6B 0B . 8B OB 0B 6B

% o, T o, o, P

64 o8
T
instituendo respectu indicis %, nanciscimur aequationum linearium systemata,
quibus valores ipsarum A,, A,, ..., B,, B,, ... determinantur:

Tum multiplicando aequationes (9.) §. 41 per el summationem

{

[—oy = Ay +a Ayt
—oy = b, A, 4-b, Ap+-,
(24.)

*[3)1 = alBl+a2B2+'"7
—[3)0 = blBl+bEB2+"'7

Quodlibet systema tot continet aequationes lineares toique incognitas quot datae
sunt inter quantitates &, &, ... §, aequationes conditionales F=0, &=0, ....
Resolutione facta nanciscimur ipsorum A,, A,, ..., By, B,, ... valores:

—A, = Al.lal+Al,2a2+"')

—4, = A2,1a1+-‘42,2a2+"'9

25)

—B, = 41;1[3’1‘|'Al,2ﬂ2+“'-,
'—Bz = /12,1[7’14‘/12,2[32'*‘""

11%
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quibus in formulis coefficientes ,;, iidem sunt atque in (11.) §.41. Antequam
ulterius progrediar, valores ipsorum D et ipsi ad quantitates .7 revocandi sunt.
Eum in finem in aequationibus (12.) pono

oF . OF oF
ul::—c.)?, ugzm, 0 0 uﬂ:a—E:,
unde fit
' ”IIZO, Mg—_—07 . o e M;:O,
N=a, MN=b, ...,
quibus substitutis ex aequationibus (13.) obtinetur:
oF
(26.) 5 = a, D, +b,D, o+
Sk

Eodemque modo fit:
oD
(27.) %_E_ = asz,1+b2Dk,2+"‘
. Sk

Aequationibus (26.), (27.) resolutis prodeunt valores quaesiti:

Dk,l == /111 6" +/112 aE + )

28. o
( ) Dk,2 = -/121 aE +—42° +a
His valoribus simulque ipsorum A,, A,, ... valoribus (25.) substitutis in
aequatione:
A ., 04 oF d(D
(It)h = - 35,‘ — 4, Gk, — A, £ 7

simulque revocando, quod supra §.41 adnotavi, esse

Aa,b = Ab,ﬂ)
eruimus:
i A
o) ZHoL (k),, = — S 4Dt Dt
eodemque modo fit:
5B ., OB
(80.)  Zetl (k) = — s +DiyBitDiafut
k! Sk

Hinc, substituto e (18.) valore:

0A oB

0 = ()= Do 5~ Diagg——
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prodit:
04 ® 04 w , 04 04
Zk,mwk, = v, w, +—g—1—12—w? +M+Ew”
04
= _—at_—}_Dk,lal_l_Dk,'z Opteee
Sk
_‘Dk,lal—Dk,'zﬁl’““"
0B & _ OB @w , 6B ® » OB )
zkz—a—laﬂ)kl = ml—wl T—a—v:ﬂ)g +-- +Ewﬂ
5B ' ,
= — == +DiBit Dyt
Sk
_Dk,laz‘Dk,zﬂz—"'
Statuamus, quaecunque sint A et B variabilium &, &, ... §,, vy, V2, ...V,
functiones,
,_ 8408 94 OB, . 84 OB
(31.) 4B = 5 o, Ty, au, T g o,
' _GAOB 0AdB 04 8B
dv, 0F v, 0k dv, 0k, °

qua in notatione plagulam superposui, ut expressionem distinguam a similiter
respectu variabilium ¢,, ¢, ... ¢n, p1s P2y ... p, formata.
Eruentur hac nova notatione ad formulas praecedentes applicata ex-
pressiones quaesitae:
04  w

o4 o4
M= Gurwd g o et gy

oA ;
= —‘—az::‘*—Dk‘_g[A’B]—I—"',
(32.) L 6B w , 0B 0B
N2 = —g;;wl +a—v2w2 +~--+mw#

B ,
= — 22 L DB, AT+,
Sk

Quae aequationes iunctae m aequationibus, quae tribuendo ipsii valores 1, 2, ... m
obtinentur e (19.), suppeditant systema aequationum linearium ipsis (12.) simile.
Quarum resolutio suppeditat e (13.):
wff) = (]f)kl+Dk’,1N1+DkI,2N2+"‘

Unde substitutis praecedentibus ipsorum N,, N,, ... valoribus (32.) atque e
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(18.) valore

() ' 04 0B
w,. == k ..—D ——~D 6 R — "
ke ( )I k1 35,,, k2 agk’ 9
prodit altera summa §.40 investigatu proposita
, _p dA_p A, 0B _p OB
(33) (k )k (lf),,.: —_ Dlr,l a.s;,.: Dlr’,l agh _} Dh’,‘l a:s;,-/ Dkt,Q aE,‘ +

%‘(Dk’,le,'l_-Dk,l _Dk,’rl) [A’ B]'—}—..o.
Quae est expressio quaesita, e qua si ipsorum D valores (28.) substituis

variabiles ¢, -, ... ., pis P2, ... p. prorsus, quod postulabatur, abierunt.
Obhservo in formula (33.) terminos

(Dk',l -DA',? - -Dlr,lDIr',‘-’ ) [A) B],

inveniri tol, quot binarum aequationum conditionalium habentur combinationgs,

(w—m)(p—m—1)
2

datur, eiusmodi non habentur termini. Eo casu habetur, si F=0 est aequatio

sive numerum Unde si unica tantum aequatio conditionalis

conditionalis:
B e il 04
a. A a_Ekl a'Ul’_7
/ ___0F 0A OF 04
a'{(k )/\‘ (k)/r‘} - agb 3(:',,, agkl agk >
ubi
oF oH oF OoF Oo'H
S ATk T TR T
siquidem in altera summa ipsi k, in altera ipsis & el &' valores 1, 2, ... u
tribuuntur.
Formulae antecedentes applicantur ad casum, quo ipsae &, &, ... £, coordinatas
orthogonales punctorum materialium significant.
44.
Sit u = 3n simulque quantitates &, &, ... &, designent 3z coordinatas

punctorum motorum orthogonales, sitque puncti, cuius una coordinata per §,
denotatur, massa m,, ita ut quantitatum m,, m,, ... m, ternae ad idem punctum
pertinentes inter se aequales existant. Tum erit, designante U solarum §,
functionem ab ipsis & vacuam atque T semissem virium vivarum,
H=T-U=3=m&5—U,

Y = iTT‘ =5 s, -
oL, &
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atque
JF ;
A—Za—gk-;k, B = 23& &,
1 /OF Y 1 oF o _ 1 ooy
==~ (ag)» w=b=20 5 b= =-(5)
oF aD

m AP “'/[Ir’l OF, +Ak'2 oF, fan,

., OF &F OF 9 | OF 3®
mkkkl=mw’fk—/1“az Ok, o, T4 OF, OF,. +6£,,, A :

o oD
+‘A22 d& (’)E + LS

Adnoto data occasione, fieri pro assignata ipsarum &, significatione

!

mk . k/‘.r - m,,.: . kk

sive
ok, O, ok, Ak,
“8q; p; ~ ‘o, op;
quod facile hoc modo intelligitur. Est
E
= ,'gig':-qﬁl, =3 gq < i,
unde.
3 o % %,
“togq op; T dq; 9q;, op;
ok, of - ok, 0t g
‘0¢; op; ""T%W p;
Est autem
) . oH
qi = jp?v qi = p;,
unde

by _ o0 _ ow
op;.  Op,  Op,op;’

SiVe ex . aq;" . . . . o . .
pressio - - indicibus ¢ et ¢/ commulatis immutata manet. Unde altera

summarum appositarum duplicium, scribendo ' loco ¢ atque ¢ loco ¢, in alteram
abit, sive binae inter se aequales existunt, q. d. e.
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De usu functionum A in determinandis multiplicatoribus Lagrangianis.
45.

Quantitatibus 4, ,, quibus antecedentibus usi sumus, etiam mnltiplicatores
Lagrangiani determinantur, qui formandis aequationibus differentialibus dynamicis
inserviunt, quoties inter variabiles, quae punctorum materialium positionem de-
terminant, aequationes conditionales habentur. Ad quas formandas aequationes
differentiales, adhibeo formulam symbolicam §. 37 (1.) propositam, in qua, ut

¢i> G2s - -+ . Semper variabiles independentes designent, loco ¢,, ¢, . .. g,
Pis P2 -+ Pm seribo &, &, ... &5 vy, ey ... v,. Quo faclo aequatio illa
haec fit:
oH BH d 2
ay 0= {ae 2‘714‘{ e v" IS,

Inter variationes J¢,. c)‘gz, ete. habentur aequationes:
F .. oF .. oF ..
()‘§1+‘“t—()\§2+'“+:—r(y§,, = 0,

o8,
aq) a«p

a5 05t g 0%t + &,,:0,

siquidem rursus F=0, & =0, etc. sunt aequationes conditionales inter quan-
titates &, &, ... §, propositae. Per regulam notam aequationes praecedentes in

multiplicatores 4,, 4,, ... ductas aequationis (1.) alteri parti addo et terminos
in singulas variationes ductos evanescere statuo. Quo facto aequationes diffe-
rentiales inter variabiles ¢, &, &, ... §,, vi, vs, ... v, oblinentur sequentes,

. o oH .
insuper aequationibus E}———a—v advocalis:

i

‘dy _OH  dy _ oH , 9F , 90

dt — dv,° dt 8§ Yoy T Ok %

o )d, _OH  dy, _8H , OF . 99
()" dt ~ Odv,> dt o9 ‘Yo e

d, OH dv, OH ., 3F . 80

@ —av, @ o M, 12&,,
Quibus aequationibus adiungendae sunt ipsae aequationes conditionales
F=0, #=0,

et quae ex earum differentiatione sequuntur:

A4=0, B=0,
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. X .. . o e L. : dv.
His postremis iterum differentiatis et substitutis e (2.) ipsorum gy S Vi
loribus obtinémus:
oA 0H . d4A oH 04 oH
& v, T o, T T o
_PAOH _BAOH_ | GASH _ . .
.._avl 3t 3, o, v, O @b+ hytee
0B oH , 0B 0H oB oH
5 oy, e o U B
0B 6H 0B oH 0B oH s
“ov, oy oy, oL T B, 9%, biAy+ by Ay -+,
siquidem hic a,, a., ..., b, by, ... eaedem sunt quantilates atque §.41.,

(10.). Unde, si advocamus notationem §. 43., (31.) propositam, eruimus va-
lores multiplicatorum sequentes:
Ay = An,l[A,H]’+A1,2[B, H]'+---,
(3') 12 - AQ’l[A’ HJ’—*“AQ.Q [B, H]'-l—---’

Unde e §.43.. (28.) aequationes differentiales dynamicae fiunt:

d oH , '
d—lt" - _Ig‘g—“Dl,l (A, H]'—D,,[B,H] —:--,
dv, oH ) ;
(4) dt = _—ag—z—D?,l[A)H] —Dz,z[B, HJ —e,
. ; .. .
dv, oH , '
\—l;}T_ = _a_s;—DF‘sl[‘A) H_] —'D‘“}Q[B, H] — e

e quibus iam multiplicatores sunt eliminati.

Ope summarum supra inventarum ipsa expressio [@, w] formatur.

46.
Formulam (3.), §.40:
dp oy S dw) 65 Y, dp Ay ; v, dv,, dv, avk}

L] = zf“a;—ké‘zr—az 8,V Bq; 3p; T~ 9, v,

dq; op; dq; op;

e notationibus supra adhibitis §. 41., (6.) atque §. 42., (16.) sic exhibere
possumus: . g
Journal fiir Mathematik Bd, LX. Heft 1. 12
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[, v] =

1)
.a(p oy
| + 3, Bu_ Bv, { (B)w— ("')k}‘
Qua aequatione, si ipsorum £k, atque (k).—(k'), valores supra inventi sub-
stituuntur, prodit ipsius [¢, ] expressio investigatu proposita, in qua variabilium
qis G2y - - - ¢n vestigia nulla inveniuntur.
Summarum, e quibus expressio antecedens componitur, secundae et
tertige transformationes sequentes adiungo.

Habetur e §.41., (8.):

Jdp Jy op Oy .
2‘,,,‘,{ ot, dv, Ovu, O, }k"' -

{k‘av +k + +kf‘8v,,}

8 8
—zka;” L 8"’ + &y a"’ o By el av
oF oJy oF dy (h _Op
o, ov, T 652 v, e 55, 9v, = o,
oF Op @ oF dp ) oy
i 5 o, T dE, i N T T = 3,
oD dy . oD S 8P By | < .k J9
+{ 3%, ov, T o, oy, T T on dv. f =4 3,
f oD Jp oL Jdp o B(p }2},(” oy
{ 2 Ok,

3 oy, T oy, T EE Gu

sive etiam:

dg oy Jdp Jy _
-0 e Lo =

2) zk_‘?:i (AP, y] +iP (B, y] 41}
—E g (O F, g+ KB, g )

Habetur porro e §. 43., (33.):
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dp O .
Z e g (K=} =

dp oy 0A Sy dp oA
2y, D vy~ —Fegy, Do Zi g3,
3. Jdy OB dy dp OB
( ) —l—Zk av Dk') Zk avk agk Ek a Dk~2 2]( 6 k——_‘ask
2] 0 e] e
—~[4, BY {zkg%Dh,.zka—:f;Dk,,—zk—a%Dm zk—a:f’—k D}
Fit autem e §.43., (28.):
o oF o od 0
Eka’PE}(% = /l‘,,lzk 6“ (p +AA,2 & (9‘: é‘l(li +-..,
oy oF aw od Jy
EI&DI(,A' avk Ak'l k c')‘ v +/1 k2 k dt avk +
sive
o ' '
2, Dipe 5= = Aus[Fy g1+ Aua[®, 9]+,
(4.) )
Jduw ’ '
=, D, v, = A\ [F, Y] +Aup [P, @]+

His formulis si utimur et advocatis (11.) §.41. aequationem (2.) sic re-
praesentare licet:

dp Oy aqo aw
dy dp OA oy dp OB
(5) "‘Eka" avk 'z‘, ask avk —'Eka# avk .2,‘ ask avk —e

dp dy 04 op oy OB
+E D,y G B G g+ EDi g Figl S

Formulis 3.) et (5.) subshtuhs in (1.) prodit:
[<p, y]—[p, y] =
—[(p,A]'Z,,D,,,, —[¢,B]'=Z, D,,2 av

(6) +[1//,A}'2,‘D“ a(p +[1:”:B]'sz’f,? a +e

op
k2a

+[4, BI{=.D,, a” E Dy =D

Quae formula generalis satis difficilis erat investigatu.
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Ezxpressio inventa per varias eius proprielates verificatur.

47.
Quantitas per quam in §. antecedente ipsam [¢, y] expressi et quam
denotabo per

’ ’ 8 Z
p—mw—mmxmw (9, BY =D -~

0 , O
(1) *Wﬂﬂmlw+mmamwv+
N : 0 0
_t—[.A’ B]' %z/-Dl.l arp ZAD’(2 _szlal “LDI"‘ (]31

variis gaudere debet proprietatibus memorabilibus, quae simul varias expressionis
inventae verificationes suppeditant. Ac primum non mutetur eius valor necesse
est, si in locum functionum ¢,  ponatur

¢+A F+u d4oid- A A+ p' B+---,

Y+, F+u b4l A B4,
designantibus 2, w, 4, @', 4, g4, 4, py, ... quascunque ipsarum §;, v;
functiones. Valor enim quantitatis [¢, ], cui expressio 2 aequalis inventa
est, ea mutatione nullo modo afficitur. Quae expressionis .Z proprietas’ ex
ipsa eius formatione facile patebit, si haec alia propositio antea demonstrata
erit, expressionem Z, posita in locum alterutrius functionum ¢, v una e
functionibus F, &b, ..., A, B, ..., quaecunque sit altera functio, evanescere.
Quae propositio tantum probanda erit pro casibus, quibus ¢=F atque p = A
ponitur, functione w arbitraria manente. Reliqui enim casus, quibus ¢ fun-
ctionibus @, ..., B, ... aequiparatur, sive quibus ¢ arbilraria manet atque
y alicui e functionibus F, &, ..., A, B, ... aequalis ponitur, prorsus eodem
modo tractari possunt. ‘ R

Posito ¢ = F, evanescunt termini

. a(p
ZADk,lgq, =Dy, ov,

quum functio F solas & involvat neque quantitates v;. Hinc posite ¢ =F
eruimus:

b ) d r < 0
I = [F, ] —[F, A]’ELD,(,IE%'U——-[F,B] D, 8;”

= [F, 4]~ S{[F, AV Dy +[F, B Dyt } e
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At e formulis (26.), (27.) §.43, in quibus est
a,=[F, A], b,=[F, B],
=[P, A]") b, =[P, B]'s

habetur:
9F _ [F, ATD,,[F, BI'D
ask - [ £} ] lr,l+[ > ] /r,'2+ 9
o ' ’
B) ) = (8, 4V Dyt [#, B Dyt

Quarum formularum ope abit expressio ipsius = antecedens in hanc:
OoF dy
[F V’] zk )-Ek avk _ 0'
Evanescit igitur = posito ¢=F, ¢. d. e. Eodem modo demonstratur evanescere
Z ponendo ¢ = P, vel ponendo y = F, sive y = .
Ponamus iam in expressione (1.) ¢ = A; quaerendi sunt ante omnia
valores quantitatum

8A 0A
Ei=35Dy,5oe, EBi=3Di 5,

Ad quos inveniendos multiplicentur (2.) per gg— atque positis loco & valoribus
k

1, 2, ... u instituatur pro singulis aequationibus (2.) summatio; provenit:
04 OF ' ' '
25y o = [F, A = [F, ATE,+[F, B] B+,
k Sk :

BA (9‘1) ’ ! 4
= T = [(IJ, Al = [P, A] El+[d)’ B] E,+--,
k Sk '

Unde obtinetur
04

3.) E,==2D,;—— vy =1, E=2D,,—— av =0,
ac si aequationes F =0, 45_0 ... plures duabus datae sunt, evanescunt
reliquae omnes similes expressiones =D, SA ZkDﬁ.,(;—gt—:{;—‘, Eodem
modo probatur fieri
=D, gfi =1,
OB oB

atque evanescere reliquas omnes quantltates =D, 6 R Z‘kD,,,_,,—W, .... Per
k
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L od

aequationes (3.) videmus, ipsam X posito ¢ =A evanescere, quum sit
(4, A =0, [A,v]'+[y, A] =0, ac facile pateat, quemadmodum ea sub-
stitutione facta termini in [4, B]' ducti evanescunt, ita si aequationes con-
ditionales plures duabus datae sint, evanescere terminos ductos in expressiones
similes, quarum numerus idem est aique numerus combinationum binarum
aequationum conditionalium. Eodem modo demonstratur, evanescere .= ponendo
¢ = B vel ponendo y = A sive v =B.
Designemus iam expressionem (1.) per
= = [‘P, 1/’]'3
ac ponamus ‘
¢ = ¢+4 F+u b4V A+ p' B+,
Y = y+4,Ftu P+t A+ u Bt
Patet e formatione expressionis [¢, v]", rejiciendo post differentiationes partiales
transactas expressiones per quantitates evanescentes F, &, ..., A4, B, ...
multiplicatas, fieri:
[‘Pn: "/'0]” — [(Pu, 1//+11F+;l1¢+---+:1;A+H;B+"']"
= [¢" 1"+ u[¢", F1"+u¢’, "+
+1',1 [90“5 A]"-{—[t; [(PU: B]"+""

At demonstravi modo, quaecunque sit ¢’ functio, haberi

¢ F]"=0, [¢®]"=0, ...,

[¢" 4]"=0, [¢’ B]"=0, ...;
unde fit

¢ v']" = [¢", y]"

Eodem modo probatur, reiectis post differentiationes partiales transactas ex-
pressionibus per quantitates evanescentes F, &, ..., A, B, ... multiplicatis, fieri

¢, v]" = [p+AF+ud+-+ i A4 u'B+---, y]"
= [(P: V’]"'H- [F, 17"]"'*“"‘ [d): 1}/]”+
+2 A, 9"+ W' [B, y]" - -
Unde quum probatum sit, quaecunque sit v functio, haberi
0=[Fy]"=[®,y]"=-=[4y]"=[B,y]"=-,
fit -
[¢" v' 1" =19, ¥]" = [, ¥]",
quod est theorema demonstrandum. '
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Deinde etiam non mutari debet expressionis = valor, si loco functionis
R ponitar R+AF4+u®d—+---+ 4, F' +u,P'+-.-, atque de hac nova functione
deducuntur valores ipsarum v; a praecedentibus diversi et forma valde dis-
crepans functionis H, siculi §. 39 praecepi. Sed verificatio huius proprietatis,
ex ipsa quantitatis = formatione petita, quum molestissima esse videatur, suf-
ficiat rem examinare, si ipsi R tantum termini A F+«db+-.. addantur, quo
casu ibidem vidimus, ipsarum v; valores non mutari, atque functioni H similes
tantum terminos accedere.

Demonstremus igitur, quantitatem .= non mutare valorem, si in eo loco
ipsius H ponatur H4AF+udb+----, designantibus 4, u, ... quascunque ipsarum
§i, vU; expressiones. Qua mutatione functionis H facile patet, etiam ipsas
A, B, ... similes tantum mutationes subire, ideoque etiam ipsarum A, B, ...
differentialia partialia secundum quantitates »; sumia, nec non expressiones
[F, AT, [F,B], ... [®,A], [®,B], ...; unde, sicuti e formulis (2.)
elucet, etiam quantitates D,,, D,., etc. alias non mutationes subeunt. Qua
de re omnium harum quantitatum valores immutati manebunt. Sed mutabunt
valorem expressiones [¢, A]', [4, B]', ... ac similes. Quae tamen mutationes
eae esse debent, ut ipsius = valor immutatus maneat. Quod facile patebit,
ubi probatum erit, expressionis = terminorum, qui functione A affecti sunt,
aggregalum evanescere, si loco A in iis ponatur F. Tum enim similes quoque
propositiones locum habebunt, evanescere idem aggregatum, si loco A ponatur
&, vel evanescere aggregatum terminorum, qui functione B affecti sunt, ponendo
F sive & loco B, etc. Quibus iunclis observationi, expressiones huiusmodi
[A4, B]' evanescere, ubi simul loco A atque B ponantur quaecunque sive eaedem
sive diversae e functionibus F, &, ..., sponte elucet, valorem ipsius = non
mutari. Propositio autem, evanescere terminorum ipsius = functione A af-
fectorum aggregatum, si loco A substituatur F, sequitur absque magno negotio
ex aequationibus (2.).

De functionibus quibuslibet ¢, Y, per aequationes datas conditionales F=0, & =0, ...
ita transformandis, ut fiat [¢, v]=1[¢, ¢].
48.
Formas, quas functio ¢ induere potest propter aequationes, quae locum
habent, conditionales, semper ita determinare licet, ut per has ipsas aequatio-
nes conditionales evanescant valores expressionum
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oF OJ¢ oF OJgp JdF Jdo
! —_— . LR —_—
IF, o] = 550t o8, o0, Tt o5 B0,

, 0D dp . oD o ob Jdp
[d’: (P] - dt, Oy, + ot, dv, Feet (')_E# av‘u ’

ac similiter functioni ¥ eam formam conciliare licet, ut per aequationes con-
ditionales evanescant valores expressionum [F, ], [®,vy], .... Sit ipsius
¢ expressio adhibenda ¢-+4'A-+w'B+-.-; multiplicatores 4, «', ... semper
ita determinare licet, ut evanescant valores quantitatum
[F3 (P+}~’A +(U”B+"'],7 [(b’ (P+1’A+,u"B+"']lv

seu reiectis terminis in A4, B, ... ductis ut evanescentibus, ut fial

[F, (p]'—{—l\'[F? A]'+.“"[F3 B]'+ = 0,

[®, ¢]+1' [P, AT +u'[®, B+ = 0,

Per formulas similes determinantur multiplicatores 4,, g, ... ita, ut quantitates
[F, 1IJ+)~1A+MQB+]', [P, 1/"}’)',1A+1“’13+]'

evanescant. Quibus expressionibus ¢+A'A+uw' B+, w+MA+w B+,

quod licet, loco ¢, v positis, habemus ipsarum ¢, v formas tales, pro quibus fiat

‘ (1.) ‘ [F, (I)], =i O., [(p, (p]’ — O, 5 o Bl
VFy) =0, [#,y]=0, ...,
quod propositum eral.

Inventis ipsarum Ep, w formis, pro quibus aequationes antecedentes (1.)
locum habent, statim sequitur e (28.), §.43., fieri etiam:

op _0
o ,

I,

( dg
EkDIt,l ov = 09 EkDA,'l
k

(2)

Jdy oy
vszk,l avk :09 ZkDI\,z'(E:O

Unde in expressione ipsius = termini omnes praeter [¢p, ] evanescunt, sive
fit, quoties [F,¢]' =0, [P, ] =0, ..., [F,y]' =0, [®,y9]' =0, ... haec
aequatio :

3) [yl = [o 9]
Quum per aequationes conditionales functiones ¢, v semper ita transformare
liceat, ut conditionibus illis satisfiat, sequitur datis ipsarum &, &, ... §u
Upy Vay ... U, functionibus binis quibuscunque ¢ et v, semper per aequationes
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conditionales, quae inter quantitates illas locum habent, formam talem iis con—
ciliart posse, ut fiat:

9p 9w , OS¢ Oy . . Op 8y

dq, Op, = Og, Op, O¢m Opm
. atp aw__ atp aw ..... (9(]) ow
op, dq, Ip, 9, OPm Om
_ %9 oy ¢ v 9 Oy
= o o, T, ou, TV oR, ou,
_ 99 Oy dp oy ¢ Oy
ov, O, dv, O, v, 0§,

Ex aequationibus (2.) §. antec. facile deduco sequentes:
9 9
[F3 (p]' — [F, A]'szk’leT(p_]—[F} B]’Zk.Dk,g_a_vl_+.u’
k k

4. , ' . ' i
(4.) [, ¢] = [D, A] szk»la_;p;H‘l’:B] Z*D*»’a—ziﬂ“'v

\ .

Quibus comparatis cum iis, quibus antecedentibus multiplicatorum ', u/, ...
valores deterninabantur, fit:

' 0 ) d
A= _Z'ka,na—;pka w =-2&pk,2'%9
Unde quaecunque sit ¢ functio, habemus e (1.):
a ]
[F, (P—ZR(Dk,lA‘*‘Dk,zB‘*‘"')—‘%' = 0,
5. 9w v
(5.) [2, (/)~Z,((D,(’1A+Dk,2B+...)a_;p;_ — 0,

Qua de re etiam habetur:

6 '
[F, v==:(D1 4+ DB+ 5] = 0,

'

l
&

9
[, w--zk(1),‘,1A+D,,,,B+.--)E‘f’7

Erit igitur e (3.):
(6.) [p,p]=2~F= ,
a '
[¢—Zi(Dss A4 D1 B+, Y= ZiDiy A+ D1 B+) 5]

Journal fiir Mathematik Bd.LX. Heft2. 13
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I
-

Quae expressio nova ipsius = facile convenit cum illa §. 47., (1.), ad quam
supra pervenimus, ubi reputas, reiectis terminis in A, B, ... ductis ut
evanescentibus, fieri pro multiplicatoribus 4', w', ... 4y, w4, ... quibuscunque

[p+¥A+wB...,y+hA+wB. ] = [¢,y]'+4[g, A'+w[p, Bl —-
+ [y, AT+ [y, B] — -
+ ¥ — )[4, BY +--
Considerationibus antecedentibus superstrui potest nova methodus, qua expressio

ipsius =, supra via salis prolixa inventa, indagetur; quae methodus huic toti
quaestioni magnam lucem affundet.

E considerationibus antecedentibus alia via petitur expressionem propositam ipsius
[, @] derivand:.
49.

Quantitates ¢,, @2, ... ¢, non sunt functiones prorsus determinalae
ipsarum §,, &, ... &,, quippe quibus addi possunt functiones F, &, ... in
factores arbitrarios ductae. Sic etiam p,, p,, ... p, non sunt functiones
prorsus determinatae ipsarum &, &, ... §,, vy, vy, ... v,, quippe valoribus
ipsarum p; §.40 traditis addi possunt functiones F, &, ..., A, B, ... in
factores arbitrarios ductae. Hine, si datur expressio functionis alicuius ¢ per
quantitates &;, v;, simulque habetur expressio eiusdem functionis ¢ per quan-
titates ¢;, p;, quaeri potest, quaenam e variis illis formis valorum quantitatum
qi, p; eligendae sint, ut ex hac ipsius ¢ expressione post factas substitutiones
illa data proveniat. lam dico, si in expressione functionis cuiuslibet ¢ per
qmmtitatés qi, p: ipsarum quidem gq; valores formas assumant, quascunque
per aequationes F=0, d=0, ... assumere possunt; ipsarum vero p; valoribus
ea ipsa forma tribuatur, qua in formis §.40 propositis gaudent, neque wullo
modo forma illa mutatur auxilio aequationum F=0, b=0,..., A=0, B=0, ...
fore ut ea forma functionis ¢ proveniat, pro qua habetur:

[F, 9] =0, [®,¢] =0,

Fit enim
' o __ < OF ¢ _ OF d¢ Op;
91 = 2 gy, 3o, = S4ieE, op, v,

At quum supponatur, identice positum esse e §.40:

- d of, 0
pi = vlﬁ%_"}‘vza—j"‘““i‘v,, Ggq!j’
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illa suppositione fit

o _ o
ov, — dg;
Quibus substitutis obtinemus:
' oF c')(p O’Ek _ oF 8§A
[F’([}] ‘“Zk,d:é ap aq 2( a—.EL*aTl)'
Iam vero habetur
OF 0& OF o8k | OF ok OF 0k, _ OF
IRl L . . s e O
“ DF, g, — OF, oq, T OF og, T T OE Bg, ~ og
quum functio F, substitutis ipsarum §&; valoribus per quantitates ¢; expressis,
ok
identice evanescere debeat. Unde, substitutis in ipsis E;k‘ ipsarum ¢; valoribus
assumtis per quantitates §; expressis, abire debet expressio
ok
x o OF 0s;
& Oq;
in aggregatum terminorum in F, &, ... ductorum. Unde etiam e formula
antecedente sequitur expressionem [F, ¢]' in tale aggregatum abire, hoc est,
si in functione oliqua @ per ipsas ¢y qay ... Qus Pry P1s - -+ Pn €TPTEsSsa

substituuntur loco ipsarum p; valores:

pi_vlaql_}_?‘s!“}_ +ugsu

ac deinde loco ipsarum q; quaecunque ponuntur functiones ips#rum &;, denique
adjumento p—m aequationum F=0, & =0, ... exprimuntur etiam quantitates
o0&,

T P ipsas &, abit functio ¢ in talem expressionem ipsarum §;, v;, ut
quantitas

daF oF Jdp

- aF an aqp
= 98 Bv TOE o, T o8, v,

[F, 9] =
evadat aggregatum terminorum in F, &, ... ductorum ideoque eius ovalor
evanescat. Eodem modo demonstratur, expressiones [P, ¢]’, [F,y]', [P,y], etc.
in eiusmodi aggregata abire ideoque evanescere. Electis functionibus ipsarum

§;, quae in locum ipsarum g¢; ponantur, habentur quotientes differentiales partiales
85 Co
T, ber ipsas & expressae ope aequationum linearium:

13*
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b 08 | o O& . ou
0§ dg; o0&, OJg; 0. 9g; °

_ Oq, O6& | oq, 0% , . 99 Ok
O - 8§| aql + + + 65/1 aql b)

0 =

. . . . . . . . - . ’
9q; 8§ 9¢; 0§, Bq Ok,
1= 35 5, T3 3¢ T T OE o

_ aqm a.El aqm 8§g . Bq,,. 85/’
0 =i ¢ 1o, o T aE g
OF O  OF of oF Ok,
38 9q, TOE oq, 7T OE, Bq °

_ o9b oE |, 80 & o0 Ok,
0= g 5 To8 2 o8 B4

Si quantitates g-ii per aequationes F=0, & =0, ... in tales expressiones

rediguntur, ut identice sit pro quolibet ipsius ¢ valore

oD <9§k

L8 =0, 2k 38 0§, o

z

— O"

functionibus ¢ talis forma conciliata erit, pro quibus expressiones

[F, 9] [, 9],
adeo identice evanescant. Generaliter autem data quaecunque functio ¢ per
aequationes A=0, B=0, ... in formam redigitur, pro qua expressiones
[F, ¢]'y [P, ¢], ... identice evanescunt, si eliguntur m expressiones a se in-
vicem independentes:

w; = a;v,4of vt AtaPv v,

; . : : ) . .
respectu ipsarum v, lineares, in qua coefficientes ef” ut tales ipsarum §; fun-

ctiones determinantur, pro quibus identice fiat

oF (;«)
ag‘ l+ agz 1 + + 6§

0 = — aq) x+as z+ +a§ (,ll)

0 =
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Ex. gr., si u—m =2 sive si duae tantum adsunt aequationes conditionales
sive functiones F, &b, assumere licet

w, = ou+  [ivtous,

w, = U+ fhvtu,,
wy—'l = ay—!”l+ﬁy—2v2+vy)
determinatis oy, (3, per duas aequationes

oF oF JF
=+ Prmetme— = 0
voE, thog T, =
o ab o
(ngg‘—"i"ﬁra—g:-i-*—agk“ = 0.
Quae facile ad quemlibet numerum aequationum conditionalium sive functionum
F, &, ... extenduntur. Determinatis functionibus linearibus w; ita ut dictis
conditionibus satisfaciant, eliminari possunt per u—m aequationes A=0, B=0, ...
quantitates v,, v,, ... v, e functione ¢, ita ut solarum §&;, w, functio evadat,
quae erit expressio quaesita.

Ut eruatur expressio ipsius = §.47 proposita, tantum opus est, ut
demonstretur, gquoties
1) [F,¢I'=0, [P, ¢]=0,
(2) [F, 1//]' =0, [&, ’;U]' =0,
fiers
Lo, ] = [9, ¥1"
Vocemus enim ¢’, ¥' eas expressiones ipsarum ¢, vy, pro quibus aequationes
(1.), (2.) locum habent, sitque
(o, v] = [¢" ¢,
sequitur e §. 48., fore

(p() e (p+}4'A+M,B+"',
¥ = y+hd+um Bty
ubi
' o 0
A —'—ZkDm%’ u = —szk,za_g;7
' O ; 0
by = —szk,lgvl;a oy = —Zka,za—,',’:,

neque alias formas induere posse functiones ¢°, ¥°, nisi quod iis adhuc addi
possint termini in F, &, ... ducti. Facile autem patet, quum aequationes
(1.), (2.) posito ¢ = ¢°, w =" locum habeant, expressionem [¢", ¥"]" eius-



102 C. 6. J.Jacobi, nova methodus aequat. different. partiales primi ordinis integrandi.

modi terminis ipsis ¢”, 3’ additis valorem non mutare. Unde eruetur
(¢, ¥] = [p+VA+wB+-, y+- M A+ wBt] =
q. e. d. Eodem modo probatur, si solae (1.) locum habeant, fore
[, ¥] = [p, w+HA+wB+--].
Propositio autem illa, quoties aequationes (1.), (2.) locum habeant, fore

[(P, 11”] o= [‘P; W:Ig

sic demonstrari potest.

Eadem continuantur. Demonstratur, integrale tertium, quod e binis aequationum dyna-
micarum integralibus conflare licet, nullo modo pendere a variabilium electione.

50.
Antecedentibus probavi, pro omnibus formis functionum ¢, v, pro
quibus aequationes (1.) §. praec. locum habeant, quantitatem [, ] eundem
valorem servare. Unde supponere licet, ¢, v eas esse functiones, quae ex

earum expressionibus per quantitates ¢;, p, prodeunt ponendo loco p, ex-

pressionem

pkzvlal—l_ 2g§2+ +’ugsu

quippe quibus proprietatem illam suppetere §. antec. vidimus. Pro illis autem
functionibus ¢, v habetur

dp ¢ 94, O Opy
TE, = Svag, T, T Zvap, oF,
% _ s ﬂ@ﬁ_ e 9%
v, Kop, v,  “kop, dq,’

similesque formulae pro functione w locum habent. Unde fit
dp dy Oy Oy

In qua expressione indici ¢ valores 1, 2, ... u tribuendi sunt atque nova
summatio instituenda; fit autem ,
9q; 6§  Og op, 0§,  dp,

O g g T T g, g,
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excepto casu, quo in priore formula fit k=%, quo casu illa in unltatem abit ;
unde evanescunt nova illa summatione termini omnes praeter

o ((Op O dgp O dq, 9§; dgp O dp d
(G- B o) = (_‘E_"’___‘l’._'/’).

Unde prodit

z.(ﬂﬁﬂ—ﬁzgg = Zk('g% gg: _%%>’

sive

[(P: 1/’]’ = [(P’ W]s

Prorsus eadem demonstratione facile probatur, si aequationes con—
ditionales inter ipsas & omnino non habeantur ideoque = m, semper fieri

e, v] = [o, y]

sive
Jp Oy | de dy O dy
9q, Ip, T dq, Op, T +8qm Opm
_Og oy OSgoyp . Op oy
op, 9¢, Op, 9g, Opm Ogm
dg dy | Jg Oy op Oy
TE ov, T OE, O, v,
_ Y990y Jdp oy g Oy
v, OF, 0w, 0L, dv, Ok,

Unde patet, quantitatem [¢, ] nullo modo pendere a variabilium q; electione,
sed tantum a natura intima functionum ¢ et w. Unde etiam, si

¢ = Const., y = Const.

sunt bina integralia systematis aequationum differentialium vulgarium
da; _oH 4 oM
dt T op;?  dt T 9g,”

earundem aequationum differentialium integrale fertium, quod datur per aequa-
tionem :

[¢, ] = Const.,

nullo modo pendet a variabilium electione.
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Theorema de tertio integrali e binis inveniendo extenditur ad casum quo aequationes
conditionales inter variabiles intercedunt. — De relationibus quae locum habent inter
integralia principium conservationis virium vivarum et principium conservationis

centri gravitatis concernentia.

51.
Statuamus, aequationem
¢ = Const.
esse integrale aequationum differentialium vulgarium (2.) §. 45 propo§itarmll-,
45 _OoH v OoH _, OF , op
it~ v’ dt of 'O ToE

atque insuper ita comparatam esse functionem ¢, ut identice habeatur
[p, HI =0, [¢,FT=0, [¢,®] =0,
dico fore, ut habeatur
[‘P; tr”] = [¢, 1;”]'7

quaecunque sit vy functio. Nam e theoremate V. §.26 identice fit, quae-
cunque sint F, H, ¢ functiones:

[F, [905 H]']"Jf'[gp: (H, F],]'+[HJ [F, (P]']' = 0,
unde casu proposito identice erit:
[¢, [H,F1T =0 sive [¢, AT =0.
eodemque modo obtinetur identice:
Lo, BJ' = 0. '

Probavi autem §. 48., quoties

[o, F]' =0, Lo, d’], =0,
fieri

[(P, '7[’] = [(p) '#'*'MA‘F%B'*‘]"
unde sequitur _

(o, v] = [0, ¥]'+Mi[o, A] +h[g, B]' -
Hinc casu proposito, quo vidimus evanescere [¢, A]', [¢, B, ... fit
[, ¥] = [, 9]

q. d. e

Ope propositionis antecedentis deduci potest e theoremate VI. hoc
theorema:
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Theorema VII.

,WSint F, &b, ... quaecunque quantitatum &, &, . .. &, functiones,
atque sit identice:
OF dp |, dF aq> oF dp
% w, TeE o, Tt m, = O
0P dp | IP G(p 0P dg
T o, To oy, Tt m, = O
porro identice habeatur:
oH op  6H Ogp oH dp
O ov, TOE, v, T T O, ov,
_ﬂiq;_ﬁ{é’z_.. cHop _ g
dv, 08  Ov, 05, Ov.0&
unde @ = Const. fit integrale systematis aequationum differentialium vul-
garium
&, OH dy _ oH , oF . o®
@ G, At 9 MO e o

in quibus supponamus quantitates &, &, ... &, subiectas esse aequationibus
F=0, =0, ...; sit denique v = Const. aliud earundem aequationum
integrale quodcunque, erit etiam aequatio sequemns:

Jp Oy Lo op 81,0_1_ ot dp Jdy

0F, dv, " 9§, Oy, OE. v,
_ 99 9y _ op dy dg 9w _
Ty, BE By, 95 % 7E, — Lonsk

aequationum differentialiuvm vulgarium propositarum integrale.*
Theorematis praecedentis applicationem faciam ad integralia, quae
principia conservationis arearum et conservationis ceniri gravitatis concernent.
Designantibus «;, y;, z; coordinatas orthogonales puncti, cuius massa m;,
habentur tria integralia, quae principium conservationis arearum concernunt:

Const. = ¢, = Zm;(y;5,— 5:4;)

Const. = ¢, = Zm; (5;0;—x:5;),

Const. = @3 = Zm;(x;y;—y; x:)-
Quae notum est semper locum habere, si vires puncta systematis sollicitantes
sint attractiones vel repulsiones sive mutuae sive versus initium coordinatarum

directae, atque insuper systema per conditiones, quibus subiectum est, nullo
Journal fiir Mathematik Bd. LX. Heft. 2. 14



106 C. G.J. Jacobi, nova methodus aequat. different. partiales primi ordinis inteyrandi.

modo impediatur, quin libere circa initium coordinatarum rotetur. Quoties &
unam e quantitatibus z;, y;, 5; designat, loco v, (cf. §. 44) respective po-
nendum erit m;x;, m;y;, m;5;. Unde designante w aliam quamcunque ipsarum
Tiy Y;, Bi, Ti, Yi, & functionem, fit

" 1 { dg, Sy dy, Oy Op, Oy . de, oy
oo ¥Y = Zo-\gy oy v 5 o oy B, o Ok }
< Oy , Oy dy  dy
- Z{Z" dy; Y Oz, + dy; Yi oz; )°

ac formulae similes respectu functionum ¢,, ¢; obtinentur. Casu, quem con-
sideramus, valent conditiones, quae in theoremate VIL postulantur, siquidem
pro functione ¢ unam e functionibus ¢,, ¢., ¢; accipimus. Quoties igitur
w = Const. et ipsum integrale quodcunque problematis est, e theoremate illo

eruitur:
— r__ ! 0!/} R é)w . (9'!,0 81/!
Const. = [¢,, ] "22 i oy, Yi 0z, A 0y; i 5, }’

(1) {Const.=[gs,y] = = ] A r AR O P el £

_ r__ ! alp ! aw . 61/’ aw
COnst-—[(P:;,w] —E{yi am:' _wi ayli +yl awi —mz ayl .

Si in his formulis statuimus, quod licet, functionem v esse unam ex ipsis
functionibus ¢,, ¢,, ¢,, facile invenitur:

[p2y @] = @1,
@) il ] = s
[#15 p] = @5
Quoties in problemate mechanico principium conservationis arearum locum
habet, satisfit aequationibus identicis, quas in theoremate VII. staluimus, si-
quidem in theoremate illo loco ¢ ponitur una e functionibus ¢,, ¢,, ¢;. Nam
aequationes illae identicae in theoremate VII. propositae hunc ipsum constituunt
characterem comservationis, e quo principium mechanicum suam fraxit appel-
lationem. Hinc formulis praecedentibus theorema VII. applicare possumus,
sive designante ¢ = Const. integrale, quod ad principium conservationis arearum
pertinet, atque w = Const. aliud quodcunque integrale problematis mechanici,
in quo principium illud valet, erit
(3.) [p, v] = [¢, 1”]'
Unde e tribus formulis praecedentibus (2.) fluunt etiam tres sequentes:

4.) (2 Pl =1, [P35 1] = @2, [®1, o] = @5.
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In formula (3.) functio ¢ sive unam e functionibus ¢, ¢,, ¢; sive etiam
earum functionem quamlibet designare potest.
Videmus e formulis (4.), si regula generalis, secundum quam vidimus
e duobus integralibus formari posse tertium, applicetur ad tria integralia, quae
principium conservationis arearum suppedilat, haec integralia tantum sese ipsa
generare neque in illo casu ea regula ad integralia nova perveniri. Animad-
verli autem potest, quum secundum regulam illam trium illorum integralium
bina quaelibet tertium procreent, eam demonstrare fieri non posse, ut in ullo
problemate mechanico duo lantum locum habeant, tertium integrale locum non
habeat. Quod hic per propositiones mere analyticas absque ullo considerationum
geomelricarum auxilio evincitur.
Statuamus
n=mmi,  pa=Zmy;, " fy = Zm;s;
constituunt tria integralia _
z1= Const.,  x, = Const., y; = Const. :
principium conservationis centri gravitatis. Invenitur autem, si loco y ponitur
in (1.) successive X1, 22y X3t ‘

[Py 2] = O, [Proia] = 35 [P1s 2] = — 2
(5.) (25 2l = —X35 [p2s 2] = O, (@24 wl = A
[pss ] = 22 sl =—xs g5 ]'= 0.
Sequitur ex his formulis, quod etiam considerationibus geometricis probari
potest, quoties principium conservationis arearum valeat, trium integralium, quae
principium conservationis centri gravitatis concernunt, unum quodcunque ne-
cessario duo reliqua secum ducere. Si unicum valet integrale ¢, = Const. e
tribus, quae principium conservationis arearum concernunt, hoc et integrale
Z21=Const. aliud non generatur; sed infegrale ¢, =Const. et alterum integralium
Xx2=Const., x;= Const. alterum procreat. Secundum theorema VII. formulae (5.)
etiam valent, si plagulae superscriptae rejiciunlur.

Formulae perturbationum simplicissimae, quae e systemate integralium proposito obtinentur.

52.
Redeamus ad systema aequationum differentialium vulgarium:
dg _ O dg _ Of . dgm_  Of
(1) dt — 0dp,’ dt — p,° ‘dt Opnm’
Coo|do__OF 4 O . dm__ OF
dt T~ dq, ' dt — 9y’ at  Ogm
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Quarum integralia
@) %f:Hza, Hi=a,, Hi=0y .+« Hy =6,,,
H=0b+¢t, H=b, HB=0b, ... H, _,=b,,
sub forma tali invenire docui §. 34, ut identice sit
(3.) (H;, H,]=0, [H,, H]=0, [H;, HIL] =0,
excepto casu, quo in expressione [H;, H;] fit i =k; quippe habetur
(4.) [H;, H]=—1, sive [H,H]=+1."
Quibus aequationibus fit, ut pro forma sub qua integralia invenimus, etiam for-

mulae, quae problema perturbatum concernunt, formam simplicissimam induant.
Consideremus enim in integrabilibus inventis quantitates a, a,, a,, ... a,_,,

b, by, by, ... b,_, ut functiones ipsius ¢ tales, ut integralia iam satisfaciant
aequationibus differentialibus:
dg _of [ 0R  dp o 08
dt dp,  op’ dt — dq, 0q°
d, OF 08 dp, _OF ©O%
(5.) d¢ — dp, ' Ip,” dt Og, g’

do _ O 0%  dpw__Of 0%

dt ~ Opm ' Opa’ dt = O¢m 9Ign’
designante (2 functionem ipsarum ¢, ¢y G2y ... @, P1y P2y ... P qUamcunque.
Quae est extensio formularum vulgarium perturbationum, primum ab ill. Hamilton
in medium prolata, dum vulgo functionem perturbatricem £2 quantitates p, , p», ... p,,
non implicare supponitur. Quoties enim functio £2 ipsas p; non continet, fit
e (5.), sicuti in (1.):

dg; _ of
dt — dp;’
. . - . dq, dq Aqm -
sive differentialia prima VTR d—;, TR eodem modo in problemate per-

turbato atque non perturbato per &, iy Gay -+- Qus Piy P2y ... P, €Xprimuntur.
Unde, quum in utroque problemate ipsae ¢\, q2y ... s Piy P2y ... p,. €0dem
modo a ¢ aique elementis a, a,, @, ... @y, b, by, by, ... b, , pendeant,
quae tantum in posteriore problemate ut variabiles spectantur, etiam differentialia

d dqm .
%, ‘flq; 3w s —% in perturbato atque non perturbato problemate per

tempus et elementa iisdem formulis exhibentur. Quae est suppositio vulgaris.
Sed in ea, quam secundum ill. Hamilton proposui, extensione variabiles quidem

prima



C. G.J. Jacobi, nova methodus aequat. different. partiales primi ordinis integrandi. 109

¢:, p: omnes eodem modo per tempus et elementa in utroque problemate ex-
hibentur, sed differentialia prima diversa ratione per ¢; et p; exprimuntur ideo-
que etiam diversa ratione per tempus et elementa.

Differentiando (2.) et substituendo (5.) obtinetur:

da,
S = [, [1+[H, 2,
db. ,

excepta tantum formula, quae pro elemento b invenitur:

db 1 '

Tt—+1 = [va]‘l‘[Ha‘Q]-
Sed habemus e (3.), (4.):

[H:, f1=[H;, H] =0, [H, []=[H;, H]=0,
praeter
(H',f] = [H',H] = +1;
unde pro quolibet ipsius i valore fit:
da,

—r = [H;, 2],
(6.) db,
ar [H;, £2].

Si in his formulis post expressiones ad dextram ope aequationum (2.) formatas
loco variabilium ¢,, ¢., ... ¢, piy P2y ... pn introducuntur ut variabiles ipsae
@ @y ... Gy b, by, ... b, ,, evadunt illae formulae (6.) inter has et
ipsum ¢ aequationes 2m differentiales vulgares, quibus elementa @;, b; ut fun—
ctiones ipsius ¢ determinanda sunt. Habetur autem, si functionem £2 in ex-
pressionibus ad dextram, per elementa a@;, b; atque { expressam supponimus,
quum sit @; = H;, b;=H; : '
0L

St B,

[H, 2] = 552 [H, B]+ =,

! lsz ! ag ) !
(H, Q] = =22 [0, H]+ 3,2 [H, H)].
Gak Gbk

s e i3 .. OR 08 "
Evanescunt autem e (3.) termini in differentialia partialia ——ga s 5 ducti
k k
omnes, praeter

[H#:, H;] = —1,
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unde fit,
oL
[I{,-, ‘!2] = - abi ’
Doy OR
[H}: "Q] - aai *
Hinc abeunt formulae (6.) in sequentes:
da; 08
. — b, °
(7)) , I
dt da; ’
sive
de 08 db 4R
a ~— ob ° gt =~ Oa °
da, 08 db, 9%
d  —  0b ° d  ~  da,
da, 0L db, 08
d —  ob, ° d ~—  Oa, °’
dam_l S 89 dbm—l - 832 .
dt  — Obu ’ dt  Otu

Quae formulae pro differentialibus elementorum perturbatorum inventae, sunt
egregiae simplicitatis.

E quibus patet insequens theorema:

*) Problema quoddam approximatum huiuscemodi aequationibus contineatur:

dq, . Of  dg, O dgm _ Of
dt op, ’ de op, > dt —  Opum’
a, __of 4, __ o dpm _ __ OF
dt dg,’ dt dg, > T dt ogn ’

designante f quamlibet ipsarum p;, ¢, functionem. Cuius systematis secundum metho-
dum supra propositam inventa sint integralia:

f:H:a, Hl=dl, o s H,,,-,:am_l,
ubi @, @, ... @n_1 constantes arbitrarias denotent, quae in functionibus H, H,, ... Hn1
non occurrant, et ubi functiones H, H,, ... H,_; aequationibus
0=[H;,Hi] = o, oF, + o, o +...+_6iIL __811"_
! dq, Op, 9q, Op, O¢n Opm
OH; JH, OH; OH, OH, OH,
"0, 94, O, 9q,  Opm O4m

*) Abhinc usque ad initium §.53 lacuna in manuscripto invenitur, quam illo argumento quod
sine dubio Jacobi eo loco tractandum sibi proposuerat explere conatus sum. C.
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identice satisfaciant. Deinde si ope aequationum
H:a, Hl=al, « o Hm_lztbm_l

ipsarum p; valores per ¢,, ¢,, ... ¢n et per constantes arbitrarias a, a,, ... @Gn_y
exhibentur, erit

4 =/(pl dg, +-p, dgy + -+ + Pmdgn)
expressio integrabilis, atque erunt
av av 14

W:b—i—t, -(-971——1)1’ o . . aam—l

== bm-—l

aequationes finitae problematis approximati, designantibus b, b,, b,, ... b,—1 constantes
novas arbitrarias. Jam si problema perturbatum contineatur aequationibus his:

dg, _ O(f+4) dg, _  9(f+4%) dgn _ 9(f+5)
dt dp, ’ de dp, ' " dt op.
a9+ dp, _ _ 9(f+ 4 Apm _ (14
dt dq, '’ dt dq, oot de ogn

in quibus functio perturbatrix $2 functionem quamlibet ipsarum £, ¢,, ¢,, - .. ¢m,
Py Pas - -+ Pm denotet, exprimantur ex aequationibus integralibus problematis ap-
proximati ipsae ¢,, ¢y, «++ ¢ms> Py, Pay +-- Pm, Decnon functio 2, per a, a,, ... Gua,
b, b, ... by_y, t. Tum introductis quantitatibus @, a@,, ... @u_g, b, b, ... buy
loco ipsarum ¢,, ¢,, +.. Qus P, Py, - .. P tamquam variabilibus, aequationes dif-
ferentiales problematis perturbati abeunt in has:

da 92  da, 98 da,_y 68
d¢ — b’ a9’ " dt ~  Obma’
db 982  db,  OR don1 R
d¢ —  Oa’ dt  da,’ " Tdt — Oaw_.

quarum forma aequationibus propositis prorsus est similis.

Formulae perturbationum et theorema de tertio integrali e binis inveniendo ex tenduntur
ad casym, quo functio f ipsam t explicite conlinet.
53.
Formulae pérturbatoriae §. aniec. traditae nullo modo mutantur, si functio
f ipsam ¢ etiam explicite involvit. Factis enim in §. antec. mutationibus in-
dicatis, invenimus, datis aequationibus differentialibus perturbatis:

dq _  O(f+%) dg, _  9(f+5 dgn _ O(f+5D)
dat — op, ' dt op, 7 dt Opm
dp, O+ dp, _ O(f+%) dpm 9+ H)
da oq, ° at d > 7 at dgn ’
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fieri formulas differentiales elementorum perturbatorum :

do, 88 da, 8 da,  OR
dt  6b° At ob° " Tdt b
db, _ 9% db, R o b 68
a& ~ Oa’ dat  Ta’ At dan

Addam, etiam theorema VI. §.27 valere, si functio f ipsam ¢ involvat, sive,

designantibus
¢ = Const., 1 = Const.

bina integralia quaecunque aequationum

dq, _ Of  dg, _  Of dpw _ OF
dt op,’ dt dp,? 7 dt Opm’
dp, _ _Of  dp, _ _ OF dpm _ _ Of
dt dq, ’ dt dg,” T ° dt 0gm’

fieri tertium integrale
[¢, w] = Const.

Ut enim ¢ = Const., = Const. integralia sint aequationum differentialium pro-

positarum, earum ope identice fieri debet —— _0 dw =0, sive

L e, 1=0, %+[w,f]=0
Unde aequatio identica, quae e theoremate V. §.26 habetur,

Lle, v1, F1+L1w, F1, 1+-LLF 9] v] = O,

substitutis aequationibus identicis :

w1=—2, [hel=S2,
in hanc abit:
[l v, F1+ [0 2]+ [, v] =

[, v, 1+°52 = 0

Quae ope aequationum differentialium propositarum convenit cum aequatione

dle, y]
—at 0,

quae demonstranda erat. Propositionem praecedentem ea, qua eam exhibuimus
extensione, iam ill. Poissor olim tradidit.



-C. G. J. Jacobi, nova methodus aequat. different. partiales primi ordinis integrandi. 113

De integrali cuius variatione aequationes dynamicae derivantur, eliam casu quo
functio f vel U ipsam t explicite involvat.

54.

Si in problematis mechanicis functio f adhuc ipsam ¢ explicite involvit,
quem casum antecedentibus consideravimus, principia generalia de conservatione
virium vivarum, arearum, centri gravitalis valere desinunt. Tantum in locum
principii minimae actionis aliud proponere licet simile, quod etiam hoc casu
valet. Quoties enim ipsa £ ut variabilis independens non variatur, sed solae

functiones eius ¢i, 2y - - @u, P1y P2y - .. Pn, alque statuuntur aequationes:
dq O dg _ Of d4n _ OF
dt — op,° dt — 9dp,> dt — Op.’

. . d m
quibus determinentur p,, pa, ... p. per &, qi, q2y ... o, ;t‘ ’ ‘gﬁ ) e ‘fg :
aequationes differentiales reliquas

dp, __of  dp, ___Of dpn _ _ Of

dt T g, dt dg,> dt O

amplectitur una aequatio symbolica:
' o
() {])l I +p2 f —I_ +pm f f =
(1) I, p
. d’{pl aql + pzaqz +"'+pm5qm} .

dt

Quod etiam locum habet, si f ipsam ¢ explicite continel, quippe quae invariata
manet. Ex integratione aequationis praecedentis prodit, si pro limitibus ipsius ¢
evanescunt variationes omnes dg; sive quantitates ¢; datos valores induere debent:

(2.) 0/(}71 +p, f—{— *+Pu 3 /:. ;dt:O.

Formula (1.) eadem est atque supra §. 37 exhibita, si tanlum H loco f scribitur;
illo tamen loco suppositum erat, H sive f ipsam ¢ explicite non continere.
Ibidem vidimus in applicationibus mechanicis, expressionem in (2.) sub signo
integrali contentam, esse

semper designante 7' semissem summae virium vivarum atque U functionem

coordinatarum x;, y;, %;, cuius differentialia partialia secundum x;, y;, z; sumta

exprimunt vires motrices, quibus massa m; secundum directiones axium coor-

dinatarum sollicitatur. Quae functio U casu, quem consideramus, ipsam ¢ etiam
Journal fiir Mathematik Bd. LX. Heft2. 15
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explicite involvit. In problematis igitur mechanicis, etiamsi U ipsam ¢ explicite
continet, valebit aequatio:
3. J/(T+U)d¢ = 0,

quae eo casu quodammodo principii minimae actionis locum tenet. Quam
aequationem (3.) primum video ab ill. Hamiltorn in Commentationibus iam saepius
laudatis adhibitam esse. Quae adeo facilius sese accommodat ad aequationes
differentiales dynamicas inde derivandas quam principium illud. Neque hoc
est, uti opinabantur Mathematici, sed illa aequatio, quae respondet principio
statico quietis. Neque vero de integrali / (T—i— U)dt valet, quod de principio
minimae actionis probari potest, integrale cuius evanescit variatio, semper fieri
minimum, dummodo ne per nimium intervallum extendatur. Nam illud integrale
etiam pro angustissimis intervallis, aliis casibus minimum, aliis maximum, aliis
neutrum fit.

De combinatione quadam principii conservationis virium ovivarum cum principio
conservationis arearum, quae certis casibus etiam valet, si functio U ipsam &
explicite continet.

55.
Quoties U ipsam £ involvit, quum neque principium conservationis virium
vivarum neque conservationis arearum valeat, videamus, an non casibus quibus-
dam earum combinatio locum habere possit. Sint aequationes propositae:

d'z; o :
m"Wz _H"&a: +]'28a: T
&'y, oW
(1_) mi';i*tg— = + ‘8_1/ +126y‘+"',
d's, oU o
™ =9 +‘la “thg
designantibus F=0, =0, ... aequatlones conditionales atque ipsi i tributis

valoribus 1, 2, ... #, siquidem » est numerus punctorum materialium systematis.

Quae sunt notae formulae dynamicae, in quibus iam suppono, functionem U
de; dy, ds

i 7

@ A& dar el summatione

etiam ipsam ¢ continere. Multiplicatis (1.) per
facta, prodit:
a(F—U
2) 2I=D U _y,

terminis in 4;, 4, ... ductis per aequationes conditionales evanescentibus.
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Ut respectu plani coordinatarum z, y principium conservationis arearum
locum habeat, primum aequationes conditionales ita comparatae esse debent, ut
sit identice:
oF JoF

2;{yio(—9?i—a:,-797i = 0,
(3 'zi{ i%;:q%‘_mig_;lf‘} = 0,

\
Deinde etiam functio U, a qua vires sollicitantes pendent, ita comparata esse
debet, ut identice sit:
ou oU »

E'iy'é—x:*:c'—(% = 0.
Sed ut obtineatur integrale aliquod casu quem consideramus, non opus est ut
expressio ad laevam aequationis praecedentis evanescat. Nam quum e (1.)
sequatur:

4.) Zm;{y;%—w;%} :/.Z‘{yi%—w;g—g—}dt

atque e (2.) expressionis % integrale obtineatur, tantum necesse est, ut
identice habeatur:

6) =y ou au;_ au

Gz, gy T e
designante « constantem. Quippe quo casu e (2.) et (3.) eruetur integrale
aequationum differentialium propositarum:

dz, dy,
(6.) a(T—U)+2m,-{y,-~;;—'—a:,~%} = Const.,

sive certa combinatio principiorum conservationis virium vicarum et arearum
locum habebit.

Restat, ut functio U ita determinetur, ut aequationi (4). identice satis-
faciat, et indagetur, quaenam sint problemata mechanica, quae functioni U ita
determinatae respondeant.

Docent praecepta nota integrationis aequationum differentialium partialium
linearium, U designare posse quamcunque functionem integralium systematis
aequationum differentialium vulgarium:

dt: dz,: dzr,:...: dx,:dy,:dy,:...:dy, =

O —Y i —Yol.. i =Yl Ty Tyl 1T,
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hoc est functionum, quae in integratione harum aequationum constantibus ar-
bitrariis aequales existunt. Aequationibus differentialibus

de,: dxy:...: dx,:dy,:dy,:...:dy, =
— =Yl I =Yyl Ty I Xyt D,

satisfit aequationibus:

w; = e;cos(p+f3;),  yi=o;sin(gp+p),
in quibus «;, f3; sunt constantes arbitrariae atque ¢ designare potest functionem
quamcunque ipsius £ Quae functio ¢ determinatur per proportionem
dt:oe=dx,:—y,=dgp:1,
unde
- ap = L.
Si loco coordinatarum orthogonalium x;, y; polares introducuntur, ponendo
T;=r;co8v;, Y;=r;sine;,
atque loco constantis % ponitur y, fit:
o=r;, fi=vi—yt
Unde iam est forma maxime generalis functionis U, quae aequationi (5.)
identice satisfacit, functio arbitraria ipsarum »; atque fo,-—;/t:v,-—i—, hoc est
distantiarum punctorum materialium ab initio coordinatarum proiectarum in
ipsarum @, y planum, et angulorum, quos distantiae proiectae faciunt cum recta,
quae in plano illo uniformiter circa initium coordinatarum rotatur. Insuper
functio U etiam quantitates z; quocunque modo continere potest.
Aequationibus (3.) satisfieri constat, si F et & sunt functiones ipsarum
r; atque differentiarum ipsarum v;. Unde habemus propositionem:
ssStatuamus in aequationibus differentialibus dynamicis (1.), posito
T; = r;C080;, y;=r;Sinv;, functiones F, P, ... praeter quantitates z;, r;
tantum differentias ipsarum v; continere, porro ipsam U esse functionem
quamlibet quantitatum z;, r; atque v;—yt, designante y constantem, erit
aequationum (1.) integrale:
de. dy.
T-U+y=Zm; {yi—(—i—t—'—xid—; = Const. .«

Integrale inventum etiam sic repraesentare licet:

7 d
(7) T—U—yZmsi—- = Const,
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sive etiam:

8.) 1=m; :( dt> ( )—[— ( ——7)2} = 9 Zm;ri+ U+ Const. .

Pars laeva aequationis praecedentis (8.) est semissis summae virium vivarum

systemalis, siquidem refertur systema ad axes mobiles coordinatarum =z et ¢,

in ipsarum plano circa initium coordinatarum uniformiter rotantes.
Aequationes differentiales (1.) notum est sic etiam repraesentari posse:

o
(dt2—< )): +llar“a+
. av;
9.) a _eu ., oF o0
i dt ~ Ob; + ‘GTJ.—I_ ? 6o, ?
d’, o
mi'd—tr e +}'18 +126 +

Si slatuitur

w; = v,—yt,
erit U functio ipsarum r;, w;, z;, quae praeter has quantitates ipsam £ non
continet; porro aequationes (9.) evadunt:

‘ (dt’_ ( ))=7”""'f{2 Ha “‘lar +lza +
0 d.p? dw;
1 ) » el dt d.r? o o
2 T T T T Fa Fhigy a; e G B, T
d’z au o
m; dta — a + 1(9 +12 (95 +
Si tres aequationes praecedentes per dr;, dw;, ds; multiplicantur atque in pro-
ductis ipsi ¢ valores 1, 2, ... n tribuuntur, omnium summa facile suppeditat
s . Tlp dr;  dw; c
integrale inventum (8.). Termini enim bini in r;, dt e ducti se mutuo

destruunt, eritque
oF oF od oD

2; aw dw 2:, (9 d -S,“az—ol d%’,‘: ,a d@,,
quum e suppositione supra circa functiones F, &, ... facta identice sit
oo, Ov;
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Aequationes differentiales ipsis (10.) similes ill. Laplace in Opere de Machina
Coelesti tradidit, quaerens motum planetae verum circa épsius medium, dum
formulae praecedentes accommodatae sunt quaesitioni, qua duorum planetarum
alterius motus verus circa alferius medium consideratur.

Functio U forma antecedentibus praescripta gaudet, quofies puncta m;
quum o se invicem lum a& cenlris quolcunque trahuntur, quae circa axem coor-
dinatarum = uniformiter rotantur, communi rotationis velocitate, el in qua neque
ipsa neque puncta m; reagunt. Pro quibus centris etiam substitui possunt
corpora solida cuiuslibet formae exterioris ac constitutionis interioris, quae circa
axem coordinatarum z eadem ac constanti velocitate rotantur atque insuper
neque a se invicem neque a punctis m; sollicitantur. His omnibus casibus in-
tegrale unum propositum locum habebit. Qui obveniunt casus in problemate
trium corporum, siquidem statuatur, quod proxime licet, corpus principale et
corpus perturbans in plano fixo uniformiter rotari circa commune eorum gra-
vitatis centrum. Unde integrale propositum justum erit in problemate trium
corporum respectu omnium poteslatum excentricitatis et inclinationis corporis
perturbali atque massae corporis perturbati, reiectis terminis ab excentricitate
et inclinatione corporis perturbantis atque massa ipsius corporis perturbati pen—
dentibus. '

Ostenditur, quomodo el aequatione conservationis virium vivarum et aequatione una
conservationem arearum concernente ordo integrationum binis unitatibus minuatur.
Quod haudquaquam pro quolibet aequationum dynamicarum integrali contigit.

56.

Quoties functio U ipsam ¢ non explicite involvit ideoque principium
conservationis virium vivarum locum habet, integrale wnum, quo principium
illud continetur, ordinem differentiationum minuit duabus unitatibus. Sint enim
rursus aequationes differentiales numero 2m sequentes:

dg; oH dp; oH

@t~ op,> a4t og’
si U ideoque etiam H = T—U ipsam { non continet, aequationes illae sic
exhiberi possunt:

dg,: dq,:...:dq.: dp;: dp,:...: dp, =
oM oM oM _OH _OH oW
%5, apy ~uida *aiat L EERE EPRE

quae sunt aequationes differentiales 2m—1 primi ordinis, ideoque unius aequa-
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tionis differentialis (2m—1)" ordinis locum tenent, quae per integrale a principio
conservationis virium vivarum suppeditatum ad ordinem (2m—2)"" reducitur.
Contra si U ideoque etiam H ipsam ¢ continet, aequaliones differentiales pro-
positae unius aequationis ordinis 2m" locum tenent.

Si insuper principium conservationis arearum respectu plani cuiusdam
dati locum habet, ordo differentialionum rursus duabus unitatibus minuitur, si-
quidem semper statuitur ordo differentiationum systematis aequationum differen-
lialium vulgarium idem atque unius aequationis inter duas variabiles, ad quam
per regulas notas eliminationis systema aequationum differentialium revocari
potest, sive etiam idem atque numerus constantium arbitrariarum, quas poscit
integratio completa. Sumatur enim planum datum ut planum coordinatarum
et y, ac statnatur rursus

T; =Tr;CO80;, Y;=r;sinv;;
casu quem consideramus continebunt aequationes propositae differentialia quidem
prima et secunda singulorum angulorum o;, sed ipsorum o; tantum differentias.
JTam per integrale, quod casu proposito principium arearum concernit, fit, de-

signante « constantem arbitrariam,
do;
= Zm;ri—— TR

unde posito

du,
U =0;—0,, R=2m57'12'3 N= me i di 9
fit
d
(1) e=R%®w spni_pin N

Si in aequatione, qua principium conservationis virium vivarum continetur,

dv. 2
o |G+ () + (G} = v,
in qua h est constans arbitraria, substituimus valores v; = w;+o,, fit illa::

() () i) | 2t mm S B =

sive e (1.) . .
@) Sm{(G) +(G) (G |+ F = vk

Si in aequationibus differentialibus substituuntur valores

do, du, a—N

@ T @ TR
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exulavit quantitas o, simul cum eius differentialibus, quum aequationes con-
ditionales atque functio U tantum quantitates z;, r;, »; contineant, unde numerus
variabilium unitate, ideoque ordo differentiationum duabus unitatibus minuitur.
Generaliter, quoties in aequationibus differentialibus propositis variabiles ita
eligere licet, ut in iis una ex earum numero non ipsa sed tantum eius bina
differentialia prima obveniant, quum novum integrale generaliter invenire licet,
tum uno integrali novo invento ordo differentiationum duabus unitatibus dimi-
nuitur.  Sit enim in aequationibus differentialibus supra propositis ¢; variabilis,
quae in ipsa H non invenitur, habetur

dp.
ideoque novum integrale )
pi = Const. .
Reiecta deinde aequatione
a _on
dt — dp,

atque considerala p; in reliquis aequationibus differentialibus ut constante, sicuti
inventum est, numerus variabilium ¢ et p ideoque ordo differentiationum duabus
unitatibus diminutus est.

Etiam in casu, quem §. anlec. tractavi, si integrale (8.) §.55 locum

habet, ordo differentiationum duabus unitatibus diminuitur. Nam si statuuntur
dr, dw, dz,

12 4 !

ut variabiles r;, w;, z;, r;= 0 w; = = Bi= -#, atque aequationes (10.)
§. 55 omnes per unam ex earum numero dividuntur, ipsa { atque elementum
dt in aequationibus differentialibus non inveniuntur, ordoque differentiationum
unitate diminuitur, qui deinde per integrale (8.) §.55 altera adhuc unitate
diminuitur, prorsus simili ratione atque vidimus, quoties principium conser-
vationis virium vivarum locum habeat, ordinem differentiationum per principium
illud atque eliminationem elementi temporis duabus unitatibus diminui.

At non omnibus casibus, quoties habetur integrale novum, simili ratione
atque in praecedentibus exemplis ordinem differentiationum scita variabilium
electione duabus unitatibus deprimere licet. Ita non fit, ut altero et tertio
integrali, quod principium arearum concernit, duas variabiles cum earum dif-
ferentialibus eliminare liceat ideoque quatuor umitatibus iste ordo deprimatur.
Sunt tantum praecedentia exempla simplicissima, in quibus iam absque theoria
supra condita illa depressio ordinis differentiationum sponte se offert. Theoria
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autem supra condita docet, semper variabilium sysiema investigari posse, pro
quibus ordo differentiationum duabus unitatibus inferior evadat; sed generaliter
illa investigatio secundum praecepta tradita postulat, ut alia condantur systemata
aequationum differentialium, quae inferiorum ordinum sunt, alque singulorum
istorum systematum auxiliarium integrale unum quodcunque indagetur.

Systema propositum aequationum differentialium vulgarium vocatur canonicum. Cutusmodi
systema in aliud canonicum tramsformatur. Quod una cum transformatione aequationis
differentialis partialis valde generali peragitur. Canonicum elementorum systema.

57.

Revertor ad formulas perturbationum §. 52 traditas. Videmus, aequa-
tiones §.52 (7.), in quibus elementa perturbata ut variabiles introducta sunt,
prorsus eadem forma gaudere atque ipsas aequationes differentiales §. 52 (5.).
Formam autem illam memorabilem, qua ulrumque systema aequationum differen-
tialium gaudet, quia frequenter in his aequationibus obvenit, dicam aequationum
differentialium formam canonicam. Sunt in eiusmodi systemate canonico aequa-
tionum differentialium vulgarium variabiles numero pari, atque altera pars
semissis variabilium alteri semissi singulae singulis ita respondent, ut differen-
tialia illarum variabilium aequalia sint differentialibus partialibus certae cuiusdam
functionis secundum has variabiles sumtis, et harum variabilinm differentialia
aequalia sint eiusdem functionis differentialibus partialibus secundum illas varia-
biles sumtis atque insuper signo negativo affectis.

His positis transformatio illa, qua vidimus §§. 52, 53 aequationes

M _oU+® A I+ )
e~ dp, At dq,
mutari in has:
db, R da, 98
ar = _(9—(11.—’ at ;ﬁ’—i—’

continetur sub problemate generali, quodcunque systema aequationum differen—
tialium, quod canonica forma gaudeat, in aliud eiusdem formae per introductionem
novarum variabilium transformare. Quod problema etiam ratione prorsus diversa
proponere licet.
Comprobavi enim antecedentibus integrationem systematis aequationum
differentialium : dg;  of o
dt — Jp,”’ dt —  dg,;”’
in qua maioris generalitatis gratia supponam, praeter quantitates ¢;, p; etiam
ipsam ¢ functionem f explicite ingredi, pendere ab integratione aequationis
Journal fiir Mathematik Bd.LX. Heft 2. 16
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differentialis partialis, quae provenit ex aequatione
ov '
0= _¢9t_+f *)9
substituendo in functione f in locum quantitatum p; differentialia functionis V
partialia respectu quantitatum ¢; sumta, sive statuendo
o == aV .
b= gy,
Inventa enim functione V, aequationi illi differentiali partiali satisfaciente atque
involvente m constantes arbitrarias a;, praeter unam ipsi ¥V mera additione
adiungendam, erant integralia completa aequationum:

dg; _ of ap; _ of
& ~op,c A dq
sequentia :
oV av

oq; ~P T T b;,

designantibus b; novas constantes m arbitrarias. Videmus igitur, inter syste-
matis canonici aequationum differentialium vulgarium et aequationis differentialis
partialis integrationem arctissimum nexum intercedere. Urde alterius trans-
formatio statim etiam alterius transformationem suppeditabit.

In promptu est aequationis differentialis partialis transformatio, si tantum
in locum variabilium independentium aliae variabiles independentes introducuntur.
Neque alias transformationes hactenus considerasse videntur Analystae **). Sed
dantur etiam transformationes aequationis differentialis partialis primi ordinis
alius in aliam primi ordinis per substitutiones, in quibus expressiones variabilium
independentium alterius aequationis continent quum variabiles independentes
alterius tum differentialia secundum eas sumta partialia. Methodus generalis
eiusmodi efficiendi transformationem haec est:

Proposita sit aequatio:

1.) v, = — fidt+p,dq,+p.dgo+++-+padyg,,

in qua
av,
(2-) h = “‘7"
sit data functio ipsarum ¢,, ¢, ... ¢a., ¢ alque ipsarum
av, oy, oy,
P P77 0 P

*) Constantem @ §.35 (3.) additam hic quod licet = 0 posui.

**) quarum tamen specimen quoddam offert Euleriana illa methodus qua variabiles
independentes cum differentialibus secundum illas sumtis commutantur. C.
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Aequatio (1.) locum tenet aequationis differentialis partialis (2.), atque in locum
aequationis (2.) licet aequationem (1.) transformare. Ad quam efficiendam
transformationem assumo functionem prorsus arbitrariam V ipsarum ¢, ¢,, ¢25 .- G,

atque novarum variabilium @, @,, ... a,. Quae determinentur novae varia-
hiles per ipsas ¢, qi, g2y --. Qun, Py P2y ... pn Ope aequationum :
(3.) g_VZPH “812172 <. ‘a-“,‘“—‘Pm
q, 9, ’ Igm ’
ac praeterea statuatur
4) ——%—:bl, ——gg;—:bz, Rt

His positis fit:
av
dV = —-dt+p,dg+p.dg.+--+p.dg.
_bldal_bgdaz_"‘"'—bmdam.

(5.)

Qua aequatione subducta de (1.) positoque
-(6) V-V =W, -
nanciscimur :
av

(7) AW = —{fi+S; | di+bida,+boda,+-+-b,da,.
Transformationem generalem aequationis differentialis partialis primi ordinis, quae
antecedentibus continetur, theoremate particulari proponere convenit.

Theorema VIIIL
Sint t, ¢iy 2y ... q. variabiles independentes, inter quas et func-
tionem earum V, proposita sit aequatio differentialis partialis :

9y, oy, 9V, v,
at' +f1(t’ ql’qﬂ .“qm, a%' 2 aqz e aq::; = O;

assumatur functio prorsus arbitraria V ipsarum t, q,, ¢y ... ¢, €l no-
varum variabilium a,, a,, ... a,; atque in locum quantitatum q,, @2, ... qn,
introducendo quantitates

oy v ov

da, ’ da, > 7 da,, ’
exprimamus quantitales sequentes:

a_V_ ov ' oV
'7991 ? de, ’ o Ogm
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- a¥, - ov :

atque si in f, loco —a—ql'— scribimus r- functionem
av v av 14

ot +fl(t:qxv‘1u---qm: 3,20, " Ogm

per quantitates

av °1 4 v
t} al’ a?, « o . amJ —6—‘11’ ——-éa—2, e . —_ aam ;
quo facto fiat:
oy oy av av
at +f1(t,91,qa,...q,,,, ‘87“7 a_qz’ “ae 'gq:)
e eV eV vy,
= @\, a,q,...4a,, a—a,’ aaz g e a—am 5

. - ey ; ov op s i ;
his omnibus tramsactis, si in functione ¢ loco ~ e scribitur Sa > erit
i i

aequatio differentialis partialis proposita transformata in sequentem:

ow OW oW oW
at +(p<t,a1’a2,--.am, aa‘ 9 aaz 9 s aam) = 07

atque alterius solutio ex allerius invenitur solutione ope aequationis:

Vi=TV+W,
siquidem aut cognita solutione V, variabiles ¢,, q,, ... q, exprimuntur
per a,, a,, ... a,, t ope aequationum
oy, _ av av, v \ ov, oV
o, — 9¢, > dq, g, " Ogn  Ogn’
aut cognita solutione W variabiles a,, a,, ... a, exprimuntur per
Gy Q25 -+ - qu, t ope aequationum :
ow _ ar ow oV ow __ av
da, = Oa, ’ da, ~  Oa, > - da,  Oan
Demonstratio theorematis antecedentibus tradita eo nititur, quod positis
aequationibus '
av, _ av ov, av av, _ av
o, — 9¢, ’ d¢,  Og, > " Ogn  Ogu
inde sponte sequuniur hae aequationes:
oV 9w oV oW oy oW
da, ~ da, > Oa,  Oa, * da, ~  dan’

quod etiam inverti potest.
Transformatio generalis systematis canonici aequationum differentialium

vulgarium theoremati praecedenti respondens hoc theoremate continetur:
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Theorema IX.
Proposito systemate aequationum differentialium vulgarium canonico:

4, _ Of  dg, _ Of 9 9,
&) 9, dt — Fp,> " 8 Tpm’
ﬂ:..f?_&_ dp, _ of, Opn __ Of
dt 9¢,> dt —  8¢,> " ot g’

in qua fi est functio ipsarum t, q,, ¢y ... @u, Piy Pisy --- Pm quaecunque,
assumatur functio arbitraria V quantitatum t, q,, q., ... q, alque novarum

variabilium a,, a,, ... a,; quo facto condantur aequationes:
v v av
T P = P = pe
av av oV
EE:__bl7 aa2 _"_bZ’ o . m:_—bm)
quarum ope exprimantur el variabiles ¢,, ¢y ... Gu, Py Pary ... P €l
functio
oV
fi+ e
per t et novas variabiles a,, a,, ... a,, b, by, ... b,; inventa ex-
pressione

oV
fl+w =(p(t, a;,ag,...a,,,, b.l’ bg,-.. bm)’

systema aequationum differentialium vulgarium canonicum in aliud cano-
nicum hoc per substitutiones propositas transformatur:

da,  Op = dn, 05 9. . B¢
Tt b, dt — ob,. T dt T b’
@, __%p db, _ Op dby 9%
“# ~  da’ dt =~ 0a,’ 7 dt ~—  Oan

Theorematis praecedentis gravissimi demonstratio, quamquam iam in quaestio-

nibus supra traditis continetur, si breviter denuo adstruere placet, haec habetur.

E systemate canonico proposito fluunt aequationes symbolicae sequentes,

siquidem formularum notarum
dg; _ d.dgq,

dp; _d.9p; AV _ d.0V
dt T adt

Yw="a > Yaw="a

recorderis:
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g i i
2 = af' Jt+z( - Opi— - 0qs)
8 | dg; <oV dg;,-

B af. v dg; ag; ")
- Zoone =\ (3 - —F—

av
d-——dt
af, Y g4 8. av ot

P

A

da, av " Oa,

_Zi<7ﬁ0'a—%”—da"—dt )
T/ f.))dt S o—f

TIPT o B W Y
Unde quum e systemate canonico proposito sequatur:

daf, _ 9,

dt ~— ot
invenimus:

_ d(p dai ‘ dbz
Iy = G0+ 20— dm;)-
Quae aequatio symbolica systema canonicum transformatum suppeditat, atque
insuper aequationem

.

Sy _ dg
ot~ dt
quae ex illo sequitur.
Unde functione W per ipsas t, a, @, ... a, expressa, fit:

ow ow ow
®) Fr=-{h+ Gt b Gag=bo o g = e
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T _ : aov "
Eliminatis quantitatibus ¢;, p; ex expressione r'+_5t— ope aequationum (3.) et
(4.), evadit illa functio ipsarum ¢, a,, a,, ... @, by, by, ... b,, quam statuamus:
v
fit—r = ¢, a,a,,...0,,b,b,,...0,),
’ o e ot ow
eritque substitutis ipsarum b; expressionibus ——-, e (8.):

oW oW oW aw
(9.) e = —(p(t, Uy oy ... @, da, > Da, Ga,,)'

Quae est aequatio differentialis partialis transformata, quae locum tenet aequa-
tionis differentialis partialis propositae (2.). Eritque prorsus eadem substitutione
(3.) et (4.) systema canonicum aequationum differentialium vulgarium pro-
positum in aliud canonicum transformatum.

Transformatione generali theoremate antecedente proposita, continetur
illa in qua ut variabiles novae statuuntur elementa problematis approximati.
Sit enim in theoremate illa

sintque functiones f et V ita comparatae, ut substitutis in f loco ipsarum p;
expressionibus o rodeat
p g, ° P
av

1) = —p;
congiderari possunt quantilates a,, a@,, ... a, tamquam constantes arbitrariae,
quae afficiunt solutionem V aequationis differentialis partialis
Y ir=o,
ideoque ex iis, quae supra probata sunt, considerari possunt @, @, ... @,
by, by, ... b, ut elementa constantia, quae afficiuni integralia completa
oF L2 ¥
(12) og, Py a9, Pry - m Pms
o b, e, ..
da, \” da, 29 da,, =
aequationum differentialium
dg_ Of dg, O dgn . OF
(13.) dt — Op’ dt — 0Jp,? T Opm®
dp, __of dp, __ of dapn _ Of

dt dq,? dt —  d¢,> T dt  Ogm
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Quoties igitur vice versa in aequationibus (12.) ipsae a;, b; ut constantes
considerantur, sunt aequationes illae (12.) integralia completa aequationum (13.).
Quoties vero in aequationibus (12.) ipsae @;, b; ut variabiles considerantur,
quae in locum ipsarum g;, p; ope aequationum illarum substituendae sunt,
docet theorema propositum, transformari ea substitutione aequationes

a9, _ a(f(+% W o[+

d. —  op, ' dt dg;
in aequaliones sequentes:
da,‘ 89 dbz 852
At T 6, At Ja,

Habemus enim casu proposito:
aov
(p :f1+79t_ :fl_f: ,!2_

Quae sunt formulae differentiales elementorum perturbatorum, quae a supra
propositis tantum eo discrepant, quod in iis —b; loco b; scriptum sit. Systema
elementorum, quae in modum praecedentinm per aequationes differentiales ca-
nonicas determinantur, et ipsum dicere convenit canonicum elementorum systema.

De transformatione systematis elementorum canonici in aliud canonicum.

58.

In antecedentibus duae functiones, quarum differentialia partialia sumenda
sunt in formandis systematibus canonicis proposito et transformato, inter se
differunt. Quoties vero functio V, quae in praecedentibus ex arbitrio assumi
poterat ipsam ¢ non continet, erit

=0

ideoque f; = ¢, sive in utroque systemate canonico functio illa eadem erit.
Eo casu etiam relationes, quibus novae variabiles e variabilibus primordialibus
determinantur, ipsam £ non involvunt. Unde si variabiles sunt elementa pro-
blematis approximati, etiam novae variabiles non nisi aliud systema elementorum
eiusdem problematis approximati erunt. Quodsi igitur formulas differentiales
elementorum perturbatorum hac ratione iterum transformamus, nranciscimur
modum mazxime generalem, quo systema elementorum canonicum in alterum
systema elementorum canonicum transformetur. Habemus enim e theoremate,
permutando ipsas ¢;, p;, @;, b;, resp. cum @;, b;, «;, [3; propositionem se-
quentem:
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Theorema IX".

Sint formulae differentiales elementorum perturbatorum, designante £2
functionem perturbatricem :

do _ 09 do, _ 39 do, 09
dt — . 0ob > dt b, " Tdt  Tbn’
A __ 9% b, 8 dby _ 0%
dt = Oa,’ d¢ —  Ga,° " Tdt dan’
sint 0y Oy ... 0, , 31y [, ... 3, functiones elementorum praecedentium
ayy Gry .. @y, by by ... b,, quae, designante ¢ functionem quamlibet
PSATUM @yy oy ... @y, Oy Oy, ... «,, ab illis pendeant per aequationes:
9 _ % _ g _
G, = b0 g = b o Gm= b
op Op dq
aal = _ﬁl’ (90:2 = _[3)27 < . . aapm = _[)’m)
determinantur elementa nova per systema aequationum differentialium prorsus
simile : '
da, gL 4 42 4 22
at — 9B’ a — 88> - dt —  Ofa’
g, _ 98 g, o8 dfn 08
dt Oe, ’ dt = Oa,’ v dt =~ Jden,

Transformatio generalis elementorum canonicorum, quae ope functionis
arbitrariae theoremate praecedenti efficitur, redit in methodam notam, qua e
solutione completa aequationis differentialis partialis primi ordinis deducitur
solutio functionem arbitrariam involvens, quae dicitur generalis. Sit enim V
solutio aequationis differentialis partialis, ad cuius integrationem e theoria hic
exposita reducatur problema approximatum, atque involvat V constantes arbi-
trarias a,, @y, ... @,, ita ut sint

v v v
a_al=—b,, a—a’_—bz, . aam-—bm
aequationes finitae problematis approximati et quantitates a,, a,, ... @,, b,,

by, ... b, eius elementa canonica. In locum solutionis V etiam scribere licet

V+¢, designante ¢ constantem; de qua solutione completa deducitur genei‘alis.,

si constans ¢ statuitur functio arbitraria constantium a,, a,, ... @,, atque

differentialia partialia expressionis V+-¢ respectu ipsarum @,, @, ... @, sumta

nihilo aequiparantur. Statuamus functionem ipsarum a,, a,, ... @, arbitrariam

involvere praeter has quantitates alias constantes arbitrarias «,, @, ... o,;
Jourual fiir Mathematik Bd. LX. Heft. 2. 17
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eliminatis e V+¢ ope aequationum

v _9¢  _ 9V _ Jg _9Y _ ¢
" Oa,  9a,’ da, ~ Ga,> =" Otm  Om
quantitatibus a,, @, ... @,, habebitur nova solutio V4 ¢, alias m constantes

arbitrarias involvens. Etiam de hac deduci possunt aequationes finitae pro-
blematis approximati, quippe quae erunt:

— a(ga—l}—fp) =f,, _ a(g:;'f‘) =, o _ a(gj;‘r) =f,.
Sed quantitates ¢; funclionem V-¢ tantum afficiunt, quatenus in ipsis a; con-
tinentur ac praeter has explicite in functione ¢; differentialia autem funectionis
V-+@ respectu ipsarum @; sumta supposuimus evanescere; unde erit

dV+e) _ de
da; T da;

9

sive aequationes novae finitae problematis habentur:

’g_aq% =—(h, g_;’:: — B2 SR gfm = —fu;
eruntque o,, ¢, ... 0,, 31, 325 ... [3, Nova elementa canonica determinata
e primordialibus per has aequationes et illas supra assumtas:
Se _ -5 _ &
5a, da, — U

Elementa autem nova canonica inventa si in problemate perturbato tamquam
variabiles speclantur, eorum differentialia expressionibus similibus aequalia
evadere debent atque elementorum primordialium. Q. D. E.

Transformatio ea, quae in §§. antecedentibus tradita est, etiam generalior proponitur.

59.

Sed quanta generalitate gaudeat transformatio aequationis -differentialis
partialis primi ordinis et quae inde pendeat systematis canonici aequationum
differentialium vulgarium supra §. 57 proposita, sunt tamen aliae, quas illa
transformatio non amplectatur. Scilicet adhuc sequentes addendae sunt.

Sit rursus aequatio transformanda:

dV, = —fidt+p,dg,+p.dg.+-+p,dq,,
in qua f; est data functio ipsarum £, ¢, ¢oy ... Gus Pis P2y - - Pus sit eliam
V rursus functio ex arbitrio assumta ipsarum ¢, ¢, ¢2y ... ¢, @1y Gy ... @,
inter quas vero quantitates iam statuamus insuper locum habere aequationes:

F=0, &=0,
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Tum‘, posito rursus ¥,—V = W, erit aequatio transformata:
dW = —q¢dt+b,da,+b,da,+---+ b, da,,
siquidem ponitur:

av oF ow

¢ =t —hg —hy
ov oF o

D = pl—ﬁ-*‘lrga‘—%—lz‘aa“f'“'
oV JoF o

0 = ]72—5;1‘:4‘3'1%:‘{-1:8—%4‘"

o

av oF
0 = Pm_a—q;'l’lxm‘*—lzgq—m'i"“
ov oF oD
b, = —a—a“-l—)-ra—ar-Flzga—tﬁ—'"
ov .. OF ad
b, = “572+‘1§a—,+l’a—%+"'
av oF o
b, = —m+lnm+lzm+" :
Ex his aequationibus, quibus ipsae addaniur F=0, & =0, ..., eliminatis
Ayy Ay, ... determinandae sunt q,, oy ... Guy Py P2y -« - Pm PET Gyy Goy . .. @y,
by, by, ... b,, earumque valores in expressione ipsius ¢ substituendae.

Si multiplicatores 4,, 4,, ... evilare placet neque tamen symmetriae
formularum derogare, transformationem etiam sic proponere licet. Aequa-
tionibus enim F =0, & =0, ... inter quantitates ¢;, a;, ¢ assumtis, quarum
numerus sit m—k, sint 7y, r,, ... r; functiones quaelibet ipsarum ¢, ¢,, ¢,, ... ¢,
@, a, ... a,; licet omnes ¢,, q., ... ¢, per ipsas ¢, @,, @, ... a, alque
novas quantitates r,, ., ... 7, exprimere, quae expressiones eliminatis r,,
7y, ... r; suppeditabunt m—Fk aequaliones inter ipsas ¢, qu, ... ¢., @i,
ay ... @, L.

Aequationes F =0, =0, ..., quum ex arbitrio assumi possint, iam
earum in locum statuere licet, ipsas ¢, ¢., ... ¢, esse functiones arbitrarias
quantitatum £, @, @, ... G, Ty T2y ... % Quibus electis, sit

d 0 O
Pogrtpiget g = R

dq, 0 O
p13§7+ngg'j+~--+p". 5a. = Ais

9%, 9, 9gn _
P thg Tty = T

17 *
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Unde erit: A .
dv, = —fidt+p, dq,+p, dg, 4+ +p.dg,
= —(f—T)dt—{—RldTl—{—Rgd’l‘g—}—"'—i'der,‘
+A,da,+A,da, -+ A, da,.
Assumta iam ex arbitrio ipsarum a,, a,, ... @,, r, 5, ... 1, ¢ functione V,
statuatur:
. av
h—Tto =
oV oV avV
W:Rl, .éF;ZRQ’ & ¥ e 'a;/‘-‘:
ov ov ov
Al—mszl, Ag—-a—gz‘=b2’ . e . Am—a_amme;
erit

d(V,—V) =dW = —dt-+b,da,+ b, day+---+ b, da,.

Ex aequalionibus m—+k:

9¢,
1()?. +P2

O oV
+ +pm q _Rlza_rl

9 aqz aq,,._ _ 9V .
pla '+P2 + + y aui“Ai—aai+bl

et per resolutionem aequationum linearium determinantur p,, p,, ... p, per
Tiy Tog «ov T4y Qyy Gyy o @y, byy boy ... b,, £, et eliminatis p,, p,, s o P
habentur £ aequationes inter ipsas 7y, 7ay ... T4, @iy Goy .. @py byy byy ... by, 8,
quarum ope ipsae 7, 75, ... r, ideoque etiam py, P,y ... Pu, Gy G2y - .. Gn
per a,, @y, ... @, by, by, ... b,, t determinari possunt. Qui deinde valores
in expressione ¢ substituendi sunt, ut illa solarum a,, a,, ... a,, by, by, ... b, ¢
functio evadat. Transformata autem aequatione

dV, = —fidt+p,dg,+p.dga+++~+padq.

in hanc

dW = “(pdt—"“bldal+b2da2+"‘+bmdalm,
in quibus f, est ipsarum ¢, ¢,, ¢y ... Qu, Pis P2y --. Pn, alque ¢ ipsarum
t, ay, ay, ... a,, b, by, ... b, functio, simul aequationes

ov ow
o Th=0 Zr+e=0
altera in alteram transformatae sunt. Substitutis in f, loco ipsarum p; ex-

e o . 9, . . S oV
pressionibus ek loco ipsarum b; expressionibus ——-, evadunt aequa-

i



C. G. J. Jacobi, nova methodus aequat. different. partiales prinii ordinis integrandi. 138

tiones illae aequationes differentiales partiales, quarum igitur iam per methodum
propositam transformationes novas nacti sumus.

Si k=m, transformatio eadem obtinetur atque §.57. Transformationes,
quas ex antecedentibus pro k<Zm obtinemus, etiam novas transformationes
systematum canonicorum aequationum differentialium vulgarium suppeditant.
Et similiter atque in §. antec. etiam systematum elementorum canonicorum
novas inde eruimus transformationes. Quas transformationes, singulas binis
modis, sequentibus theorematibus proponam.

Theorema X.

Designante i numeros 1, 2, ... m propositum sit systema aequa-
tionum differentialium vulgarium:
o Oh G
dt — dp,> dt —  Jyg;’
assumatur functio arbitraria V ipsarum t, ¢\, ¢, ... ¢. nOvVarumque
variabilium a,, a,, ... a,, inter quas quantitates 2m-+1 statuatur locum

habere aequationes quascunque
Fe=0, D=0, ...3%
condantur porro aequationes 2m+-1 sequentes:

ov oF oo
¢ = fl'l"w—h’a_t‘_)’?w—“'?

aov oF oD

pi = a—qi*ll'az—]wg(‘]:_“'o
oy oF o
—b;, = a—%—llga—,i—lz%?*"'o

quarum aequationum ope, advocatis ipsis F=0, &=0, ..., et eliminari
possunt multiplicatores Xy, Ay, ..., et determinantur 2m quantitates q;
et p; nec non functio ¢ per ipsam t atque 2m novas quantitates a;, b;;
qui ipsorum q;, p; valores si substituuntur in systemate proposito aequa-—
tionum differentialium oulgarium, transformatur illud in sequens :

da; 9y db; 9
@ T ob, ' @t oq
av, oW

Porro, in locum ipsorum p;, b; scribendo 2> T ubi  conduntur
i i

aequationes differentiales partiales
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av, ow
B Th=9%  Zrte=0,

alterius solutio ex alterius obtinetur solutione per aequationem:

Theorema XI.
Designante i numeros 1, 2, ... m, data sint differentialia elemen-
torum problematis alicuius perturbati per aequationes:

da;  9Q db, o8

dt — 9b,> dt  Ja;’
designante (2 functionem perturbairicem; assumatur functio arbitraria V
elementorum a,, a,, ... a, novarumque quantitatum c,, o, ... 0,; con-
dantur porro aequationes 2m sequentes:

b;_ -a—li-—l oF —l') o

= Ga, hgg ~hge
av JF o
—ﬂi=—a;;—lrg;lf—lzgg— AL
quarum aequationum ope, advocatis ipsis F =0, & =0, ..., et ecliminari
possunt multiplicatores 4y, A,, ... et determinantur 2m elementa a;, b;

per novum systema elementorum o, [3;; quae elemenia nova si eliam in
functionem perturbatricem £2 loco ipsorum a;, b; introducuntur, inveniuntur
differentialia elementorum novi systematis c¢;, [3; per formulas:

d“,‘ . 08 _C_l_/sl_ . 08

Tdt T 9p;?  dt T O,
Obtinetur theorema praecedens e theoremate X. statuendo, functiones V, F, &b, ...
ipsam ¢ non involvere, et permutando p;, ¢; cum b;, @;, atque b;, a; cum f3;, ;.

Theoremata praecedentia etiam hanc alteram formam induere possunt:

Theorema X"
Designante i numeros 1, 2, ... m, propositum sit systema aequationum
differentialium oulgarium:
da; _of i _ O
at — op,’ dt dg; ’
statuantur quantitates q,, q., - .- q. aequales expressionibus quibuscunque
ipsius t novarumque quantitatum a,, @, ... @,, Ty, T2y ... T}, desig-
nante k numerum aut ipsi m aequalem aut ipso m minorem; assumatur deinde
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functio arbitraria V earundem quantitatum a(, a;, ... @, 1, T2, ... 1,
t, atque condantur aequationes m-k: '

Al _ | q: aqm
o, = 17%9"+P 2 gr, T T Pe g

av _ 9 9, m

bi“*‘m—— ‘8a+2d . 2 +"‘6a,-’
per quas determinentur quantitates vy, T2y ... Ty Piy Poy ... p. per
quantitates a,, @5 ... @,, by, by, ... b,, ¢, unde etiam quantitates

Qs Q29 --- 4 per easdem quantitates determinatae erunt; quibus substitutis
quantitatum r;, q;, p; expressionibus per easdem quantitates a,, a,, ... a,,,

by, b,y ... b,, t etiam exhibeatur functio

av oq O

P = f1+ Ot {pl 8; +P° z+ *+Pn aqt ;,

quibus factis si expressiones ipsarum Q5 Goy ... Quy Prs P2y - .- Pum per
a, a, ... a,, by, b, ... 0b,, t inventae substituuntur in systemate
aequationum differentialium propositarum, oblinebitur hoc similis formae:

dai (9q7 dbl 6¢

W, ke

simul aequationes differentiales partiales

av, EY
a th=0 Zrte=0,

quae obtinentur ponendo in alter

in alter

av,
dq iy p w
easdem aequationes altera in alteram transformantur, et alterzus solutio
ex allerius habetur per aequationem

Theorema XI.
Designante i numeros 1, 2, ... m, data sint differentialia elementorum
problematis alicuius perturbali per aequationes

L. S
dt — ob,’ dt —  da;’
designante (2 functionem perturbatricem; statuantur elementa a,, ay, ... @,
aequalia expressionibus quibuscunque novarum quantitatum m-+k,
Qg Oy o o . O, &y &y . .. &,

designante k numerum aut ipsi m aequalem aut ipso m minorem; assumia
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deinde functione arbitraria V earundem m-k quantitatum, formentur aequa—

tiones m--k 5 5
vV a, da, oa,,
e, = blﬁ_*_bZE;—-l_""}_bm_aT?
av da al aam ;
ﬁx+'a_aT = bla |+b2a Aes +bm aa
per quas determinentur m--k quantetates &1y 2y - .. &y biy by ... by,
per quantitates novas 2m:
Oy Oag . o . O, ﬂl? ﬂ?’ SR ﬁm;

unde etiam a,, a,, ... a, per easdem quantilates determinalae erunt; quae
expressiones elementorum a,, a,, ... a,, by, b,, ... b, per nova elementa
Oyy Cay oen Oy PBry Py oo B i substituuntur in functione perturbatrice L2,
habentur differentialia novi elementorum systematis per formulas similes:

da; 98 ag; 082

T 98 At T e
Haec altera theorematum forma commodior est, quoties in priore forma numerus
aequationnm F=0, & =0, ... valde magnus habetur.

De casu quodam simplicissimo, quo e systemate elementorum canonico aliud
ejusmodi systema eruatur.

60.

Paucis agam de transformationibus simplicissimis, quarum tamen fre-
quentissimus usus erit, alius systematis canonici elementorum in aliud canonicum.
Sunt elementa canonica, quorum differentialia huiusmodi aequationibus ex-
primuntur :

5 98 - B o8
dt — 9b,° dt —  Oa;’
quarum aequationum integratio redit in integrationem aequationis differentialis
partialis: '
0=2"10
ot 2
siquidem in functione perturbatrice £2 loco ipsorum &,, b,, ... b, ponitur
ov  av ov

2 Bat " Tak sive quod idem est, redit integratio aequationum diffe-
rentialium vulgarium praecedentium in integrationem aequationis:
dV = —Qdt+b,da,+b,day,++--+b,,da,,.

Vocemus duas classes systematis canonici elementorum, alteram, ipsas a,, @, ... @x



C.G. J. Jacobi, nova methodus aequat. different. partiales primi ordinis integrandi. 137

amplectentem , positivam classem, alteram, ipsas b,, b,, ... b, amplectentem
negativam classem. Elementa bina a; et b, vocemus coniugata. Bina elementa
coniugata systematis simul ex allera classi in alteram transeunt, si alterius
elementi signum mutatur. Si functiones quascunque elementorum, quae ad
alteram tantum classem pertinent, ut nova elementa illius classis introducere
placet, facillime alterius classis elementa, quae novis illis coniugata sunt, de-
terminantur. Sint ex. gr. classis positivae elementa a,, a,, ... a, expressa
per alias quantitates ¢,, ¢,, ... «,, quae ut nova elementa classis positivae
spectentur; posito

! 2 dam
/3 == bla +b' + +bm 8(2

erit

dV = —Qdt+f3,do,+ B dey 4+ -+ 3, de,, .
Unde considerari debent quantitates [3; ut nova elementa alterius classis, erit—
que elementum [3; ipsi «; conjugatum, sive erit:

o8 _du  om _ df
98, A Om,

In propositione praecedente loco a;, «; ponere licet —b;, —/3; simulque loco
b;, 3; ponere a;, ;. Unde fluit altera propositio, expressis b; per alia elementa
i, elementa classis positivae, ipsis [3; coniugata, fieri

R R =
Si hunc transformationis modum una cum illo qui sola mutatione signi unius
seu plurium elementorum efficitur, vicissim iterum iterumque adhibes, iam hac
via simplicissima ex uno systemate elementorum canonico diversissima alia
deducere licet.

Ut per methodum generalem supra traditam eruatur transformatio illa
simplicissima, qua bina elementa coniugata, ex. gr. a, et b,, alterum in alterius
classem transeunt, statuatur

av.
Vozalan b,:aa"

=0
1
eril

d(V—I/()) = —-..th—alda,-}-bgdal—l—--'—l—b,,.da,,,,

quae docet aequatio, si loco ipsius ¢, introducatur ¢, =b,, elementum coniugatum
quod erat b, fieri —a,, q. d. e.
Journal fiir Mathomatik Bd. LX. Heft2. 18
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Transformationes antecedentes, variabili t et ipsa muiata, ad summam generalitatem
< perducuntur.

61.
In §§.57., 59. transformationum aequationum differentialium partialium
generalitatem eo restrinximus, quod unam variabilium independentium immutatam
reliquimus. Quam restrictionem si missam facimus, ita agendum est.

\
"

Sit rursus
dv, = _'fldt+P1dq1+P2dQI+"'+P,ndqm
atque V functio arbitraria ipsorum ¢y, ¢, ... 4., { alque novarum a,, a,, ... a,, 7:
fit aequatio transformata

oV
d(Vl"'V) = —_gdt_i'bldall—}"bgda')-*‘""*‘bmdam,
siquidem statuitur:
av . av av ov
a0 = —/17 E’Z: Py 8—q2: P2y - - - ng: Pns
' av oV av
a—al='—l)” —‘E:—bu %—;:~bm
Ex his aequationibus determinandae sunt £, qi, q., ... . per a,, a,, ... a,,
by, b,, ... b,, T atque valores eruti substituendi in expressione %, quo
facto erit
d(Vi=V) = — 2L do-bda+bydas+ -+ b, da,

aequatio transformata. Si in modum §.59. introducuntur aequationes F=0,
& =0, ... inler ipsas ¢, ¢2y .. ¢u, t, @y @, ... @,, 7, nil in prae-
cedentibus mutabitur, nisi quod loco ipsius V ponendum sit V—i, F—1,b—...,
cuius expressionis differentialia partialia multiplicatorum 4,, 4,, ... non continent
differentialia, ut quae in expressiones F, &, ... evanescentes ducta sunt.

Ut e propositione praecedente generaliori deducatur casus, quo varia-
bilis independens ¢ immutata manet, scribatur in locum ipsius V expressio

V4+(r—t)fi,
designante V functionem ab ipsa ¢ vacuam. Quo facto aequatio
ov
a = ~h
abit in
o,

(r—8—5+ =0,
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unde deducitur

7T = .
Reiectis igitur post differentiationes factas terminis in = —¢ ductis ut evanes-

centibus, mutato V in V4 (z—¢)f,, abit % in %Jrfl, differentialia

av : . :
Tq~ on mutantur.  Unde si postremo ¢ loco v seribitur, facile patet, quo-

i

modo e praecedente propositione generaliori deducantur eae, quae §§. ante-
cedentibus traditae sunt.

o
adq;°

Si aequatio differentialis partialis proposita ipsam functionem quaesitam
V. continet, ita agendum est. Sit

AV = —fdt+pidq+p.dg.t--+ p,dg,.
atque contineat [ praeter variabiles ¢, ¢\, ¢., ... ¢., p1y P2y ... p. adhuc
ipsam V; assumatur ipsarum V, ¢, ¢,y 2, ... ¢n, @, @, ... @,, T functio

quaelibet W; erit

dW = S dv b, da,+b,da, + -+ bada,,

siquidem statuitur:

aw_gw, W__ow. oW__ow. . W__ oW
an’ gq,  _avPv g, T T avPv Igm OV Pm>
oW ow ow
é’&r—'bu a, = by, e a_(z:—b'”'
Ex his 2m--1 aequationibus, advocata ipsa functionis W expressione ex
arbitrio assumta, determinandae sunt V, &, ¢y G2y .. Qu, Piy P2y - . Pu PeT
W, v, ay, a,, ... a,, by, by, ... b,, ac valores inventi in expressione

ipsius g—‘:f substituendi, quo facto aequatio differentialis praecedens erit aequatio

transformata. Si inter ipsas V, &, qis Qs - -+ Gus T, Gy @y, ... @, aequa-
tiones F=0, & =0, ... locum habere statuis, tantum necesse est, ut in

praccedentibus loco ipsius W ponatur W4, F+4-4, D+

‘Haec sunt maxime generalia, quae de iransformatione aequationum
differentialium partialium primi ordinis inter numerum quemcunque variabilium

praecipere licet.

18 *
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Agitur de usu integralis cuiuslibet systematis aequationum differentialium vulgarium, quod
non eam in_seriem integraliumn redeat, quam methodus supra proposita sibi poscat.

62.

Adnotavi supra §.56., si principium conservationis arearum respectu
certi cuiusdam plani locum habeat, unam variabilem cum eius differentiali
prorsus ex aequationibus differentialibus abire, ideoque ordinem differentiationum
unitatibus duabus diminui; idem vero, quod pro uno integrali illo fit, non
evenire pro secundo et tertio inlegrali, quod datur, si principium conservationis
arearum respectu cuiuslibet plani locum habet. Quaeramus iam, quemnam alium
usum e tribus illis integralibus percipere liceat in ea integrationis via, quam
supra proposuimus. Eum in finem antemitto has considerationes generales.
Antea autem processum generalem integrationum, qualis e supra traditis habetur,

paucis repetam. i
Proposita integratione aequationum differentialium

dg, : dg, :---:dq, : dp, : dp,:---: dp, =

of .o . ..o . _of _o . ._9of
op, "Op, " "Opn" Oq, " 9g, " Ogn’

in quibus f est data functio ipsarum ¢, ¢», ... ¢u, Py P2s ... Pu, € prae-
ceplis supra iraditis ita agendum erat. '
Integrale primum sponte habetur per aequationem

f=aqa

in qua a est constans arbitraria. Integrale secundum habetur H, = a,, si datur

functio H,, quae identice satisfacil aequationi

1) 0= [H, ],
siquidem semper slatuilur

1 _ Y99 o9  Jp Sy dg Jy
Lo, v] = 2. 99, T 3g, 9p, T . pa
_Gp ow o9 Iy Gp oy

apl 8ql apl aqz Gpm 8qm

Iam e praeceptis traditis non integrale tertium quodcunque investigandum est
seu functio H, quaecunque satisfacial aequationi
(H, [] = 0,
sed eiusmodi functio H,, quae duabus simul satisfaciat aequationibus,
) [H, f]1=0, [H,H]=0.
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Deinde investiganda erit functio H;, quae tribus aequationibus
(H;,f]=0, [H,,H]=0, [H,, H]=0,
functio H,, quae quatuor aequationibus
(H,, f]=0, [Hi, H]=0, [H,H]=0, [H, H]=0,
etc. etc., denique functio H, ,, quae m—1 aequationibus
H._,f]=0, [H,,,H]=0, ... [H,,,H, ,]=0

satisfaciat. His inventis functionibus, integratio completa aequationum differen-
tialium propositarum ad meras quadraturas revocata erat. Scilicet sunt m in-
tegralia aequationum differentialium propositarum ipsae aequationes,

f: a, Hl:alﬁ szag, -« o . H,,_lzam_l,

e quibus deinde si determinantur p,, p,, ... p, per ¢, ¢,, ... ¢,, habentur
m—1 reliqua integralia per formulas:

St
J etk g da 4 =0

. . . . . . . . . . . . . . .

» a a 6 m
/t o dq1+8aff_1 d42+"°+6af._1 dq”"}_'_b'"*‘ =9,

aam——l

Opm
Ba. dguf+b =0,

op,
(95' d92+"'+

in quibus expressiones sub signo sunt differentialia completa, quorum igitur
integratio nonnisi quadraturas poscit. Quantitales @, a,, ... @,_, b\, by, ... b,_,
sunt constantes arbitrariae.

Aequationes, quibus functio H; definitur, ex iis quae supra §.32 de-
monstravi, variis modis transformare licet. Scilicet in aequationibus

[(H,f]=0, [H,H]=0, ... [H,H_,]=0
loco functionum f, H,, H,, ... H;_, alias quascunque ponere licet, in quas
illae ope aequationum f=a, H =a,, ,=a,, ... H;_, = q; , transformari

possunt; nec non supponere licet, ope harum aequationum e functione quaesita
H; eliminatas esse quantitates p,, p,, ... p;. Statuantur ope earundem
aequalionum eliminatas esse p,, p,, . .. p; €x ipsa f omnes praeter p,, ex
ipsa H, omnes praeter p,, ... ex ipsa H,_, omnes praeter p,, singulis aequa-
lionibus f=a, H,=a,, ... H,_, =a;_, in singulis eliminationibus efficiendis
respective reiectis. Tum aequationes, quibus H; satisfacere debet, hae fiunt:
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oH; of oH. of oll; of
0= [H; == — et L
W f1 = 30" ap Y a4y, s " 900 p
oH; of oH, of
6p.+1 aqi-u ap,,. aqm ’
. oH oH. JOH OH. of
0= [H, H] = t : [ OUU . ‘
[ ’ l] aq: apz +aqi+1 ’apz‘+1 aqm ap,,.
_ oM om . _OH on
OPiv1 i Opw  Om ’
OH. OH. OH., OH, OH. OH.
0= Hz I:I,'_ e i —1 i i—1 A 1 i—1
[ ? ‘] dy; op; 6qi+l api-H O¢m  Opm
oH, oH,_, OH, OH,
85.‘-;-1 aq:-u OPm  Ofm
Sit e f=a ipsa p,, e H,=a, ipsa p,, ... ¢ H,_, =a; , ipsa p; expressa per
Pit1s Piyas -+« Pus iy G2y -- . q,; possunt aequationes praecedentes sic quo-
que exhiberi:
OH, op, OH; op, OH;
99,  Op;, 99, Tt Opa Ogm
_on M op OH:
Gq,.H ap,.H O¢m OPm ’
oH, b OH, op, OH;
TRl I
q. Pi+1 Q,'.-H OPm Im
_ 9 OH; _  _op A,
aq:+1 api+1 Ogn Opm ’
oH, op, OH, n op;, OH,
aqi - 8pi+1 aqi-;—l apm aqm
dp, OH; op;, OH,

T %y a0 Opa

Hae sunt aequationes (d.) §.17, quarum docui supra integrationem simultaneam
$§§. 19, 20, primum quaerens functionem, quae aequationi primae, deinde quae
duabus primis, deinde quae iribus primis etc. satisfaciat. Sed interdum fieri
potest, ut alia via determinandi functionem H; commodius ineatur, cuius rei
exemplum simplicissimum prodam. '
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63.
Integratio simultanea binarum aequationum in theoria praecedente primum
obvenit in investigatione functionis H,, quippe quae duabus aequationibus
(#, [1=0, [H, H}=0
simul satisfacere debet. E §. antec. hae duae aequationes ope integralium iam
inventorum f=a, H, = a, in duas alias transformandae sunt. Sed statuamus,
aequationum differentialium propositarum praeter duo integralia illa f=a, H,=a,

haberi tertium:
¢ = Const.,

o, f] =0,
transformatio illa non adhibenda, sed haec investigandae ipsius H, ineunda via est.

Si habetur [¢, H,] =0, statui potest H, = ¢ neque igitur ulteriore dis-
quisitione opus est. Casum quo [¢, H,] in valorem numericum, ex. gr. +1
redit, sive generalius in functionem ipsarum f, H, in sequentibus excludemus,
quippe quo methodum supra traditam retinere convenit neque tertii integralis
inventi usus erit. Quibus suppositis poterit sequente methodo e functione ¢
alia H, derivari, pro qua, sicuti pro ipsa ¢, sit [H,, f] =0, simul vero eliam
(H,, H,] =0. Ponamus:

lp H]=A, [A,H]=4,, [AH]=4, ...,
quae eo usque continuanda est novarum functionum formatio, donec perveniatur
ad functionem [A; ,, H,] = A;, quae antecedentium f, H,, ¢, A;, Ay, ... As,
functio est

ita ut identice sit

Ax = P(f, Hy, 9, Aiy Ay ... Ay ),
quae funclio praeterea e variabilibus ¢;, p; nullam involvat. Sit F functio
alia quaecunque earundem quantitatum f, H,, ¢, A,, Ay, ... Az, dico

primum, haberi identice
[, f] = 0.
Etenim ex aequatione identica generali (Theor.V, §. 26):

Ly, 1, B+ 2], vl+ L v], f1 =0
sequitur casu nostro, quo [f, H;] =0, aequatio:

[lw, 1, B ]+ [Hs ¥], 1 = 0.

In qua si loco y successive ponitur ¢, A,, A, A;, ..., sequuntur,
quum etiam sit ex hypothesi [¢, f] =0, alia ex alia aequationes

(A, f]1=0, [4,f]=0, “ v o [k, f1=0.
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Porro fit
UF, 11 = 3 U 1+ g (Hoo F1+-5 19 F1+ - LAus Fl+4 55— (A )

Unde, quum expressioneg in singula differentialia partialia ipsius F multiplicatae
identice evanescant, fit [F, f]=0, q. d. e.
Habetur secundo loco:

oF g
1] = U H)+ g (i, B+ [p, H)

+aA [AI7III}+ +8A [Al\ 17H1]7
sive quum sit:
[f, H]=[H,, H]=0
[, H] = A, [4:, H,] = A,, ce (Ai_, H] =A =¥,
habetur

[F) Hl] = A1+8A A2+ +8A AK——I+8A T

Unde eruitur functio ¥, quae duabus aequationibus

LF, f] =0, [F,H]=0
simul satisfacit, si ea indagatur ipsarum ¢, A4,, A4,, ... 4,_, functio F, quae
identice efﬁciat"

Al_l_dA Ay +(9A AK~1+dA T—Oa

qua in aequatione ¥ est data ipsarum ¢, A,, A4,, ... A;_, functio. Ipsae
f, H, in hac invesligatione tamquam constantes considerari possunt, quippe
secundum quas functio quaesita F non differentiatur. Qua de re in ¥ loco
f, H, etiam earum valores constantes a, @, ponere licet. .
Per regulas notas habetur F, si F=Constans est integrale aequationum:
dp:dA, :dA;: ... :dA,:dA;_, =
A2 Ay: As:.. .0 A P
quod systema locum tenet unius aequationis differentialis ordinis (£—1)" inter
duas variabiles. Quam, si introducitur elementum dz, etiam per hanc aequa-
tionem k" ordinis repraesentare licet:
k
T

siquidem in expressione ipsius # loco ipsarum A4,, A, ... A;_, ponitur
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k—1

d? d : 5w g : ‘ @
—gi:i, d—:f, dz'"—? , cuius aequationis si F = Const. est integrale, invenitur

. . .. . dp d'¢ g .
functio quaesita H,, si in F loco ipsarum 45 gt ' ggi=r restituuntur
valores A,, 4;, ... A;_;. In hac quaestione usui est, quod quantus sit ordo

aequationis differentialis, cuius integrale unum inveniri debet ad determinandam
functionem H,=F, totidem e duobus integralibus. H,= a,, ¢ = Const. integralia
nova aequationum differentialium propositarum derivare liceat. Vidimus enim,
si k—1 iste ordo sit, haberi integralia nova,

A, =Const., A,=0Const., ... A;_,=Const.,
quae a se et a tribus integralibus datis independentia sunt. Qua re altioris
integrationis incommodum quodammodo compensatur.

Patet antecedentibus, etsi integrale ¢ —Const. non id sit, quod in serie
integralium secundum methodum a me propositam successive investigandorum
ut inlegrale tertium adhiberi possit, eius integralis tamen cognitionem in-
vestigationem tertii integralis H, = Const. plurimum adjuvare, siquidem ex-
pressio [H,, @] non in numerum redit alium atque zero, neque in ipsarum f,
H, functionem.

Praecedentia applicantur ad investigandum usum trium integralium quae conservationem
arearum concernunt in aequationibus dynamicis secundum methodum supra propositam
integrandis.

64.

Praemissis considerationibus praecedentibus generalibus, revertor ad
propositum; quaerimus enim usum, quem in integratione nostra percipere liceat
e tribus integralibus, quae principium conservationis arearum concernunt. In
applicationibus ad Dynamicam est f=a aequatio, qua principium conservationis
virium vivarum continetur. Sint H, =a,, ¢ = Const. aequationes binae e
tribus, quae principium arearum constituunt, sive tribus expressionibus

ds, dy; dz; dy, do,
=m(y g —ng)s  Em(n g -ngt), Sm(ng v g)
exhibitis per quantitates ¢, ¢, ... @n, P1s P2y -+ Pm, Sit

=m; (yiﬁ—zi ﬁ%‘) =9

=m; (z, dt :r,—(%) = vy,

Z'm,-(a:-iyi——- ——-) = H,.

Journal fiir Mathematik Bd. LX. Heft 2. 19
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Demapstravi supra §. 51 (2.), haberi
lp,¥]=H,, [y, H]=9, [H,9]=y.
Hinc secundum praecepta §. antec. tradita, si statuitur [, H,]=A,, [4,, H]=A,,
fit 4,=~—y, A,=—¢, ideoque k=2, A; = ¥=—¢.
Ponendum jam est:
) dp:dA, = A, : A,
sive
_ dp: —dy = —y:—gq,
sive
pdp+ypdy = 0,
cuius aequationis habetur integrale:
H, = ¢p+yy = Const..
Casu igitur proposito aequatio differentialis, cumius integrale inveniri debebat
ad determinandam H,, tantum préimum ordinem ascendebat, eratque aequationum
differentialium propositarum wmem tantum integrale novum w = Const., quod
e dato ¢ = Const. derivari poterat. Aequatio illa primi ordinis quum sine
negotio integrata sit, habemus, si tria integralia prinecipii arearum locum habent,
duas functiones H,, H,, quae identice satisfaciunt aequationibus:
[/, H,]=0, [f,H]=0, (H,, H,] =0.
Loco H, etiam aliam quamlibet functionem ipsarum f, H,, H, ponere licet,
ex. gr. functionem

H, = }/HIIII.+¢(P+1)”17”:
quae plerumque commodiores formulas suppeditat. Invento quolibet integrali
H; = Const. in serie integralium secundum methodum propositam investigan-
dorum, supra vidimus §. 22 ordinem systematis aequationum differentialium,
quae integrandae restant, unitatibus duabus diminui. Hinc introducto uno in-
tegrali H, = Const. in locum duorum ¢ = Const., ¥ = Const., nihil nos pro-
fecisse videri potest, quum etiam duobus integralibus gquibuscunque inventis
aequationum differentialium propositarum ordo duabus unitatibus diminuatur.
Sed hoc interest discrimen, quod introducto uno integrali H,=Const. methodum
nostram integrationum adhibere liceat, qua quolibet novo integrali H;= Const.
invento ordo differentiationum duabus unitatibus diminuitur. Sed melius adhuc
methodi propositae indoles his considerationibus perspicitur.
Demonstravi supra §. 56 modo particulari, quod etiam e theoria pro-
posita generali peti poterat, quoties unum integrale

dy; da; 2 90
H, = Zﬂl;(c,'—dt—' — Y% -F) = 2m; r; a
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locum habeat, ope huius integralis unam variabilem o, una cum eius diffe-
rentiali m—" ex aequationibus differentialibus propositis prorsus abire, unde

ordo differentiationum duabus unitatibus minuitur. Scilicet posito v; = u;+ o,

i elimiiint do, tioni denti iabili

et eliminata —= ope aequationis praecedentis, variabilium o,, o, ... o,
du.

eorumque differentialium solae differentiae w;, —;~ in aequationibus diffe-

rentialibus propositis remanent. At ne hoc, quod ea ratione lucramur, com-
modum rursus perdamus, necesseé est, ut ad reductionem ulteriorem ordinis
differentiationum ea tantum adhibeamus integralia, quae et ipsa variabilium
015 02y ... 0, non nisi differentias continent. Id quod in integralibus duobus
reliquis, quae ad principium conseérvationis arearum pertinent,

¢ = Const., = Const.,

in quibus
P =2m, (yiﬁ__ 5y ) Em,{ sino;( r z: —5; Z: )-—5.'7‘;0050i%§a
Y = Zm;| 3; Z:: x; dt> Zm{ coso,(r, —%; dt) —%;7; sino; — dt }

locum non habet. Qua de re pro his duobus integralibus certa eorum com-
binatio adhibenda est, in qua angulorum ¢,, v,, ... o, non nisi differentiae
obveniunt. Cuiusmodi combinatio est aequatio

¢@+yy = Const..
Habetur enim, designante e basin logarithmorum naturalium,

dr ds; dv
= eV g L £
Yy+oy—1 = Zm;e ‘{z. =5 g —y—1.3r,—— 5 f

) dr ds do
y—g@y—-1 = Z’mkc““'”_‘gzkd—tk—rk—dti +l/—1-5k"kji‘—"“$a
sive posito
3= 0;C087;,  1;= @;Sin7;,
habetur:
o dn. dv,
_ —vv—1 2§ T . sinn; —-
‘P+<Pl/—1 = Zm;e lg,' { dt l/ 1'00517!5“1771 dt "

d
—gy—1 = Smyerur-te:

+y—1. cos, smm z
unde

19 *
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Yy +op =
~(v;—v)V—1 x' dnk dv .
Zm;m; e W otor {——}/—1 cos; sinn; —— % ;t +y—1.cosn;siny—— i }-,
ipsis ¢ et k& in summa duplici praecedente tributis valoribus 1, 2, ... », si-
quidem rursus » est numerus punctorum materialium, quorum motus deter-
minandus proponitur. Quam summam patet ipsarum o,, ©,, ... o, solas
differentias continere. Quae ut etiam ipsarum %%—, %f—‘, oo %’1 solas dif-
ferentias contineat, facile efficitur adiumento aequationis
, v; dv;
H, = Zmir,.r—— = Zm; 9 sin® Mg = = Const..
Imaginariis eiectis, aequatio praecedens in hanc abit:
Yy +op =
dn; dn, . . do; dv,
Z'm;my cos (v —0;)9,9,({ 7 ——i—%sm2n,'sm2nk7—a—}
. do, dn, do,
+ Z'm;my sin (v -—vk)p,gk:,sm%‘ = dt — 4 sin2y;—— o %,

quam data occasione adnotare placet formulam.

Quum antecedentibus casu proposito pateat, in ipsa integratione aequa—-
tionum differentialium propositarum in locum duorum integralium ¢ = Const.,
y = Const. adhibendam esse unicum ¢g@+yy = Const., quaeritur, quinam
usus sit integralis ¢ = Const. sive y = Const., quod praeter integrale hoc
¢@—+yy = Const. habetur. Cuius is est usus, quod eius integralis beneficio
quadraturae supersedeatur. Sint enim H, = a,, ¢ = ya,c0s3, w = ya,sinf,
tria integralia, quae principium conservationis arearum constituunt, designantibus

a,, a,, (3 constantes arbitrarias. Invenlis omnibus aequationibus integralibus

dr; du, dg, do

inter quantitates »;, #;, 3, —, invenitur d—[" ope aequationis

dt ? dt ? dr
= dvi
Hl = m;r dt =
per formulam supra traditam §. 56 (1.):
w2 dui
w, _ I
dar m;r?

E qua formula per quadraturam valor ipsius o, eruendus foret, cui tamen per
aequationem ¢ = ya,cosf3 sive y = ya,sinf3 sive aliam ex iis conflatam super-
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sedetur. Fit enim, advocatis ipsorum ¢, v expressionibus supra traditis:

) ) ds, dr, do,
¢ cosv,+ysine, = ya,cos (0,—f3) = Zm; {smu,-(r,-w—z,«—&—)——z,- r; COSu; _dT} ”
¢ sino,—ycoso, = ya,sin(v,—f3) = Zm; {cosu;(r;—(‘%i—zi %:L) + 3;r;sinw; i;tiz :
do, du; do,
@ Tar
qui iam pro datis habentur, determinatur o, sine quadratura.

Quarum aequationum alterutra post substitutionem valorum

Demonstratur, quodvis problema mechanicum, quo principia conservationis virium vivarum
et arearum valeant, atque in quo positio systematis a tribus tantum gquantitatibus
pendeat, ad quadraturas revocari.

65.

Considerationibus praecedentibus aestimari potest, quae methodo pro-
posita lucramur, si in problemate mechanico praeter principium conservationis
virium vivarum tria integralia locum habent, quae principium conservationis
arearum concernunt. Systematis aequationum differentialium propositi

dg,:dq,:...:dq,.: dp,: dp,:...: dp, =
of .o . .o . o . _ o,  ._9of
T, T Boe ' Bg | T my P B

est ordo 2m—1, qui per integrale f=a revocatur ad ordinem 2m —2, ac per
tria integralia principii arearum H, =a,, ¢ = ya,cos3, ¥ = ya,sinf3, ad or-
dinem 2m—5. Nam licet iam per duo integralia f=a, H,=a, aequationes
propositae ad ordinem 2m—4 revocentur, ponendo o; = v,+u; et eliminando

On

differentiale = ipsa v, ex aequationibus differentialibus sponte abeunte, ad-
notavi tamen, ne ipsa V, in aequa;iones differentiales redeat, loco integralium
p=ya,co8/3, y=ya,sin unicum tanlum @g+yww=a, adhiberi posse, ideoque
tantum unitate ordo 2m—4 adhuc diminuetur. At methodo nosira, qua inte-
grale quodlibet datis considerationibus satisfaciens ordinem differentiationum
unitatibus duabus diminuit, fit ut duobus integralibus H, = a,, H, = a, adhibitis,
quippe pro quibus identice habetur ‘ '
(H,, f]1=0, (H,, f]=0, [H,H]=0,

ordo 2m—2 revocetur ad ordinem 2m—6. Fluit igitur casu speciali, quo
m =3, e methodo tradita propositio memorabilis:

Quodlibet problema mechanicum, pro quo principia conservationis virium

vivarum et arearum locum habent, et in quo positio geometrica systematis

tribus quantitatibus determinatur, ad quadraturas revocari potest.
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Propositio praecedens paullum a gravitate sua eo amittit, quod, ni vehementer
fallor, nullum extat problema mechanicum, pro quo dicta principia generalia
locum habeant, et in quo positio systematis a tribus quantitatibus pendeat,
praeter duo illa motus puncti versus centrum fixum attracti et rotationis cor-
poris solidi nullis viribus sollicitati circa punctum eius fixum. Horum autem
problematum solutio completa iam ex longo temporis intervallo inter Analystas
constat. At posterioris certe problematis reductio ad quadraturas extolli solet
ut pulcherrimus gloriae titulus, quem adepti sint Analystae decimi octavi saeculi,
qui tamen aequationum differentialium integrationem perbene calluerunt. Et
postea magnas laudes iustamque admirationem meruit ill. Lagrange, qui istam
ad quadraturas problematis reductionem vel sine advocatis axium principalium
corporum proprietatibus, quibus Euleri analysis nitebatur, suscipere ausus fuerit;
id quod pro splendida ac paene luxuriante artis manifestatione habeatur. Qua
de re fortasse non displicebit Analystis, quod hic non tantum sine auxilio
proprietatum axium principalium, sed adeo sine certa variabilium electione —
quid? quod sine formatione aequationum differentialium problemati illi parti-
cularium, reductio ad quadraturas efficiatur, nulla re in subsidium vocata, nisi
quod in problemate assignato principia generalia mechanica valeant.

Operae pretium videtur, simultaneam duorum problematum mechanicorum,
de quibus dixi, reductionem ad quadraturas, secundum methodum traditam ge-
neralem efficiendam, accuratius exponere. Si motus propositi perturbantur,
eadem analysis sine ulteriore calculo differentialia elementorum perturbatorum
suppeditat (§. 52).

Solutio simulianea problematis de motu puncti versus centrum fixum atiracti atque pro-
blematis de rotatione corporis solidi nullis viriBus sollicitati circa punctum fizum, una
cum expressionibus differentialibus elementorum perturbatorum utriusque problematis.

66.
Eligatur modus quicunque, in altero problemate positionem puncti in
spatio, in altero positionem *corporis solidi circa punctum eius fixum deter-
minandi, quod fit in utroque per quantitates tres, quas voco ¢,, ¢., ¢s. Sit

d d d ' . . s .
_dt‘l'_—_—q’” E‘ltzq’,, W‘h:q,, ac expressa semisumma virium vivarum T

per 4., 925 qs, qia q;’ q;’ sit

or T _ oT
ag =P TR ag =

Ponamus, H—=a esse aequationem principium congervalionis virium vivarum
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constituentem, atque H,=a,, ¢ =a,, Y =a, esse ires aequaliones, quae
principium conservalionis arearum repraesentant respectu trium planorum inter
se orthogonalium, in altero problemate per centrum attractionis, in altero per
punctum fixum corporis ductorum.

Quantitates a, a,, a,, a,, sunt constantes arbitrariae, quae ipsas functiones
H, H,, ¢, y non afficiunt. Expressis H, H,, H, = yH,H,+¢¢p+yy per
quantitates ¢,, ¢z, ¢, P8 P2, Ps, alque ex aequationibus

H= a, }Il = Q. H =y,

1 __IF

in quibus @, = ya,a,4aia,+a,a, determinatis quantitatibus p,, p,, p; per
¢is G2, ¢, €St pydq,+p.dq,+p;dg, differentiale completum, positoque
ﬁPldq1+P2dqz+P3dqs} =V,

ac designantibus @, a,, a,, b, b,, b, constantes arbitrarias, evadunt e §§. 33.,
34. aequationes:

H"‘a H1=al, I!zzao,
2 g a
/: L dQ1+ s dQ2+ p3 dq:} =t+b,

_—/{ gpl d%"‘ap’ d42+ ap3 dq:',} =bu

__/{ p, d api dq2+ op, dqs} = &,

integralia completa utrlusque problematis propositi, eruntque tres aequationes
postremae aequationes finitae problematum.

Si motus propositi perturbantur atque in problematibus perturbatis aequatio
concernens principium conservationis virium vivarum fit

H+£2 = Const.,
sunt e §. 52. differentialia elementorum perturbatorum data per formulas:

da  9R da, 0% da, 9
d ~ _ob°® dt b dt  0b,’
d 9 db, R  db, 9%
dt ~  Ga’ dt  9e> dt = da,

lam olim ill. Poisson in Commentatione praeclara Actis Academiae Parisiensis
anni 1816 inserta expressiones differentiales elementorum perturbatorum pro
ufroque problemate communi analysi investigari posse demonstravit. Sed ipsa

problemata duo imperturbata eadem analysi hic primum, quantum credo, am-
plexus sum.
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JIam certa variabilium electione facta formulas inventas pro altero
problemate seorsim evolvam. '

De motu puncti versus centrum fizum attracti secundum legem Neutonianam ; formulae
differentiales elementorum perturbatorum.

67.

Sint g@cos7n, @sinzcose, gsinysino coordirgatae orthogonales puncti

. soig : . d
attracti, spectato centro fixo ut initio coordinatarum; posito _d(t,— = o', % =9,
dn

= 7', massaque corporis = 1, fit, designante »* vim attractivam pro unitate

distantiae:

H = 3{¢'0’'+¢*n'' +¢’sin’n.0"0'} —% =a,
1.) H, = ¢*sin’*7.0' = a,,
H, = {H, H,+ g9+ yylt = ¢ {n'n'+sin*7.0'o'} = a,.
Quae notae sunt formulae et facillime probantur. Quantitates ¢, #, o hic sunt
eaedem, quas §. antec. per ¢,, ¢., ¢; denotavi. Fit porro
T = 3{e'o'+¢'nn' +¢*sin’n.o'0'},
unde
aT ’ aT 2 6T L JOC L | ’
G0 ¢ Gy TMEeN, Gy =hi=esmr.o.

Quantitates o', 7,, o, hic eaedem sunt atque §. antec. per p,, p,, p; denotatae.
Eliminata o', fit e (1.):

a+% = %{9’0’4—@2?7’1;'—# — },

o’sin’n
2 4 0.1, 4G
a = onn+sin’ﬂ’
unde
; x a3 |\t
0 = {2(0‘}"‘9—)—?} )
aa |\t
@) m = er = {d—gat,
o, = 0’sin’y.0' = a,.

His substitutis valoribus fit

V =/{9’d9+mdn+mdv§

(3. i ¢
=/{2(a+—"g—)—%}*dp+/{a§—siz:n }‘dn+alv-
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Hic non tantum patet, quod generaliter probavimus, expressionem
pdgit+padg -
differentiale exactum esse, sed ea, qua usi sumus, variabilium electione id
effectum esse videmus, ut in expressione illa differentiali adeo variabiles se-
paratae sint. Idem evenit pro lege attraclionis quacunque, quae si exprimitur
@
9

per functionem , tanlum opus est, ut in expressione ipsius V ante-

cedente loco ipsius 2 ponatur f (o).

Ex aequatione (3.) fluunt secundum praecepta §. antec. tradita integralia
finita problematis :

av d
@) t+b=2" f = TR
da {2((1—}—%)_-%} ’

av d
(5.) b=, :—J o,
d %ai— — } sin®*y

sin’
ov dn 1 do
6) b, :—:ai[l——.-aif e 2
da, R a® % ®* ayiop
{a"‘_sinzn} {2((‘—*—?)—?}
Fit primum.
11 d 1 az
7. —/ R — _— Arccos l/ 2 +C0S
e Jl{ {ai—al—a} cos’y}? a, < a, —a, 77)7

sin® 7)
porro e (5.) habetur:

8) o—b= *fa,_;v;o_l_ctin - —Arccos(l/ -ctgn)

a;ctg 77}é

unde
I 2

(9.) cigy = ‘/az_;;af -cos (v—b,).

Deinde erit:

(10.)

FoEom 1 e o L

siquidem satuitur

(11.) "; —# = y# | ad. cosu.
Substitutis (7.) et (10.), aequatio (6.) in hanc abit:
12.) b, Arccos(]/ cosn)—u,

Journal fiir Mathematik Bd. LX. Heft 2. 20
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unde

(13.)  cosy = ]/a:;af -cos(u+b,).

Denique habetur e (4.):
/’ o do _ / Y —2a.0dp
V2ao® + 2%% —a? {#* 4 2aa2 — (Rag +x*)°J} °

(14.) #+2ap = y»*+2ada;.cosE,

sive posito

fit

»'E ]/x*+ 2aa; .
15. t+b=—= 2,
(15.) =} = /@ (_ 20 2 sinE.

Ut aequationes inventae induant formam simpliciorem, pro constantibus ar-
bitrariis adhibitis alias introducam. Sit

2 . —2a)}
16) YHEE e a=—gp, w=iZL X

fiunt (14.), (11.), (15.):
(17.) ¢=A(1—e.cosE),

A(1—ee)
——

N

=1+e.cosu, u(t+b)=E—e.sinE.

E quibus aequationibus patet, quantitates E, w, w(¢+b), A, e, —b, % esse

anomaliam excentricam, anomaliam veram, anomaliam mediam, semiaxem

maiorem, excentricitatem, tempus perihelii, radicem quadraticam semiparametrs.
Ponamus porro:

1/ @ —a} : a s
(18.) l/ :— =1tgi, unde — = cosi,
a a,
fit e (9.) '
(19.)  cosicosy = sinisinycos(o—b,),
quae docet aequatio orbitam puncti attracti esse planam alque designare ¢
inclinationem orbitae atque b, longitudinem nodi ascendentis orbitae ideoque
.. a s 5 . ; S ;
erit —t aequale radici quadraticae semiparamelri mulliplicatae per cosinum
inclinationis orbitae. Unde iam quinque conslanies arbitrariae a, @,, a,, b, b,
significalionem geometricam inveneruni. Reslal aequatio (13.) quae e (18.)
in hanc abit:

(20.)  cosn = sinécos (u-+ b,) = sini. sin(u+%+b2>-

Haec formula docet, esse ;——{— b, distantiam perihelii a nodo ascendente.
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E theoremate §. 66 proposito fiunt differentialia elementorum pertur-
batorum :

di_ 68 da, 08  do,_ 60
dt — 9b> dt —  0b > dt  0b,°
9% Ay 92 b, 0@
dt —  da’® dt da,’ dt Oa,’
quibus in formulis est
—x° - .
5, ' semiaxis major,
Z' - radix quadratica semiparametri multiplicata per cosinum inclinationis,
- - radix quadratica semiparametri,
%z
—b - tempus perihelii,
b, --- longitudo nodi ascendentis,
-g—+b2 -« - distantia perihelii a nodo ascendente.

Designante igitur, ut notationem usitatiorem adhibeam, A semiaxem maiorem,
b radicem quadraticam semiparameiri, ¢ inclinationem, = tempus perihelii,
Q longitudinem nodi ascendentis, @ distantiam eius a perihelio, fiunt formulae
differentiales elementorum perturbatorum:

2dAd 5 ., 08 o dt 5 08
O =Rl gy ¥ =i
1. o 9R  dh 08
(21.) P TR o f e T O
_df  aL yd.hcosi_ _8.!2
£ q " Bl T @ Elon

quae formulae aequivalent aequationibus differentialibus sequentibus, in quibus
0= )/:c:v—i—yy—{—z_g:

d'z »'x 08

| it — ——9—3_—— or
dy ey 08

(22.) dtl - 93 ay 9
d’s %'z o

dt‘) - 93 - 85 9

in quibus £2 data est functio ipsarum =, y, s, ¢, vel adeo aequationibus dif-
ferentialibus generalioribus sequentibus:

20 *
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(de  ,  OR de! #z __éﬁ
@~ @ T e o

dy  ,, 08 dy = #y 08
(23.) T[—?I‘l‘a—y,‘o T T e oy
dz , . 08 dz' %% 08
== =5t e = T T T

dt oz dt 0® %

4

in quibus £2 est data functio ipsarum ¢, «, y, 5, 2/, y, 5'. Per varias me-

thodos supra traditas ex elementorum canonicorum systemate proposito innumera
alia facillime derivantur.

Si placet, quod in calculis commodius est, in locum temporis perihelii
ut elementum introducere epocham seu valorem anomaliae mediae pro t =0,

c=—ut=ub,
facile deducitur e (21 ):
o 08  dd y 0L
dt =Mar =M

reliquis formulis (21.) immutatis manentibus.
Quaeramus adhuc ipsius functionis V' expressionem finitam. Fit

{2(a+;;

a? }‘5 _ e sinE

T 9°) T YA 1—ecosE’
dp = AesinEdE,

unde

VALICS

sin’ EdE
== g A/1 ecos E

— xy4 {E+esinE—2;/1jeTArctg(% FEAT

Fit porro, posito a, =xh =zyA(1—e ),
a;, |} . cos’é
/{azhs_m—;} dy = /h/“_ smn

= xzh Arccos (:n—?‘?) —zhcosi Arccos (ctgé ctg ).

Unde
V = /]/A{E+e31nE 2yl—e Amtg(V te tg———)% F/lichos( 5'7

+4kcosz{v—Arccos(clgzctg'r/)}.
In differentianda hac expressione secundum constantes arbitrarias A, e, ¢, quae
in locum ipsarum «, a,, a, introduci possunt, adhibendae sunt aequationes:

. JE
0 = 1~—ecosE+AermEm,
0= cosE—esinEgE—,
de

E
oi
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Integrationes antecedentibus factae sunt respective inde a limitibus 9=A(1—e),
f= % —¢.  Quorum limitum in differentianda V' secundum constantes arbitrarias
respectum non habuimus. Scilicet quia in expressione V termini sub signo

integrationis pro limitibus illis evanescunt, unde facile patet, terminos e limitum
varialione prodeuntes evanescere ideoque negligi posse.

De methodo proposita in varia problemata applicandua, ac praesertim in problemata
isoperimelrica.

68.

 Methodus generalis etiam facillime applicatur problemali celeberrimo
de puncto versus duo puncta fixa, quorum datae sunt massae, secundum legem
Neutonianam atlracto. In cuius solulione occupatus invenerat Eulerus praeter
integralia duo a principiis conservationis virium vivarum et arearum suppeditata
integrale tertium, quo problema ad aequationem differentialem primi ordinis
inter duas variabiles revocabatur. At summo viri egregii acumine et intrepido
animo indigebat, ut per varia lentamina aequationis differentialis complicatis-
simae reductio ad quadraturas succederet. Nostra methodo per regulam ge-
neralem absque omni calculo instituendo aequatio differentialis revocari potuisset
ad quadraturas. Determinatis enim e tribus illis integralibus ', y', 2’ per
x, y, & el lres conslanles arbilrarias @, a,, a,, quas principia conservationis

virium vivarum et arearum et integrale ab Ewlero inventum involvunt, erunt
aequationes lres:

/‘{g-d +8y d —}———dz} = {+b,
/;aa e +ayd *éid%} = by

/{a—azdx—}‘ +‘—dz’§ = by,

in quibus expressiones sub signis inlegralionum differentialia exacta sunt,
problemalis proposili aequationes finitae. Nec non etiam huius problematis
sine ullo caleculo per propositiones nostras generales habentur formulae per-
lurbatoriae.

Quoties in problemale mechanico, in quo principium conservalionis
virium vivarum valet, posilio systematis duabus quantitatibus a se inde-
Pendentibus ¢,, ¢, determinatur — quod ex. gr. evenit, puncto supra datam
Superficiem in linea brevissima moto — mova methodo integrandi aequationes
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differentiales partiales primi ordinis non egebat, sed sufficit Lagrangiana, quae
de tribus variabilibus pro perfecta haberi potest. Problemata eiusmodi pendent
ab integralione aequationis differentialis secundi ordinis inter duas variabiles,
quae, si praeter dictum principium alterum innotescit inlegrale

(915 @ Py p2) = @,
revocatur ad ordinem primum. Sed secundum methodum nostram generalem
vel etiam secundum ipsam methodum Lagrangianam integrandi aequationes
differentiales partiales primi ordinis inter tres variabiles, haec aequatio dif-
ferentialis primi ordinis inter duas variabiles semper ad quadraturas revocari
potest. Sit enim f=a aequatio pro viribus vivis, eruantur ipsarum p,, p,
valores ex aequationibus f= a, fI:al, determinabit aequatio

S ] =

positionem systematis, sive pro puncto singulo, in data superficie moto, eius
orbitam, atque altera aequatio

/’ P g, d”*d%} = b+t

positionis tempus. In hunc casum, qui lantum integraiionem aequationis dif-
ferentialis partialis primi ordinis inter variabiles #res requirit, in qua una
variabilium, funclio quaesita, ipsa non obvenit, exempla praecedentibus allegala

redeunt. Nam introducendo coordinalas polares per integrale a principio conser-
vationis arearum petitum unam variabilem simul atque differentiale partiale secun-
dum eam sumilum ex aequatione differentiali partiali eliminare licet, unde tres
variabiles independentes ad duas revocantur alque aequatio differentialis partialis,
a cuius integratione problema pendet, ad aliam iam apud ill. Lagrarge tractatam.

Notum est, aequationes differentiales vulgares lineares secundi ordinis
inter duas variabiles ita comparatas esse, ut post alterum integrale inventum
alterum tantum a quadraturis pendeat. Problemata mechanica videmus ducere
ad alias aequationes differentiales vulgares secundi ordinis inter duas variabiles
ita comparatas, ut post alterum integrale inventum alterum a solis quadraturis
pendeat, et quae neutiquam sunt lineares.

Cuiusmodi ex. gr. est aequatio differentialis notissima, quae lineam bre-
vissimam in data superficie concernit, quippe quam describit punctum in super-
ficie data moveri coactum et a viribus nullis acceleratricibus sollicitatum; unde
habetur propositio:
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aequationis differentialis secundi ordinis, a qua linea brevissima pendet,
si integrale unum inventum est, lineae delerminatio ad solas quadraturas
revocatur. ‘
Cuius propositionis exempla suggerunt lineae brevissimae in superficiebus
rotundis, conicis, cylindricis, in quibus integrale unum sponte se offert. Ac
generalius, quod diximus, valebit de aequationibus differentialibus secundi or-
dinis, a quibus pendent problemata, integralia huiusmodi

/ w(-'v Y j—i)dw

maxima vel minima reddere. Facile autem patet e supra traditis, exhibendo
problemata mechanica hic tractata sub forma

t)‘/{TJrU)dt = 0,

methodum propositam omnibus problematibus isoperimetricis adhiberi posse, in

quibus expressio sub signo integrationis quemlibet functionum incognitarum
dq.

numerum earumque differentialia prima involvat. Posilo enim ¢; = T; , si
proponitur aequatio:
A\ V’(t; qu q'l? qm) q;v q;9 e q:n)dt = O’
ponatur
, de , Op ey
H = qr'dT:l'{*%—aE-F'““\‘qm“éE—(ﬁ,
alque eliminentur ex hac expressione ipsae ¢, ¢, ... ¢, per aequationes
dp O o

(’)?;:p“ a—q,z:p,“ <o g(azpm-

Quo facto pendebit problema, quod facile e regulis notis calculi varialionum
comprobatur, alque ex ipsa analysi elucet, quam apud ill. Hamilton invenis,
ab integratione completa systemalis aequationum differentialium vulgarium se-
quentium:

dg,  OH  dq, _  OH dgn _ OH
T T AT e T A
dp, __OH dp,  oH dpn _ _ OH
Tt— o _OTqu dt - 8q2 ? o dt aqm

Quam integrationem completam demonsiravi obtineri per integrationem com-
pletam aequationis differentialis partialis

av
7 =0,
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in qua ponendum est
av av ov

L7 841 ) P = 6(12 ’ SIS Pun= aqm .
Haec autem integratio per methodum novam hic propositam absolvitur.

Etiam generaliorem casum problematum isoperimetricorum, quo ex-
pressio sub signo integrationis praeter differentialia prima functionum incogni-
tarum differentialia altiora ordinis cuiuslibet involvit, contingit ad integrationem
aequationis differentialis partialis primi ordinis revocare. Quae aequationes
differentiales partiales omnes eo commodo gaudent, quod functionem quaesitam
sive variabilem dependentem ipsam non involvunt. Sunt tamen problemata
isoperimelrica, quae ad aequationes differentiales partiales conducant ipsam
etiam variabilem dependentem involventes, ea dico, in quibus expressio, cuius
variationem evanescenlem reddi oportet, non immediate ut integrale proponitur,
sed et ipsa ab integralione aequationis differentialis primi ordinis pendet, quae
praeterea functiones incognitas earumque differentialia involvit. Quin adeo,
si expressio, cuius variationem evanescentem reddere proponitur, per aequa-
tionem differentialem cuiuslibet ordinis dalur, quae etiam functiones incognitas
earumque differentialia involvat, quaestionem ad integrationem aequationis dif-
ferentialis partialis primi ordinis revocare contigit. Unde et illis quaestionibus
valde generalibus methodos nostras applicare licet.

Quaestiones isoperimetricas, quae ad aequationes differentiales partiales
primi ordinis revocari possunt, antecedentibus eas esse supposuimus, in quibus
functiones unius variabilis seu curvae indagantur proprietati maximi minimive
satisfacientes. Quaenam analoga extent circa problemata isoperimetrica, in
quibus functiones duarum variabilium seu superficies quaeruntur, integrale
duplex propositum maximum minimumve reddentes, felicioribus conatibus re-

linquo investiganda.
A}

De relationibus simplicissimis, quibus differentialia partialia variabilium secundum elementa
canonica sumta differentialibus elementorum secundum variabiles sumtis vel nude vel
mulato signo singula singulis aequiparaniur.

69.

Systema elementorum, quae afficiunt solutiones problematum mechani-
corum secundum methodum a me propositam inventas, praeterea quod for-
mulas perturbatorias simplicissimas suppeditant, aliis adhuc gravissimis pro-
prietatibus gaudent. Quas sequentibus exponam.
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Sit ¥V functio quantitatum

Qs Q2s -+ Gns Quy Qrg oo Gy by by ... 8,
ac ponamus
) S, oy
. aql =P1s aq = P2y 6(].. = Pm>
av ov av
(2-) a—al-—-bl, T—ba’ LA aa,,, —bm,
ov ov ov
(3.) 'a"t‘l——'le, '_a—i:_T'_Zj e E:T,‘.
Ex aequationibus (1.) et (2.) sint ¢,, ¢2y ... Gu, Pis P2, ... p, expressae
PET @yy Gay - Quy biy by ... by, by 6,y L, ac Vice Versa ay, a,, . .. G,,

b,y byy ... b, expressae Per qi, Gy ... Gmy Pis Pas - -« Py by by ... £, Quae
sunt expressiones, quas in sequentibus subintelligam, si quantitates ¢,, ¢., ... ¢,
Pis P2s -+ - Pu secundum a;, b;, ¢; vel vice versa quantilates a,, a., ... @,,
by, bay ... b, secundum gq;, p;, ¢; differentiantur. Suppositionem, quantitates
i, p: per a;, b;, t; ita expressas esse, ut (1.), (2.) identicae evadant, vocabo
suppositionem primam; suppositionem, quantitales a;, b; per q;, py, ¢; ita ex-
pressas esse, ut (1.), (2.) identicae evadant, vocabo suppositionem secundam.
Suppositione prima facta, differentiemus aequationes

av
oa, = O
secundum @;, b;, ¢;, prodit:
v &V _dq , &V dg . . 8V 8g, _
(4.) da, da, —l—c?a,‘aql da; +8ak8qi da, + +8ak8q,,. da, 0,
'V _dq , OV dq, OV  Og. _ 9
(5.) Da,3q, b, T Ba,0q, 96, TV Ga 00, b, — o, °
oV 8V oq , O aq, OV Ogm

6) or Tos0g o Toe0q, o, Tt oaen o, = O

Suppositione secunda facta differentiemus aequationes

ov.
aql = P
secundum ¢, p;-, ., prodit:
a'v g’V _ da, oV Oa, o'V dan
¥.) dq, 9¢;. + dg,0a, Og,, +8q da, 6q,+ +8q18a,,. Oq, 0,
OV da, , OV da, 'V  da, _
8. '0g,0a, 8p,+8q18a Gp,,+ +8q16a,,, op,  op;°
9.) &y o'V da o'V da, o'V dan

o, o o, Tagea A, vt e e o, = O
Journal fiir Mathematik Bd. LX. Heft 2. 21
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In his formulis indicibus 4, ¢, k, 2 tribui possunt valores 1,2, ... m, excepto casu,

quo i, i' ipsam ¢ afficiunt, quo casu iis valores 1,2, ... « conveniunt. Expressiones
db, &
ETR ap# sunt aut =0, si k, 2 ab 4, ¢' diversi sunt, aut =1, si k=i, 1=¢",
Multiplicentur aequationes (4.), (5.), (6.) per
da, da, da,
3¢, >  op, o, °

ac post mulliplicationes factas instilualur summatio secundum indicem %, hoc

est, ponatur successive 1, 2, ... m loco ipsius k et expressiones, quae inde
prodeunt, addantur. Quo facto per (7 ), (8.), (9.) nanciscimur e (4.):
o’V  Jda, o'V 'V da.
a0y | 0% B T %%, 9, c')ql, Tt Danda, Oy,
' o'V Bq, T 'V Jdq, RS i 0"V Ogm
dq, 9q, d dq, 9q;, Ou; 9¢n0q, O, ’
OV aa, 'V O, 'V da, _  9g.
(11.) 34,94, Op, T 0a,0a, p, T T Oanda; Op, — ~ 0a, ’
'V da, . &'V da, &'V Oan
a2y ) 00 T Ba,00; 01, T Ganda; Ot,
' rV_dq , OV aq,+ OV o'V aq”..
dq, ot,, Oa; dq, o, "0¢a0t, da; ’
e (5.):
da; o'V 9y, o'V dq, o'V qn
(13.) " 0q, ~ 0¢,9q, Ob; +8q,6qi, ob, e +dq,,.8q, ob, °
Oa; aq;,
(14.) P = b,
Oa, v aq, &'V dq, &'V g
(15.) ~ o, — 0g,0t, + dg,0t,, Ob, T arE "Ogmot, b, ’
e (6.):
- 0V Oa, 'V da, GV dam
16) | %% G T oaor oq, Tt Banor;, 9q, =
(16 'V dq, n il 4 aq, g OV &'V 9gm
0q,9q;, Of; dq,9¢q;, dq, 0y, 61 ?
'V da, , OV aa, "V da, _ 9q
A7) et op, T ou 0k, ap, Tt Bener, o, = oL
a'V  Qda, o'V Oa, o'V danm
sy | %0 % + Ba,ar, a: Tt e ar o,

'V dg, o'V
\ dg, ot;, Ot
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Si utrique parti aequationum (10.), (12.), (16.), (18.) respective additur:
v e 3y 8V
8q,0a;° Ot,0a,° Bg, oL ' OF,ar

aequationes inventae (10.) — (18.) sic exhiberi possunt:
(10.%) % = gZ,
(11.%) 7;’:— = —%’;‘,
(12.%) gf— = 3:_"’,
(13.%) % = —S{-},
o o
(15. %) ;“ = ZZ,
8. T =
1Y = =g
a8n G- H-

T T

Ut aequationes novem praecedentes, quae sunt gravia et elegantia theoremata,
recte intelligantur, teneri oportet, expressiones ad laevam omnes referri ad
suppositionem secundam, qua considerantur 2m quantitates a; et b; ut functiones
ipsarum ¢y, ¢as ... Gm, Pis Py -+ - Pms by by ... £, aequationibus (1.) et
(2.) identice satisfacientes atque illi ipsarum @; et b; valores in expressionibus T,
substituti supponuntur, antequam secundum ¢ differentiantur; contra expressio-
nes ad dextram omnes ad suppositionem primam pertinent, qua considerantur
2m quantitates g¢; et p; ut functiones ipsarum @,, G2y ... G@p, byy by, ... b,,
tiy by ... t, aequationibus (1.) et (2.) identice satisfacientes, atque illi
ipsarum q; et p; valores in expressionibus T} substituti supponuntur, antequam
secundum ¢; differentiantur.

1 *
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70. .

Aequationes inlegrales systematis aequalionum differentialium vulgarium
propositi sub duabus maxime formis considerantur; exprimuntur enim aut in-
cognitae omnes per unam ex earum numero (ex. gr. tempus in quaestionibus
mechanicis) atque constantes arbitrarias, quas integratio completa secum fert,
aut exprimuntur constantes arbitrariae per incognitas. Qua in re incognitas
etiam dicimus earum differentialia, quae inferioris ordinis sunt alque summi, ad
quem in aequationibus differentialibus propositis ascendunt. Aequaliones poste-
rioris formae ita comparatae sunt, ut semel differentiando constantes omnes
arbitrariae sponte abeant, ideoque aequationibus differentialibus, quae inde pro-
veniunt, per ipsas aequationes differentiales propositas sponte satisfiat, cuius-
modi aequationes integrales prae ceteris vocavi integralia aequationum dif-
ferentialium propositarum. Aequationes integrales, quae motum ellipticum con-
cernunt puncti secundum legem Neutonianam ad punctum fixum atlracti, saepius
sub utraque forma propositae sunt, variosque ad usus indagalae sunt quotientes
differentiales partiales provenientes, si in altera forma incognitae secundum sin-
gulas constantes arbitrarias, sive in altera funcliones constantibus arbitrariis
aequivalentes secundum singulas incognitas differentiantur. Qua de re memoratu
dignum mihi videtur, quod e formulis praecedentibus patet, proposito systemate
aequationum differentialium vulgarium, quale in mechanicis integrandum est:

g, 22 4 G dgn _ O
dt . op,’ add —  op,? dt =~ Opnm’
o, _fH  dp _OH dpn _ _ OH
dt —  dq, > dt —  dq,7 dt =~ Oqn’

si eligatur constantium arbitrarium sive elementorum systema canonicum, fore
ut quotientes differentiales incognitarum secundum elementa aut elementorum
secundum incognitas singulae singulis aequales evadant aut solo signo inter se

differant.
Sit enim in formulis praecedentibus w=1, sive una tantum adsit quan-
titatum ¢, £, ... ¢,, quam vocabo ¢ Ponendo in expressione
loco a;, a,, ... a, earum valores per ¢,y @2y ... Gu, Pis Poy - .. Pn, b €X-
pressos, quales obtinetur ex m aequationibus
oV av av

W=Pla a_q;:ph coe ¢m = Pm>
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abeat T in —H, ideo ut sit —II expressio ipsius T in suppositione secunda.
Unde erit V integrale aequationis differentialis partialis

av
(1) = +H=0,

quod integrale continebit m conslanles arbitrarias a,, a,, ... a,. Consideremus
in aequationibus
o _ eV v _
@) 34, Py o, P2 Im Pns
Doy v _, . av_,
da, — "'’ da, 7 da, ™’

e quibus sequebantur aequationes §'. antec. (10.*) — (18.%), ipsas a,, a,, ... a,,
b, by, ... b, ut constantes, unde ex aequationibus illis fiunt ¢,, ¢, ... ¢m,
Pis Pas - .- Pn solius £ functiones. Ac scribendo —H loco T; in parte laeva
aequationum (16. *), (17.%) §'. antec. obtinemus 2m aequationes differentiales, '
quibus aequationes (2.) salisfaciunt:
By —ple M AR _Ch,
dq,, dt °  Jp, dt

quibus in formulis indici ¢’ valores 1, 2, ... m tribuendi sunt. Aequationes
vero (10.*) — (15.%) suppeditant theorema propositum, videlicet: differentialia
partialia variabilium secundum elemenia differentialibus partialibus elementorum
secundum variabiles singula singulis aequivalere. Casu, quo functio H ipsam
t non implicat, qui est frequentissimus in problematis mechanicis, ita agere licet.
Statuamus, in §°. antec. functionem ¥ quantitates ¢, &, ... f{, omnino non
implicare ; porro loco a, scribamus %, loco b, vero f47. Unde aequationes
(1.), (2.) §'. antec. fiunt:

ov av ov
(4'> aq, = P1y a4, =Pay v O = Pm>s
V ov oV av
P _ . =byiy G=ttr.

(5.) ;97.'217‘, 8—%—1127

O0ay—1
Eliminatis e (4.) quantitatibus @,, a,, ... @,_,, prodeat

H = h,
designante H functionem ipsarum ¢,, sy ... Qu, Piy P2y --- Pu, quae ipsam h
non implicat. Unde vice versa considerari potest ¥ ut solutio completa
aequationis differentialis partialis:
H=h,

in qua a,, @,, ... a,_, sunt constantes arbitrariae (constantem arbitrariam,
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quae fanctioni V sola additione iungi potest, ut plerumque, non respicimus)
atque b constans data, quae ipsam iam aequationem differentialem afficit. Con-
sideremus porro in aequationibus (4.), (5.) ipsas a,, @, ... @,_4, kb, b,
b,y ... b,, T ut constantes, erunt per aeqnuationes illas ipsae ¢,, ¢y ... ¢,
Pisy P2y - -+ P datae functiones quantitatis £z Ponamus in aequationibus (13.%),
(14.*) §'. antec. i=m, atque, sicuti convenimus, loco a,, b, scribamus A
atque f+7, in parte laeva aequationum illarum exprimendum erit a,, sive & per
ipsas qiy G2y +-- Gms> Pis P2s --- Pm Ope aequationum (4.), (5.), sive loco a,
ponendum est H. Quo facto, si insuper animadvertimus, loco expressionum
aq,-. ap,-, . aq,., GP,-, . . o peye_. s
Db Tb. sive 3GT’ IaLe scribendum esse, si ¢ ut variabilis in-
dependens spectetur, ’

og;,  dg, op;  dp;
ob,  dt ° Ob,  adt

abeunt aequationes (13.%), (14.%) in systema aequationum differentialium vul-
garium, quae aequationibus (4.), (5.) satisfaciunt:

OH dp,, - 8H  dq;

dq,  dt > op, dt

Ac vice versa aequationibus (4.), (5.) hae aequationes differentiales complete
integrantur. Porro aequationes §' antec. (10.%), (11.%), (13.%), (14.%) sup-
peditant formulas:

ob, op; ob, dq;,
g, 94 Ip, Oa; ’
Oa; op; da; dq,,
dq, b’ 9p, b’

in quibus indici ¢ valores 1, 2, ... m—1, indici &' valores 1, 2, ... m tri-
buendi sunt; atque fit:

or op;, or __aq,.,
aq;, ~ oh? op., oh °

I

in quibus aequationibus indici ¢ rursus valores 1, 2, ... m tribuendi sunt*).

*) Formulae eiusmodi, cum Academia Berolinensi scientiarum communicatae,
iam inveniuntur in commentatiuncula ,,)Neues Theorem der analytischen Mechanik*,
huius diarii tom. XXX, p. 117. : C.
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Formulae antecedentes applicantur in motum liberum n punctorum malterialium quo
aequatio conservalionis virium vivarum locum habet.

71.

Operae pretium mihi videtur, nonnulla eorum, quae antecedentibus in-
vénimus, pro casu systematis liberi per vires internas sollicitati seorsim theo-
remate exponere. Quo casu loco quantitatum ¢; ponamus coordinatas ortho-
gonales, unde loco ipsarum p; ponendae erunt expressiones m;x;, m;y;, m;z..

Theorema.
Consideremus motum systematis liberi n punctorum materialium; sint
x;, Yi, % coordinalae orthogonales puncti, cuius massa m;, ac sollicitentur
singula puncta m; secundum directiones axium coordinatarum viribus m;X,,
m;Y;, m,-Z,: talibus, ut evadat summa

S, (X;dz;+ Yidy;+ Z:ds,),
extensa ad puncta omnia systematis, differentiale completum
dU = Zm;(X.dx;+ Y;dy,+Z;dz;),
qui habetur casus, quoties systema punctorum materialium tantum oviribus

internis attractionis aut repulsionis sollicitatur. Ad inveniendum motum
systematis, integretur aequatio differentialis partialis:

1 ary? avy\* , rovy’
%E;n—i{(a—xi) +('ay—i> +(3—5;) { = U+,
in qua h est constans; inventaque solutione completa V, quae praeter
constantem, quae sola additione ei iungi potest, constantes arbitrarias
ayy Gy, ...« implicel, erunt aequationes finitae, quibus motus punctorum

materialium definiuntur:
av av av

_G—aT == bl, % = bg, « e . aah_l = b3,,__|,
av
= .
designantibus b,, b,, ... bs,_y, T novas constantes arbitrarias; porro erit
oY _ wim GV de L
oz,  ™7Tdr ° oz, ™M@ > Bz ™at
oV dy, oV dy, av _ dy,
YTy T ™ Gy, T ™ o T ™
ov dz, av dz, av dz,

T MG G Mg ot Em T
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Per aequationes propositas, statuto
dx' dy i i d‘-"

! H ! 14
%; =

=g YT dt

considerari possunt 6n quantitates x;, y:, %, i, Y:, 5; ul functiones 6n
quantitatum a,, @, ... @,y by by, boy ... b3, I+ 7, vel vice veisa
spectari possunt 6n quantitates a,, @, ... G3u_yy by by byy ... by, ,, t+7,
ut functiones 6n quantitatum x;, y;, %, x:i, Yi, 5i.

Si sub utraque suppositione functionum illarum quotientes differentiales
partiales sumuntur, quotientes differentiales partiales sub altera supposi-
tione sumtae quotientibus differentialibus partialibus sub altera suppositione
sumtis singulae singulis aequales fiunt aul tantum signo differunt; fit enim,
designante i unum quemcunque e numeris 1, 2, ... n, atque k unum quem-
cunque e numeris 1, 2, 3, ... 3n—1:

ox; b, ox; da,

MiGa, T o, > ™, oz, °

= dy, ob, oy, da,

4 da, oy, * ™o, dy;
0z; by Oz da,

i Ga, a5, > ™, &
oz; ob, oz, da,

s da, — . 9z, ° i ob, Oz, °
ay; b, Ay, oa,

m; == 9 m; — = — .
da, dy; db, dy;
3, ab, EX da,

m; a = P m; == )
a Oz, ob, Oz,

. oz; 9@+ oz,  9(z+0)

oh T T Tax, * ™Ton T T os 0
TR W /ST =)
oh T oy, 0 ™Tan T gy

03, o(x+1) 3 d(r+1)
Moh T o, 0 ™ok T os

Statuamus propositos motus perturbari, viribus m; X;, m;Y;, m;Z; punctum
m; sollicitantibus accedentibus novis viribus m; X;, m;Y;, m,Z;, designantibus
Xi, Yi, Z; functiones omnium 3n coordinatarum x;, y;, 5; atque temporis ,
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ac sit, si solae coordinatae variantur neque simul tempus, summa

Sm{ X0z i+ Yidy:+ Z; 05},

extensa ad puncta omnia systemalis, variatio completa
—082 = Zm;{X;0z;+ Y0y, + Z; 05, };

quibus statutis, aequationes problematis imperturbati

VW, av av
da, Y Ga, 0 7

aa;,,_l = bSn—l’ 8h = t+1’

- 169

ov ' ov ' av )
Gz, T gy, TPttt g T e,
av ' av / av ;
8—%—=mly” W:mzyz, . s s c')y,._:m"y"’
av i ' ov. e
gz ™A Fz—,— B I "o
1 n
etiam motus suppeditabunt perturbatos, si loco elementorum a,, a,, ... as,_;,
h, by, byy ... bs,_,, T sumuntur functiones temporis satisfacientes aequa-
tionibus differentialibus:
da, 98 da, 082  dag, 98
d¢ —  ob ° dt ~—  db° dt —  Obsa’
d, 99 db, 02  db, _ 08
d¢ = da,’ dt —  da,’ dt —  Odage’
dh 98 dr 98
dt —  or ' dt = oh >’

quibus in aequationibus supponitur, functionem £2 ope aequationum pro

motu imperturbato inventarum

av av v v

Ta = g =0 G T ben g=tte

per sola elementa et tempus expressam esse.

Aequatio differentialis partialis in theoremate antecedente proposita in-

venitur ex aequatione
H=T-U=h,

quum sit T semissis summae virium vivarum
U ! ’ ! ! !
T = }Zm{zizi+yiyi+5s};

aequationes vero
oT ov

ag =y

in aequatione H = h substituendae, quo aequatio differentialis partialis evadat,
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hic sunt
-1 4 LA
m;x; = }%9 m;Y: = ayi s Mi%; = azi
Unde aequatio
— 3 Sm(ajai+ylyitsis)—U = b,

abit in aequationem
1= AG) G+ G U = b

quae est aequatio differentialis partialis in theoremate antecedente proposita.
Formulae perturbatoriae theorematis e §. 52. petitae sunt, scriptis & et = loco «
et b. Eaedem expressiones differentialium elementorum habentur etiam pro
generalioribus aequationibus differentialibus, in quibus £2 praeter ipsas z;, y;, =
etiam quantitates x;, y;, =; involvere potest:

i

(le- ' 852 dy; ! (")Q dZ'- R 852

@ = ST @t =Yty @ = AT

de;  9(U—8) dy;  9U—K) dz;  9(U—R)
" T T e, 0 MTat T 8y, 0 M™a T &y

quae, quoties 2 ipsas non implical x;, y;, %; in aequationes differentiales per-
turbatas, quae vulgo habentur, redeunt: :

&z, o U-—R) &y,  9U—R) A (U—8) _
MgE T T or, 0 M™iTar T T &y, 0 Miar T s,

Si theorema antecedens ad motum ellipticum planetarum applicare placet, po-
namus, uti in formulis §. 67 factum est,

2

h = ——;—A, a, = zypcosi, = xyp,
b=r1, by=9, Stb=a,

designantibus A, p, i, —7, £, ® semiaxem maiorem, paramelrum, inclinatio-
nem, tempus perihelii, longitudinem nodi ascendentis, distentiam perihelii a
nodo ascendente, aitque »° vim allractivam pro unitate distantiae. Si z, v, z,
*', y', ' per A, p, ypcosi, 7, &, @, ¢ vel vice versa A, p, i, 7, , @
per z, y, 5z, «/, y', 5’ exprimimus, et expressiones illas sub utraque sup-
positione differentiamus, prodeunt e theoremate antecedente formulae:

/
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ox o8 % a8 o a8
dypcosi ~~  oa' o.¥pcosi dy' O.Ypcost oz
oz 7 0.Ypcosi dy " 0.Ypcosi 0z y 0.v/p cosi
a8 7 o ) oy a8 7 o ?
ox o K3} 0w 0z om
Y. S .
avp Toor dvp ooy 0 ovp T
oz = ovp dy avp oz = ovp
oo o dmw oy om ~ ° o
, Oxr 5, Ot 2 Oy 4, Ot , Oz _ . Ot
UWgg—=—H g A =%, M — = ——,
ox' ; o8 oy o8 oz _ oQ
dypcosi  ~ Oz d.¥pcosi” dy ° 0.Ypcost oz
oz’ _ d.¥pcosi oy . 0.Ypcosi gs _ _ O.pcosi
o8 oz a8 7 oy a8 oz
or' " o ay . o o " o
e T T
o ol o o o o
ow ~ 7 oz om ~— 7 o9y om ~ © o0z °
, oa g OF 2 Oy . O » O, Or
M—g—= Py M= #——, M ——= »—5

Quibus in formulis designat ¢ inclinalionem plani orbitae ad unum planorum
coordinatarum orthogonalium x, y, z, atque £ angulum, quem intersectio
utriusque plani cum altera axi coordinatarum facit, quae in plano illo coor-

dinatarum ducta est.

transfunduntur.

E formulis notis motus elliptici verificationem formularum

praecedentium facile obtinere licet. Quae facile etiam in alias varias formas

De expressionibus (p, w) et [, y], quae in modum coefficientium in ill. Lagrange

et Poisson formulis perturbatoriis obvenientium conflatae sunt.

Innotescente integrali

quolibet H; = a; aequationum dynamicarum, differentialia omnia functionis cuiuslibet
secundum elementum b;, quod ipsi a; in systemate quolibet elemeniorum canonico fiat

Statnamus rursus:

[(P) 'l’] =

coniugatum, assignari possuni.

72.
Op 9y | g ﬁﬂ++ﬂﬂ
dq, dp, ' 94, Op, Ogm Opm
_Op Oy _Jdp 9y 9p 9y
dp, 9q, Op, 94, Opm Ogm
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porro, uncis rotundis adhibitis,

9¢, Ip, , 9¢, Op, Ogm OPm
4 — I N

_ 94, 9 94 9Py _ ., 94n Opn

dp dy O¢ Oy og Jdy

facile probatur e formulis §. 69 traditis, haberi

1) [e,a]=0, [a,b]=0, [b;b]=0

) (4,4)=0, (a;,b)=0, (b;,b)=0,
exceplis aequationibus:

3.) [ab]=-1, 4.) (a4, b)=1.
Formulae (1.) ad suppositionem secundam pertinent, qua consideravimus

ipsas @;, b; ut functiones ipsarum ¢;, p;, {; formulae (2.) ad suppositionem
primam, qua considerantur ¢;, p; ut functiones ipsarum a;, b;, f;. Quae

formulae e (10.%*) seqq. §. 69 sic demonstrantur:
Habetur, extensa summatione ad ipsius ¢' valores 1, 2, ... m:

da, Bq,, Oay Gpi,}
‘' dq,, da; ap,., da; )’

aa da, dq; = Ja, Op,
Ozabi _2"{&1, b, W?B‘%a
8b 8b, 5q, b, ..
Oa, =i dq;, Oa; ' Jp, Oa, >
ob, ob, dq,,  Ib, Op,
0=z = =rlag  tap o

exceptis casibus, quibus in aequatione prima et quarta fit k=1, quibus casibus
habetur:

| = 2‘,-.{ da; 0q;, Oa; Bp,.,;‘,

3, 3a; " p, 9,
{ — =19 % o, ap,.,}
= S\Gg, T, o o)

Substituamus in formulis praecedentibus aequationes (10.%*), (11.%), (13.%),

(14.%) §.69
dp, _ Ob, o, ob,  Op,  da; 9y, O,
60, ~9q, Ja,  op, O o4 3

abeunt illae in sequentes:
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—[a, 8]=0, [a,a]=0, [b,b]=0, —[a,b]=0,
1=—[a;, b]=[b;, a],
quae conveniunt cum aequationibus demonstrandis (1.), (3.).
Porro in iisdem formulis easdem substituamus aequationes (10.*) — (14.*)

§. 69, in quibus tamen loco indicis ¢ scribamus k£, unde evadunt:

ob,  Ip, db, dq,, da, ap,, de, Jdg,

5, e, B, O g @, %, 0,
Quibus substitutis, aequationes supra iraditae in sequentes abeunt:

0=(a,b), 0=(b,b), 0= (ar, @), 0= (a,b)

1=(a;, by),
quae sunt aequationes demonsirandae (2.), (4.).
Sint ¢, v datae quaecunque functiones ipsarum @,, a@,, ... a,, b,,
b,, ... b,, quae quantitates £, &,, ... £, non contineant. Substitutis ipsarum

a;, b;, valoribus per ¢;, p:, {; expressis, evadant ¢,y harum quantitatum
functiones, eritque

_ ¢, dw O Oy
[0 %] = =l 5 5o~ Gp G | =

o 9 b; da, b
zg = o, ) G oot af’xk')?
op Oa; 8' b, da
8 2( . . 8;: ‘91’;:> (aak 8q,,+81:p Bq‘,>s

Quae expressio sic repraesentari potest:

_ I aw op Gw

[(P: ‘/’] aa aak a;, k] ‘— 8 [ a;, ]}
0 0 d 8

+ X, 1 S b wl+ a;f "’ QU

unde e (1.), (3.) habetur:
[e, ¥] = Z'iﬁb—%‘"éa—i@ﬂv

sive

. d(p Btp dp dy | dg Oy

[(p) 1/’] q p + aq, ap’ *_ + dqm apm

_Gy oy dp oy 99 oW

(5) apl aq( 6p2 dq, 8p"' aq"‘

_Sp 9y  O¢ Oy . 9¢ Oy

= Bb, a, T b, 00, " T b, Gam
_ 99 oy o9 Oy dp Oy

da, ob, Jda, b, da,, Ob,
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Quoties igitur accidit, ut ¢, ¥ sint eiusmodi ipsarum ¢,, p,, ¢ functiones, quae
per solas a;, b, absque quantitatibus ¢ exprimi queant, erit etiam

dp dy , dp Oy L og dy

[, ¥] = g, dp, ' dq, Op, 9¢m OPnm
_ %9 dw dp y  dp Oy
op, 99, Op, 9g, OPm Ogm

eiusmodi functio, quippe quae aequalis fit expressioni
dg dy | dg Oy dp Oy

3, Ja, T ob, 9a, T B Gan

—— e e . e 00 —— —

quae, si ¢ et y sint solarum a,, b; functiones ab ipsis ¢ vacuae, et ipsa erit
solarum g;, b; functio ab ipsis # libera. Si quantitatum ¢ una tantum in pro-
blemate proposito adest, quam # vocemus, redit propositio antecedens in eam,
quam olim ill. Poisson demonstravit, quoties ¢ = Const., y = Const. sint in-
tegralia systematis aequationum differentialium

a_on  dn_ om,

dt ~— 0p,° d¢ —  dq, 7’
quantitatem [¢, 3] per sola elementa absque # exprimi.

Casus specialis aequationis (5.) valde memorabilis is est, quo functio

v uni quantitatum @;, b, aequalis existit; tum enim abit aequatio illa in has

simplices:

Papm

" [pa] = 5
: o
[(P: b-] - _aai°

Docent hae aequationes sequentia: Quoties enim habetur aequationum differen—
tialium propositarum integrale

¢ = Const.,
¢ per ipsas a;, b, absque t exprimi potest, quam vero expressionem ipsam

*) Aequationes differentiales ill. Poisson sub alia forma exhibuit; licet enim iam
ille animadverterit in commentatione prima de Variatione Constantium, expressiones

. . dq. dgq

i k R . « . . .
1ps18 TR TR aequales per g, p, exhibitas ita comparatas esse, ut prioris differentiale
secundum p, alterius differentiali secundum p, aequale sit; expressionem simplicem

. . dg . : : . . ;
ipsius % = g—H- , unde illud sponte sequitur, primus ill. Hamiltorn dedit.
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generaliter exhibere non possumus, nisi omnium a,, b, expressiones per ¢, p,, t
datae sint. At si vel unius novimus elementi, quod ad systema elementorum
canonicum pertinet, expressionem per q,, p;, t, directe invenire licet differen—
tialia ipsius ¢ secundum elementum coniugatum sumta et ipsa per ¢, p;, i
expressa, siquidem bina a; et b; elementa coniugata dicimus. Nam si elementun
canonicum dalum est a;, habetur e (6.):

%)(p‘__ = [p,a],

d d*p .
unde ponendo a—;i, El etc. loco ¢, prodit:

dp [a(p ]7 e [ d'p ]’ elc.

e R L e
ﬂ
abr
tantum unum habetur integrale, ¥ = a;, poterit constans ipsi v aequalis pro
elemento canonico accipi; excipias tamen casum, quo w=H, quod fieri potest,
si H ipsam ¢ non involvit, quippe quo casu, quoties ¢ = Const. est integrale
alterum, habetur [¢, ¢] =0 neque aliquid novi inde prodit.

Ad illustrandas aequationes (6.), quae magnas partes agere debent in
ulterioribus et altioribus disquisitionibus, quas integrationes propositae flagitant,
ul omnia quae hic adhuc latent, enucleentur, directe eas de aequationibus §. 69
propositis deducam. Quod fit per considerationes sequentes. Sit enim a, data

unde successive omnium innotescunt valores per ¢., p;, ¢ expressi. Si

functio ipsarum ¢, ¢y ... ¢u, Pis P2y --- Pu, £, ac consideremus ipsam ¢,
siquidlem ¢ in functione a, invenitur, ut constantem datam atque omnes
a, a, ... @,, b, by, ... b, praeter unam b; ut constantes arbitrarias, erunt
Gis G2y - Gus Py Pas - -- Pn functiones ipsius b, quae satisfaciunt aequa-
tionibus differentialibus (13.%), (14.%) §. 69:

dq, da, dq, da, dg. aa‘

_da— '(%1—9 _dt*— —G—p:’ db.._ —ap_m')

dp, da, dp,  9¢ dpn _ da,

WTTE W oRc T Tl T 9

quae plane eandem formam habent atque aequationes differentiales propositas,
modo functio @ functionis H alque variabilis b, variabilis ¢ locum tenet. - Per
regulas autem vulgares differentiationis ex aequationibus praecedenttbus cuius-

libet functionis ipsarum ¢, p. differentialia prima, secunda, tertia etc. suc-

. . § dq." dp.’l 8
cessive eruuntur, continuo differentialium 0 i velores substituendes;
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quemadmodum tritum est, ex systemate aequationum differentialium
dg; OoH  dp, OH

@ o, @ o,
cuiuslibet functionis differentialia cuiuslibet ordinis per ipsas ¢, pi, t, ex-
pressa inveniri posse. Si ex. gr. functionis ¢ differentiale primum secundum b&;
quaeris, eruis:
dp _ Oy dg, | ¢ dg, Op dm
db, — Jq, 717+aq2 Tbi+ +aqm db,

Op dp, , Jd¢ dp, O dpm
+t9, +¢9p db +- +8p,,, db,
aa. dw 0, dg 94,

Op 94 | Op °% ¥
dq, dp, ' Jq, Ip, T +8qm Opm

_Op 98, 9d¢ Os, - og 9
op, 9q, Op, O, Opm Ofm
= L(P: a-‘]3

quae est altera aequationum (6.); eademque methodo demonstratur altera.
Observo adhuc, in formulis §. 69 et antecedentibus, quae exiis derivatae
sunt, ubique a, b atque ¢, p inter se permutari posse.
Ipsis a,, b, per alias quantitates e, (3, ¥ elc. expressis, quaeramus
adhuc valorem expressionis:

(@, ) = 29.9p | 09, Op, | .\ O4m Opw

98 da ' 88 Oa 38 e
_ 99, 6p _ 99 0Py .. 94m OPm,
a 08 Oda 0f da 0f8
Fit (e, 8) =
dq,. da, aq, db ap,aak ap ob,
=| Ja, 08 T3, 7)( " )
Gak da, Bp ob
—2{(&1‘ aa >(¢9a 8 Gb oﬂ)}
indicibus ¢, ¢, & tributis valoribus 1, 2, ... m. Evolutis productis ex aequa-
tione praecedente ernimus (e, [J') =
da, da a, 9b, b, da, &b, b,
{(ak: a.) 57 98 aak (b, a) Gﬂ Ba + (@, b) aﬂ 7o + (bx, b)) =7 8ﬂ Ta

indicibus ¢ et.% sub signo summatorio tributis valoribus 1, 2, ... m.
Sed e formulis (2.) eavnescunt sub signo summatorio termini omnes,
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pro quibus % et ¢ inter se diversi sunt; unde quum e (4.) sit
(au b) =1,
atque sponte pateat fieri
(@,a)=0, (b;,56)=0

sequitur
oa, db, Oa, Sbg

(@, B) = -fa—uﬁ—ws.:
sive
o _ 09 9p, , 99, 6P, | | Ofn Opn
@ B) = 55 5 T8 8 T T35 e

_ 99, 8p _ 99. Op, . O Opu

(7.) da 0Od da oj da dp
Oa, 0b, ob, 0a,, db,

= Ba ar+aa a8 T 5. o8
_ 0w 0 _ 90, o, Ous b

\ op Oa o8 Oa 98 Oa

Statuamus, ipsam (3 ex elemenlis canonicis esse sive haberi 5 =@, aut 3 =b,,
alque reliquorum elementorum expressiones hoc elementum non continere.
Quo casu formula antecedens abit in sequentes simplices:

! db.
(0, @) = — ot

®) o
a.
(U'a bo’) = S

Quibus adnotatis pauca de formulis generalibus perturbatoriis addam, quae de
systemate elemenlorum quocunque valent.

Formularum perturbatoriarum systemala quae ill. Lagrange et Poisson posuerunt,
demonstraniur et allerum cr altero derivantur.

73.

Loco ipsorum a,, @, ... @,, by, b., ... b, habeatur systema ele-
mentorum quodcunque, @, @, ... ¢,. Quorum respectu formulas pertur-
batorias sub duabus maxime formis proponere convenit. In altera, quae ill’
Lagrange est, differentialia partialia functionis perturbatricis 2 secundum
elementa sumta lineariter exprimuntur per differentialia elementorum; in altera,
quae ill' Poisson est, differentialia elementorum perturbatorum lineariter ex—
primuntur per differentialia partialia funclionis perturbatricis £2 secundum
elementa sumta. In altera forma expressionum linearium coefficientes sunt
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functiones (e,, e;), in altera funcliones [e,, «;]. Plerumque adnolari solet,
alteram formam ex altera per solam resolutionem aequationum 2m linearium
chtineri posse. Sed nemo, quanium scio, hanc resolutionem reapse tentavit
eaque via directa alteram formam de altera derivavit. Quod quum ulile sit
et difficultalis speciem quandam habeat, ego sequentibus exponam; antea autem
formulas perturbatorias generales de formulis supra tradilis deducam, licet eaedem
direcle ex ipsis aequationibus differentialibus peti possint, siculi plerumque fit.

Spectentur primum elementa canonica «,, @, ... a,, b,, by, ... b, ut
funcliones aliorum elementorum quorumcunque o, ¢, ... ¢,; erit e §. 52:
R o %asz da, 892 b,

da, Oa, Ju, ' 0Ob, Ja, !

-

f db, da, da, O, }
Udt da,  dt Ja,

b, da, da. ¢b. ) da
{ i i i k
! 9

Oa, Oa, Oa, Ca, ) dl
quibus in summis ipsi-¢ valores 1, 2, ... m, ipsi k valores 1, 2, ... 2m
tribuendi sunt. Unde e (7.) §. antec. fit

[ 0R

(1) "

da,
= Zk (all [} a/{) _dT

la
= (aﬂ, al) da' } (an’ ) (ltz + }4( n>y aqm) da?m *

Spectentur deinde «,, @,, ... ¢,, ut funcliones ipsarum a,, @,, ... a,, b,
by, ... b,: habetur e §. 52:

de de, da, de, db,

dt { da, dt 2 ob, dt }

{ da. o0 Jea, O_Q}

~Ba, 9b, T ob, da,
a“n aak | aau aah‘ 0!2

S P Dt okt . i B O
“=ik g da, 0b, : b, da, ) Oa, ’

quibus in summis ipsi ¢ rursus valores 1, 2, ... m, ipsi & valores 1, 2, ... 2m
tribuendi sunt. Unde e (5.) §. antec. scribendo «,, o, loco ¢, v prodit:

[ ﬁ d.Q

@) ar =i [en, a,,]

o.Q d.Q

*— -}' [ nY lm] au2

= [a“,a,] +[ ns“ﬁ]
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Formulae (1.) ab ill. Lagrange, formulae (2.) ab ill. Poisson traditae sunt. Aliae
de aliis derivari possunt ope theorematis sequentis:

Theorema:

Sint qi, qss oo GQuy Pis Py ... Pn [unctiones quaecunque a se
invicem independentes quantitatum o, o,, ... ¢,,, ita ut invicem spectari
possint ¢, ¢y, ... o, ut functiones a se invicem independentes quanti-

tatum q5 q2y ... Gy Pry P2y .. Pu; Statuatur in suppositione priori:
_ 94, 9p, , 69, 9, Iqn 0P
(ors 8 = g Ga G 2, T T,
_ G0 dp_ Baép _ Gom ipe
da, de, da; de, de, da,’
in suppositione posteriori:
de, da,  Ja, Ce, de, de,
[ai’ak] = v == "‘+-.——‘—,—
dql dpl dqz dpz * d‘]m dpm
de, de, de; Ow, da; da,
dpx dql op, dq, CPm a‘Im ’
quibus statutis significationibus, si proponuntur 2m aequationes lineares
sequentes :
vy = ® oy ew)uyt-(eotyy g)usteee (0, Opn) s

0, = (¢ay o)u+ * +(e2y 03)ustee (s, o) Unp

(a.\y al)ul'{"<ai7 0‘2)"2+ * +"'+(0537 azm)u'zm,

. . . . . . . . .

L2

Vi = (a‘.’m, 0‘1)”1+(0‘2m, 0’2) uz‘{‘(azm “3) U+t * )

eruuntur resolutione harum aequationum valores ipsarum u,, U, ... Uy,

sequentes :
u = * +[ey, o] 0,4 [y, 03] 03+ [0y Oon]Vsmy
w = [, a]o,+ * Loy ag]ostot-[en, @] 00,

Uy = [0‘3 ’ al] 0, [a; ’ 0‘0] vy~ * Tt [a3 9 ‘xm] Oom 5

Uy, = [a2m ) al] [ + [a2m B O-")] 0, [U’m » 03] U3 + + *

et vice versa harum aequationum resolutione illae obtinentur.
23*
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Demonstratio:

Multiplicemus aequaliones propositas per
[e:; e], oo, 0], oo [, 020)]
et productorum summationem instituamus. Unde prodibit expressio huiusmodi:

[”.'5 al]vl+[ai3 “2] 172+"'+[‘15, 03] 02y = Ay, Aytty oo Ay,

~m 3

in qua:
A, = [au “1] (“1 ) “/r) = [“;, 0’2} (“2, ‘7;.-) ~fresnape [a,-, azm] (‘x'.’m, Ot,,)
= 3, [(X;, an] (ana ‘Zk)
aai aan (')at. aa" aa‘, (3a"
dq, op, = Jq, p, g Opm |__
de, de, be, Oa, da, de,
_ - op, -561 apz aqz OPm aq,.. ,
| 99 9p | 99 Opy | .\ On Opu
de, de, ' Oe, da, da, da,
_ 9 94 _9p, 80 _ ., _ EPnn
dea, de, da, de, de, da

qua in summa ipsi » valores 1, 2, ... 2m tribuendi sunt. Eandem expressionem
facta mulliplicatione sic repraesentare licel:

4 _ 2 { aai aqlr’ ap K aau
A = ik aq‘l aak t ~n aa” ap"

+ < aa-’ apl«’ < aqk' aan 2
-k ap‘.' auk -“—n aa“ 6q‘"

< : da, dp,, = dq,. Oa, %
— bt UV aqﬂ aak n (‘JG'“ UP;.

{ ca;, dq, < dp,, Oe, }

ik C”P.u ("ak - ('7“,. 6‘1‘« L]

quibus in summis ipsi n valores 1, 2, ... 2m, ipsis ¢', &' valores 1, 2, ... m
tribuendi sunt. Iam vero habelur:
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-~ -
<~ aplt' o, op/l"
- o — .
" de, Op, op, ’
< aq/x' aan . aqk’
- — 2

da, g, oy,

5 Y Oe, O
" dan dpgl dp,"

dp,, Oe, p,.
e, 0q, . dq,

n

“~n

quarum expressionum terlia et quarla semper evanescunt, prima et secunda
evanescunt, si ¢ et &' inler se diversi sunt, in unitalem abeunt, si ¢ =K.

Unde fit:
A, =

= z Oe, aq,, ; de, opl.,: _ e,
“19q, ba, ' Op, Oa, Ja,
Quae expressio quum evanescat nisi sit i =4k, hoc autem casu in unitalem

abeat, videmus, in parte posteriore aequationis:
[e:, oo+ [en, o] v+ [, O] 02 = Ay Ayttyt2o- Ay,

coefficientes A,, A,, ... A,, praeter unum A; evanescere omnes, fieri autem
A;=1. Unde aequatio antecedens haec evadil:

[o, al]’”x‘l‘[a;, 0] 0y 4200 [a;, o] 00 = g,
in qua, si ipsi ¢ successive valores 1, 2, ... 2m tribuunlur, eruuntur ipsarum
U, Wy ... W, valores in theoremate proposilo assignati.

Prorsus simili methodo vice versa e secundo systemate aequalionum in
theoremate anlecedente propositarum systema primum derivari potest.
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