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21.

Ueber diejenigen Probleme der Variationsrechnung,

welche nur eine unabhéngige Variable enthalten.
(Von Herrn A. Clebsch zu Carlsruhe.)

Jacobé, in der Abhandlung iiber die Kriterien des Maximums und
Minimums, welche sich im 17'" Bande dieses Journals befindet, macht die
Bemerkung, dafs diejenigen isoperimetrischen Probleme, welche nur die
ersten Differentialquotienten der abhiingigen Functionen unter dem Integral-
zeichen enthalten, eine Behandlung in derselben Weise gestatten, wie sie von
Hamilton und von Jacobi selbst auf die Probleme der Dynamik angewendet ist.

Man kann diesen Ausspruch verallgemeinern. In der That, auch die
Aufgabe, ein einfaches Integral mit mehreren unbekannten Functionen zu einem
Minimum zu machen, wdhrend zwischen diesen Functionen noch gewisse
Differentialgleichungen gelten sollen, ist einer ahnlichen Behandlung fihig.
Und da man zeigen kann, dafs sich jede auf einfache Integration beziigliche
Aufgabe der Variationsrechnung auf diese Form zuriickfiihren lafst, so ergiebt
sich, dafs iberhaupt auch jede solche Aufgabe jene Behandlung zulifst. Es
lafst sich dies so aussprechen:

Ein isoperimetrisches Problem, in welchem die Differentialquotienten
der abhdngigen Functionen unter dem Integralzeichen oder in etwaigen
Bedingungsgleichungen respective bis zu den Graden a,, a,, ... a,
ansteigen, welches also 2 (a4 a,...a,) willkirliche Constanten mit sich
fakrt, ist immer auf die vollstindige Lisung einer partiellen Diffe-
rentialgleichung mit a,a,...a,+1 unabhingigen Variabeln zuriick-
fukrbar, welche aufserdem die abhingige Function selbst nicht ent-
hdlt; die vollstindige Losung also erfordert nur a,-}a,--a, will-
kurliche Constanten. .

Die eigenthimliche Form, welche durch diese Betrachtungen die
Integrale der isoperimetrischen Probleme annehmen, gestattet merkwiir-
dige Anwendungen auf die zweite Variation. In einem frihern Aufsatze
habe ich gezeigt (Band 55. dieses Journals, pag.254), dafs die reducirte
Form der zweiten Variation, wie sie zur Untersuchung der Kriterien des
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Maximums und Minimums brauchbar ist, eine gewisse Anzahl von willkiir-
lichen Constanten mit sich fihrt, zwischen denen noch Bedingungen bestehen,
welche im Aligemeinen weder vollstéindig dargestellt werden konnen, noch
viel weniger aber die Losung der Aufgabe gestatten, die betreffenden Con-
stanten durch eine passende Anzahl vollkommen unabhingiger Constanten zu
ersetzen. -

Dagegen zeigt es sich, dafs die Anwendung derjenigen Form der
Integrale, auf welche die oben angedeutete Methode fihrt, nicht nur die voll-
standige Aufstellung der Bedingungsgleichungen moglich macht, sondern aufser-
dem fast von selbst auf solche Ausdriicke der eingehenden Constanten durch
eine geringere Anzahl vollkommen unabhingiger fihrt, welche diese Bedin-
gungsgleichungen identisch erfillen. Wobei sich zugleich andere bedeutende
Vereinfachungen der vorkommenden Ausdricke ergeben.

Die Reduction der isoperimetrischen Gleichungen auf eine partielle Dif-
ferentialgleichung wird den Anfang der folgenden Betrachtungen ausfiillen. Der
letzte Theil wird der Untersuchung derjenigen Vortheile gewidmet sein, welche
dieselbe fir die zweite Variation gewahrt.

§. 1.
Beschrinkung der Aufgabe.
Bezeichnen wir durch y,, y,, ... y, unbekannte Functionen von z,
durch F, ¢,, ¢,, ... aber Functionen von x, y,, y,, ... y, und _g_’:;_,
dy, dy ~; so lafst sich jede Aufgabe der Variationsrechnung, welche

dr ° " dx
nur eine unabhingige Variable enthilt, auf die folgende zurickfihren:

Es soll das Integral
1) J= f “Fdx

ein Minimum oder Maximum werden, wdihrend zugleich eine gewisse
Reihe von Differentialgleichungen

R) ¢=0, =0, ... ¢=0
besteht; wo x kleiner als n ist.

Dafs zunéchst das Vorkommen hoherer Differentialquotienten ohne Wei-
teres ein Zuriickfahren in diese Form gestattet, ist an sich deutlich; man hat
nur nothig, die niedrigeren Differentialquotienten als neue Variable einzufiibren,
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und ihre Beziehungen als Bedingungsgleichungen ¢ zu betrachten. Aber auch
die scheinbar allgemeinere Aufgabe, namlich
eine Function V zu einem Maximum oder Minimum 2u machen, wenn
zwischen ihr und andern unbestimmien Functionen vy,, y,, ... y, eine
beliebige Zahl von Differentialyleichungen mit der unabhingigen Va-

riabeln x gegeben sind,

kommt auf den vorigen Fall zurick. Denn man setze nur J=— ‘/xﬂda,

man filhre die Differentialgleichungen als Bedingungsgleichungen ¢ ein, und
man gelangt dann durch die gewohnlichen Methoden zu genau denselben Glei-
chungen, welche sonst auf einem ganz anderen Wege abgeleilet zu werden
pflegen.

Ich werde mich daher im Folgenden nur mit derjenigen Form des Pro-
blems beschaftigen, welche in den Gleichungen (1.), (2.) dargestellt ist.

S. 2.

Zuriickfihrung der Integrale der isoperimetrischen Probleme auf die Function V.

Bezeichnen wir mit 4,, 4,, ... 4, unbekannte Functionen von «, und
mit (2 die Function

(3.) £ == F+ll¢1+lﬁlp2+"'lx¢x3

so sind die Differentialgleichungen, auf welche das in den Gleichungen (1.),
(2.) ausgesprochene Problem durch das Verschwinden der ersten Variation
fuhrt:

o &8 o8
dx dy, oy,
d.z'
d 9 IR
(4) dz o dy, — 9y’
dx
d 9L o
dx 3 dyn T Oy’
dx

zu welchen die Gleichungen (2.) selbst hinzutreten. Diese n-| x Gleichungen
bestinmen die Functionen i, y; die Integration derselben fihrt 2n willkir-
liche Constanten mit sich.
Bezeichnen wir nun durch [£2] und [F'] die Functionen {2 und K
und analog andere ebenso betrachtete Functionen, wenn in denselben die y.
Journal fiir Mathematik Bd. LV. Heft 4. 43
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i; d durch diese 2n Constanten und x selbst ausgedricki sind; durch (£2),

(F') etc. aber dieselben Functionen, ausgedrickt durch &, die y, und durch die
Constanten yy, y3, ... y», welchen die y fir & = x° gleich werden mogen,
und welche bei der Bestimmung der ersigenannten Constanten mitwirken.

Da die Ausdricke [¢] identisch verschwinden miissen, so ist auch
[%% identisch Null, wenn a eine jener Integrationsconstanten bedeutet; mit-
hin hat man ’
oyi a8 d Oyi
[5]=[5]= 'ay, = S Udr 2]
d.z'

da auch die durch Differentiation nach 1 entstehenden Terme fortfallen. Oder,
indem man die Gleichungen (4) zu Hilfe nimmt:

(5] = & {=—5-[Z]
dy,
Fihrt man nun eine neue Function V ein durch die Definition

G) [Vl=/"[Flds
(wodurch, auch die Bedeutung von (V) vollkommen bestimmt ist), so geht
die vorige Gleichung auch in diese iiber:

®) [$&]== W - 32 L ay’]}
r=zx°
Man erhilt aber fir [%:i] auch sogleich den Ausdruck:
@ [5]==GD&)+=EnE]

dy?
Da nun offenbar [%] und der. Werth, welchen [ ] fir o= «" annimmt,

identische Ausdriicke sind, so zeigen die Gleichungen (6.), (7.) denselben

Ausdruck [—] als lineare Function der 2n Grofsen [ ] und [—] auf

doppelte Weise dargestellt. Und solcher doppelt dargestellten Ausdriicke giebt
es 2n, da es 2n Constanten a giebt, und alle haben dieselben Coefficienten.
Dies ist nicht anders mdglich, als wenn die beiden Darstellungen an sich
identisch sind, d. h. wenn
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oR ‘ ov
8.
(5 9 i ay; % y: Nyt
dx

Die zweite Moglichkeit, dafs namlich die Determmante der (2n)* Functionen

ay’] l_a'] verschwinde, wird dadurch aufgehoben, dafs sich die @ noth-

wendig durch die y, y” missen ausdriicken lassen, um ein vollstindiges System
von Integralen darzustellen.

Da nun die Gleichungen (8.) keine identischen sind, so sind sie die
Integrale der Gleichungen (2.), (4.).

Denkt man sich in (V') statt der y' irgend welche Verbindungen der-
selben eingehend, welche durch a,, a2, ... a, bezeichnet seien, so ist

Oy
(aak d}’: BZK] %
xr=z°

oder gleich einer neuen Constanten «;. Hiernach ist es erlaubt, den Inte-
gralen (8.) die folgenden allgemeineren zu substituiren:

© 2 =50 = (&
=

wo nunmehr (V') als Function von @, y,, ya2y .. ¥Yns @1y Gy ... a, zu be-
trachten ist. Diese Gleichungen, zusammen mit den Gleichungen (2,), geniigen,
um die 2n-}-~ Functionen vy, d— 2 durch z und die willkiirlichen Constanten
a, o auszudriicken.

§. 3.
Partielle Differentialgleichung fiir V.

Wenn sonach die Integrale der isoperimetrischen Probleme auf die
Function (V') zuriickgefihrt sind, so bleibt nunmehr ibrig, diese selbst zu fin-
den. Dies geschieht, indem man die Gleichung (5.) nach derjenigen Variablen
differentiirt, welche bisher noch nicht benutzt ist, namlich nach z selbst. Dann
aber erhélt man einerseits direct ¥, dann aber auch

8] G+ 5%

und man hat somit die neue Gleichung:

(10> F = (G)+=(G) &
43 *
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Wenn man hiezu die folgenden hinzufigt:

oL
(11.) adyl (a}', =0 ¢$.=0, ... ¢,=0,

so hat man die hinreichende Anzahl von Gleichungen, um daraus die i und die
—:%i zu eliminiren. Das Resultat der Elimination ist aber eine Gleichung
‘zwischen z, y,, ¥2, ... ¥, und (%g—), (-%? e gy—:/), d. h. eine partielle
Differentialgleichung erster Ordnung mit m-1 unabhingigen Variabeln, in
welcher die abhingige Variable selbst nicht mehr vorkommt.

Auf diese Gleichung ist also das isoperimetrische Problem zurickge-
fihrt. Die vollstindige Losung derselben enthalt n»-{1 Constanten; wir
brauchen hier deren nur n, ndmlich die a; aber in der That ist von jenen
Constanten eine additiv, da (V') selbst in die Differentialgleichung nicht ein-
geht; und sonach stellt die Function (¥'), von der auch in den Integralen nur
die Ableitungen gebraucht werden, wirklich eine vollstindige Losung der
partiellen Differentialgleichung dar, und die a sind die willkirlichen Constanten
derselben, mit Ausschlufs der additiven, welche, als eines der & benutzt, eine
identische Gleichnng ergeben wiirde.

Man sieht, mit wie geringen Modificationen die sonst auf die Dynamik
angewandte Methode hier ihre allgemeine Anwendung findet. Zugleich aber
enthalt das Obige die vollkommene Bestitigung des im Eingange angefihrten
Satzes; die Anwendung der vorliegenden Theorie auf Probleme, welche hohere
Differentialquotienten der abhéngigen Functionen enthalten, ergiebt sich ohne
alles Weitere. Als Anwendung der vorliegenden Theorie sei es mir gestattet,
die partielle Differentialgleichung fir V¥ in dem Falle anzugeben, wo das In-
tegral eine einzige abhiingige Variable und deren Differentialquotienten bis zum

n'" enthalt. Ist dann y diese Variable, und y® = %, so geht die gedachte
Gleichung aus den Gleichungen

ey dy=D
F(a,y,y,...yo™, L)

= ( )—{-y‘( )+yﬂ( )‘I' 7("_1)(3 (n-b)"‘ dy("-ll (3},(,._1,

und (a (n—l)) = y(n—l)
dx

dy(" -1)
dr

hervor durch Elimination von
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S 4.
Anwendung auf die zweite Variation. Einleitung.

Ich wende mich nunmehr zu der Untersuchung derjenigen Vortheile,
welche die in den Gleichungen (9.) enthaltene Form der Integrale der iso-
perimetrischen Probleme fiir die Reduction der zweiten Variation darbietet.

Bezeichnen wir durch .Ql, .!22 folgende Functionen:

du; o0 o
Ql=2u' ‘+‘ ld.l' aﬁ +2:M!all’
d
12} R du; )
20, = ZSu;. ‘[—Z,dxa +"61’
d.z'

so stellt, sobald wir »; in Jy;, u; in J4; ibergehen lassen, £2, die erste und
£, die zweite Variation der Function £2 dar; und zugleich sind dann

/ XI.Q, dr, / x'.dia:

die erste und zweite Variation des vorgelegten Integrales. In einem frithern
Aufsatz (Bd. 55 dieses Journals, p. 254) habe ich nun gezeigt, dafs sich die
zweite Variation immer auf die Form zurickfihren lasse:

o' R.R
dyl 8 dyk R?

a3) oI =13/ =3 * drd B—

0——

Hier bedeuten die R; lineare Functionen der dy;, (Y%; und B’, B° die Werthe
welche eine homogene Function B zweiter Ordnung der Jy; fir z = 2’ und
z =x° annimmt. Die R; sind noch an einander gebunden durch x lineare
Gleichungen:

(14) =R, 3;”' =0, SR _—o, .. 5B —
3 T b il 8%
x dzx dx

Aufserdem aber hingen die R, R;, B von gewissen Integralen derjenigen
Differentialgleichungen ab, welche das Integral / "2, dx (12.) zu einem

x0
Minimum machen. Die Losungen dieser Gleichungen kann man unmittelbar
hinschreiben ; sie sind, wenn a,, @, ... a,, die willkirlichen Constanten der
y bezeichnen:
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9
ul =5 zkAk ayk-

-

My == ZkAk[ ]

My = EkAk[ ]

(15.) <"2 = Z*A"[SZ-

-

_ Oyn ]
u, = ZkAk[aak_’
wo die A neue willkirliche Constanten bedeuten. Solcher Systeme von
Losungen bedarf man n, welche durch obere Indices bei den % und A4 unter-

schieden werden mogen; und dieselben werden dadurch particularisirt, dafs
n—I1
die n.n

5 Gleichungen bestehen sollen:

f 08, \* of 9%, \) __
sy = ; “ a & — ™ 5 Aui ’ =
dx dx ‘

wo = und s alle Werthe von 1 bis » annehmen kénnen.

Endlich, wenn diese particularen Losungen bestimmt sind, wird R die
Determinante derselben

(17) R = =+u!, u, ... u';

die R;, ebenfalls Determinanten, haben die Gestalt
dy; ; OR
(18.) Ri == R()‘W—thk(yyh'—_.;_'_a—'

Die Function B aber, welche, wie oben gesagt, die Gestalt hat:
(19.) ZB = E,Ekﬂ,k(,y,(yyk
ist durch die Gleichung definirt:

(20)  futit futiit Bt =( 2. )

dx

welche fir jeden Werth von ¢ und » besteht.

Dies vorausgeschickt, konnen wir zur Transformation der vorliegen-
den Ausdriicke ibergehen, indem wir die Consianten @,, a,, ... a,, durch
unsere Constanten a,, a@,, ... @,, &, &, ... a, ersetzen, und iberhaupt
alles auf die Function V zuriickzufiihren suchen.
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S 5.
Bestimmung der particularen Integrale.

Gehen wir zunichst auf die Gleichungen (16.) naher ein, welche den
Zusammenhang der particularen Losungen w darstellen. Ehe dies aber ge-

schehen kann, mufs die Form der Ausdricke adi entwickelt werden.

Do 8
dx
Der Definition (12.) zufolge ist unmittelbar
0L,  0R
du; dy; °
g dx g dx

und wenn man aus (12.) fir £2,, seinen Werth setzt und die Differentiation
ausfiihrt, so kommt:

R, o 0% du, 8 R 9 oR
du, == dy, . dy, 1 2k de ~_dy, _ dy, TS or, _dy;
- 0 —'— —— O o
dr dr dx dx

Aber wenn man hier fir die », © aus (15.) ihre Werthe einfiihrt, so zeigt sich,
dafs dies nichts anderes ist, als

082, 9 R
G = S e
dx | dx
oder, wenn man die Gleichungen (9.) nunmehr zu Hiilfe ruft:
R, v
(21 g dui = 4] re (3 )]
dx

eine mit der Form der # vollkommen analoge Gestalt. Diese konnen wir
jetzt in die Gleichung (16.) einfihren.

Indem man jedes Glied der Summe (16.) als eine Determinante be-
trachtet, und die Satze iber die Zerfillung einer Determinante in Summen
von Producten beriicksichtigt, erhdlt man dann fir die Gleichung (16.) die
folgende:

(22)0= %, (45 4 — 4. 4) =([ 22 [ 2 (§D)] - [Z2] (2 (GO

Die nach ¢ genommene Summe mufs nothwendig einen constanten Werth an-
nehmen, damit die vorliegende Gleichung nicht mehr als eine Gleichung zwischen
den A gebe. Wir konnen aber sogar diesen constanten Werth wirklich be-
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stimmen. Die nach ¢ genommene Summe kann man namlich auch so darstellen:
By. 14 0 oy: ( oV
[aa ‘ aak 8y, >]_[8ak ' G, ( 3y; )]’

da sich die dbrigen durch die Differentiation entstehenden Terme aufheben.

Und ferner ist 5 -
[ai;‘]( [dak] (aak

und da snch die von dem ersten Thelle dieses Ausdruckes herrithrenden Terme
wiederum zerstoren, so bleibt:

EACIIRFREl

Bedenkt man nun, dafs die a,, a,, ... a,, die Integrationsconstanten «,, ,, ... a,,
Ay Oyy oo O reprasentlren, von denen (V) nur die erstern enthilt; so

sieht man, dafs, wenn [aak (a )] einen von Null verschiedenen Werth haben ‘
soll, zunichst a, eines der a sein mufs; dann aber geht der Ausdruck in
[da"' iber, und man sieht, dafs @, eben dies entsprechende & sein mufs,
wodurch denn der Ausdruck den Werth 1 annimmt.

Bezeichnen wir nun die den « entsprechenden A4 durch den Buch-
staben A, so dafs wir die einander entsprechenden Constantenreihen haben:

4, a6, ... a,
o a ... o,
A, 4, ... A,

A, A, ... A,
so nimmt nunmehr die Gleichung (22.) die einfachere Gestalt an:
(23) 0 = (4 Ai— A A,
die Summe jetzt nur von 1 bis n ausgedehnt.
Dies sind also diejenigen Gleichungen, welchen die Constanien zu ge-
nigen haben. Ich werde jetzt zeigen wie man sie identisch erfillen kann.

Man kann im Allgemeinen immer n’ Grofsen ¢ so bestimmen, dafs sie
den Gleichungen geniigen:

] ' ' ’
Am Cim l+02m 2+ "'cnmAn
Aen = clm 1 + Coam Az + *Com Ai

|

(24.)
AT,. = clm Al + c?m A2+ cmn A: 2
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welche fiir alle Werthe von m bestehen sollen. Fihrt man nun diese Werthe
in die Gleichung (23.) ein, so wird

0 = 5,3,(4r 4, — 4, 4)) .
Diese Gleichung kann sich aber nicht dndern, wenn man die Indices &, 4

vertauschi, und das Resultat der vorliegenden Gleichung hinzufigt. Dann er-
hilt man:

0 = Ekzh(A;A;—AZAZ)(Cm:"—L‘kh)Q

und aus dieser Form geht hervor, dafs man die "'"2_—1 Gleichungen (23.)'
ersetzen kann durch die "'7;_1 Gleichungen
’ (R3) o = cm,

oder mit andern Worten:
Die willkurlichen Constanten A, A sind an einander gebunden durch
ein beliebiges System linearer Gleichungen von symmelrischer De-
terminante.

Auf diese Weise sind also die 2n* Constanten 4, A zuriickgefihrt auf die

n - ""{H Constanten 4, ¢, welche von einander vollstindig unabhangig sind.

§. 6.
Erste Umformung der zweiten Variation.
Es wird sich zeigen, dafs die Constanten A4 iiberhaupt ganz aus der
Rechnung herausgehen, und die ¢ allein zurickbleiben. Dies hat in der That
eine tiefere Bedeulung, denn der directe Weg zur Reduction der zweiten

n.n+t1
p
erster Ordnung; die ¢ sind die Integrationsconstanten dieses Systems. Auf

dasselbe soll spiter noch einmal zurickgegangen werden. Untersuchen wir
zunachst, in welcher Weise die vorliegende Bestimmung der Constanten die
unter das Integralzeichen eingehenden Functionen R, R; beeinflufst.

Wenn man in den Ausdriicken fir die uw, welche die Gleichungen (15.)
geben, die Werthe der Constanten A aus (24.) einfihrt, so wird

Variation fihrt auf ein System von simultanen Differentialgleichungen

u'( — EAZ‘ _gz_;]_l_cu[g—yai-]—l—cﬂ -g‘};—:]-{—..-cnk 'a%:‘]}’

oder die # nehmen die Gestalt an:

r r 1 r 2 ron
(26-) u,‘ == Al vi’l" Ag l’;_+ e Anvl')
Journal fiir Mathematik Bd. LV. Heft 4. 44
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wenn nimlich gesetzt wird:
@) o =[]+ eu[gE] a4 enlit]

Bildet man jetzt die Determinante der w, so bemerkt man, dafs deren
Elemente gerade die Form haben, welche die Zerfallung einer Determinante
in zwei Factoren erlaubt; man erhalt sogleich:

(R8) R = A.S,
wenn A die Determinante der A; und S die Determinante der v bedeutet.
Gehen wir nun zu den R; uber, welche durch die Gleichung (18.) ge-
geben sind. Hier ist der Coefficient von d‘ 7L ehen R; aber auch der Coef-
ficient von dy;,, namlich

du; 3R , du; g du; OR
dx aul T dx 8u2+ M 'au; ’

ist eine Determinante von derselben Natur wie R selbst, nur dafs an die
Stelle der v, die Functionen % getreten sind. Auch dieser Ausdruck geht
also in die Form ﬁber:

AZ dv; 9 ; as
dx avl—l_dx a'l_l d‘r an ’

und somit nimmt R; die Gestalt an:
29) R;= A.S§,,
wenn .
dy; dv; 3§
Si == S()‘—‘“——Z;,Ekd‘yh-—ﬂ-q,

S = Z+olvi...0"

(30)

gesetzt wird.
Hiernach kommen die A4 nur noch in der Verbmdung ihrer Deter-
minante vor. Aber die zweite Variation (13.) enthilt auch nur die Verbalt-

nisse %; es gehen also aus dem ersten Theile der zweiten Variation die A4

wirklich vollkommen heraus, und man erhalt:

X/ a'g
(31.) d‘?J:,};[ zizkai’ﬁa‘l
drx =~ dx

Diese Gleichung giebt uns fir die v eine sehr einfache Bedeutung. Denn

ss*derB'
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die S, §; haben ganz dieselbe Form fir die », wie sie R, R; fir die u
haben. Man kann daher sagen:

Statt sich der particularen Integrale u 2u bedienen, geniigt es, die
particularen Integrale v zu benuizen, welche eine geringere Anzahl

willkarlicher Constanien (nur "'"2'“) enthalten, ohne dafs dies die

Allgemeinheit der Betrachtung vermindert.

Ehe wir aber diesen Satz vollstindig zugeben konnen, ist es nothig nachzu-
weisen, dafs die 4 sowohl auf die Bedingungsgleichungen (14.), welchen die
R, unterworfen sind, als auf die Function B gleichfalls ohne Einflufs sind.

Dies geschieht ohne Mihe. Die Gleichungen (14.) gehen durch An-
wendung der Gleichung (29.) von selbst in die Form iiber:

i(32.) E;S,--%-_—— 0, = S,-—"’%’L—_— 0, ... =89 _o
lyi ly i Ddyi
0— 0 —— 0—=—
dx dx dxr

welche die 4 nicht mehr enthalt.
Die Coefficienten der Function B endlich, welche von den Gleichungen

~

(20.) abhingen, bedirfen noch der Aufstellung der Function —df—ui- Diese

%
Function hatte in (21.) eine Form angenommen, welche der Form der u
ganz dhnlich war. Dies mufs daher auch noch der Fall bleiben, wenn man
mit Hilfe der Gleichungen (24.) die ¢ einfiihrt; d. b. es mufs, analog mit
(26.), (27.) die Gleichung stattfinden:

(33) (;’;‘,ﬁ; ) — A0 40 40,
Tdr

19 =[G+ eu[ - GO an [5Gl +++eu [2- (5]

Hiedurch geht aber die fir die 3 bestehende Gleichung (20.) in die
folgende iber:

0 = =, 4;{Buvi + v+ Buva — 2}
welche fir alle Werthe von  gelten soll, und welche daber das System fordert:
(35)  BuvitBuvi+-Buvs =

welches wiederum von den A ganz frei geworden ist. Aber auch die Be-
44 *
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deutung von Q2 st genau dieselbe, wie die des rechten Theils in (20.), nur
die u durch die v ersetzt gedacht. Denn selzen wir die v an die Stelle
der u, so heifst das mit andern Worten, es werde A;=0, und A7 =1

gesetzt. Zugleich geht dann w] in o] iber, und _6_22,_ " in ______8{12’ r;
8 w; a v
dx dx

so dafs also aus (33.) die Bedeutung von .£2; fliefst:

(36, ('9;? )’=:2:,

rr
welche der Bedeutung des rechten Theils in (20.) vollkommen analog ist.
Hieraus folgt endlich die Zulassigkeit des eben ausgesprochenen Satzes.

Durch die Gleichungen (27.),(30.), (31.), (32.),(35.),(36.) ist die
neue Gestalt der zweiten Variation vollstindig gegeben. Sie hat den Vorzug,
nur die ihr zukommende Zahl willkirlicher Conslanten zu zeigen, welche voll-
standig von einander unabhingig sind.

S 7.
Zweite Unformuny des Theils unter dem Integralzeichen.

Aber dafs auch die vorliegende Gestalt die wahre Form noch nicht
sei, dafir spricht vor allem die Gestalt, in welcher die Function B gegeben
ist. Denn es ist offenbar (3; — (3;;; und dies ist aus den Gleichungen (35.)
noch keinesweges ersichtlich. Man wird daher gedringt, einen Schritt weiter
zu gehen, und die Function (V') wirklich in die Betrachtung eingehen zu lassen.

Hiezu wird es vor Allem nothwendig die Werthe der ay'] [a}"]
bestimmen. Dies mufs mit Halfe derjenigen Gleichungen geschehen, welche

die y durch die Constanten ausdrﬁcken, namlich :

6a ) aa,.
Die Differenhatlon dieser Gleichungen nach den a ergiebt nun folgen-

Cyy * = Uy

des Syst
emB’V )[ay' +< oV )[ay,]Jr ( oV )[8}/,. ( oV )
da, 9y, aak Oa, 0y, / Loa, 0a, Oyn/LOa, 1™ da, da, 7’
o’ oV dy, 0V \[Oyn 4
(37.) <(aa,6y, )[:99:;- + (aa 9, )[d‘)"k]—} (aazay,) Biki = _(63 aa,‘)
i 4 g - ’
da,dy, )[23;2 + <3:19,. (:; )[gzk]+ (af,..gy,. gzk_ = (af:gak
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Hiiten wir, statt nach a;, nach «; differentiirt, so wiirde auf der rechten
Seite iberall Null gekommen sein, und nur bei der A*" Gleichung 1.

2
Bezeichnet man nun die Determinante der (-aa—V) mit p und mit
@, Oy;
pt den Differentialquotienten derselben nach jenem Elemente, so wird nach

dem Obigen:
38) —p aay'] lr(af g )+ (da da, )+ d ajn;/ak>

(39.) p[a"] = ph.

Dies giebt den Functionen v eine neue Gestalt, und zwar eine analoge mit
derjenigen, welche die % durch die v selbst ausgedriickt zeigt; denn die
Gleichung (27.) geht nunmehr iber in:
(40)  pvi = plwytpiwat-piwa,
wo die Functionen w,; die einfache Gestalt annehmen:
(41) wy = ep— (aazr )

a dak

und

so dafs die Determinante der w eine symmetrische ist.

Untersuchen wir, welche Gestalt in Folge dessen die Functionen S, ;
annehmen. Die erste derselben zerfillt offenbar wiederum in zwei Factoren;

k
der eine derselben ist die Determinante der Functionen Z-, d. h. -;—; der
andere aber ist die Determinante der w, welche durch W bezeichnet sei;
so dafs man die Gleichungen hat:
1
(42.) S=?’W, W=2iwu_w22..-w,m

Um nun den Ausdruck S; zu bilden, betrachten wir zunichst den Ausdruck
oS a8 oS
oy, —+ 9y, —++ -y, —-
! ok uRe dvk LRRL ook
Auch dieser ist eine Determinante, nur dafs an die Stelle der v* die dy ge-
treten sind. Konnten wir nun auch den Jy die Form geben:

(43)  pdys = wipptwipit-w.pi,
so wirde diese Determinante gleichfalls in zwei Factoren zerfallen, genau
wie S, némlich in:

1 oW oW ow
7('01 Jwyy e Owy; e awnk).
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Eine solche Bestimmung der w; ist natirlich immer maoglich. Sie fihrt aber
in dem vorliegenden Falle zu einem sehr einfachen Resultat. Denn aus der
Bedeutung der p ergiebt sich sofort, indem man die w durch die Jy ausdriickt:

o'V ‘ o'V
W, = (dakdy 1+(da 0% Y2+”'(W

— a(aak)

oder wenn man sich die Verinderungen der y dadurch entstanden denkt, dafs
man den o kleine veranderliche Incremente Je ertheilt hat:

(44) w; = day.
Und so geht der betrachtete Ausdruck dber in:

W oW
3 (o St g, O b))
Fihren wir dies nun in den Ausdruck von S; ein (30.), und setzen auch

; K
fiir d'd?' aus (43.), (44.), und fir —dt%- aus (40.) die Werthe ein, so er-

halten wir:
S — 1 iW d r35a1+p?ia - p} O,
CL4 oW ow d wupitwypi- )
___Ek 'aw——lk c"ar{' awz—k (’agnc———awnk (T )_d—.L'— » ;

Hier ibersieht man leicht, dafs die von der Differentiation der p herriihren-
den Terme sich gegenseitig zerstoren; denn TJIdF —Z—‘ ist multiplicirt mit

ow ow ow
.""(ya,-‘—zk(g—“;;‘- ()\al-"——a'l—‘)?—k(y(h ul v m(’d,,)lvrk,

was identisch verschwindet. So nimmt denn S; die folgende Gestalt an:

1
(45.) S; = ,7‘(7’: Tl+”? s 4 T,
wo
O_dlvhk .———aW .
dr Jw,,;

Auch T ist eine Determinante, und zwar von ganz derselben Form
wie R;, S;; an die Stelle der dy sind die da getreten, an die Stelle der wu,
v aber die w, wodurch ein Theil jener Determinante eine symmetrische Form
angenommen bat; die Determinantenform der Function T ist die folgende:

46) T, =

=, da,
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doa
L | d d
o o+ s s o
ll.l‘ 1 2 n
dw
1h
TJ.—Z-‘J- W, Wy e o W,
(47.) Th = dw
2k .
w w . e W
d.l' 21 22 213
dw
h
T Wm Wn ... W

Wenn wir nun dies in die Form (31.) der zweiten Variation einfiihren, so
erhalien wir unter dem Integralzeichen eine homogene Funclion zweiter Ord-

nung der —3%; und die Coefficienten derselben sind die Ausdriicke:

2 v
18) EZ—p—por
0——0——
dx

Auch diese Coefficienten haben eine einfache Bedeutung. Denken wir uns,
wie oben, die Variationen der y durch kleine Variationen der o hervorge-

rufen, so wird man zunichst sich die y, :—;', A in £ ausgedriickt den-

ken konnen durch die Funclionen «, Z—: (welches letztere nach vorgenom-
mener Variation Null zu setzen), und zwar mit Hilfe der Gleichungen:

) (D= GD=

In diesem Sinne mag die Function £2 mit &2 bezeichnet werden. Dann

wollen wir, dem Coefficiénten ___da..ﬂd_ entsprechend, den Ausdruck
a yl a Yk
— de =~ dx

daa Rda bilden; es wird sich zeigen, dafs der Coefficient (48.) sich immer

h r
Ao %
durch diesen Ausdruck ersetzen lafst.

Da sich die y mittelst der ersten Gleichung (49.) ausdriicken, welche

die ¢Zx nicht enthalten, so folgt, dafs die Differentialquotienten
(2], I
de; 1 de,

identisch sind. Aber da sich die % aus der zweiten Gleichung (49.) be-
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stimmen, welche nur der Differentialquotient der ersten nach z ist, so folgt,
dafs auch
dy,

oyi
dak [Bak]’
d.r
k
oder, nach den Gleichungen (39.), gleich —"3"—
Bemerkt man ferner, dafs sowohl diese Ausdriicke als die y selbst

de
nur von den o, nicht aber von den — £ abhéingen; und dafs ferner (2 eine

dx
lineare Function der A ist, so hat man:
tY0) 2 r h
d Q — zizk a Q l":!’k
adah de, 5 dy; 5 dyy p
rriarrs dr O dr 3
'L  pk Ok o8 0%A;
LR 7S TR T O
r 7R @ O dr

Auch der letzte Term dieses Ausdrucks verschwindet noch, weil g—iz nichts

Anderes ist als ¢;, mithin Null; und der zweite Term rechis nimm; sofort
die Gestalt an: _ _
e | O
ol e

dx

Und wenn wir jetzt den vorliegenden Ausdruck mit TWT’ multipliciren und
die Summe nach h, r nehmen, so erhalten wir fir den unter dem Integral-

zeichen der zweiten Variation stehenden Ausdruck:

02 S;: Sk 0 T.T.

(50) =% dy, _dy; S° da__de, W?
00— 00— a-—’a—

drx =~ dx

2 Ok; oh; op; op:
— e 5 (S Dot T ) (S Bt s Tt
arr rr 7 d.r

Aber erinnern wir uns jetzt derjenigen linearen Gleichungen, Welche zwischen
den S bestanden (32.), namlich der Gleichungen:
op;
= =
k 0, - S, 0;
dr
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dieselbe nimmt durch die Einfibrung der 7' die Gestalt an:

s _9%i Tt T4-n T
A d)’k 14

ad.r

oder endlich, nach der eben eingefiihrten Differentiationsweise:

9

51.) a«;». - ‘9“” N I ’9"" T — 0.
37; 5% ad.r

Dies zeigt, dafs der zweite Term auf der rechten Seite von (50.) verschwindet.

So kann man jetzt der zweiten Variation die Form geben:

x! 2
o) =) TR
iy 7y

Der Term unter dem Integralzeichen hat hier die einfachste Form angenom-
men, deren er durch die gegenwirtigen Betrachtungen fihig ist, indem Alles
darin durch die Function V ausgedriickt ist. Die Bedeutung der darin ein-
gehenden Grofsen ist durch die Gleichungen (41.), (42.), (47.) bestimmt.

Es bleibt ubrig, dafs wir nun endlich die entsprechenden Betrachtungen
auf die Function B anwenden, um dieser ihre definitive Gestalt zu geben.

S. 8.

Darstellung der Function aufserhalb des Integralzeichens.

Die Gleichungen (35.) sind es, aus welchen die Functionen (3 sich
bestimmen. Betrachten wir zunichst die rechten Theile dieser Gleichungen.
Wenn wir in (34.) die Differentiation ausfihren, und uns zugleich an die Be-
deutung der v aus (27.) erinnern, so wird sogleich:

L= (8akdv>+(8,f:8’}/ ) +<6y 8)/) k+ (By 3y>

Werfen wir also die lelzten Terme dieses Ausdrucks auf die linke Seite der
Gleichung (35) hiniber, so haben wir:

(ﬂ“ a}, 3y, )) L’l"(ﬂh (aatV ))”H‘“ ( Bri — (aaly >)”£;(£,};_’;:)'

Multipliciren wir jetat diese Gleichung mit Jy; und bilden die Summe nach 7,
so wird, indem offenbar

(ﬂh. By 6}' )) (ﬁm_( . ) dyst - a(Ba—a; 4

Journal fiir Mathematik Bd. LV. Heft 4. 45
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die folgende erhalten:

o(B—(0*V)) , 9(B—(8*¥F)) ; o(B—(@*V)) &
3%, T gs, Ut g, % = du
Und wenn man nun diese Gleichungen auflost, so kommt
§ 9(B—) oS
90y, = 131+J“232+ nav;’

Endlich multipliciren wir diese Gleichung mit Jdy, und summiren nach 4. Auf
der linken Seite erscheint dann

28 (B — (3*V));
auf der rechten aber die Summe
oS
=00y ok Ay, + 8 s Jyg—l—---avk d‘y,,)
Der in der Klammer stehende Ausdruck ist bereits friher behandelt worden,
bei Gelegenheit der Gleichungen (42.) bis (45.); wo er sich gleich

BW ow
1..{— ()‘ 2..}-...:97‘;;()“")

fand. Bemerken wir noch dafs S=%—f (42.), so nimmt hienach die Func-
tion B folgende Gestalt an: -
1
(53.) B = (()\‘Z V)+ 2W2,2k awik()‘a,-d\ak,

wodurch endlich die Form der Function B vollstindig angegeben wird. Der
letzte Theil derselben ist wiederum eine Determinante, und zwar eine sym-
metrische; indem man derselben ihre Form giebt, und zugleich fir (0°V') seinen
Werth einsetzt, erhalt man den folgenden Ausdruck:

wn wlz e wl,, (’(Zl

. Wy Wy o.. Wy, 00,

oV
(54) 2B = Zizk(m>(yyi Iy — S w,, Wyy- - Wnn

W,y Wy o .. W, 00,

de, do, ... do, O

Die Aufstellung der Function B ist auch insofern von Interesse, als
gerade der unmiltelbarste Weg, zu einer Reduction der zweiten Variation zu

n.nt1
P)

erster Ordnung abhingig macht, welche sehr verwickelter Natur sind, und als
deren abhiingige Variabeln sich die Coefficienten der Function B darstellen.
Die Gleichung (54.) enthélt die vollstindige Losung jener Differentialgleichun-
gen. Die Gleichungen selbst sind in den Formeln (20.), (23.), (24.) des

gelangen, dieselbe von einem Systeme von Differentialgleichungen
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bereits angefihrten Aufsatzes enthalten. Indem man dort alle Hilfsgrofsen
entfernt, und sodann die Gleichung (54.) hinzuzieht, gelangt man zu folgen-
dem Theorem, in welchem, wie in der citirten Abhandlung, die Bezeichnungen

C . R p» 0*Q — it
&9 e T, dy, o
Ydr : dx
OPm (m) OPum (m)
B P & %

angewandt sind:
Die Integralgleichungen des Systems simultaner Differentialglei-

chungen :
dg.
a— 2 O g KOy . 8B PO B . PP
b’ — B, e c® . o T
b — B c® e, ¢’ ¢ ... ¢
= (")—/J‘k, c " “wu EF g ¢ L¢P
O L 0 0 .0
o @ @ @ 0 0 .0
p qﬁ') g . g 0O 0 ...0
sind die [olgenden:
oV oV oV Ml 4
(By Gyk) Ba (aa‘ay-) (aa,ay) (aa
( o'V ) o'V N\ ( o'V e a'V
0a,0y; "0a,0a, Cu da, Oa, H da_da, Cm
0 — oV otV oV ( B’V)
‘Oa, Oy, 9a,0a, Cr da, 0a,. Cn da_Oa, Cna
oV o'V i 4 oV
(aa ay,() (8a (Ba — O - (Ba A

wo die ¢ willkarliche Constanten bedeuten und c; = ¢;; ist.
Berlin, den 21. Februar 1858.
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