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14.

Ueber die Reduction der zweiten Variation auf ihre

einfachste Horm.
(Von Herrn A. Clebsch zu Berlin.)

Seit Jacobi durch seine im 17" Bande dieses Journals erschienene
Abhandlung iber die' zweite Variation der einfachen Integrale der Variations-
rechnung neue Wege erschlofs, ist man vielfach damit beschiftigt gewesen,
die dort gegebenen Resultate zu beweisen; und noch kiirzlich hat eine schone
Abhandlung von Hesse (dieses Journal Bd. 54, p. 227) die Darstellung dieser
Speculationen zum Gegenstande gehabt. Indefs hat man bis jetzt, soviel ich
weifs, nicht daran gedacht, den Resultaten Jacobis diejenige Allgemeinheit
zu geben, welche zur Vervollstindigung der erwahnten Theorie erforderlich
ist. Die Arbeit Jacobis bezieht sich nur auf einfache Integrale, bei welchen
in die zu infegrirende Function eine einzige abhingige Verinderliche eingeht.
Die nothwendige Verallgemeinerung dieser Resullate wirde. einerseits viel-
fache Integrale in den Bereich ihrer Betrachlung ziehen, andrerseits den Fall
einer grofseren Anzahl abhingiger Variabeln bericksichtigen. Sie wiirde sich
endlich mit dem Einflusse zu beschiftigen haben, welchen Bedingungsgleichun-
gen zwischen den gesuchten Functionen auf die Gestaltung der zweiten Va-
riation ausiben. Die folgenden Betrachtungen haben den Zweck, in diesen
Richtungen einen Schritt weiter zu fihren. Ich werde zunichst einfache In-
legrale betrachten, mit einer beliebigen Anzahl abhiingiger Variabeln unter
dem Integralzeichen, und begleitet von einer beliebigen Anzahl von Bedin-
gungsgleichungen; ich werde dabei zunichst voraussetzen, dafs nur die ersten
Ableitungen der abhéingigen Variabeln in den Bedingungsgleichungen und unter
dem Integralzeichen vorkommen, so aber, dafs in die Bedingungsgleichungen
Variable eingehen konnen, welche die zu integrirende Function nicht enthélt, und
umgekehrt. Man wird sehen, wie hiedurch auch die allgemeine Aufgabe gelost ist:

Die zweite Variation eines einfachen Integrals, welches eine beliebige
Anzahl abhingiger Variabeln und beliebige Differentialquotienten der-
selben enthdlt, zwischen welchen eine beliebige Anzahl von Bedingungen
gegeben ist, auf die kleinste Zahl von Variationen urickzufithren.
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Ein kleiner Abschnitt endlich wird sich mit der zweiten Variation viel-
facher Integrale beschaftigen, unter der Voraussetzung, dafs nur eine einzige
abhingige Variable und nur die ersten Ableitungen derselben in die zu in-
tegrirende Function eingehen. _

Derjenige Abschnitt der Variationsrechnung, welcher sich mit der zwei-
ten Variation der einfachen Integrale beschaftigt, darf somit als, in den Um-
rissen wenigstens, vollstindig dargestellt betrachtet werden. Die Kriterien
des Maximums und Minimums kommen zurick auf die Betrachtung einer ge-
gebenen Function zweiter Ordnung, welche innerhalb der Grenzen weder ihr
Zeichen #ndern noch verschwinden darf; und auf die Betrachtung einer ge-
wissen, aus partikuliren Integralen der isoperimetrischen Gleichungen zusam-
mengesetzten Determinante, welche innerhalb der Grenzen niemals verschwin=
den darf.

Die Behandlung vielfacher Integrale, abgesehen von dem betrachteten
Falle, scheint noch grofsen Schwierigkeiten zu unterliegen *).

§. 1.

Es bezeichne f eine Function der Functionen y,, y,, ... y, und
ihrer ersten Differentialquotienten nach @, so wie der Grofse x selbst; die
Function, zwischen den Werthen z=a und x== integrirt, soll ein Maximum
oder Minimum werden. Die Functionen y seien in ihrer Unabhingigkeit von
einander beschrankt durch die Gleichungen

1) ¢=0, ¢,=0 .... ¢,=0,
welche die Functionen y und deren erste Ableitungen enthalten; ohne dafs
dabei die Beschrinkung hinzugefigt werden soll, dafs nicht in einigen der ¢,

oder selbst in f gewisse der y und %— ganz fehlen konnten. Man bemerkt

ibrigens leicht, dafs ‘Bedingungen, wie sie bei den isoperimetrischen Pro-
blemen vorkommen, welche erfordern, dafs ein gewisses anderes Integral
einen gegebenen Werth habe, auf den Gang der folgenden Untersuchungen
keinen wesenllichen Einflufs haben und daher dbergangen werden konnen.

Man behandelt das vorliegende Problem nach dem Vorgange- von La-
grange bekanntlich so, dafs man den Ausdruck

@) V= /[rtugthet )l

*) Gegenwirltig, zur Zeit des Drucks der vorliegenden Abhandlung, ist es mir ge-
luogen, diese Schwierigkeiten zu iiberwinden, und es wird eine spatere, bereits vollendete
Abhandlung die Ausdehnung dieser Transformation auf vielfache Integrale zum Gegen-
stande haben. '
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in Bezug auf die in f eingehenden y zu einem Minimum macht, wo die 1
gewisse Functionen von z sind. Das Verschwinden der ersten Variation von ¥
giebt dann die Gleichungen:

of o, d d | 0 o,
R Iy T TR +§
ad.z- dm ad.r
of 09 oPp, dg, an,
— 14 L L2 = A .
3) a},g"{ la}, + 23), + s dy,-l la + 2 'l" :
dx d.r
0 0 op, d 0 0
CAUY N V. ml Ea 5;n+"'$
ad.z d.r dx

welche zusammen mit den Gleichungen (1.) hinreichen, um die y und die 4
zu bestimmen, so wie gewisse Gleichungen, welche zur Bestimmung der
Integrationsconstanten dienen.

Um aber zu entscheiden, ob die gefundenen Werthe der y das In-
tegral V' wirklich zu einem Minimum oder Maximum machen, ist es nothig
die zweite Variation zu untersuchen. Setzt man in dem Integral V an die
Stelle von y;, ys, ... die Ausdricke y,- ew,, y,+ cw, etc., wo die w
beliebige Functionen von x, & aber eine sehr kleine Zahl bedeutet, so geht
V iber in

V+eVi 46V,
und nach dem Vorigen werden die y so bestimmt, dafs ¥, verschwindet.
Es mufs dann, dapit ein Minimum eintrete, ¥V, fir alle beliebigen Functio-
nen w positiv, -damit ein Maximum eintrete, fir alle negativ sein; mit einem
Worte, das Vorzeichen von V, ist zu discutiren.

Es hat aber V, die Gestalt
4. — / Fdz,

wo F' ebenso aus [+ ho+ 24 ,... entsteht, wie V, aus V; so dafs sich
also F' als eine homogene Function zweiter Ordnung der w0 und ibrer ersien
Differentialquotienten darstellt.

Kann man nun, wie dies in der That moglich ist, durch partielle In-
tegralion die Function F'in V, zuu‘lckfﬂhren auf eine andere Function zweiter
Ordnung mit nur n Argumenten, welche sich als lineare Funclionen der w
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und ihrer Differentialquotienten darstellen, nimlich auf die Funclion
%) 2F = ¢, '/Vf"{‘ Cx Wg“l‘ 2, W, Wz“}‘ ""‘ c. W3,
so haben die Functionen W vollstindig dieselbe Willkiirlichkeit wie die Functio-

nen w; und wenn man den w jeden beliebigen Werth beilegen konnte, so
kann man bei den W dasselbe thun. Man hat also dann nur das Integral

vV, = / "Fdz

zu untersuchen, oder mit andern Worten. das Zeichen der Function F inner-
halb der gegebenen Grenzen a, b, und fir beliebige Argumente W. In der
- That, man kann dann nach bekannten Methoden stets F in ein Aggregat von
Quadraten zerlegen, dessen Argumente abermals, statt der W, als unabhingige
willkiirliche Functionen betrachtet werden konnen; und damit ¥V, stets positiv
oder stets negativ sei, ist es nothig und hinreichend, dafs die Coefficienten
der Quadrate sammtlich dasselbe Zeichén haben; wire einer derselben fir
einen gewissen Werth von & entgegengesetzten Zeichens, so brauchte man
nur die Argumente sdmmilich verschwinden zu lassen, bis auf das ent-
sprechende, und diesem fir diesen bestimmten Werth von z einen gewissen
Werth beizulegen, um dem ganzen Integral V¥, das entgegengeseizie Zeichen
zu geben.

Lassen wir fir den Augenblick die Beziehung unserer Beirachtungen
zu den Problemen des Maximums und Minimums ganz bei Seite, so kommt
also die Aufgabe allein auf die Aufstellung der Function F hinaus.

Aber die w sind nicht vollstindig von einander unabhingig; es be-
stehen némlich zwischen ihnen die aus den Gleichungen (1.) hervorgehenden
Relationen:

op oo dw, O dw, 0p, S

R 3 iy T Sy, T
dz dx

6. :

) o— w, G%Jr 2prur g do_ B du, 0 | ..—a,

dy, dx _¢_l_y_,
8 dx 6 dx

0=w1

Es ist daher nicht nothig, dafs F unmittelbar die Gestalt annehme

aB
=Fra
wie im Vorigen vorausgesetzi wurde; sondern es kann noch eine lineare

Function der & hinzutreten, deren Coefficienten wiederum lineare Funclionen
Journal fiir Mathematik Bd. LV, Heft3. 33
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der w sind; es kann also werden:
‘(1) F=F+8 . ive1we..
wo die ¥ von der Form sind:
B8) ¥ = CPw+Cw,+ - +CPw,.

. Da es aber darauf ankommt, in der transformirten Function F die W
unmittelbar stait der 2 gebrauchen zu konnen, so missen auch die Bedin-
gungsgleichungen (6.) in lineare Bedingungen zwischen den W iibergehen:
d. h. es mufs sein:

) &= LW, +LPW,+--.LOW,.

Endlich, da die Function F aus F' durch partielle Integration entstan-
den sein soll, und also die Glieder, welche die Producte der Differentialquo-
lienten enthalten, sich nicht verindert haben konnen, miissen die W die
Gestalt haben: )

dw; (©)

10. W, = —+— Otii)w1 agi)wz—l—man w,.
dx |

Die Aufgabe ist nunmehr vollstindig abgegranzt, und lifst sich so aus-

sprechen:
Die Function F, welche homogen und zweiter Ordnung ist in Be-

' . . dw, dw ; .
2ug auf die 2n Grifsen w,, w,, ..., —;{;‘, d.;’ «v.y SOl in dre:

Theile zerlegt werden, deren einer eine homogene Function F zwei-
ter Ordnung mit den Argumenten (10.) ist, deren 2weiter der voll-
stindige Differentialquotient einer homogenen Funclion zweiter Ord-
nung der w ist, und deren dritter endlich eine lineare Function von
z gegebenen linearen Ausdricken (6.) der w und ihrer Differential-
quolienten ist; wihrend diese Ausdriicke selbst in lineare Functionen

der Argumente W iibergehen.
Die Unbekannten des Problems sind die "";'H Coefficienten von B,
die »* Coefficienten «, welche in die W eingehen, die n».x Coefficienten C
M;L-'H—) unbekannte

in (8.), und die n.x Coefficienten L in (9.); zusammen

Grofsen. Die Coefficienten in F sind als solche kaum zu rechnen, da sie un-
Lo
dx dx

aber dann vermdge der Gleichung (7.) noch ‘2"'22""'1 --”’"2+i="(3g+1) ,

mittelbar den Coefficienten der Produkte gleich werden. Es sind
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und wegen der Gleichungen (9.) 2n.x Gleichungen zu erfillen. Die Zahl der
Gleichungen ist also der Zahl der unbestimmien Grofsen genau gleich, und
die Aufgabe daher im allgemeinen maglich.

Unter den Gleichungen, welche aus (7.) entstehen, sind "";H Dif-

ferentialgleichungen erster Ordnung. Die Aufgabe fiihrt also "'7;+1 willkiir-

liche Constanten mit sich.
§. 2.

Die Bestimmung der Functionen F, B, ¥, W hingt mit den Glei-
chungen (3.) aufs Genaueste zusammen, ebenso wie das Entsprechende bei
einem Integrale, welches nur eine abhingige Variable enthalt, lange bekannt
ist. Dieser Zusammenhang soll nun dargestellt werden.

Sei ¢ eine der Constanten, welche die Integration der Gleichungen (3.),
(1.) im Allgemeinen mit sich fihrt, und sei

dyi L
(11.) 7{,— =, =W
Dann gehen die Gleichungen (3.), (1.), nach ¢ differentiirt, in die folgenden
beiden Systeme iber:

a2 ~ d oR
ow,  dxr . du °
‘ Tr
o  d R
(12) (O dr gdu
dx
R d _oR
Oun _ dx a% g /
dx
o2 o o8
(13) —a—P:—O, 5;;-—0, e 5;;-——-0,

wo £2 diejenige homogene Function zweiler Ordnung der u, u, % ist, welche

entsteht, sobald in dem Ausdrucke f-1,¢,44,¢,4 --- an die Stelle von
Yis Y25 + -+ by Aoy ... die Functionen ’

yitew, yotew, ...y A, Ateue, ...
treten, und in der Entwickelung nach Potenzen von & der Coefficient von &
genommen wird; Gleichungen, welche man auch als einer Minimumsaufgabe

angehorig betrachien kann. Setzt man statt der u die w, so gehen die Glei-
33*
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chungen (13.) in die Gleichungen (6.) iber; setzt man die x, welche in
diese Gleichungen nicht eingehen, zugleich Null, so verwandelt sich £ in F.
Die Gleichungen (12.), (13.) bilden ein System von Differentialglei-

chungen, dessen allgemeine Losungen die Gestalt haben

(14) w;, = 27%%', M = 27%1—', _
wo die Summe iber alle 2rn Constanten ¢ auszudehnen ist*), und die ¥
ebensoviel neue Integrationsconstanten bedeuten.

Durch verschiedene Wahl der y kann man beliebig Systeme der u, u
bestimmen. Es soll im folgenden mit % verschiedenen solcher Systeme gleich-
zeilig operirt werden; und dieselben sollen durch obere Indices 1, 2, ... n
unterschieden werden.

Es gilt zunichst der Satz:

dafs fur irgend zwei Systeme

@ 0 @ i)
u, U, ... Wy #
A S &

der Ausdruck
M 0% G 08 G 0L
%“x — o TR — T T dum}

r a.Q r B.Q r 89
— Ju” g’ — 4o ul ——5
5 du, 3 du, s du,

dx dx dx

einer Constanten gleich wird.
In der That, nach den bekannten Eigenschaften der homogenen Functionen
zweiter Ordnung, verandert sich der Ausdruck

@) ()
i) 082 @ 082 @ 08 du; on du, 02
2 . ouis -
& " © Su? Ha Au'? t dr _dul? u dx 3 dul” T
o 09 2 | d‘"
@) ()
Tl e + o T

nicht, wenn man di¢ Indices ¢ und r vertauscht. Zugleich verschwinden

*) Das System der Gleichungen (1.), (3.) giebt in der That nur 2n Constanten.
Denn differentiirt man die Gleichungen (1.) nach x, so bilden diese, wie man leicht
sieht, mit (3.) ein System, welches 2n--x Constanten verlangt. Die Gleichungen (1.)
sind aber » Integrale dieses Systems, deren Constanten den particularen Werth Null er-
halten -haben. Es bleiben also fiir ‘die Gleichungen (1.), (3.) nur 2r Constanten iibrig.
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aber nach (13.) die Coefficienten der u, und nach (12.) wird das Uebrige

- . 1 - ot o oR d 0

ein vollstindiges Differential, indem man W etc. durch ﬁ(T}”) etc. er-
dr

setzen kann. Man hat also die Gleichung:

d (i) 8!2 (i) 6.32
7;{“1 duir) + u, dug” + e }
g d. 6 dr
T

_ 4 (,n_9% o)_ 08

— 7[;.'{"1 rluf'-) + e dugi’ + }
o0—— 0
drxr dx

Durch Integration folgt hieraus unmittelbar der obige Satz.
Betrachten wir nun genauer diejenigen partikularen Systeme der u, u,
bei welchen diese Integrationsconstante gleich Null wird. Da fiir diese Systeme

5 08 H Of o2 R

14. u(" u(z) — u(r) - u(r) <
( ) 1 a duir) + 2 dugr) 1 duiz) 2 a du;x) +

dr 9 dr dx drx

so kann man immer L"fai Funktion f3;, so bestimmen, dafs

2
o A = fu "{r’ + Be “gr) + o Bun ul”

O = Bau? 4 Batll o)

= But"+ Bt B,

wo 3, =f,. Denn die ”'"2—1 Beziehungen, welche ndthig sind, damit

die -'%ﬂ Grofsen 3 den m* Gleichungen (15.) geniigen konnen, sind eben

die "'"2_1 Gleichungen (14.), welche, wie man unmittelbar sieht, durch die

Gleichungen (15.), welches auch die Werthe der /3 seien, identisch erfullt
werden.
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Differentiirt man nun die Gleichungen (15.) mit Riicksicht auf die
Gleichungen (12.), so erhilt man ferner:

\ du(r)

_ dﬂu (,)+dﬂ12 u? e —I—ﬁn d.r ‘|‘ﬁ12 i

du(r) (r)

6.9 d 12 r d22 T
(16) (ou? T L

ofR
augr)

EYe) dﬂn } dBan d(r) d(r)
_m_____ f ()+ .32 “()"l' . e T - S Woiu 18 = e ses

Es ist eine merkwiirdige Eigenschaft dieses Systems, dafs sich aus den
Gleichungen (15.), (16.) die % und u vollstindig eliminiren lassen, so dafs man

ein System von Differentialgleichungen erster Ordnung fiir die "'7;_1-1 Grofsen 3
erhilt. Die Funktion £2 namlich hat die folgende Gestalt:

22 = ayui-tanui+42apu,u, 4+ a,,ul
_{_2du1 (b(l) 1+bu)uz"|‘ bf,l)u,,)

d
(17) 42 0P u A Uy 60, )
du, \ du, du, du, du, \2
+ €4 —) +622 ) +2¢,, d.zf —dl%-i_...c,m Tiu;>

d
28 [Pt prt e patt b G g G g, ),

wo die Summe &' sich auf die  verschiedenen Systeme der w, p, ¢ bezieht.
Bestimmen wir also n* Grofsen o, welche den Gleichungen geniigen :

du;” D) | 0 G

1 r r r

de. = G % to Uy e,y

dug” @0 @0 @0

) r ) r

= 0; U o, U a u

(18.) dr 1 1 + 2 2 + n 3
du(r)

. ()0 | 0 0 O

T - G % +enu,),

und x.n Grofsen M,, welche den Gleichungen geniigen:
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= Mul’ - Mo+ M u®,

(19) u® _Muf”-{—M ug’)—[— M, u?,

" = Mui)—l—Mu(")—{— M, u(")

so stellen sich die Gleichungen (15.), (16.) als lineare Funktionen der u,
gleich Null gesetzt, dar; und wenn man also die Coefficienten dieser u ver-

schwinden lafst, wird aus (15.):

6Pt el Fepos? e’ S M = iy,

(20) 62)'-]—0210‘()—!‘022“(2)-[- « €yl ()__I_Sq2M — /5112’

[’(n)’l' cnla(l)—l— "'nz"‘m‘l" c,moc( )’[' San = [ins
wihrend ganz ebenso aus (16.) die Gleichungen hervorgehen:
a-,—{-(bw (U_I_b(_?)ai?)_l_ b(") ("))_l_Sp
dp;
== ﬂl—l—(ﬁzlal(.l)—*_ﬂﬂalz)—l—
a _l_(b(l) 1)+b(2) Oé?)_l_ b(") ("))_l_ Sp
i2 i
. a' ;
(21.) ﬂ2 +(ﬂz (1)_}_[312 (?)_l__

Gk B P80 P 480 o) 4 Sp M,
d in
= B | (80 4 o -

Bemerken wir noch, dafs aus den Gleichungen (13.), d. h. aus der

Gleichung
) dug’)

(o du;
(22') plui)_l_p" )+ +q1 +q2 + see,— O’

welche n.x Gleichungen darstellt, mit Hilfe der Glexchungen (18.) hervor-

geht; 1 @ )
0 = pitqor’ +qoi 0 gaoi’s
(23.) 0= p,+ 71 “21) + qz + (")

0= m+qna"’+fh “’Jr *gney’y
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so siehl man, dafs die n* Gleichungen (20.) und die n.x Gleichungen (23.)
geniigen, um die Functionen M und « ohne Hiilfe der x und u durch die 3 aus-
zudriicken. Denkt man sich alsdann diese Werthe in (21.) eingefiibrt, so er-
hilt man Differentialgleichungen erster Ordnung fir die /3 selbst.

Es ist auch leicht die Gleichungen (21.) so umzugestalten, dafs sie

n.n41

2
man braucht nur die Gleichungen (20.) mit e, «@, ... ™ multipliciten,

und von der 7" Gleichung (21.) abzuziehen, indem man die Gleichungen (23.)
bericksichtigt, um die fir ¢ und » symmetrische Gleichung zu erhalten:

(24-) a,-r—z Eﬂ'cgaa(e) (a)_I_S(p’M -I’,,,.Iyl ) — dﬂzr
n.n41

welche die e gesuchten Gleichungen darstellt.

sich unmittelbar, wie es nothig ist, auf Gleichungen reduciren. Denn

Da sich die o und M als lineare Functionen der /3 darslellen, so erhélt man

dg;,

also ?—&— ausgedriickt durch eine bis zur zweiten Ordnung ansteigende Function

zweiter Ordnung der 3. Die Losungen dieser Gleichungen aber erhalt man, wenn
man aus (20.) die 3 durch die M und «, diese selbst aber aus (18.), (19.)
durch jene particularen Losungen der Gleichungen (12.), (13.) ausdracht,
welche den Bedingungsgleichungen (14.) geniigen. Man kann dies auch als
Eigenschaft des particularen Systems in folgendem Theorem aussprechen:

Die Bestimmung des particularen Systems der n* Grifsen u fuhrt

auf die Losung eines Sysiems von "'"2"'1 Differentialgleichungen

erster Ordnung (24.), nach dessen Auflisung n gelrennte Systeme
von je n Differentialgleichungen (18.) 2u behandeln sind.

S§. 3.
Die Gleichungen (24.) aber sind es, welche zuglelch das in §.1 vor-
gelegte Problem absolviren.

Multipliciren wir die Gleichungen (24.) mit w;w, und summiren nach
¢z und », so finden wir:

(25) =2 a,ww,—= E‘,ce,(a(e)w,-{- e wy o) (0w, + a(°)w2+ o)

128wt pao o) My, + My §-) = 5 3, w0, 2
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Die Gleichungen (20.) geben zugleich:

dw, (b(r) 1—|—b("w + b(r)

+=,2¢, { 22 (w0, + ¢ w, - it di, (a“”w +ePw,+ - 2
+28(g B g g, Dy )(lel+M2wz+ )

(P
2{ dw, (Buw,+ Baw,+ - )—]— (ﬂ21w1+ﬂ22w2+ SRt }

Nimmt man nun noch die identische Gleichung hinzu:

(26.)

dw; dw, dwe dw,
QL) a5y = 0

und addirt die Gleichungen (25.), (26.), (27.), so erhilt man aus den er-
sten Gliedern der linken Seite gerade die Function F, und es wird:

(?8) RF—Z=,Z,¢,W, W,
28 My, + M0, >(f'1w1+ﬂzwz+ g B g B )

= d—.): (=: =, Bowiw,),

wo der Kirze wegen gesetzt ist:

d
R9) W,= —a,%f'— — (P w, 4P w,+ 2P w,).

Die' Gleichung (28.) slimmt, wie man sieht, mit der Gleichung (7.) genau
iberein, sobald man setzt: i
— ¥ = Mw,+Mw,+|---M,w,

: 2B = =, Bipwiw, s
denn der Ausdruck &, welcher aus einer Bedingungsgleichung ¢ entstand,
wenn man fir die -y; den Ausdruck y;-| sw; setzte und den Coefficienten
von ¢ nahm, ist offenbar kein anderer als:

dw, + dw,._

(31.) b = p1w1+l72w2+ P Wr +(/1 + q- qn e

Aber diese Function & sollte sich nach (9.) als Imeare Function der W
darstellen. Nun braucht man endlich nur noch die Gleichungen (23.), (18.)
zu beachten, um sogleich zu sehen, dafs & die Gestalt annimmt:

(32') b =71W1+92 W2+"'qn Wn = 0.

Journal fiir Mathematik Bd, LV. Heft 8. 34

(30.)

|
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Man hat demnach folgendes Theorem bewiesen:

Die 2weite Variation / Fdx lifst sich immer surickfihren auf die
Form / Fdzx, wo F diejenige Function ist, welche aus den Termen
hichster Ordnung in F' hervorgeht, wenn man darin die Differential-
quotienten der w durch neue Functionen W ersetzt. Zwischen
diesen W bestehen dann noch lineare Beziehungen (32.) in gleicher
Zakl mit den vorhandenen Bedingungsgleichungen, wdihrend sie
abrigens willkurlick sind.

Die Untersuchung des Vorzeichens der zweiten Variation ist so auf
die Untersuchung des Zeichens einer homogenen Function zweiter Ordnung
zuriickgefihrt, zwischen deren Argumenten gewisse lineare Beziehungen ob-
wallten.

Die neuen Argumente W driicken sich vermiitelst der urspriinglichen
w und unserer particularen Integrale in Determinantenform aus. Es wird
namlich aus (18.), (29.):

dwe
e 1 w, w,
du(l) )
(1) 1)
7] ;:) u,  u c.ou,
- 1 @
(31.) W? == —IT due u(g) ) uﬂ) ?
d‘p l u2 . L] L] n
., ()
duy” o u®
d,r 1 2 o o o n

wo R die Determinante der Functionen u bezeichnet. Aus dieser Form sieht
man, dafs fir die Anwendbarkeit der vorliegenden Transformation die Be-
dingung auftritt: dafs sich die in den u enthaltenen willkurlichen Constan-
ten so miissen bestimmen lassen, dafs R innerhalb der G'renzen nicht ver-
schwindet, wenn nicht zugleich simmitliche Zidhler der W verschwinden.

§. 4.
Die in dem Vorigen angestellten Betrachtungen lassen sich nun un-
mittelbar auf diejenigen Integrale ausdehnen, welche nicht blos die ersten,
sondern beliebig hohe Differentialquotienten der abhingigen Functionen unter
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dem Integralzeichen enthalten. Denn setzen wir:
. dy. (1)
(32.) %=yf'l), FJ%_%:)"' etc.,

so konnen wir annehmen, dafs die Function unter dem Integralzeichen nur
die y selbst und ihre ersten Differentialquotienten enthalte, wihrend die Glei-
chungen (32.) als Bedingungsgleichungen hinzutreten. Und so konnen wir
wenigstens zu einer Reduction die obigen Betrachtungen anwenden. Es zeigt

sich aber, dafs diese Reduction bereits alles Erforderliche leistet.
An die Stelle der u treten in diesem Falle die y mit ihren simmt-
lichen Differentialquotienten, bis zu dem zweithochsten, welcher vorkommt.
Betrachten wir also den Ausdruck W, in (31.), so sehen wir, dafs er Wegen

Gleichheit zweier Vertikalreihen identisch verschwindet, wenn mcht i ¢ den

hochsten, w, selbst den zweithochsten Differentialquotienten eines y repri-
sentirt. Wir sehen also, dafs die neue Function F, da ein grofser Theil ihrer
Argumente verschwindet, sich reducirt auf eine homogene Function zweiter
Ordnung der ibrig bleibenden n» Argumente W, wihrend die Coefficienten
dieselben sind, welche sich in der Function F' in die zweiten Dimensionen
der jedesmaligen hochsten Differentialquotienten multiplicirt finden. Zwischen
den Argumenten aber bestehen noch die den Gleichungen (32.) entsprechen-
den, die von elwaigen Bedingungsgleichungen herrihren.

Sind die hochsten vorkommenden Differentialquotienten respective die
rie, rt*n, ete. r", so bedarf man

. n(r1+r2+...rn)
verschiedener Systeme der den  entsprechenden Funclionen, welche sich hier

aus den Grofsen
i d*y;
de dx*
auf lineare Weise zusammensetzen. Die Art und Weise wie man diese Systeme
zu partikularisiren hat, ergiebt sich unmittelbar aus den Gleichungen (14.).
Als ein Beispiel ergiebt sich der von Jacobi behandelte Fall. In der

That, sei das Integral gegeben:
dn—l dny
(83.) —/f( Y d.z- ” d.::""" dx")dm’

so kann man dasselbe zurickfihren auf das folgende:
34+
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31) V= /(s yar e yooer 2220
Fu(Z =) tn(@ =) ot (G —yi) e,

wo die y als verschiedene Variable zu betrachten sind, die den Gleichun-
gen unterliegen:

d dy, s
(3) Z—yn=0 T—y=0 ... Z=_y =0

Die Gleichungen, welche die erste Variation von ¥V verschwinden
machen, sind nunmehr:

of _
dy T dx?
o g =tk
dy, T dx?
(36.) .
of .,  _ dh
2 2T dx?
of _, _ d(_of
OYn—1 =T dy P dyn % ’
dx _
aus denen auch durch Elimination der A unmittelbar die Gleichung hervorgeht:
of d of | & df .
G H@may Tawr g, T =0

welches die gewohnliche Form ist.
Ist nun ¢ eine der 2n Integrationsconstanten der Gleichungen (36.), und

dy: O4;
(38.) U, — 27—6?, i = 27‘8—0’

so folgen aus (35.), (36.) die Gleichungen:

Lo = G du_ __

ou T dr? dz Uy,
oF - du, du _
T = g T =

(39.)
aF . d[tn_l du,,_z _
Buns Mot = g @ = e
oF __4d oF
au,._l ”n—l — d.l‘{ a du,,._l
" dx
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wo namlich

—_ 8 f w S°f dun-y\'
(40) 2F w4 2 ulu‘l‘a : "1+ + o Dot g dyna\ dr )

“dr " dzr

gesetzt worden.

Zwischen n verschiedenen Systemen u, ,u,) bestehen dann "‘"2_1

Relationen, welche in der Gleichung enthalten sind:

082m (h) 6.52() a® L™
(R _Z%% "
(41.) % - 5 du” du) (r) + _}_ n=-1""—""(r) d irll
dr 8 dx Tdr
n 082® (r) o™ u® 082"
o—— () du (h) du (/1) + + n—1 du E — Const. .
dr 9 d.z‘ d d.z'
wenn
= duy—
(42.) !2 e I’ _l_ll'l'l. (d—-— ul>+ u2>+ iu'n—l( 2 n-l) 92
und welche in diesem speciellen Falle die folgenden werden:
a® ) (M u® u® u® oF™
(43-) ( ()_I_ y ( + n—2Mﬂ—l+ n—1 d (r)
a 71—1
« al;d(.f) = Const.
rn (h r (& r) (k) (r)
_( 1 u® Ll 1P 4w, u® u"“'?_(’T)
8 n—-l
dx

Fiir das gesuchte partikulare System hat man nur Const. = 0 zu setzen.
Dann sind die 2n° Constanten der u auf "'"Z_H zuriickgefiihrt; und nunmehr
konnen wir aus den friheren Betrachtungen die neue Form der zweiten Va-

riation unmittelbar hinschreiben, némlich:

(44.) Vz—f(adyn_l> R,dx—f(‘z:f) Y dz,

wWo

w du® dr=1u®
|u® u® u® 00 Y @ T Ta

2 . . . n—
u® 4@ u®  u® u® du® L. dn=14®.
wsy m—|® W W .l e T e T
u®™ uin) ugn) S uf:z! v - du® byl
‘ dx drn=1
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\

dw,,_l
w w w —_—
1 2 d.l'
1)
u® 4P M L. du,
(46) W= ‘ 2 dx
()
o u® WP L. M
dx
w dw d*w drw
dr dx*® dzxn
u(l) du(l) d’u(l) d" u(l)
== dx dx® T 7.1.‘_"- kl
u® du®™  d*ul™) dmu(m)
dx dx? dz™

was die gewohnliche Form ist.

$. 5.

Ich wende mich nun zu der Betrachlung eines nmfachen Integrals mit
Einer abhingigen Variable. Sei also:

() ) o) e)
4y v ——/ f( 6;,’ B_i::’ a_.z}:,.’ &y ...)dxldxg...dz-,,

Die Aufgabe, ¥V zu einem Minimum zu machen, erfordert zundchst das Ver-
schwinden der ersten Variation, welches die bekannte partielle Differential-
gleichung giebt:

(48)

of _ o _of o o .8 of
o ~ or, , Oy oxr, P2 dy Oxn 5 dy
or, Br, OZn
Die zweite Variation aber, d. h. der Coefficient von & in der Ent-
wickelungldes Ausdrucks von ¥V, wenn statt y darin y - ew gesetzt wird,
nimmt dann die Gestalt an: "

(49) 2V,
=/‘(n)(am,w2 + 2ao,w 9w —|-2 uzw ‘l’ o g u( ) +- ")d‘r‘d‘z" -4z,

A

o'f o'f o'f

wo:

49 a. Ay = 52—, Oy=———'r—, @Oy=—g——7— tc.
( ) -UU ayay F} 01‘ aya ay 3 11 a a}, a), 2 €
ox, Bz, = Ox,
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Es ist die Aufgabe den Ausdruck ¥V, auf eine mdglichst wenig um-
fangreiche Form zu reduciren, wozu die partielle Integration das Mittel bietet.

Man kann die Function f, welche unter dem Integralzeichen von V,
steht, und welche wir 2F nennen wollen, immer unter der folgenden Gestalt
darstellen:

2 3— 2 6— g
(50.) 2F—‘:au( )+a22( )-!-2012 ax a:n +--- m?

+o @)+ o () e (00,

wo m, v;, ¥, ... v, zZu bestimmende Functionen sind. Da nun die letzten
Glieder simmtlich einmal integrirt werden konnen, so reducirt sich dann der
ein nfaches Integral enthaltende Theil von ¥,, der uns hier allein in-
teressirt, auf '

CB1) (W)

@ AT 8l g2
~j )+ aa\ o ) 4 20 oo [ dy . do,

also wiederum auf das Aggregat der hochsten Terme mit verandertem Argument.
Diese Reduction geschieht wiederum mit Hilfe der Differentialgleichung (48.),
genau so wie bei einfachen Integralen.

In der That, wenn man die Gleichungen aufsucht, welche in der Glei-
chung (50.) enthalten sind, so werden dies folgende:

1 dm \* om dm om\?
G = ( 'aT> taal3 )Jrz %oy, a5y T ""‘""('ax‘n) )
aU av avn
’l‘ y + : ‘I‘ OLn
‘l
Ay = —— "a.z' + 21 "' nla )+”:

(52.)
Ay, = (an + O g )+ U,

Gy, = i ( G4 3.1: ugr es nnam)—l_vn

Wenn man nun die v mit Hiilfe der lelzten Gleichungen aus der ersten eli-
minirt, so verschwinden zugleich die zweiten Dimensionen der Differential-
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quotienten von m, und man erhalt einfach:

(53.) m(aw— Frahty Tttt

o= g om om om
— =, Ox: G gy ox, + . or, T a, Oxn
Wir erhalten aber dieselbe Gleichung auch, wenn wir die Gleichung (48.)
nach irgend einer darin enthaltenen Integrationsconstante ¢ differentiiren und dann
m =L
"= e

setzen. Der allgemeine Werth von s hat also die Form:
54) m 27 et

wo die Summe auszudehnen ist iber alle Integrationsconstanten ¢, und wo
die y neue Constanten bedeuten.

Die Constanten ¢ in ihrer Gesammtheit bilden die ganze in der.Function
y auftretende Willkirlichkeit, und dieselbe wird im Allgemeinen derjenigen
Unbestimmtheit gleichkommen, welche durch zwei willkiirliche Functionen von
je n—1 Argumenten bedingt wird. Da indefs iiber die Art und Weise, wie
diese Willkiirlichkeiten in der Losung einer partiellen Differentialgleichung zwei-
ter Ordnung auftreten, nichts bekannt ist, so steht ebensowenig etwas iiber
die Rolle fest, welche die” Constanten y in der Function mn spielen. Enthalt
y eine willkirliche Funklion ZZ, mit beliebigen Differentialquotienten 77’ etc.
derselben, welche also einen Theil der Constanten ¢ in sich vereinigt, so geht
der entsprechende Theil von m idber in

0 ;}’ [2' dy +

wo die £2' wieder die Ableitungen der neuen willkirlichen Function £2 sind,
wie IT' die Ableitungen von ZI, und wo die Function £2 dieselben Argumente
wie [T selber enthalt. '

Die Grenzen des Integrals miissen so eingeschriankt werden, dafs man
im Stande ist, die Constanten y in einer Weise zu bestimmen, welche die
Function m innerhalb der Grenzen niemals verschwinden lifst, da sonst die
zu integrirende Function durch das Unendliche gehen wiirde. Man kann den
Sinn dieser Bedingung an dem folgenden Beispiele verdeutlichen.

Es sei n =2. Dann konnen wir y als die dritte Coordinate eines
Punktes betrachten, dessen andere Coordinaten x,, @, sind. Das Integral
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ist auszudehnen iber die Projection eines Theils einer Oberﬂécbe, welche durch
die Gleichung:

y = (&1, 25, €,65...)
ausgedrickt ist, und fir welche zwei Grenzcurven gegeben sein mogen, durch
welche sie hindurchzugehen gezwungen ist. Irgend eine Oberfliche, welche
gleichfalls der Gleichung (48.) geniigt, und welche der obigen sehr nahe
kommt, hat dann die Gleichung:

? = f(z,, x,, 01‘{"5719 02+5729 ver)s
wo ¢ eine sehr kleine Grofse ist, und die y beliebige Constanten; oder,
wenn man nach Potenzen von & entwickelt:

Y=ytelnZindyo )

Diese nichste Oberfliche kann sehr verschleden gewahlt werden, da
die Constanten y sehr verschiedene Werthe erhalten konnen. Sie schneidet
die erste Oberfliche in einer Curve, welche durch die Gleichungen darge-
stellt ist:

}‘=f($1,1‘2,01,02,...), Y1 = ac +72 +

und welche im Allgemeinen zum Theil innerhalb, zum Theil aufserhalb des-
jenigen Oberflachentheils liegen wird, dber welchen die Integration sich aus-
dehnt. Damit nun das Integral V¥, einen Sinn habe, ist es nothig, dafs es
eine Combination der y gebe, fir welche der Ausdruck:

7130 +9’2 'I”

innerhalb des bezeichneten Raumes memals verschwinde; d. h. es mufs unter
allen moglichen nachsten Oberflichen wenigstens eine geben, deren Schniti-
curve mit der betrachteten Oberfliche ganz aufserhalb des Raumes der In-
tegration liegt.

Berlin, den 5. November 1857.
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