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8.

Uber die Bewegung eines Ellipsoids in einer
tropfbaren Flussigkeit.

(Von dem Herrn Dr. phil. Clebsch zu Danzig.)

§ 1
Einleitung.

Man stelle sich eine tropfbare Flissigkeit, den Raum nach allen
Seiten hin erfillend vor. In der Fliissigkeit bewege sich ein Korper, dessen
Gestalt vor der Hand nicht niher bestimmt werden mag; und alle Bewegung,
welche die Flissigkeit erhilt, rihre von der Bewegung dieses Korpers her,
so dafs man die unendlich entfernten Theilchen als in steter Ruhe be-
trachten kann.

Bei der Bestimmung des Widerstandes, welchen der Korper durch
das ibn umgebende Medium erleidet, kommen mehrere Ursachen in Betracht,
welche sich in zwei Classen theilen lassen. In die ersfe setze ich die Druck-
krdfte, welche mittels bekannter Hypothesen einer sichern mathematischen
Schilzung unterworfen sind; in die zweile die Reibung; nebst andern ihr
verwandten Ursachen, welche der mathematischen Behandlung noch weniger
zuginglich sind, als die Reibung.

Ich werde mich im Folgenden nur mit dem ersten Theile beschaftigen,
aus dessen Betrachtung sich einige, nicht uninteressante Folgerungen ziehen
lassen werden. Eine derartige Aufgabe hat zuerst Poisson fir die Bewegung
eines Pendels in einer gasformigen Flissigkeit abgehandelt (Mém. de I’Acad.
des sciences, tome XI.) Spater hat Dirichlet fir die Bewegung einer Kugel
in einer tropfbaren Flissigkeit die hauptsichlichsten Resultate angegeben
(Monatsberichte der Berl. Akademie 1852), und zugleich auf die Moglichkeit
hingewiesen, das Entsprechende fir ein KHllipsoid zu erreichen. Ich habe
daher versucht, nachdem ich die allgemeinere Aufgabe in kurzen Umrissen
angedeutet, im Speciellen die bei der Bewegung eines Kllipsoids einiretenden
Verhaltnisse naher zu untersuchen.

Die erlangten Resultate mit der KErfahrung zu vergleichen, war wenig
thunlich. Wo es moglich war, habe ich die Schrift von Duchemin (Experi-
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mental - Untersuchungen iber den Widerstand von Flissigkeiten, ibersetzt
von Schnuse) benutzt; doch konnte Dies um so seltener geschehen, als leider
Duchemin grofsentheils mil Korpern operirt hat, deren Oberfliche einer ana-
Iytischen Behandlung zu grofse Schwierigkeiten entgegensetzt.

Die Gleichungen, auf welchen das Problem berubt, sind die gewohn-
lichen hydrodynamischen. Die Grenzbedingungen, welche zur Beslimmung
der willkiirlichen Funclionen nothig sind, erhilt man, wenn man die im Un-
endlichen liegenden Flissigkeitstheilchen als stets ruhend, diejenigen aber,
welche den Korper beriihren, als auf ihm gleitend betrachtet. Die Geschwin-
digkeiten eines Flissigkeilstheilchens nach den Coordinaten- Axen stellen sich
dabei, wie es in der Hydrodynamik zu geschehen pflegt, als Differential-
quotienten einer Function dar. Soviel mag in der Einleitung erwihnt sein,
um spiteren Weillaufigkeiten vorzubeugen.

S. 2.

Allgemeine Gleichungen, die Einfiihrung geeigneter Coordinaten betreffend.

Um die Gleichungen des Problems in geeigneter Form aufzustellen,
sind einige allgemeine Formeln voranzuschicken.

Es seien ay, ay, xg die Coordinaten eines Puncts, bezogen auf ein
im Raume festes Coordinatensystem. In demselben System habe ein Punct
des festen Korpers, ich will sagen, sein Schwerpunct, die Coordinaten §,, &, &.
Man nehme ein zweites, im Korper festes Coordinatensystem y, y', y", an,
dessen Anfangspunct der Schuwerpunct ist, und dessen Axen die Haupt-Axen
des Korpers sind. Die neuen Coordinaten hangen mit den alten durch Glei-
chungen von der Form

"

x —§ = ayytayy' +aly”, y —n = az+ajx,|dyx,,

(1) r,—§ = dly-tdy+d'y', ¥y —7n = dzrtaz-|ax,
r,—§& = dytay +day’, y' —o = drtdaletdlz,

—§ = dn+tay +ay, —n = @) +ak a3k,

(2) —§& = dintan a7, —y = aié + @& +ars,
— & = ant ey &y, —7" = dlitalE+al,

zusammen, wo zwischen den « die bekannten Gleichungen Stait finden, und
wo die 7 die Coordinaten des alten Anfangspuncts im neuen System sind.
Bei der Bewegung werden die a, x, y, § 1 zu Functionen der Zeit; doch
bleiben die y constant, fir alle Puncte des Korpers.



8. Clebsch, iiber die Bew. eines Ellipsoids in einer Fliissighkeit. 105

Die Geschwindigkeiten des Puncts =, x,, x, werden, wenn derselbe
m die Flissigkeit fallt, nach der obigen Annahme zu:

__dr _ Op
"= = 3

__dr, _ Og

3) "1—7[—79;:9
__ Az, _ 9¢

= dt _G.L‘z.

Die relativen Geschwindigkeiten, welche ein Theilchen der Flissigkeit in dem
selbst beweglen Systeme der y annimmt, sind also:

_ dy 00 rdeds duid e, dag
dt *=— oy dt di )
y _dy _a_(P_ ﬂ_ xda),+ 2 dd\ + x, da,
(3 V= T oy T dt + ldt 9
v = L = 592‘—!——@ zda's+x, dd| + x, da)/
dt LT 7l -
oder, wenn man Alles durch die « und die y ausdriickt:

d L £

v = 5}(’,’;_ _y'IA11)+y1Az(;’

! a(p "4 ';1 " 401

() (v = gr—4 —yd" y'a”

¥y
= gyi" —A'—y' A" y A",

wo die Grofsen 4 die Werthe
Adt = a)dé + o) ds, -+ a3 d,,
(6.) A'det d{, ds + a, d§, ‘I’ a,ds,,
A"dt = a)di - a)d§ -+ ayds,
haben. Die iibrigen A sind die von Poisson (Mécan. tome II.) bei der Ro-
tation eines Korpers durch p, ¢, r bezeichneten Grofsen
A" dt = A" dt = (a) da; + a, da] + &, da: ) = —(a; da), -+ a day + &y day),
(7.) (A*'dt = AVdt = (a)) da)+ a)da} + @} do,) = —(a) da) + @) da} + @} dal),
AVt = A'dt = (d)day) 4 dida) - ayda})) = — (add) + a dda) + ada)).
Man fihre endlich statt der y, y’, ¥ als Variabeln die drei Para-
meter eines Systems orthogonaler Oberflichen u, u,, u, ein, welches mit dem

Korper fest verbunden angenommen wird, so dafs
Crelle’s Journal f, d. M. Bd. LI Heft 2. 14

|
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w=Fyyy"), y=FWmpm),
(8.) u, = Fy(yy y”), Y =f"(pw u o),
=HF,(yy'y"), y'=["(wm w) ist.

Die Functionen F, f sollen so bestimmt sein, dafs
9) w = W,

die Oberfliche des gegebenen Korpers giebt, und dafs man ferner, indem u
wiichst, Oberflichen erhalt, deren jede die vorhergehende einschliefst, so dafs
endlich u = oo die unendlich entfernten Puncte darstellt.

Es ist bekannt, dafs die orthogonalen Oberflichen den Bedingungen

Opi | am + Oui Opn i Jui Own 0
I 9

oy oy & T "
U9 Yoy ov o o o o
Bui a#h Opi Oun ' Opi Own
geniigen, wenn ¢ und % verschieden sind, und dafs dadurch die Gleichungen
a1y dy = Laut Ldu+ZLa

in folgende iibergehen:

d ady' oy .
Ldy = —’—err—a’;dy'-F—a’;dr’,
dem‘= dy+ a,f dy’ +

8 ’ J
Lids, = aT’,“eraT’:“HW“y

= (&) +(&) +(3D: rfv (Y1 (&Y +(&Y,
(13) Li—( )+(a,ﬂ)+("”")» o (a“‘)+(a’“)+(§;‘:)
L= +@)+GE) =C)+E)+GE.

Setzt man nun

(12)

wo

II

Il

ll

du du du.
o——— ’
(14) w= Jr: 0= "_Ldt s W =E—pE,

so erhalt man aus den- Gleichungen (5.):
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( a)’_} A' —I»A" )-}[A“’( aﬂ yﬂ:>+].
e L‘fwn-—ai—( o T At A ) HA =y 2+ ],

./8”

ng___ ( B) _I_Ay a)’{ 4" 9" :’)2_+_[Aw(ylé%___y$t_>+...],

. 3.
Gleichungen zur Bestimmung der Function ¢.
Nach diesen Vorbereitungen lassen sich leicht die zur Bestimmung von
¢ nothigen Gleichungen angeben.
Die Function mufs bekanntlich der Gleichung

_ % 99* | I
sy 0= 5 ax:+$;

geniigen. Dieselbe geht nach Einfﬁhrung der y in
a7y 0=2¢4221 20

iiber, und nach Einfiihrung der w (vgl. Jacobzs Math. Werke II. 43) in:
0 [Lkid9], @ [LL d¢7, o [LL
(18 oul L Bu]'l_am [ L, 3#1]+3#2 L, 6542] =0
Da ferner die an der Oberfliche des Korpers befindlichen Theilchen
auf derselben nur gleiten sollen, so mufs w fir w=u, verschwinden; daher
findet zweitens die Gleichung

(19.) [3_(p__( —+A' a}’ _+ A" a}’) {Alu( a)’ )+ ;]’_u

Statt,
Da endlich noch im Unendlichen iiberhaupt jede Bewegung fehlen soll,
so mufs fir w =oc der Ausdruck

w ot = () +(50) + (3

verschwinden, mithin, wenn man wu, w,, w, emfuhrt dle Gleichung

(20.) [u@i) T (j,f) +L’ <a ) =0l

erfillt werden.
Es ist leicht zu sehen, dafs man in Folge der Gleichung (19.):
(21.) (P — W+ UA _I__ lr’A' + UHAH + U12A12_|_ U?(JA2U+ UUIAU!
- " . :
14*
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zu setzen hat, wo W allein von der Zeit, die U dagegen allein als von
den Coordinaten w, w,, u, abhingig zu betrachten sind. Die Gleichung (19.)
zerfillt dann in folgende sechs:

aU ay oU*? n 8}’ __i 6}’"

or T op’ ow y

au' 8y U ay" . 61'
(22) Wt em Y +y

oU" gy UM, 8}/ _

dn B’ ow Y ou 17 W p=pto

W bleibt unbestimmt, schwindet jedoch, wie sich zeigen wird, vollstindig
aus der Rechnung.

§. 4.

Von dem Druck.

Man betrachte nun den Gesammidruck, welchen der Korper durch
die Fliussigkeit erleidet, und stelle die Integrale auf, welche die Componenten
und die Rotationsmomente des Korpers ausdriicken. Dieselben-sind, in Bezug
auf die Axen y, y', ¥ genommen:

Jpocos(n, y)do,  [p,cos(n,y')do,  [p,cos(n,y")do,

fM,()"COS(?l, )’")—)’"008(”, y')do, fpu(}’"cos(": y)—Yycos(n, }’"))do, cevs
wenn p, den Druck an der Oberfliche des Korpers bezeichnet (v =u,), n
die Normale dieser Oberfliche, do ein Element derselben. Die Richtung der
Normale werde posiliv genommen, indem man sich von der Oberfliche des
Korpers in den Raum hinaus entfernt, so dafs also u zugleich wdchst.

Fihrt man nun unter dem Integralzeichen u,, u, ein, und erwigt,

dafs das Bogen-Element einer Curve auf der Oberfliche den Ausdruck
(R4) ds° = Lidui+ Lidu;

hat, so findet sich fir do:
(25) do = L,L,du,du,,

wo die Wurzelgrofsen L,, L, positiv zu nehmen sind. Es ist ferner:

198 1 ' 1.9
(26.) cos(n,y)= _La"’, cos(n,y') =+ - a}/ cos(m,y") =+, a;"

(23)

Hier fragt sich, welches Zeichen zu nehmen sei; was leicht zu ent-
scheiden ist. Denn es sei #v (positiv) ein Element der Normale, so ist der
nichste Punct der Normale, in ihrer positiven Richtung:

y+4cos(n,y). dv, y'4cos(n,y').dv, y"4cos(n,y"). dv,
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und derselbe sollte auf der Oberfliche w = u,-} 4u, liegen, wo Au, eine
positive Grofse ist. Man erhélt aber, wenn man links die Coordinaten des
Puncts einfiihrt:

on 9 9 ou 9
R1)  du,=+ L(BM ‘u—l— 6;' 85 + == 2 a’f,)dv_+LJV

Ist daher auch L stets, wie bei L,, L, angenommen wurde, die positive
Wurzel von L,, so ist immer das obere Zeichen zu nehmen, damit man die
Ausdrike (23.) erhalte; und die Integrale nehmen dann die nachstehende

Gestalt an:
= / Iibﬁl’og_{bd!hdﬂu
@8 (P= [ E‘LI—’E/’U%’“—' du, du.,
P'— / 'L‘,JL’ n(Jai"dultLuz»
12 :/‘%pu(y' o _ v i )dylduQ,
L po(y" ay ayn)dul du,,
L.LLz (y & W y ay )du, dic, .

In den Inlegralen ist u = wu, zu setzen, und es sind dieselben iiher
die ganze Oberfliche auszudehnen.

29) (P =

Der Druck p wird durch die bekannte Gleichung

o (el7s op
80. —L = —9Z+<at)+f[(ax) +(8x) ‘|‘< )]
definirt, wenn ¢ d1e Dichtigkeit der Flissigkeit, -+ Z die Richtung der
Schwere bezeichnet, wo
B1) Z=ortor,fo,z, oI+oifaa=1 ist
Fiihrt man wx, w,, u, ein, so geht (30.) in

Op Ou | B¢ Ou | Op Op,
—L=—y Jf +ay 8t+6u 8t+8u ot

(32.) g (
(D + G0 + =G0

iber, und die Grofsen %—f %’:” erhalten ihre Bestimmung durch die Gleichungen
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dy = 5 a4 22 3"3 -duy 4 52 99 % dus+ a"’ du,
(33)

{

du, — 8”"‘(1/-]- ""* 7, S a"* 2+3“’ de.
Die zweite dieser Gleichungen, durch dt d1v1d|rt, geht in

a!"‘r 1 dg
B4) w, = + T

iiber, und daher giebt die Vergleichung mit (15.):
2 Oty 8)/ A 9y’ n 9y (
(35) L;—- ——-(A 'g,;;‘FA )+[A”(Y g‘;—ya,,, >+ ]

Fihrt man Dies in den Ausdruck von p ein, so zeigt sich, dals jedes
der Integrale (28. 29.) aus drei wesentlich verschiedenen Theilen besteht.
Der erste derselben rihrt von dem Gliede ¢gZ her, von der Schwerkraft;

der weife von —8%7’ und ist ein linedrer Ausdruck der Grofsen

dw - d4i 4

dtc Tdt’ Tdt
Der drifte endlich ist eine homogene Function zweiter Ordnung aller Grofsen
A, A". Man untersuche nun die letzten beiden noch genauer.

Den Integralen (23.) ist leicht anzusehen, dafs sie verschwinden,
wenn p, einer Constanten gleich ist. Nun kommt aber W in p, nicht anders

>
vor, als in dem Gliede %, welches in Bezug auf die w constant ist. Die
Grofse W verschwindet also aus allen P.

Aber die Integrale P vereinfachen sich sehr unter der weit umfas-
senden Annahme, dafs die Oberfliche des Korpers durch die Ebenen y =0,
y' =0, y" = 0 in acht symmeltrische Theile zerfalle. In diesem Falle
werden offenbar die « zu Functionen, welche ungeindert bleiben, wenn die
y ihre Zeichen andern. Ja, man sieht aus den Gleichungen in (§.3.), dafs
man dann der Function ¢ die Form

(36.) (p:W+ 'V},.A_*_ VIyIAI+ 'VHJ.HA"__‘_VIQnyIIA12_+_VQ()yJIy.A2U_I__ lfl)lyy’AUl
geben kann, wo die V dieselbe Eigenschaft haben und ferner die Grofsen L
dlogy! 1 8y
SO 7 B

Nun zeigt sich aus der Form der Ausdricke (23.) unmittelbar die
Richtigkeit folgender Behauptung:

und die Grofsen sind.
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Wenn p, die Form
(37.) p“=R()y+RIyI_l__ RH H+R12 / II+ R’zu ”y"{‘Rmyy"-i"R

hat und die R sind Functionen, welche sich nicht #ndern, wenn sich die

Vorzeichen der y éndern, so bleibt von den 7 Gliedern, in welche jeder

der Ausdriicke (23.) dadurch zerfillt, nur immer Kins stehen, und es ist:

P —/R y cos(n,y)do, P“=fR"[y'cos(n,y")—y"cos(n,y")]do,

(38.) (P =/[R'y'cos(n,y')do, P*=[R*[y"cos(n,y) —y cos(n,y")]|do,
P'"=/[R"y"cos(n,y")do, P"'=[R"'[y cos(n,y’) —y' cos(n,y)]do.

Im gegenwirtigen Falle hat nun p, diese Form; denn es nimmt die

Gestalt

39) — gd,{_ +2(1ny+,,‘ by miy 'y vy y +mtyy")
X("{)"+n'}”’+n" N_i_nl? ! Il+n ”}’—{*nm}’y)

an, wo die » und = jene Eigenschaft haben; und zwar ist immer s’ mit

A, ™ mit A* proportional; und eben so die n. Wendet man also den eben

angefihrten Satz an, so erhdlt man folgende Gleichungen, in welchen M

die Masse eines dem bewegten Korper an Umfang gleichen Fliissigkeitsvolumen

bedeuten soll:

/P = gMcos (g, )+ % +pA ANy A" A,
da

P'? — »!? 5 2+ﬂ12AIAN _{_ 712A1()Aeu ,
P' — gMcos (g, y.r)_l__zr %;i'—{—ﬂ'A"A“—{— 7'A(JAUI,
(40.) P — wdA +[)’2"A AJ_{ 20 421 401
( " 4 y (
ndA"

P — yMcos(g’ yll)+/ +ﬂIIA()A(J2+7IIAIAl2
P()l — x()l—F+ﬂ]lA0A'+ 701AU2A12_

Die », 3, ¥ sind Constanten; und zwar nehmen die x folgende ein-
fachen Werthe an:
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=% Vy 2L dudus,
ey G G

—/—Ulwy du, du, ,
—22"=q/ MV”)’")’()’"% — ¥ %fg)tluldtuz,

— % = q/L Ly V”y" %" d,u,duz,

L L ' ! 0
— = (//—‘L tYilyy (y %L— —y' E};_>d‘“' du,.

Die Aufstellung der Werthe von 3, y ist leicht, fihrt aber auf com-
plicirte Ausdriicke, welche ich anzugeben unterlasse. Die Wichtigkeit der
Gleichungen (40.) wird sogleich im Folgenden klarer werden.

Man kennt jetzt die Krafte, welche, mit Ubergehung der Reibunyg,
den Widerstand bilden, und kann zur Bewegung des Korpers selbst schreiten.

(41.)

§. 5.

Gleichungen fiir die Bewegung des Korpers.

Man nenmme M die Masse des Korpers, M°, M', M" seine T'rdg-
heitsmomente um die Axen y, y', y”; und ¥, Y', Y die Componenten
der an dem Punct y, y', y” des Korpers wirkenden &ufsern Krifte. Dann
lassen sich die Bewegungsgleichungen fiir den Korper, abgesehen von den
Widerstandskriften, in der Form

dA ( " ' 0 420 2
Mo, L w—wyaean — v,

42.) MM= 0, M’__+(M —M") A 4" = O,

dA" =Q", w44 dA + (M' M)A‘”A” o

darstellen, wo die Q fulgende Werthe haben:

0 =Y + M dg-d“:'l'dgxd':’za?'l‘dgrd“: s Qu z(y ) 2 IIYI)’

(43,) Q’ =Y + M dg‘d“:) +d§1 ;1:12“'1 +di,. da;, s Q?U — z(yn Y — y Y"),

Qu = ZY"—{— M d§-d¢$o+d§1d-t(:a, -|-d§2.du, , Qm - Z(y‘Y' _ y, Y).
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Beriicksichtigt man nun auch die Druckkrifte, so gehen die Glei-
chungen (42.) in die folgenden iiber:

dA Q P M dA* M"— M') A 420 12 12

= 0-b o T M= M) A4 = @ — P,

(44.) M% —=Q — P, M {%_:: L (M°— M") 421 4°* — Q*° — P>,

| Md_(IA;:QH_PN, inlf_t_{a{:_‘”_{__(M' _MU)AO?A!ZZQUI__PUI.

Die zweiten Differentialquotienten der 4 sind hier nur in den sechs

i hax
Grofsen ﬂd‘;‘—— d—‘:t—— enthalten; und um diese Gleichungen auf die gewohnliche

Form zu bringen, in welcher links allein zweite Differentialquotienten stehen,
darf man sie nur nach diesen Grofsen auflosen. Dieselben kommen rechts

linedr vor; und zwar in denjenigen Theilen der P, welche von %‘f herriihren.

Es lafst sich demnach, mittels Auflosung lineérer Gleichungen, dem Systeme (44.)
leicht eine Form geben, welche rechts keine zweiten Differentiale mehr ent-
hilt, nemlich die Form

M4+ am) 2 — 94101,
M AL ) 40 g — e [0,
M+ 4 M= 0@ 4101,

(45.) e
(MI +4MI) _Ht_'_l’_(M” __MH) A21A20= Q?l)_+_[02()]’

(M—l-d"M}dd—j:":Q""f' [Q”],

(M7 A7) L ) 44— 0 [0

Die 4 (welche die Correctionen der Masse und der Tréigheitsmomente
genannt werden konnen) und die eingeklammerten Q, sind von der Ordnung ¢,
und verschwinden mit der Dichtigkeit der Flissigkeit.

Wir kommen nun auf den oben erwihnten Fall der Symmetrie gegen
die drei Haupt-Ebenen zuriick. Man sieht unmittelbar, dafs alsdann
Die Gleichungen (44.) schon in aufgeloseter Form gegeben sind.
Sie nehmen folgende Form an:
Crelle’s Journal f. d. M. Bd. LI Heft2. 15
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(M4 AN g 4Ly 44— Q —gMeos(g, y),
(46) (MAaM UL ga gLy 44" =@ —gMeos(g,y),
(M4 2 M) S A47 4 4 — Q" —gMeos (g, y"),

(1',1() +AMU) _‘%t‘z _i_ (MH___MI _I_712)All)A2U+ ﬁl?AIAH _— 012,

dA4*°
dt

(M + JM”)(i;lt—'f_(M' — ML) 474 L A4 = O,

(47) (M' +JM') +(M() - M"—f-g’zu)AuAUl—i-ﬂwA" A — Qzuj

und es ergiebt sich zugleich:

AdM =z, AM =, A'M =",

(48) AM — xu’ AM — z'.m, A M'— Py

Hieraus sieht man, wenn man auf specielle Arten der Bewegung ein-
geht, dafs in einigen Fillen die 3, ¥ ganz aus der Rechnung wegfallen; wo-
von weiler unten noch die Rede sein wird. Ich bemerke nur noch, dafs
wenn der Korper sich ohne fortschreitende Bewegung nur um seinen Schwer-
punct dreht, die Gleichungen der Bewegung der Form nach ungeiindert
bleiben und nur ihre Coéfficienten Correctionen erfahren.

S. 6.

Von der Bewegung der Flissigkeitstheilchen. Dieselbe geschieht in Fiden.
Die Bewegung eines Flissigkeilstheilchens erhalt man durch Integration
der Differentialgleichungen

de Oy dzr, ¢  dx, 9y
dt — dx’ dt  Ox,’ dt = Ox,’

(49.)

deren willkiirliche Constanten durch die Anfangslage des Theilchens be-
stimmt werden. Es ist indefs leichter, nicht die wirkliche Bewegung der
Theilchen zu suchen, sondern diejenige, welche sie in Bezug auf das im
Korper feste Axensystem annehmen. Die Gleichungen zu diesem Zwecke sind

de dw, dp, __
(50.) =W g =% gr =

wenn man die Werthe der w aus. denen (15.) nimmt.
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Der alleinige Umstand indefs, dafs die fraglichen Differentialgleichungen
von der ersten Ordnung sind, reicht hin, um zu beweisen:
Dafs die Bewegung der Flissigkeit in F'dden geschieht.
Denn man kann sich die Integrale der Gleichungen (49.) in der Form

Sa = [ (xxyx:l),
(51) o = f' (xx x20),
(a" = (@ Ly@ )

ausgedriickt vorstellen, wo «, o', ¢” willkirliche Constanten sind. Diese
Gleichungen bezeichnen offenbar drei Systeme von Oberflichen, mit einem ver-
anderlichen Parameter 7. Es ist aber eine Eigenschaft solcher Oberflichen,
dafs sich zwei, einem und demselben System angehorige Flichen im Allge-
meinen niemals schneiden konnen. Denn aus den Gleichungen

(52.) O=[f(Z, 1, L2,t)s [(=[(T,213T2,8)
folgt im Allgemeinen immer

(53) e =f;

d. h. die Oberflichen fallen zusammen. Vermoge dieser Eigenschaft theilen
also die Oberflichen den ganzen Raum in sehr kleine Parallelepipeda, welche
mit der Zeit zwar ihre Gestalt, niemals aber ihre gegenseilige Lage &ndern
konnen: auf die Weise, dafs jedes Parallelepipedum jederzeit von denselben
Theilchen umgeben ist. Die Bewegung in Fldden findet also Statt; und zwar
nicht blofs in einer, sondern im Grunde in jeder beliebigen Richtung. Es
versteht sich, dafs sich Dies nur ém Allgemeinen sagen lifst. Denn nimmt
f die Form § an, so kann vielleicht die Gleichung (53.) nicht nothwendig
aus (54.) hervorgehen, und in diesem Falle wird das Zerreifsen eines Fadens
erfolgen; was dann auch durch die besondern Umstinde des Problems sich
anderweitig erkliren wird. ‘

Specielle Arten der Bewegung des Korpers.
§. 7.
Bewegung ohne Rotation.
Wenn man die aufgestellten Gleichungen auf besondere Arten der Be-
wegung anwenden will, so ist wohl zundchst die rein-translatorische Be-
wegung zu betrachten. In diesem Falle werden die @ constant; die 4™ ver-

schwinden und man erhilt:
15 *
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d dn’ dn"
(54.) Az_d_j, A’=—-d't7—, A= ,Z ;
¢ nimmt also die Form
_— @_ y dn' " d’i"
(55.) ¢ = Udt U'-- d —U
an, und wenn der Korper gegen seine Haupt-Ebenen (oder, was hier gleich-

viel gilt, gegen irgend drei Ebenen, die in seinem Schwerpunct sich recht-
winklig schneiden) symmetrisch ist, so gehen die Gleichungen (46.) iber in:

— M+ aM)—- '177 = XY —gMcos(y, y),
(56.) 2—-(M—}- J’M)d—’; = ZY'—gMcos(g,y'),

._([”—*—J”M)—d(z_" — ZY"-_yMcos(y’)”\
oder auch in:

(M+a{}dM—{—a(',A’MJra{,’A”M)-ig— = ZX —gMcos(g,x),
(57.) (M--a} AM + a; 4’ M+ o A”M) = ZX,—gMcos(y, x,),

(M+a;AM+a; 4'M -+ a;'zl"M)—d'ti = ZX,—gMcos(g, x,).

In diesem Falle also wird durch die Bericksichtigung des Drucks
allein, eine Correction der Masse (verschieden in verschiedenen Richtungen)
bedingt, und rechts eine Verminderung der Schwerkraft; wie sie beim Ein-
tauchen immer erfolgt.

Die Gleichung (35.) geht in

200x __ Oy dn Oy dy | Oy dn’
(65,) &4 ot Jux dt +6;4 At U Ou, dt

iiber, und die Bewegung der Flissigkeit wird also ausgedrickt durch die
Gleichungen

(59) Lldu, — (;T‘P L2 2,

* ot
dly—U) , | 3y —U) ,,, d"—U" , ,
Lidy = UB” dn+ (ya“ ) dy + (yay ) dn",
U ' "— T 5
(60.) Lidp,:a%ﬂ )d,H_a(y“ ) a4 22 - ) dy",
L du _ 9lyr— ‘l’H a(y—U)d o -+ a(y"—U")d -

op, Oty o,
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Man sieht dafs ¢ ganz weggefallen ist, und dafs die Verhillnisse
dy:dn :dy’ nur von der Gestalt der Curve abbangen, auf welcher der
Schwerpunct sich bewegt. Daher ergiebt sich folgender Satz:

Die Gestalt der Curven auf denen die Flissigkeitstheilchen sich relativ
gegen den Schwerpunct des Korpers zu bewegen scheinen, ist allein von
der Gestalt des Korpers und von der Curve, auf der sich sein Schwer-
punct bewegt, abhingig.

Wird also der Korper auf einer gegebenen Curve fortgefiihrt, so lassen
sich die Bahnen (rel.) der Flissigkeitstheilchen bestimmen, ohne die auf den
Korper wirkenden Krifte zu beriicksichtigen.

Es ist ibrigens leicht zu sehen:
Dafs das obige Theorem auch noch gilt, wenn eine Rotation des Korpers
Statt findet, sobald dieselbe an den Ort, wo sich der Korper befindet,
gebunden ist.

Hierzu wird der zweite Fall der Bewegung des Korpers, die Pendel-
bewegung, zu der ich mich nun wende, ein Beispiel geben.

§. 8
Bewegung um eine feste Axe.

Man nehme an, der Korper sei mit einer festen Axe fest verbunden,
und dieselbe sei die Axe der x; der Schwerpunct bewege sich demnach in der
x, r, Ebene; der Radius des Kreises, welchen er beschreibt, sei ¢. Der
Winkel, welchen der nach dem Schwerpunct gezogene Radius mit der X,-Axe
bildet, soll v heifsen. Dann ist zunichst:

(61) &§=0, & =¢cosy, & =gsiny.

Um die Grofsen ¢ bequem durch v auszudricken, fihre ich ein Co-
ordinatensystem 2, 2,, 2, ein, welches mit dem Korper fest verbunden sein
soll, und dessen Anfangspunct im Schwerpuncte liegen mag. Die Axe =z
sei der « parallel, die Axe 2, verbinde die Anfangspuncte beider Systeme;
ferner falle fir v =0, 2, mit #,, 2, mit &, zusammen; fir y=14n, 2, mit
—ax,, %, mit x;. Dann ergiebt sich:

=0, r=2,
(62.) 2,+ o= +x cosy+tx,siny, & —§&==2,c059—2,siny,
2, = — @, sin Yy} dyc08y, Ly —&=2,siny | 2co8.

Figt man nun die Gleichungen
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",

z =08)"+cl')}"+co}’ )
(63) (a:=dytey+ey’
n=ay+toy ey
hinzu, so erhilt man durch Vergleichung der Gleichungen (62. und 63.):
(a) =¢), a) =c{cosy—c)siny, a =c)siny+c;cosy,
(64.) ay=c), ay=cjcosy—c,siny, a,=c, siny-|ec;, cosy,
"

aj=cy, a!=ccosy—c/siny, a=-c}siny+ c;cosy.

Durch Differentiation erhilt man:

da; o da, , dys

@t %y @ T Ty

» da' dy da, dy
65. 2, o 2F . __ 1 2y
(69,) dt ® 3 dt T e
da” — 7] dw da’; _ n ([‘l[l
TS T %y g = T gy

und daher mittels der bekannten Relationen zwischen den Coéfficienten der
Coordinatentransformation :

d d

A =pe} —l;f, A'? = ¢ —d:p,
d d

(66) (4 =qa%, A= %,
d d

A'=opc) ——d? y Al=df _d;/’.

Die Gleichung fir die Bewegung des Korpers erhélt man, wenn man

die Gleichungen (45.), der Reihe nach mit
e, 0C2 Q€F5 €5, €, €
multiplicirt, addirt. Dann ergiebt sich offenbar eine Gleichung von der Form
67) KI¥LL(2) — R;

wo R, K, L Constanten bedeuten. Es tritt also durch Beriicksichtigung des
Druckes ein Glied hinzu, welches mit dem Quadrat der Winkelgeschwindig-
keit multiplicirt ist.

Man betrachte insbesondere den Fall, wo der Korper symmetrisch
ist, und zugleich die Axen 2 mit den y zusammenfallen. Alsdann ver-
schwinden alle A4 bis auf

w__ dy __dy
(68) 4 =@ A“_a?,
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und man erhilt die Pendelgleichung, indem man dig, dritte der Gleichun-
gen (46.), mit ¢ multiplicirt, zu der ersten Gleichung (87.) hinzufigt, nimlich:

(69)  [(M'+ M)} (M 4"M)] %Y

= (0”4} 00Q")+} gMo{cos(g, z,)siny — cos (g, x,) cos y}.

Es zeigt sich, dafs durch die Beriicksichtigung des Drucks nur eine
Verinderung der Schwerkraft und des Trigheitsmoments eingetreten ist;
bei dem gewohnlichen Pendel also nur eine Verianderung der Pendellinge;
ohne sonstige Modification der Bewegung.

Geht man wieder zu dem allgemeinen Falle dieser Bewegung zuriick,
so ergieht sich ferner:

— dy
(70') P = U'Ft—:

wo U von ¢ unabhingig ist; und die fir die Bewegung der Flissigkeit auf-
gestellten Gleichungen (15.) werden zu:

2du _ OU 0z, 0z, 0z,

Lias = m 96y+zau 2*3,4)
2du, _ OU az, 0z,

(71.) Ydy T op, +( 28;& z‘ap )
2du, _ 0U Bz, 0z 0z

2’11; —_— 8‘&1 +(22 1 218#2>

wodurch unter anderm das am Ende d_es vorigen Paragraphen aufgestellte
Theorem seine Bestitigung erhalt, indem sich die relativen Bahncurven finden
lassen, ohne die Bewegung des Korpers zu kennen.

Anwendung der aufgestellten Gleichungen auf die Bewegung eines
Ellipsoids.

§. 9.

Bestimmung der Function ¢.

Der bewegte Korper sei nun ein Ellz'psaid, dessen Gleichung

J, Hz
(72.) + a" =1
ist. Uber seine Dichtiqlceits-Verhaltmsse braucht nichts weiter festzustehen,
als dafs sein Schwerpunct und seine Haupt-Axen, jener mit dem mathema-
tischen Mittelpunct, diese mit den Haupt- Axen zusammenfallen sollen.
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Die © werden hier offenbar mittels der Gleichungen
: __ _atp.atp ety

Y a—a .a—a"

! ! !
(73) oo Abndte.dbe

Y= d—d'.d—a

m o @'tp.d'tp.d'tp,
y = d—a.d'—d

9

eingefihrt, nach welchen w, w,, u, sich als die Wurzeln der cubischen Gleichung
2 2 ne

Yy Y X —
() Sretaretare =

darstellen. Die Grofsen @ mogen so auf einander folgen, dafs
(%) ae>d >d" >0
ist, und die w sollen so liegen, dafs
to>4pu>—d">4 u,>—d >+ > —a oder
a>—w>4d >—uy>+d'>—p>—
ist. Die Oberfliche des Korpers wird dann durch die Gleichung
7)) wu=20

1

(76.)

hestimmt.
Es ist nun bekannt, dafs die Gleichung zur Bestimmung von ¢ die
Gestalt 5 5 o
2 2 G
(8) 0= (s — ) S+ (Mz—u)ﬁ—k(.u—m)ﬁ

annimmt, wenn man

— ap
de = Vatu.dtp.d"+p) °
79. — die,
(59 du, V(atu, @ +p .d"+u,)’
du., = dp&,

Vietu,.a'+up,.d"+u,)
setzl.  Es gehen ferner die Bedingungsgleichungen (22.), wenn man ¢ in
der Form (36.) annimmt, da das Ellipsoid ein symmelrischer Korper ist, in

ovyN _ 1—V, ary _ A1—"v;* A4V
2(6;4 T a aE 2( du )o—_ a T d
80. av'y 11—V} ov*\ _ 1=V 14V
( ) 2( o 7o - a 9 2 P )o - a a' ?
ovr'y _ A—Vr 9 aV“) I el S E R A
o 20— @ ow o d = a
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iber. Erwigl man endlich, dafs

417 — w—p - p—y,
a+#-a'+#-a"+u ’
81. 4L} = i
(51 T "'Hﬂ a+p,. “"“Hh ’
4L2: Bo — g — 1y

atp,.d+p,.d'+u,

ist, so sind auch die Coéfficienten der lelzten Bedingungsgleichung

e [ +EED + @], =0
hierdurch bekannt.

Vorausgesetzt nun, die Gleichungen (78,80,82.) gestatten nur eine
Losung ¢, welche allen zugleich geniigt, so ist es leicht, dieselbe zu finden.
Man darf nur, was der Erfolg rechifertigt, die ¥V simmilich von u,, u, un-
abhingig annehmen. Dann zerfillt die Gleichung (78.) in folgende sechs:

sz dv d
(@ )+ et o,
dV'* d(@fp.a"
T a4+ T TR o,
(4 4 )+ G T —o,
(83 v " dV*® d(@'+p.atp)
¢ a a
du? (a"—1—,u,.a—}— M)_I_ du Zc = =0,
' dv" d(a"-[-p,)
—} )+ du du *
d’V'“ . dlatp.d+p)
“dut (“'f”l“ a+:“’ {" du [;u #) 9
deren Losungen
dv dvie 12

@ +H. du =C, a'+l“"a”+u' du =

®1) {d+uwil=c, da'tupatp LAY,

""I‘,“' dV" C”, a +‘u.ar+‘u. ;’u — "

und endlich
Crelle’s Journal f. d. M. Bd. LII. Heft 2. 16
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14 —_c/ = —CS.,
12 | _du 12 ST— 8"
et G dfudtp ==l d—ad"’
V' — _ (' a"fl‘f‘u — CIS!,
M
(85.) V2 — CQ;/‘ du C'zn St—8°
d'Fu.afu a'—e
V'— —C" ai‘"d_‘tl& = —C"S",
du S°—8 .
Ul 01 01
vV —-C -/a-l-ﬂ ey == —— sind.

Ich habe die obere Grenze des Integrals iiberall unendlich gesetzt, um
der Gleichung (82.) zu genigen. Man erhélt namlich, in Folge der Ent-
wicklung

—_— -~ d”
(86.) —u ‘—./,/(a-|— p.d+p. o' +p)

. 2__ atd+a" + Ba*+d*+a"*)+2(ad +a'a"+ a'a) +
= Y 3Vu’ 207/p’
durch Differentiation:

au 2 3atd+ae |
S =25 =gy T e 1
) au __ 2 _ 3d+d+tae
(87) S ——2-87— 5y 5y LD
ouw 2 3a"+atd .
S == 23“" e 3’/”3 - 5‘/#5 + *tty

welche Entwicklungen gewifs convergiren, wenn u sehr grofs ist. Hieraus
sieht man, dafs die Ausdricke Vy, V'y', V"y" mit der —1ten, V'2y'y", V*y"y
und V"yy’ mit der — 3ten Potenz von u beginnen; ihre Differentialquotienten
nach w,, u, also desgleichen, und ihre Differentialquotienten nach u respective

mit der —2ten und der — 3ten Potenz. Demnach beginnt (——) mit der
— 4ten, und (a'p) ( ) mit der —3ten Erwigt man hierzu, dafs wenn

1
w sehr grofs ist, F mit w, 5 und 12 mit % proportional sind, so ver-

schwindet offenbar, wenn u=—oo ist, Jedes Glied der Gleichung (82.) fiir sich,
und sie wird demnach erfiillt.
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Es bleiben noch die € zu bestimmen. Fihrt man die Gleichungen
(84,85.) in (80.) ein, so gehen dieselben in die folgenden iber:

20 , 2012 (@ — a")* (o + a") (S'— §") G2
V(eda") = + C S, Vieda") - = a”+—— u)'( ) ’
20" 0% a'—a)? (o Sr—8)C?
(88 Y(ad'd") =1 _* 'S, ’ V(add" = - ( == aj::v?( ) )
20" _ nQr . 20" _ (¢—a')*+(atd')(S—S") O
Viedd") 14C"Sy, Yadd) — @ —a ’

oder, wenn man

2
2: S(J Sl SH =
(89.) ' T Vietp.d+tu.d'+p)’
' 2
"= Vaddy
setzt, in:

. 1 w (" — do')?
C=s— U= w—ast@taosr=s

. 1 20 ___ (a—a")*
(90.) C=s—3 U'=—wosterae,—sn

"n___ 1 01 ___ (¢ —a)*
¢ —ZO_S:;” o= (@' —a) 2, +(d —a)(5;—38,) ’

und die Function ¢ nimmt somit folgenden Werth an:

L yS.A J,rsr_A! ),HSH'A"
OL) ¢ = —{z33 +zo~s; zo—s;'$
(a’——a”)(S'—S")y’y".A” (a"——a)(S"—S)y”y.A’“

T V@ =2, @ T @) S — 8D T @ —a S F@ a7 —8)

(6—d')(S—S"yy' A" g
_I-— (e —d) &+ (a+d) (S, —38;)

Wegen der Coéfficienten ist noch Einiges zu bemerken. Zunichst
sind die S sémmtlich positiv, und also auch =; dabei ist

(92) S <<S'<<§8".
Die C sind also (mit Einem oberen Index) sammtlich positiv; und zwar ist
(93) C<C' <"

Die iibrigen C lassen sich auch in der Form
16 *
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cr 1
T —ad = wdp 1 ’
& +2»/a'+# d e Vatp.dfu.d+p
e 1
(94.) a—a" , udu 1 i
5 +2/ T ate Tatmdta-dtw
o 1

a—ua

n
5 +2«/“+u e TR AT
darstellen. Lmks stehen gerade die Coéfficienten, welche in der zweiten
Parenthese der Gleichung (91.) vorkommen. Sie sind, wie man sieht, eben-
falls sammtlich positiv.
Die Grofsen S, 8’, 8" lassen sich leicht auf die gewohnliche Form
der elliptischen Transcendenten bringen. Doch hat Dies, wie mir scheint,

nur ein geringes Interesse, zumal da die Symmetrie der Formeln alsdann
verloren geht.

. 10.
Correctionen der Masse§und der Trigheitsmomente.

Bei der Bewegung des Korpers kann man, da derselbe symmetrisch
ist, auf die Gleichungen (46, 47.) zuriickgehen. Da indefs die Bestimmung
der 3, y etwas weilldufig wird, so begniige ich mich, die Werthe der mit 4
bezeichneten Correctionen anzugeben. Sie sind:

(4 M= —qV, [y cos(n, y)do,

AM® = — gV fy'y" {y' cos(n, y") —y" cos(n, y' )},
. < 4' M= —qV,[y'cos(n, y')do,
AM' = — gVi"[y"y {y" cos (m, y ) — y cos(n, ")},
A"M = — ¢V} [y" cos(n, y")do,
\ AM" = —qVy'[yy'{y cos(n, y') —y'cos(m, y)};

wo die Integrale fir die ganze Oberfliche des Ellipsoids zu nehmen sind.
Man kann dieselben aber durch dreifache Integrale ersetzen, die iiber das
ganze Volumen des Ellipsoids auszudehnen sind, und hat alsdann:

AM = —qV, [dydy'dy", AM°= —qV " [(y'y'—y"y")dydy'dy",
(96) (4 M= —(/V(', Jdydy'dy", AM' = —qV:'[(y"y" — yy)dydy'dy",
A"M= — gV [dydy'dy", AM"=—qV]'[(yy—y'y")dydy'dy".
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Nennt man demnach M die Masse und M’ M’, M" die Trigheitsmomente eines
dem gegebenen an Volumen gleichen Flissigkeits-Ellipsoids, so ergiebt sich:

S, M
AM=—V N=—7—-¢
S!M
O7) (I M=—-V M=,
"
M= — VM= s

(@'—a").(S!—S!")(M' — M")
@—d) 2, F @Fd) (=80

(@"—a).(S!'—S,) (M"—MN°)
(@"—a) 2, +(a"+a) (S —3S,) °

(a—d').(S,— §;) (M° —M)
(a—d)Z, + (a+d)(S,—S;)

Da M" >M > M’ 0 ist, so sieht man aus diesen Gleichungen, in

Verbindung mit dem oben Gesagten, dafs simmtliche Correctionen positiv sind;
wie das auch sogleich zu erwarten war.

AM' — V(}Q(M' _ M") —

(98) AM' =V°(N"— W) =

JM" — 'V(i,)l(Mll — MI) —

§. 11.
Bewegung der Flissigkeit.

Die Bewegung der Flissigkeit moge in zwei Fillen, in welchen nach
dem Obigen die Bahnen der Theilchen sich ermitteln lassen, ohne dafs man
die Geschwindigkeit kennt, mit welcher das Ellipsoid sich bewegt, elwas niher
untersucht werden.

Man nehme erstlich an, das Ellipsoid bewege sich lings einer seiner
Haupt-Axen; und zwar mag diese Axe die grofseste, y sein; daraus erhilt
man die ibrigen Fille durch Vertauschung der Indices. In jenem Falle ver-

schwinden alle A4, bis auf A selbst, und dieses 4 wird zu
d§
(99‘) A= PR

wenn man annimmt, dafs die Axen x, x,, @, den y, y', y" parallel gehen.
Demnach ist

d
(100.) (p=+d_f.Vy=—d—i.Z'o—S ,

und aus den Gleichungen (15.) erhilt man:
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[ oS

afy‘.(ﬁ:_;ﬁ# '%’5‘= "’23’[aJirp (1 + zoiso)+ 20375‘,] ?
(101.) rl—kiﬁl._afb—i-:l.;'im . ’th = — 2y u-lfy:, (1 + = iks"),
e =~ et 2y),
Diesen Gleichungen lifst sich auch die Form
(102) (w —M"dgz?ﬂ,ﬁu——m’
o — L = 7—{—_;!:7-17; 21 T A=, —S5,+9) v}(a-l—ﬂ- "'-I-#Jl"-{—u)}

geben. Multiplicirt man sie mit

d+w, d 4w, a +u,

an_+_ wy, d”—f—‘Ltg, a"—l—,u,

so erhdlt man unmittelbar die zwei vollstindigen Differentiale:

oder mit

gy __ _dn | 1
(103.) YT e TG =S AVt e d e d )
. o __ _dp | 1
Y ate 132 =8+ Vetp.dtp.d'tp)
oder, durch Integration:
21 "o___ ’ d!l‘ 1
(04 gy = A u .1—%(E‘,——So+S)1/(a—|—(la.a’+y.u"\+u)’
2logy’ = A d

dtu T3, =8+ 9 Vafu.dFpdtuw
Es sind also die Coordinaten des Theilchens durch den Parameter desje-
‘nigen confocalen Ellipsoids ausgedriickt, auf welchem es sich gerade befindet.

Die Integrale allerdings sind wohl weiter nicht darstellbar; nicht ein-
mal néherungsweise, mittels der in der Theorie der elliptischen Functionen
angegebenen Entwicklungen. Wenn man indefs soweit in die Fliissigkeit hin-

. ! "
eingeht, dafs sich die sechsie und hohere Potenzen von l/—&- ﬁ— % ver-

nachlissigen lassen, so kann man den Integralen (104.) folgende einfache
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Form geben:

" S"
ogfr = =g V' =n(tg=g)t

! 4
log)—’,';— = z—os:-sge y =y (1+ —zj_—so>+
Es zeigt sich hieraus, dafs im Anfange, bei abnehmendem wu, die
Bahncurve etwas von der y Axe sich entfernt, um sich ihr dann auf die-
selbe Weise wieder zu nahern, und endlich ihr parallel zu werden.

(105.)

. ] ! ."
Vernachlassigt man auch die vierfen Potenzen von ]/i, =y P,
A N

so erhalt man:

5}’” :y“<1+3(T2TS_)}/_‘u)
106.) | ,
'Y :.Yn(l‘i'g,z S);/y)

Die Bahncurve liegt hier in einer KHbene, welche durch die Axe y geht.
Erwigt man hiezu, dals zugleich die Gleichung (74.) in
(or) 1=2tr&” -
p w
iibergeht, so wird die Gleichung der Curve in ihrer Ebene, wenn 2 den Ab-
stand von der y Axe und » den Radiusvector bedeutet, zu:
(108) =z = z.,(l—{—3 5% :
welche Curve, wie man sieht, schnell einer geraden Linie sich nahert.
Man betrachte zweitens den Fall, wo das Ellipsoid um eine Haupt-Axe
rotirt. Es sei wieder y die Rotations—Axe. Es verschwinden alle A4, aufser

A", und ¢ nimmt die Form
ad—a"

(109)  @==x(S'—Syy'4",  x= G T =)

an. Die Gleichungen (15.) geben alsdann:

L =y 44 (G~ ) oS =S )
—[»2%8(8'8_ 5

L =yy s (G~ A= G+ 7))

\Li%e —y'y" 44 (o — ) 28— (o )

(110.)
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welche sich auf folgende Form bringen lassen:

df2(m+nu,) (1, —p) = i

atu,’
(111) dQ (m—4 nu,) (10— u,) = ﬁ;— 5
\ d
dQ(m+nu) (u— ) = — +”M {1—Mj,

2% (a"'—a')

= (@ —d)—[("—d)F x(S— 8" (d"F o'+ 2u) | V(aF p.dFp.d"tp)’

So findet man also ein Integral, indem man die Gleichungen (111.)
addirt, namlich:

(112) M

'‘Mdu
atu’
Man kann hiebei wie oben nédherungsweise verfahren; doch ist Dies um so
weniger von Interesse, als iiber das zweite Integral nichts festzustehen scheint.

(113) 2logy =

§. 12.
Yon Rotations-Ellipsoiden.
Der Fall eines Rotations-Ellipsoids fihrt auf eine besondere Verein-
fachung der angegebenen Formeln; aufser dafs sich die Grofsen S, S’, 8"
durch log. und arc. tg. ausdricken lassen.

Von den sechs Gliedern der Function ¢ verschwindet dasjenige, welches
der Rotation um die ungleiche Axe entspricht. Der T'heorie nach wiirde also
durch alleinige Rotation um diese Axe keine Bewegung in der Flissigkeit
hervorgebracht. Der Fehler der T%eorie war vorauszusehen, weil bei der Auf-
stellung der Grundgleichungen des Problems die Reibung zwischen der Flis-
sigkeit und der Wand des Korpers, welche in diesem Fall allein die Ursache
einer Bewegung sein kann, vernachlassigt ist.

s, 18
Bewegung ciner Kugel; zumal unter verhinderter Rotation.

Die Gleichungen fir die Bewegung einer Kugel will ich noch kurz
angeben, obgleich die hauptsichlichsten davon in der oben erwahnten Abhand-
lung von Dirichlet zu finden sind. =

Setzt man im Obigen

(114) a=d=4d'=¢, +u=r’
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so ergiebt sich

(115) S=8=8"=2"
(116.) P = — _26_‘;‘_3.(14),_{,_ A’}"'-I‘-A”y”),

indem die der Rotation entsprechenden Glieder, wie zu erwarlen, verschwin-
den. Eben so verschwinden die Correctionen der Trigheitsmomente, und die
Correction der Masse wird nach allen Richtungen dieselbe, némlich:

(117) 4M = M.
Die Kugel bewegt sich also, als folgte ihr eine Flissigkeitsmasse nach,

welche ihrem halben Volumen gleichkommt.
Setzt man endlich

y = rcosd,
(118) y' = rsin$.cosw, ,
y" = rsin$.sinw,

und betrachtet 7, 9, w als die Parameter der orthogonalen Oberflichensysteme,
so nehmen die Gleichungen fir die Bewegung der Fliissigkeit folgende Form an:

[ Z—: —_ "3:;0 [Acos9-|sind (A cosw+ A"sinw)],
> ﬁ% = —E%[——Asinﬁ—k cos I (A’ cos w4 A" sinw)]
(119.) < (A sinw — A" cosw),
rQSin"_‘}Z—:’ = —-27‘2;};0 [— A'sinw -} A" cosw]sin$

-+ r*sin 9 cos 9 (A*’ cos w - A'sin w) — A**7* sin* 9.

Von diesen Gleichungen lafst sich ein Integral angeben, sobald A,
AY, A*° verschwinden, d.h. wenn der Mittelpunct der Kugel sich in einer
Ebene bewegt, und eine Rolation der Kugel nur um.die Normale dieser
Ebene gestattet ist. Denn, dividirt man in diesem Falle die ersten beiden
Gleichungen durch einander, so erhilt man:

120) o _ %;r%.wtg&
oder, wenn man integrirt: |
(121) (r*—¢)cos’d=c’r, oder (r’—¢&)y*=0c’r’;
wo o eine willkirliche Constante ist und den Werth von y fir = oo
angiebt.
Crelle’s Journal f. d. M. Bd. LII. Heft 2. 17
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Bewegt sich die Kugel geradlinig, okne Rolation, lings der y-Axe, so
erhilt man, durch blofse Vertauschung der Coordinaten, aus der Gleichung (121.)
die zwe: Integrale:

(r* — )sin*9cos*w = [Fr,
(122) %(r3—c3)sin235in"w = y'r,
oder
w = Consl.
(123-) (1‘3"— 03)sin29 = x*r.

Die erste dieser Gleichungen sagt nur aus, dafs die Bewegung in einer Ebene
vorsichgeht; die zweite giebt die Gleichung der Bahncurve in ibrer Ebene.

Die Curven, welche durch diese Gleichung dargestellt werden, nihern
sich, unter wachsendem x, sehr bald geraden Linien, und schon die Curve
fir welche x=2¢ ist, ist von einer geraden Linie nur noch wenig ver-
schieden. In der That findet man fir diejenige Curve, welche an der Stelle
der hochsten Erhebung (9 = 1n) um den doppelten Radius ¢ von dem Mit-
telpuncte der Kugel absteht, = 1,87.... ¢, so dafs die ganze Erhebung der
Curve etwa ein Zehntheil des Kugelradius betriagt. Dies wird gewissermafsen
durch eine Beobachtung von Duchemin bestitigt, welcher die entsprechenden
Curven bei der Bewegung eines Rotationscylinders lings seiner Axe von
einer geraden Linie nicht mehr merklich verschieden fand, wenn man sich um
den Radius der Cylinderbasis von der Wand des Cylinders entfernte.

Von den Puncten dieser Curven, welche Duchemin, der in ihnen be-
sonders starken Krimmung wegen, Inflexionspuncte nennt, habe ich aller-
dings keine Spur entdecken konnen.

§. 14.

Pendelbewegung.
Die Gleichung fir die Pendelbewegungy des Korpers wird im gegen-
wirligen Falle: (69).
(124)  [M'+¢* (M4 4M)] S = — og(M—W)siny,
wenn man aufser der Schwere keine Kraft, und diese in der Richlung x,
wirksam annimmt; und es ist hier:

(125.) Muqu.s_;‘_gi’ 1"247:130 i M=4’;03-(I’

wenn ¢, die Dichligkeit der Kugel bezeichnet.
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Nennt man nun 4 die Linge eines einfachen Pendels, welches im leeren
Raum eben so schwingt wie das gegebene Pendel in der Flissigkeit, und 2’
die Linge desjenigen, welches wie das gegebene im leeren Raume schwingt,
so ist:

. y  M°4oM _ M°4-o* (MM
(126.) A"T’ s o(M—M) °

: = M
und demnach, unter Vernachlissigung hoherer Potenzen von Wk

127) =t (4l =r{t4ug

Dies ist die Form, welche man fir diese Pendellinge anzunehmen
pflegt; der Coéfficient n ist, wie es sein mufs, von den Dichtigkeiten frei;
auch nimmt er mit wachsendem ¢ zu, und ab mit wachsendem ¢. Aber erst-
lich ist dabei keine unbedeutende Grofse vernachlissigt; und ferner ist es
klar, dafs dieser theoretische Werth von n stels kleiner sein wird als 3, wih-
rend er in den Beobachtungen, welche Duchemin anflihrt, grofstentheils
zwischen 1,6 und 1,7 liegt (p. 181 etc.). Es macht sich also hier abermals
eine Differenz zwischen Theorie und Erfahrung bemerkbar, welche auch durch

Beriicksichtigung der Reibung nicht so unmittelbar scheint beseitigt werden
zu konnen.

Die Bewegung der Flissigkeit wird, da

d n R
(128) ¢=—}c0- L (5.8)

ist, dargestellt durch die Differentialgleichungen

dr réi—c?

W= ¢sindsinw,
3 3
(129.) r? %%: — 3"2—;!;0—900s95in w,
3 3
r' sin2.9-g% = — %psin& cosw - r*sin* 9.

Man erhilt esn Integral nach dem Obigen unmittelbar, nimlich:
(130.) (r*—¢)cos*d = o’r;

ferner aber aus der ersten und dritten Gleichung:

_dw . 2rite .
.(131) 0= <y Sinw — 2,.(rs_ca__azr)°°3w+(ra_cS)gsinﬁ

17*
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; : oy s . . 1 _/r*—c®—a’r
Diese Gleichung wird integrabel, wenn man sie mit tg&:;l/——r———

multiplicirt, und giebt alsdann

e L fL XA
(132) cosw.tgﬂ_ae‘/}./(r(rs__cs))

Das Integral rechts ist durch elliptische Functionen ausdriickbar.

Denn zunichst ist

(198)  f7etds = 4/ — ) 40 f 7

Setzt man nun .

> o ¢ 1+cosg B
U3)  r=1=5irte = CT=7a+a L Ie0osg’
so erhilt man
/’ dr___ / o
assy )AVCE =D T gad VAT E T = 3’
L 1+ cosamu o _(14v3
=t (1—v3)+(1+v3)cosameu ‘2_11'(2—}#3)“( 2ye /?
und endlich
. 2¢*Y(3v3)sinam 4 amu
(136) ]/(1‘(1‘ —03)) 01/3 [(1—1/3)+(1+1/3)00Samu]”
so dafs die Gleichung (132.) die Gestalt
cu ¢®v(3v3)sinam 4 amw

(137)  coswigd = Const. 4 —— Jr[(1—;/3 +(1+73)cosamu]?

annimmt, durch welche die Bahnen der Flussigkeitstheilchen nunmehr voll-
stindig bestimmt sind.

Danzig, im August 1854.
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