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14.

Uber Determinanten und ihre Anwendung in der
Geometrie, inshesondere auf Curven vierter
Ordnung.

(Von Herrn Otto Hesse, Professor an der Universitit zu Konigsberg.)

1.
Wenn die Elemente dre1er§Determmanten,
A==+aldl...a,, B=Z=+0bb}...00, C=Z=+clcl...c
so mit einander verbunden sind, dafs
c; = aybi+aibi4 .- 4 aib;
ist, so ist bekanntlich: '
(1) 4B = C.

Ich werde zeigen, wie die partiellen Differentialquotienten der Deter-
minante C' nach ihren Elementen ¢ genommen durch die partiellen Differential-
quotienten der Factoren A und B nach ibhren Elementen genommen sich aus-
dricken lassen.

Zu diesem Zwecke differentiire man die Gleichung (1.) nach a;. Da

von den Elementen ¢ nur ¢!, ¢!, ... ¢, Functionen dieser Grofse sind, so
ergiebt sich: .

o4 a0
B . — O
aa;; a(“ P _l—

Diese Gleichung multiplicire man mit —SZI; und addire alle Gleichungen, welche
14
sich aus der angegebenen ergeben, indem man statt p nach einander die

Zahlen 0, 1, 2, ... n setzt. Dadurch erhilt man:
BABB__B_(‘ aB,,+ar 0By ... 8C £ 3B,
da; b} ac‘,’, ab‘ by dct ab* P c: ab,‘, P

Da aber die Summen 2‘ b" einzeln verschwinden, mit Ausnahme der Summe,

in welcher ¢ den Werth A hat, welche den Werth B annimmt, so erhalt
Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XLIX. Heft 3. 33
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man die Gleichung:
) a6 _ 640B |, 64 9B o4 oB

o @l s o e i
S. 2.

Um die zweiten partiellen Differentialquotienten von C durch die zweiten
partiellen Differentialquotienten der Factoren 4 und B auszudricken, differentiire
man die Gleichung (2.) zuerst nach &) und dann nach J}, welches

a9*C o4 o'B 04 o’B a4 o

0cda db,  Oaldal ool +aafaa¢;'abiab; T dasddl obLau,
giebt. Wenn man in dieser Gleichung stalt ¢ nach einander die Zahlen
0, 1, ... n setzt, so entstehen daraus n-|-1 Gleichungen. Addirt man die-
selben, so lifst sich die Summe wie folgt bequem darstellen:
Pty = =
de, 0aly Abg Oaydal; 0b,0by
wo fir p und ¢ die Zahlen 0, 1, ... n zu nehmen sind.

Der linkseitige Theil dieser Gleichung lifst sich als eine Function der

Elemente ¢ ausdricken. In der That: a(i nach «ff, und
Cx

bericksichtigt, dafs von den Elementen ¢ nur ¢, ¢, ... ¢,, Functionen von
@ sind, so erhilt man:
8°C 8*C : C .,
Tau 70 q+ AAan bq'
dexday dcydc, ' Be d Cu 80,,80,‘
Differentiirt man diese Gleichung nach &}, von welcher Grofse wieder nur
Chs By .5s € Functionen sind, so ergiebt sich:

8°C 2 *C__ . 8¢ \

— b(.l nb()

Betdalaby ac,,ac,, + z.9c,,<9¢,-;iac 9791 8¢k oe) ae ot “adadiec, o
0*C 0*C

Ubl lbl cee nbl

+{ 0 'aq, %% aciﬁcf,acf % detdel del “ q,
o°C

@bt s e B

+{ac,{8 % Oey a q+ 80,, dckdepde, }

Setzt man in dieser Gleichung fir ¢ die Zahlen 0,1, ... n und addirt, so

erhalt man, mit Bericksichtigung der Gleichung

c; = abit+aibit - arbf,
folgende Gleichung:
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0°C

>__°”
e dal; AL,
0°C 0°C 0°C
n 1 c() () o 0
= ®+1) de ac,, { dekdc,dey | Berdeldel Gt desde, den c,,}
0*C 0°C 1 0°C "
; al...———— ¢!
% dc,,acﬂaco ’+ 80,,80,,801 1+ ac,’;ac;,'acf. }

c aC EX A
{ ackdes,och o+ ERERERRL L Wc"z '

Man bemerkt, dafs sich nicht genau diese Gleichung ergiebt, sondern
dafs in sammtlichen dritten Differentialquotienten der Determinante C des
rechtseitigen Theiles der Gleichung zwei obere Indices der Elemente ¢ mit
einander vertauscht sind, und dafs zugleich das positive Vorzeichen jedes
dritten Differentialquotienten von C' in das negative verandert ist. Dieses ist
aber erlaubt, weil eben die Determinante C ihr Vorzeichen wechselt, wenn
man in allen ihren Gliedern zwei obere Indices mit einander vertauscht.
Beriicksichtigt man nun noch, dafs der Ausdruck:

0°C 0°C 9*C
dckdel,dcl “+8 % ey o¢l it dckder dch Cn

aal,;" ist, ausgenommen wenn p gleich 4 oder v ist, in welchen Fillen
der Ausdruck verschwindet, so stellt sich die zuletzt angegebene Gleichung
wie folgt- dar:

gleich

FC__ _ o5 OC |
Bc,,aaf,‘ab" " dctoc
Setzt man diesen Werth der Summe in die eben angegebene Gleichung und
dividirt durch 2, so erbilt man fir den gesuchten Ausdruck des zweiten
partiellen Differentialquotienten von C:
0*C 1 04 a'B
B Sed = T2 5u0a ailon
Bestimmt man auf dem angezeigten Wege durch Differentiation dieser
Gleichung den dritten Differentialquotienten von C, so ergiebt sich:
a*C 1 94 ‘B
(4) 8¢} dey, et - 1-2-3zaa’,§aa:;aus ab,iab;ab:;
woraus das Bildungsgesetz fir die hoheren Differentialquotienten der Deter-
minante C, nach ihren Elementen genommen, erhellet.

33 *
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§. 3.
Das Product zweier Determinanten
Oy — 0y
72— N
lafst sich bekanntlich wieder auf die Form

Uy Uy
Uy Uy

und

' Uy Oty — U0y Uy 0 — Uy
Uy Y2 —Upy) Uy),— Uny,

einer Delerminante bringen.

Multiplicirt man diese Determinante noch einmal mit der ersten Determi~

—0, o . : J .
nante 2wl so erhalt man, vorausgesetzt, dafs u,, = m,, ist, eine Determi-
/2 1
nante ac — &°, deren Componenten folgende Determinanten sind:
Uy, Uy a,| Uy Up Uy U o
G = |Uy Uy 0|, € = Uy Uy Y|, b = |uy uy o],
o o 0 Y1 7- 0 |7l 72. 0

welches die identische Gleichung

4.) Uy, Uy | |06y Oy = | Uy Uy O || Uy Uy ?’1|— Uy, wy, o '=ac—&
Uy U |([Yy 72 Uy U || Uy Uy ) Uy Uy O
op a, 0 ||y ?’20 71 720

giebt. Ich werde im Folgenden zeigen, welche Ausdehnung dieser Gleichung
gegeben werden kann.

§. 4.
Es bedeute B die Determinante
Uy Up U 0
Uy, Uy Uy O,
B — )
U3 Uz Usy. 0

vi ¥ 7 B

in welcher jedes Element u,; dem ihm entsprechenden wu,, gleich ist.

Man betrachte nun folgenden, der Determinante ac—&* des vorher-
gehenden Paragraphen analog gebildeten Ausdruck:

(87 a‘+c')7 2+8B )( 2+8B ) <37 71 +g_7,€73)2’
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welcher sich als Determinante auch so darstellen lafst:

oB oB oB B
EA al‘l‘ 87 2+—°‘3 1+8a 2"!‘—“0‘3
oB 68 )
37 l+ a), + o7, 7’3 ‘+8a 2+8a 73

Diese Determinante ist der partielle Dlﬂ'erentlalquohent des Products MN=C

zweier Determinanten

o8 om o .
07 097, 673 ¢ 52 &
M—|0oB OB 0B und N=—
5, Oa, 3a, v 72 73|’
1”1 m2 "‘3 nl n2 n3|

nach ¢! = m,n,}m,n,+ myn, genommen. Sie lafst sich also nach der
Gleichung (2.) in die Summe von Producten der Differentialquotienten der

Factoren wie folgt zerlegen:

oM 6N+ oM 6N , oM N
Om, On, ' Om, On,

Om, On,
Um M eine bequeme Form zu geben, bemerke ‘man, dafs
| 9B OB OB\, g,y
w22 _ o5 on o8| | . .
Uy Up U

% |5, Ba, Oa
m, m, M

Uy U, Usg

ist. Bringt man dieses Product zweier Determinanten auf die bekannte Weise
auf die Form einer Determinante und bemerkt dabei, dafs

oB oB
67’ “u‘l" 12'+'a ‘13+ 8,3 051 = 0,

u2l+ a}, 22"|" ay 23‘*"5;’7“2 =" 07

------------------------

-so stellt sich das Product M‘a‘ﬁ wie folgt dar:
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on o og g
M —— = oB oB oB
o8 -—'a—ﬂi’l —a—ﬂﬁ’z —-6_18_73 l

Uy m1+ Uy, 7"2"‘"13 m; Uy m1+ Uy, My|-Upymy Uy, m1+ U, m2+ 33703 ,

und mit Weglassung des gleichen Factors g—g auf beiden Seiten der Gleichung
erhilt man: . :
- oy o, o ‘

M = B 71 72 73 .
Uy, ml+ Uy, mz+ Uz Uy ml+u22 mz‘l‘“za m; U 7"1+"32 my+-us;m, |

Setzt man nun:

o, 0 o5
P = 71 72 . . 73 ’
U, m; "l‘ Uy m, + Upzm; UM, + U N, “l‘ Uy Usymy | UM, + U537,
so wird:
m=98.p
op

und wenn man diesen Werth von M in den obigen Ausdruck substituirt, so

geht derselbe in
BB{BP oN , oP azv_l_ oP BNE

06 \9m, On, " 9m, In, T Im, On,

“iber. Dieses Product ist also gleich der betrachteten Determinante, oder es ist:

uy Uy, Uy U = |u, uy, uy oy |uy, uy, uy Yi| — |Un U U Oy
6.) Uy Uy Uy Uy Uy Uy O |Uy Uxp Uy Y, Uy Uy Uy o,

9
Us; Ui Uz O

i 72 ¥ O

Uy Uz, Uy Uy Uz Uz O
o o o 0

Uy Uy Uz Y3
Y1 Y2 Y3 0

wo U die Bedeutung
U oP ON , 8P 8N , 8P 6N '

hat. Setzt man in diesen Ausdruck von U die angegebenen Werthe von P
und N, so findet sich

(7) U = uy(oy; —o39,) + uy (0‘;. 71— 03]+ s (e 2 — a )
+ (s ) (0371 — €1 73) (Q1y, — @, 71)+ (“31+ Uy) (0 72— 0 y1) (Ca)ys — €3 2)
+ (U, ‘l‘ Uy) (023 — 0372) (“37'1 — 01 ¥3).
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S. 5.

Es bezeichne B die Determinante:
Uy Uy Uz Uy O
Uy Uy Uy Uy O
B = |\u; uyp uyy uy o,
Uy Uy Uy Uy o
71 V2 Y3 Vs B

in welcher wie oben u,,— u;, angenommen werden soll.

249

Der der Determinante ac— 0* analog gebildete Ausdruck

(a,, “l+ )( 2+
oB 2
N\, 7 + 2+ 67 74)
lafst sich als eine Determinante wie folgt darstellen:

oB BB
d}' 1+ a}, + al"l— a2+

aB
a,, 7’1+ A 72+ da, 71+8a Yot e

52,79

Diese Determinante lifst sich wieder als der zweite Differentialquotient des

Products zweier Determinanten

o8 o8 9B o o
871 a)’z 673 874 L el et
oB 6B oB dB

M = |55 3a, 3a, oap N=|n 71
m my, m; m, Uy My Us
nl n2 n3 n4 YV, Yy V3

nach den Elementen

¢t = ml#x'l—mzﬂz"}‘ms!‘s‘l‘m:;#u

c; - nl'V_l "I“ n27/2 "I" "3"’3 + n4V4
genommen, betrachten. Es lafst sich also diese Determinante

chung (3.) in folgende Summe von Producten zerlegen:

o*M a°N
b= Om,Ong Opovy

oy

Ya

Vs

nach der Glei-
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Um die Determinante M zu transformiren, bilde man das Product:

a8 o8 oB

or, On O

oB oB OB o0OB
M. 19 = 8—6? Oz, Oa,
m, m, m,

n, n, n

oB u. u

- n Up
07,

oB _—
da, 21 U
my | Uy Uy
N, | |Uy Uy

U3 Uy,

Uy Uy

Uz U3y

Uy Uy

Driickt man dieses Product zweier Determinanten als eine Determinante aus

und beriicksichtiget, dafs

8B
uu‘l‘ d;' u12+ 37 "13+ um"l‘ aﬂ o
BB
un“l‘ u22+ u23+ 24+a_ﬂ'a2
oB oB oB oB
&T“ll“!‘%um’l"gs‘“n'{'a 14‘}‘ B 71
so erhilt man
oB
_oB ) o8 _ o
oM ™ a8 ¢
JoB oB oB
= | 5(‘,771 - "’é‘—s‘}’z - -@7’3

Setzt man daher der Kirze wegen:
oy OQ

71 72
T T O ST VA T S T T ST
u,nug, Nyt uy, 0y, My o

so ergiebt sich

M = P.

Uyt Up My - Uy My Up y- - Uy, Uz My o
Uy, U, + cer Uy My +u22”2 e Uy my +”32”2+ L

03

73

uym,+ Uy,
U ”1+“32 “2+ s ea

0B
8

= 0,

I
e

0,

_9oB
a8 %

oB
-—-—-ﬁgl4

Oy

7a

. "41m1+“42m2+"'
Uy n -t upn, |-

oo u417n1+ u427”2+ CUL]
uy 0y, nz‘l‘ seis

-

Die fiir die betrachtete Determinante gefundene Summe geht nun, wenn
man den oben angegebenen Werth von M substituirt, in
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—'a—BZ o*P ) J:N
% 88 = Om,ong Ou,0vy

uber. Setzt man endlich diese Summe gleich der belrachtelen Determinante,
so erhalt man die identische Gleichung:

Uy Uy, uy u,| U
Uy Uy Uz Uy
Uy Uz, Usz Us,

(8

Uy Uy Uy Uy

~

== Uy U Uy Uy 0| (U Up Uy Uy Y| Uy Uy Uz Uy O

Uy Uy Uy Uy Oy | Uy U Uy Uy Yo Uy Uy Uy Uy Ay
Uy, Uz, Uz Uz, O3] Uz Uy Uz Usy Y5 Uy Uz Uzz Uz
Uy Uy Uyy Uy 0| Uy Uy Uy Uy Yy Uy Uy Uy Uy Oy
o o o3 o, 0 Vi Y2 73 740 Y1 Y2 73 740
in welcher U die Summe
o*P o*N
V=425 o 5s
pElly, OfpO¥y
bedeutet und p und ¢ die Zahlen 1, 2, 3, 4 sind. Diese Summe, eine ganze
homogene Function 2ten Grades, sowohl in Riicksicht auf die Grofsen « als y

und u, lifst sich leicht berechnen. Sie hat aber zu viele Glieder, um sie
berechnet hinzuschreiben.

Auf dem angegebenen Wege lafst sich auch, unter der Vorausselzung
dafs u,, — u;, sei, die allgemeine Gleichung:

Uy Uy ... U, | U
ugl Uy ... U,
9) "
U, Uy oo U,
2
= Uy Up .. Uy, 0 Uy Uy .. Uy Yy — (U Uy .. Uy, O
Uy Uy ... Uy, Oy (Uy Uy ... Uy, ) Uy Uy ... Uy, O
unl Uy o - unn Cy unl un2 CRUR unn 71! unl Uy ... Uy, Oy
o ¢ ... O||yn 22 ...9. 0 Y1 Y2 +ee ¥ O

ableiten, wo U eine ganze homogene Function 2ten Grades sowohl in Riick-

sicht auf die Grofsen « als auf £ und vom » —2ten Grade in Riicksicht auf
die Grofsen u ist. I

Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XLIX. Heft 3. 34
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§. 6.

Jede symmetrische Determinante:

Uy Uy, Uy,

Uy U, Uy,
’

unl un2 unn

das heifst jede Determinante, in welcher u,; — u,, ist, lifst sich durch Multi-

plication mit dem Quadrat einer beliebigen andern Determinante wieder auf

eine symmeltrische Determinante bringen. In der That multiplicirt man die
angegebene Determinante mit folgender:

x, ... T,

n n

o = ... 2"

.........

und setzt, zur Abkirzung
2F (x,@, ... ®,) = Uy &, @, -F Up 2, Ty + o RUpxyyf -0
so erhéilt man die Determinante:
|Fa Fe o F@)
F'(z}) F'(z}) ... F'(z))
ré) P ey

in welcher F'(zj) den partiellen Differentialquotienten von F(z,x, ... z,)
nach x, bedeutet mit den Variabeln x,, x,, ... x,, welchen der obere Index
g zugetheilt ist. Multiplicirt man diese Determinanie nochmals mit der vor-
hergehenden und setzt:

F,, = 2} F'(z}) 4« F'(@}) 4 -+ «h F'(z),

so erhilt man:

9

! / ! |2 hl 1
Uy Uy ... Upy| | Ty 22 ... Dy F, F, ... F,
! n "
Uy Uy ... U, | |2} @) ... & _ \Hy Fy ... K,
(10.) = .
Uy Yo ... B, | X} 7 ... 2} F.,.F,..PFL,

Da aber F,,=F,, ist, so ist die letate Determinante wieder symmefrisch.

\
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Auf dieselbe Art ldfst sich die identische Gleichung:

! ] ] 2

Uy Wy oo Uy O |2 @ oo 2 0 F, F, ... F, A
" !

Uy Wy .. My, Ol 2y &) ... &' 0 F, F, ... F, A,

beweisen, wo A4, und B, die Bedeutung

Ax == w’l“xl-i—w;aZ_{_ e .Z':an,
Cx — m’;?/l_l_a";y?'-l— e -'L':?’,,
haben.

§. 7.

Aus der identischen Gleichung (9.) von der Form:
(12) 4.U = ac—-¥
lassen sich fiir die G'eomelrie wichtige Resultate ziehen. Wenn man nimlich

die Grofsen wu,; lineire Ausdriicke zweier Variabeln sein lifst, so stellen
die Gleichungen:

A=0, U=0, a=0, ¢=0, b=0

ebene Curven respective von der nien, n—2ien und die drei letzten Glei-
chungen Curven von der z» —1ten Ordnung dar, welche zu einander in merk-
wiirdiger Beziehung stehen. Denn da, wie aus der Gleichung (12.) erhellet,
b* verschwindet, wenn 4 und @ verschwinden, so geht die Curve 4 =0
durch die n(n—1) Schnittpuncte der Curven 4 = 0 und @ = O hindurch.
Die Gleichung & =0 hat, weil sie von der n—1ten Ordnung ist, Jn(n-}-1)
Constanten. Wendet man von denselben {n(n—1) Constanten dazu an, die
Curve b =0 durch }n(n—1) Schnittpuncte der Curven 4/ =0 und ¢ =0
hindurchgehen zu lassen, so bleiben noch n unbestimmte Constanten ibrig.
In der That enthilt die Gleichung & = O noch » willkirliche Constanten y,
welche weder in 4 noch in « vorkommen. Daher kann die Curve & = 0
nicht durch alle n(n —1) Schnitlpuncte der Curven 4 = 0 und @ = O hin-
durchgehen, sondern nur durch }n(n—1) dieser Schnitipuncte. Wenn nun
die Curve 4°==0 dennoch durch alle n(n —1) Schnittpuncte gehen soll, so
ist dies nicht anders maoglich, als dafs von den n(nm—1) Schnittpuncten je
zwei in einen zusammenfallen. Die Curve 4=0 wird also in }n(n—1)

verschiedenen Puncten von der Curve @ = 0 berukhrt. Dieselbe Curve wird
34 %
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ebenso auch von der Curve ¢ =0 beriuhrt. Die Curve b==0 geht endlich
durch alle diese m(n —1) Berithrungspuncte hindurch.

Ebenso zeigt sich, dafs die Curve U= 0 von jeder der Curven ¢ =0
und ¢ = 0 in }(n—1)(n—2) verschiedenen Puncten berithrt wird, durch
welche die Curve 6 =0 hindurchgeht.

Die Gleichung @ = 0, mit den n willkirlichen Constanten «, stellt ein
ganzes System Curven n—1ter Ordnung vor, deren jede die Curve nter
Ordnung 4 =0 in {n(n—1) verschiedenen Puncten berihrt. Von diesen
Beriihrungspuncten konnen n—1 Puncte auf der Curve 4 =0 beliebig an-
genommen werden, wahrend die ibrigen }(n —1)(n— 2) Beriihrungspuncte
durch die angenommenen bestimmi werden. In der That, da die Gleichung
@« =0 n willkirliche Constanten « in lineirer Weise enthilt, von denen eine
durch Division zur Einheit gemacht werden kann, so lassen sich die iibrigen
n —1 Constanten so bestimmen, dafs die Curve ¢ = 0 durch » —1 auf der
Curve 4=0 beliebig angenommene Puncte hindurchgeht.

Um die obigen Bemerkungen iiber die Curve 4/ =0 auf alle Curven
nter Ordnung ausdehnen zu konnen, ist noch nachzuweisen, dafs sich die
Gleichung einer beliebigen Curve v =0, nter Ordnung, immer auf die Form
A4 =0 bringen lasse. Dieses ist in der That immer moglich, weil die Zahl
der Constanten in der Determinante 4 grofser ist als die Zahl der Glieder
in v. Da nimlich die symmetrische Determinante 4 aus }n(n--1) verschie-
denen Elementen besteht, von denen jedes drei Conslanten enthilt, so wird 4
im Ganzen $n(n 1) Constanten enthalten, wihrend » nur {(n-1)(n-2)
Glieder hat.

Diese Bemerkungen lassen sich in folgendem Lehrsatze zusammenfassen:

Durch n—1, beliebig auf einer gegebenen Curve nter Ordnungy
angenommene Puncte lifst sich immer eine Curve a n—1ter Ord-
nunyg hindurchlegen, welche die gegebene Curve in den genannten
n—1 Puncten und in noch }(n—1).(n—2) andern durch die ersteren
bestimmten Puncte berihrt. Legt man durch alle diese Ln(n—1)
Beriuhrungspuncte eine beliebige andere Curve b von der n—1ten
Ordnung hindurch, so schneidet dieselben die gegebene Curve in
noch in(n—1) Puncien, in welchen ebenfalls eine Curve ¢ von der
n—1ten Ordnung die gegebene Curve berihrt.

(Dieser Lehrsatz ist hier nur fir den Fall bewiesen, wenn die Glei-
chung der Beriihrungscurve a sich auf die Form der oben angegebenen
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Gleichung @ =0 zurickfihren lafst. Schon bei den Curven 4ter Ordnung
treten auch Berihrungscurven auf, bei welcher das letztere nicht angeht.
Diese Curven verlangen eine andere Behandlung.) '

Mit der Curve & wvariirt zugleich auch die Berihrungscurve c¢. Aus
der letzteren geht also, wenn man 4 um die Beriihrungspuncte von @ variiren
lifst, ein ganzes System die gegebene Curve berihrender Curven hervor,
deren je zwei die gegebene Curve in solchen Puncten berihren, durch welche
sich eine Curve » —1ter Ordnung hindurchlegen lafst. Diese letztere Eigen-
schaft dient als Criterium, ob zwei beliebige Beriihrungscurven demselben
Systeme oder verschiedenen Systemen angehoren.

Offenbar wird eine gegebene Curve v=—0 nter Ordnung so viele
verschiedene Systeme Beriihrungscurven haben, als oft sich der Ausdruck ¢
auf die Form einer symmetrischen Determinante 4 bringen lifst. Hiernach
scheint es, dafs unendlich viele Systeme von Berithrungscurven der gegebenen
Curve v=10 existiren. Denn hat man v auf die Form einer symmetrischen
Determinante gebracht, so kann man letztere, wie es die Gleichung (10.)
beweiset, durch Multiplication mit dem Quadrate einer beliebigen Determinante, -
wieder auf eine symmetrische Determinante bringen. Dem ist aber nicht so.
Die Gleichungen der Beriihrungscurven, welche sich aus den beiden Deter-
minanten ergeben, sind, wie die Gleichung (11.) zeigt, nur durch einen con-
stanten Factor von einander verschieden. Man darf daher eine symmetrische
Determinante 4, die durch Multiplication einer anderen symmetrischen Deter-
minante mit dem Quadrat einer Determinante hervorgegangen ist, nicht als
eine davon verschiedene betrachten.

In diesem Sinne lifst sich, wenn v =0 einen Kegelschnilt darstellt,
v nur auf eine Art auf die Form einer symmetrischen Determinante bringen.
Daker hat ein Kegelschnitt nur ein einziges System Tangenten.

Wenn v=20 die Gleichung einer Curve dritter Ordnung ist, so lifst
sich v auf drei verschiedene Artén auf die Form einer symmelrischen Deter-
minante bringen, d.h. es giebt, wie ich im 36ten Bande dieses Journals S. 143
auseinandergesetzt habe, drei verschiedene homogene Functionen dritter Ord-
nung, deren Determinanlen jede gleich einer gegebenen homogenen Funclion
3ter Ordnung ist. Daraus folgt der (Bd. 36, S. 166) bewiesene Lehrsatz:
Eine Curve drilter Ordnung hat 3 Systeme Berihrungskegelschnitte.
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S. 8.

Es ist mir der Beweis gelungen, dafs sich eine gegebene Function
zweier Variabeln 4ten Grades auf 36 verschiedene Arten auf die Form
einer symmetrischen Determinante 4 zurickfihren ldfst. Hieraus ziehe ich
den Schlufs: ,

Dafs eine gegebene Curve 4ter Ordnung 36 Systeme Berihrungs-
curven 3ler Ordnung hat, welche die gegebene Curve 4ter Ordnung
in 6 verschiedenen Puncten berithren. _

Von diesen 6 Beriihrungspuncten konnen 3 Puncte willkirlich auf der
gegebenen Curve 4ter Ordnung angenommen werden. Die drei andern sind
durch die ersteren bestimmt und zwar auf 36 verschiedene Arten.

Aus dem obigen allgemeinen Satze folgt fir die Curven 4tes Ordnung:

Dafs, wenn man durch die 6 Berihrungspuncie einer Berihrungs-
curve 3ter Ordnung und einer gegebenen Curve 4ter Ordnung eine
beliebige Curve 3ter Ordnung hindurchlegt, dieselbe die gegebene
Curve in noch 6 Punclen schneidet, in welcher eine andere, demselben
Systeme angehirige Berihrungscurve die gegebene Curve 4ter Ord-
nung berihrt.

Da die Gleichung «=0 der Berihrungscurve in dem vorliegenden
Falle, wo n=4 ist, 4 willkiirliche Constanten « hat, von denen eine durch
Division der Einheit gleich gemacht werden kann, so zeigt sich, dafs die drei
andern sich so bestimmen lassen, dafs « in drei linedre Factoren zerfilll.
Ich habe gefunden, dafs diese Bestimmung auf 56 Arten moglich ist und dafs
sie durch Auflosung einer Gleichung Sten Grades erreicht wird. Setzt man
die linearen Facloren von @ einzeln gleich 0, so hat man die Gleichungen
von Doppeltangenten der gegebenen Curve 4ter Ordnung. Man sieht hieraus,
dafs auf diese Weise jede Doppeltangente 6 mal sich ergiebt, da die Curve
Ater Ordnung bekanntlich 28 Doppeltangenten hat.

Wenn in der identischen Gleichung (2.), in welcher, n = 4 angenom-
men, . ..., @ dreien Doppeltangenten entspricht, ¢ ebenfalls dreien anderen
Doppeltangenten der gegebenen Curve 4ter Ordnung entspricht, so hat man
eine Curve 6==0 dritter Ordnung, welche durch die Beriihrungspuncte jener
6 Doppeltangenten hindurchgeht. Solcher Curven dritter Ordnung, 6 =0,
finde ich, unter der Vorausseizung, dafs unter den 6 Doppeltangenten nicht
drei sind, deren Beriihrungspuncte in einem Kegelschniit liegen, der einen
Determinante 4 entsprechend, 280. Da aber der gegebenen Curve 4ter Ord-

\



14. Hesse, iber Determinanten in der Geometrie. 257

nung 36 verschiedene Determinanten 4 entsprechen, so erhilt man 280.36
solcher Curven dritter Ordnung. Von diesen Curven 3ter Ordnung ist indefs
jede 10 mal gezihlt, weil die genannten 6 Doppeltangenten sich auf 10 ver-
schiedene Arten in zwei Gruppen zu dreien vertheilen lassen.
Demnach bietet eine Curve 4ter Ordnung 1008 verschiedene
Curven dritter Ordnung dar, von denen jede durch solche G Paare
Beriukrungspuncte von 6 Doppeltangenten hindurchgeht, von welchen
nicht drei Paare gefunden werden konnen, welche in einem Kegel-
schnitte liegen.

Die genauere Bezeichnung der 6 Doppeltangenten in diesem Lehrsatze
ist wesentlich, weil es auch solche 6 Doppeltangenten giebt, durch deren
Beriihrungspuncte sich zwei Kegelschnitte legen lassen; und zugleich eine
Curve 3ter Ordnung, von welcher in dem folgenden Paragraphen die Rede
sein wird.

§. 9.

Die Curven dritter Ordnung @ =0, welche eine gegebene Curve
4ter Ordnung in 6 verschiedenen Puncten berihren und von welchen der
vorhergehende Paragraph handelte, haben die Eigenschaft, die Curve 4ter Ord-
nung in 6 Puncten zu berihren, welche nicht in einem Kegelschnitt liegen.

Es giebt aber aufser den genannten 36 Systemen Berihrungs-
curven dritter Ordnung noch 28 andere Systeme Berihrungscurven
dritter Ordnung, von welchen jede Curve die gegebene Curve 4ter
Ordnung in 6 Puncten beruhrt, welche in einem Kegelschnitt liegen.

Zu diesen Curven gelangt man durch die Betrachtung der identischen
Gleichung (5.), welche, wenn man o, =0, e,=7y,=1, y,=m setat, in

13) 4 = ac—"b
iibergeht. In dieser Gleichung ist:
d=u u,—u, —a=1u,, —b=u,—u,m,
— €= Uy, — 2um-+|u,m’.

Nimmt man nun an, dafs w,, %, ¥, gégebene Ausdriicke zweier
Coordinaten bedeuten, respective von der 1ten, 2ten und 3ten Ordnung, und
lafst m einen verdnderlichen lineiren Ausdruck jener Coordinaten vorstellen,
so hat man folgende Gleichungen von Curven 1ter, 2ter, 3ter und 4ter Ordnung:

a=0, b=0, ¢=0, 4=0,

welche auf eine merkwirdige Weise mit einander verbunden sind. Die erste
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dieser Curven a4 ist, wie aus der identischen Gleichung (13.) zu ersehen,
eine Doppeltangente der Curve Jier Ordnung 4. Die zweite b ist ein
Kegelschnitt, welcher durch die Beriihrungspuncte der Doppeltangente hin-
durchgeht, und die dritte ¢ ist eine Curve dritter Ordnung, welche die
Curve 4 in den tubrigen 6 Puncten berihrt, in welchen der Kegelschnitt &
die Curve 4 schneidet. Der Kegelschnitt & ist ein beliebiger durch die Be-
rithrungspuncte der Doppeltangente hindurchgehender Kegelschnitt, weil der
Ausdruck & drei in m vorkommende Constanten enthdlt. Da sich nun die
Gleichung jeder Curve 4ler Ordnung auf die Form 4 =0 bringen lafst, wie
durch Abzihlung der Constanten in der gegebenen und der transformirten
Gleichung zu sehen, so lafst sich aus der identischen Gleichung (13.) folgender
Lehrsatz ablesen:

Wenn man durch die Berihrungspuncte der Doppeltangente
ciner gegebenen Curve diler Ordnung einen beliebigen Kegelschnitt
legt, so schneidet derselbe die gegebene Curve in den 6 Punclen,
in welchen eine Curve dritter Ordnung die gegebene Curve 4ter Ord-
nung beruhrt.

Von diesen 6 Beriihrungspuncten konnen 3 auf der gegebenen Curve
4ter Ordnung beliebig angenommen werden, weil sich immer ein Kegelschnitt
angeben lifst, der durch die 3 auf der Curve 4ter Ordnung beliebig ange-
nommenen Puncte und die beiden Beriihrungspuncte der Doppeltangente hin-
durchgeht. Die drei anderen Beriihrungspuncte werden durch die drei ange-
nommenen bestimmt.

Die Gleichung ¢=0, mit den drei willkiirlichen Constanten des lineéren
Ausdruckes m, stellt ein ganzes System Beriihrungscurven dritter Ordnung
dar, welche ein und derselben Doppeltangente der gegebenen Curve 4ter Ord-
nung in der Weise entsprechen, dafs die Berihrungspuncte jeder Curve des
Systems auf einem Kegelschnitt liegen, der durch die Beriihrungspuncte der
Doppeltangente hindurchgeht.

Die gegebene Curve 4ter Ordnung hat 28 Doppeltangenten. Daher
wird die Gleichung der gegebenen Curve 28 mal auf die Form 4 =0 ge-
bracht werden konnen und jeder dieser Formen wird ein System Beriihrungs-
curven von der bezeichneten Art entsprechen. Jedes dieser 28 Systeme
Beriihrungscurven enthalt also eine Berihrungscurve, welche die gegebene
Curve 4ter Ordnung in drei gegebenen Puncten berihrt.
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Durch Verinderung von m in ' geht & in & und ¢ in ¢ iber, wo-
durch man aus (13.)
(14) 4 = ac' —b”
erhilt. Zieht man diese Gleichung von der vorhergehenden ab, so findet sich
die identische Gleichung
0=a(c—c)—b+b)b-0),
aus welcher zu sehen ist, dafs a ein Factor von &4’ oder von 6— &' sein
mufs. Da es gleichgiltig ist, welche von diesen Grofsen das Product von a
und einem anderen linedren Faclor A ist, so kann man
(15) b6—0 = ud ,
setzen und erhalt, mit Beriicksichtigung dieser Gleichung, aus der vorhergehenden:
0= (c—d)—A®B+),
welche identische Gleichung ausdriickt, dafs zwei Berihrungscurven dritter
Ordnung ¢ und ¢’ desselben Systems sich in 9 Puncten schneiden, von denen
6 in einem Kegelschnitt und die 3 andern in einer geraden Linie liege}l.
Bezeichnet man den Ausdruck dritter Ordnung ¢— 4b durch d, so
erhilt man nach der letzten identischen Gleichung:
(16.) = ¢c—Ab = ¢ | AV,
woraus
(¢ — Ab)(c'+ Ab') = d?
folgt, und hieraus wird
' —d* = Abc'— b'c{ Abb").
Der Theil dieser Gleichung rechts ist aber gleich 4A4° wie leicht zu sehen,
wenn man die mit & mulliplicirte Gleichung (14.) von der mit & multiplicir-
ten Gleichung (13.) abzieht und die Gleichung (15.) zu Hilfe nimmt. Dem-
nach haben wir die idenlische Gleichung
(17.) 44 = ed—d’.
Diese Gleichung beweiset, dafs die 12 Beriihrungspuncte der beiden Beriihrungs-
curven ¢=0 und ¢’ =0 desselben Sysiemes wieder auf einer Curve dritter
Ordnung d==0 liegen. Da 4, wie aus (16.) zu sehen, drei willkirliche in
m' vorkommende Constanten behilt, wenn man ¢ und & als gegeben annimmt,
" so lafst sich sagen, dafs die Gleichung ¢ =0 jede durch die Beriihrungspuncte
der Curven 4 =0 und ¢ =0 gelegte Curve dritler Ordnung darstellt. Der
vorhin ausgesprochene Lehrsatz lafst sich demnach wie folgl erweitern:
Wenn man durch die Beruhrungspuncte einer Doppeltangente
einer gegebenen Curve 4ier Ordnung einen Kegelschnitt legt, so
Crelle’s Journal f.d. M. Bd. XLIX. Heft 3. 35
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schneidet derselbe die Curve in noch 6 Puncien, in welchen eine

Curce dritter Ordnung die gegebene Curve berihrt. Legyt man durch

diese 6 Beruhrungspuncte eine beliebige Curve dritter Ordnung hin-

durch, so schneidet dieselbe die gegebene Curve 4ter Ordnung in

nock 6 Puncten, in welchen wiederum eine Curve dritter Ordnung,

aus demselben Systeme, die gegebene Curve dter Ordnung berihri.
Zwei Berithrungscurven. gehoren demnach demselben Systeme an, wenn sich
durch die 12 Berithrungspuncte derselben mit der gegebenen Curve vierter
Ordnung eine Curve dritter Ordnung hindurchlegen lafst.

Die drei in ¢ vorkommenden unbestimmten Constanten lassen sich auf
45 verschiedene Arten so bestimmen, dafs ¢ in drei linedre Factoren zerfallt.
Jeder dieser Factoren gleich O gesetzt, drickt analytisch eine von den Dop-
peltangenten der gegebenen Curve 4ier Ordnung aus, mit Ausschlufs der
Doppeltangente @. Demnach erbalt man jede der 27 andern Doppeltangenten
auf diese Weise 5 mal.

Wenn in der identischen Gleichung (17.) ¢ dreien Doppeltangenten
entspricht und ¢’ ebenfalls dreien andern Doppeltangenten, so hat man eine
Carve d =0 dritter Ordnung, welche durch die 12 Beriihrungspuncte jener
6 Doppeltangenten hindurchgeht. Wir wollen nun untersuchen, wieviele sol-
cher Curven d dritter Ordnung eine gegebene Curve 4ter Ordnung darbietet.

‘Nimmt man zu diesem Ende aus den 45 genannten Gruppen Doppel-
tangenten eine Gruppe ¢ heraus, so lafst sich dieselbe nicht mit jeder der
ibrigen 44 Gruppen ¢’ combiniren, weil unter diesen 4 Gruppen ¢’ enthalten
sind, welche die erste in ¢ vorkommende Doppeltangente involviren. Ebenso
werden 4 andere Gruppen ¢’ die zweite Doppeltangente in ¢ und noch 4
andere die dritte Doppeltangente in ¢ enthalten. Mit diesen 12 Gruppen wird ¢
nicht zu combiniren sein. Man wird also ¢ nur mit 32 Gruppen ¢’ zu com-
biniren haben, und jeder dieser Combinationen wird eine andere Curve d
entsprechen. Da aber 45 Gruppen ¢ existiren, so ist die doppelte Zahl der
gesuchten Combinationen = 32.45. Mithin ist die Zahl der verschiedenen
Curven d, welche der einen Doppeltangente @ entsprechen, = 720. Die Zabl
sammtlicher Curven d = 0, welche die Curve 4ter Ordnung aufzuweisen. hat,
ist mithin 720.28 = 20160, weil die Curve 4ier Ordnung 28 Dopeltangenten
hat. ‘Jede Curve d ist hier aber vier mal gezahlt, weil sie nicht einer ein-
zigen Doppeltangente a entspricht, sondern vieren. Deshalb mufs jene Zahl
noch durch 4 dividirt werden. Man kann also sagen:
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Eine gegebene Curve vierter Ordnung hat 5040 verschiedene Curven
dritter Ordnung aufzuweisen, von denen jede durch solche 6 Paare
Beruhrungspuncte von 6 Doppeltangenten hindurchgeht, von denen
3 Paare auf einem Kegelschnilt liegen und die 3 anderen auf' einem
anderen Kegelschnitl.

§. 10.
Aus der identischen Gleichung (5.) von der Form:
AU = ac— b

lassen sich, in dem Falle, wenn wu,,, u,,, u,, Funclionen 2ten Grades von
zwei Coordinaten bedeuten, fir die Curve 4ter Ordnung 4 =0, auf welche
Form sich die Gleichung jeder Curve 4ter Ordnung zuriickfihren lafst, andere
wichtige Resultate ziehen.

Es wird leicht zu sehen sein, dafs die Gleichung ¢ =0, mit den
beiden willkiirlichen Constanten ¢,, «,, welche nur die Stelle von einer Con-
stanten vertreten, wenn man diese Constante variiren lifst, ein ganzes System
von Kegelschnitten reprisentirt, deren jeder die gegebene Curve 4 in 4 ver-
schiedenen Puncten berihrt. Von diesen 4 Beriihrungspuncten lafst sich nun
ein Berithrungspunct willkirlich auf der gegebenen Curve annehmen, weil die
Gleichung @ = 0 nur eine willkirliche Constante enthilt. Die drei andern
sind durch diesen einen fir das in Rede stehende System Berihrungskegel-
schnitte bestimmt. Ich werde spiter zeigen, dafs eine gegebene Curve
dter Ordnung 63 Systeme Beruhrungskegelschnitle hat. Dieses voraus-
gesetzt, folgt, dafs sich ein gegebener Ausdruck 4ter Ordnung von zwei
Variabeln 63 mal auf die Form 4 zuriickfiahren lifst. Jedes dieser Systeme
enthilt einen Beriihrungskegelschnilt, welcher die gegebene Curve in einem
gegebenen Puncte berihrt, so dafs es also 63 verschiedene Berithrungskegel-
schnitte giebt, welche die gegebene Curve in einem gegebenen Puncte berihrt.

Durch die 8 Berihrungspuncte zweier Berihrungskegelschnitte a =0
und ¢ =0 geht wieder ein Kegelschnitt # =0 hindurch. Betrachtet man den
ersten Kegelschnitt als gegeben, den zweiten als variabel, so variirt auch der
dritte, indem er immer durch die Berihrungspuncte des ersten Kegelschnittes
hindurchgeht. Dieses giebt folgenden Lehrsatz:

Wenn man durch die 4 Beruhrungspuncte eines Berihrungs-
kegelschnitts einer gegebenen Curve dter Ordnung einen anderen
Kegelschnitt legt, so schneidet derselbe die gegebene Curve 4ter Ord-

35 %
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nung in noch 4 Puncten, in welchen ein zweiter, demselben Systeme
zugehoriger Kegelschnitt die gegebene Curve 4ter Ordnung berihri.

Es ist noch hinzuzufiigen, dafs zwei Beriihrungskegelschnitte einem
und demselben Systeme angehoren, wenn sich durch die 8 Berithrungspuncte
ein Kegelschnilt hindurchlegen lafst.

Unter den Beriihrungskegelschnitten @ =0 giebt es auch Linienpaare,
welche zugleich Doppeltangentenpaare der gegebenen Curve 4ter Ordnung
sind. In der That: da die Gleichung @ =0 eine willkiirliche Constante ent-
halt, so lafst sich dieselbe immer so bestimmen, dafs sie der Bedingungs-
gleichung geniigt, welche erfillt werden mufs, wenn a in lineire Factoren
zerfallen soll. Diese Factoren einzeln gleich O gesetat, werden Doppeltan-
genten der gegebenen Curve 4ter Ordnung darstellen. Erwigt man aber, dafs
die genannte Bedingungsgleichung vom dritten Grade ist, in Ricksicht auf
die Coéfficienten in a, und dafs die Coéfficienten selber quadratische Ausdriicke
der willkiirlichen Constante sind, so sieht man, dafs die Bedingungsgleichung
in Riicksicht auf die zn bestimmende Constante zu einer Gleichung Gten Grades
wird. Demnach enthilt jedes System Beriahrungskegelschnitte 6 Paare Doppel-
tangenten der betrachteten Curve 4ter Ordnung. Die 28 Doppeltangenten der
gegebenen Curve paaren sich aber 378 mal. Je 6 Paare gehioren einem
Systeme an. Es missen also 3T78= 63 Systeme Beriihrungskegelschnitte
existiren; was zu beweisen war.

Wenn zwei von den Berithrungspuncten des Kegelschnitts ¢ zusammen-
fallen, so berihrt dieser Kegelschnitt die gegebene Curve 4ter Ordnung in
diesem Puncte 4punctig, und aufserdem noch in 2 andern Puncilen. Diese
4punctigen Beriihrungspuncte erhalt man auf folgende Weise. Man betrachte
die 4 Beriihrungspuncte des Kegelschnittes @ als die Ecken eines Vierecks
und construire die drei Diagonalpuncte p, in welchen sich die drei Linien-
paare schneiden, welche durch die Ecken des Vierecks gelegt werden konnen.
Diese 3 Diagonalpuncte beschreiben nun eine Curve dritter Ordnung 7, wenn
der Berihrungskegelschnitt « variirt; und die Schnittpuncte der Curve drit-
ter Ordnung 7 mit der gegebenen Curve 4ter Ordnung sind die gesuchten
4punctigen Berihrungspuncte. In der That: betrachtet man «, 4, ¢ als homo-
gene Ausdricke der 3 Coordinaten x, y, ¥, wo 2 =1, so hat man, wenn
&, ¥, % die Coordinaten des Puncts p bedeuten, die Gleichungen

Ja ae
o Ther =



14. Hesse, itber Determinanten in der Geometrie. 263
da de
o thg =0
oa de
mitm =0

durch welche auch die folgende Gleichung erfiillt wird:

ds Oa Oa

dx 9y 0Oz
N N T Y

or dy ox|

de Oc Oc

dr Jy 0z

welche Gleichung eben die gesuchte Curve dritter Ordnung darstellt. Wenn
nun zwei der Berithrungspuncte des Kegelschnitts « in einen Punct zusammen-
fallen, so fallen auch zwei Diagonalpuncte p in diesem Puncte zusammen und
die Curve n mufs in diesem Puncle die Curve 4ter Ordnung schneiden.
Man kann also sagen: .
Jedes System Beruhrungskegelschnitte enthdlt 12 Kegelschnitte,
welche die gegebene Curve 4ter Ordnung 4punctig berithren und diese
dpunctigen Berahrungspuncte liegen in einer Curve dritler Ordnung.

§. 11,

Man betrachte zwei Beriihrungskegelschnitte @ und ¢ desselben Systemes,
von denen die erste in das Doppeltangentenpaar &’ und &” zerfillt, der zweite
in das Doppeltangentenpaar ¢/, ¢". Durch die 8 Beriihrungspuncte dieser beiden
Doppeltangentenpaare geht, wie man sahe, ein Kegelschnitt & hindurch. Das
in Rede stehende System Beriihrungskegelschnitte bietet nur 6 Paare Doppel-
tangenten dar. Daher giebt es in diesem Systeme 15 Kegelschnitte b, welche
durch die 8 Berithrungspuncte von je 2 Paaren Doppeltangenten hindurchgehen.
Die 63 Systeme enthalten also 15.63 = 945 solcher Kegelschnitte 4. Von
diesen Kegelschnitten ist aber jeder drei mal gezﬁhlt'worden. Denn erstens
gehort der Kegelschnitt 6, welcher durch die Beriihrungspuncte der Doppel-
tangenten «'a”’, c’c" hindurchgelegt ist, dem Systeme an, welches die Be-
rithrungskegelschnitte a@'a” und ¢'¢” enthilt; zweitens -dem Systeme, welches
die Berihrungskegelschnitte a’'c’ und «”¢” enthilt; endlich drittens dem Systeme,
welches die Berihrungskegelschnitte a'¢” und a”’c’ enthalt.

Demnach ist die Ziahl der Kegelschnitte, welche durch 8 Beriih-
rungspuncte von 4 Doppeltangenten einer Curve 4ter Ordnung gelegt
werden kinnen gleich %> — 315.
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(In dem vortrefflichen Werke ,Treatise on the higher plane curves
by George Salmon, M. A. Dublin 1852,” in welchem der Verfasser die in
dem Gebiete der hoheren Curven gemachten Entdeckungen, vermehrt durch
eigene Untersuchungen, vortrigt, findet man den genannten Lehrsatz S. 197
hewiesen und S. 198 die 315 Combinationen der Doppeltangenten, durch deren
Berihrungspuncte sich ein Kegelschnitt hindurchlegen lafst, in einer Tafel
zusammengestellt. Meine Angaben werden in dieser Tafel ihre Bestitigung
finden. Den Beweis derselben behalte ich mir fir eine spatere Abhandlung
iiber die Doppeltangenten der Curven 4ter Ordnung vor, welche manche andere
in dieser Abhandlung ohne Beweis hingeworfenen Angaben aufkliren wird.
Herr Salmon giebt S. 199 7 Kegelschnitte an, welche durch die 56 Be-
rihrungspuncte der Doppeltangenten einer Curve 4ter Ordnung hindurchgehen.
Es sind dieses dieselben Kegelschnilte, welche mir in dem Schreiben an den
Professor Jacobi (S. dieses Journ. Bd. 40 p. 260) vorschwebten. Bei dieser
Gelegenheit will ich noch bemerken, dafs drei von den 7 Kegelschnitten auch
durch 2 Curven dritter Ordnung und von den noch ibrigen 4 Kegelschnitten
ebenfalls 3 durch 2 Curven dritter Ordnung sich erselzen lassen, so dafs erstens
7 Kegelschnitte durch die 56 Berihrungspuncte der Doppeltangenten hindurch-
gehen, zweitens 4 Kegelschnille und eine Curve dritter Ordnung, drittens
1 Kegelschnitt und 4 Curven dritter Ordnung.)

Es lafst sich auch angeben, welche Doppeltangenten die Curve 4ter
Ordnung in 8 Puncten beriibren, die in einem Kegelschnitt liegen. Zu diesem
Zwecke bediene ich mich folgender Hilfsfigur. Durch 8 Puncte des Raumes’
ziehe ich die 28 geraden Linien, welche je 2 von den 8 Puncten verbinden.
Jede dieser geraden Linien lasse ich einer der 28 Doppeltangenten entsprechen.
Den Seiten jedes raumlichen Vierecks der Hulfsfigur entsprechen dann solche
4 Doppeltangenten, deren Beriihrungspuncte in einem Kegelschnitt liegen.
Solcher Kegelschnitte finden sich 210. Ferner entsprechen jeden 4 geraden
Linien, welche die 8 Puncte auf die Weise verbinden, dafs jede Linie durch
2 verschiedene Puncte hindurchgeht, ebenfalls 4 Doppeltangenten, deren Be-
riihrungspuncte auf einem Kegelschnitt liegen. Solcher Kegelschnitte giebt es 105.
So mag es scheinen, als wenn die 315 Kegslschnitte in zwei Gruppen von 210
und 105 Kegelschniiten zerfallen, welche durch besondere Eigenschaften sich
von einander unterscheiden. Dem ist aber nicht so. Es haben vielmehr die 315
Kegelschnitte fir die gegebene Curve 4ter Ordnung ganz dieselbe Bedeutung.

Konigsberg, im April 1853.
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