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11.

Theoria novi multiplicatoris systemati aequationum
differentialium vulgarium applicandi.

(Auctore C. G. J. Jacobi, prof. ord. math. Berol.)
(Cont. dissert. No. 16. tom. XXVII. fasc. III.)

Caput tertium.

Theoria Multiplicatoris systematis aequationum differentialium
ad varia exempla applicata.

De Multiplicatore systematis aequalionum differentialium cuiuslibet ordinis.

§. 14.

Aequationum differentialium systema, quo altissima quaeque variabilium de-

pendentium differentialia per differentialia inferiora ipsasque variabiles expri-

muntur, constat in systema redire aequationum differentialium primi ordinis, si

cuiusque variabilis dependentis differentialia altissimo inferiora ipsis variabilibus

adscribantur. Designantibus enim x, y etc. variabilis independentis # functiones,
proponantur inter Z, x, y etc. aequationes differentiales,

d’x d’

1. 52 =4, L

ipsaeque 4, B etc. non altioribus afficiantur differentialibus quam (p—1)" ipsius z,

{g—1)* ipsius y etc. Patet, habendo pro novis variabilibus dependentibus dif-

ferentialia, quae Lagrangiano more per indices denoto,

; dx 4 drx

— — (p=1) ——
== ;{t—‘, r = —d—tT, TN .’L(P—)-———-—

= B, etc.

dP
dir— ?
/ d d*y = dq—l
Y= g5 Y'=gar .. yoU= 3, e,

aequationibus differentialibus (1.) has alias substilui posse primi ordinis:

dt:dx:dzx’'....:d2"V: dg®—V
9 tdy:dy’'....:dy@ D :dy=" elc.
' =1:a:2"....: 2" V: 4
2yt Yoot YOO B ele.

Quibus in aequationibus variabilium numerus summam ordinum altissimorum dif-
ferentialium in (1.) unitate superat.
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Multiplicator aequationum differentialium primi ordinis (2.), cum quibus
aequationes differentiales (1.) conveniunt, etiam a me in sequentibus appellabitur
aequalionum (1.) Multiplicator. Unde ut omnia theoremata de Multiplicatore
aequationum differentialium primi ordinis in duobus Capitibus praecedentibus in
medium prolata ad Multiplicatores aequationum differentialinm cuiuslibet ordinis (1.)
applicentur, sufficit ut pro aequationibus ibi propositis,

3. dx:dx:dax,.... :dx,
=X: X Xj....: X,
sumantur aequationes (2.).

Si aequationes differentiales primi ordinis (2.) et (3.) inter se compa-
ramis, videmus in illis specialitatem quandam formae locum habere, videlicet
quantitates primis differentialibus proportionales, quae generaliter variabilium
functiones sunt, maximam partem in ipsas abire variabiles, neque vero in eas
quarum differentialibus proportionales ponuntur. Quo habitu speciali fit ut aequa-
tionum (2.) Multiplicator, quem aequationum (1.) quoque Multiplicatorem voco,
definiatur formula quae, tantopere licel aucto in (2.) variabilium numero, non
pluribus constat terminis, quam si ipsae primi ordinis fuissent aequationes dif-
ferentiales propositae (1.). Consideremus enim formulam ad definiendum aequa-
tionum (3.) Multiplicatorem propositam §. 7 (4.),

0X | 0X, . dlog M
A) 7z, A ppr = —XTER,
Si pro aequationibus (3.) sumimus aequationes (2.) fit £=1¢, X=1; porro
vanahlllbus 2., &y olc. subshtuendae sunt

xz, x5 2 .... 2D, 2N

Yo ¥ ¥ . YO, 30 e
functionibus denique X,, X, etc. substituendae sunt quantitates

z, 2 a2 ... %Y, A,

‘y./’ _,V”, y///’ L y(q——l), B, ete.

lIam in (4.), quoties est X; una e variabilibus =, x,, «, etc., ab ipsa z;

- . . oX; : . ¢ s .
diversa, ‘éveanescit terminus Epo uti generaliter fit si functio X; ipsam x; non

implicat. Unde sumendo pro (3.) aequatlones (2.), abit aggregatum (4.) in
hanc expressionem smpllcem,

5.

dlogM
am 9 Jr’dy =0 "]" ete. = — dt —*

Hac formuwla Multiplicator M definitur systemam aequationum - differentialium
cuiuslibet ordinis (1.).
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Sequitur e (5.), quoties simul ipsum 4 a differentiali (p —1)" ipsius x,
ipsum B a differentiali (§ —1)* ipsius y° etc. vacuum sit, sive generalius, quo-

ties aggregalum
oA

du(r—1)
identice evanescat, statui posse M —1. Si aggregatum (5.) non idenlice
evanescit, ad indagandum Multiplicatorem circumspiciendum erit differentiale
completum, cui idem aggregalum sua sponte vel etiam per aequationes diffe-
rentiales propositas aequetur.

oB
- ,G=D etc.

Principium ullimi Multiplicatoris systemati aequationum differentialium cuiuslibet ordinis
applicatum.
§. 15.
Aequationum differentialium propositarum (1.) §. pr. Integralibus prae-
ter unum omnibus inventis, quantitates

., x, 'y .. .. 2PV
(A') .l, .(q—l)’
Yy ¥y oo o0 Y etc.
omnes exprimere- licet per duas u et v, pro quibus sumere licet binas e quan-
titatibus (A4.) vel earum functiones quaslibet. Differentialia % et ‘%-’, substi-

tuendo differentialibus &, ¥y etc. si opus est valores 4, B etc., et ipsa
aequantur quantitatum ¢, &, @’ etc. functionibus. Quae functiones, Integralium
inventorum ope per # et v expressae, si denotantur per

du dv
Uv=2% oy

dabitur inter % et v aequatio differentialis primi ordinis, ultima quae inte-

granda restat,
1. Vdu— Udv = 0.

Secundum ea quae §. 11. tradidi, cognito aequationum differentialium proposi-
tarum Multiplicatore M erui potest factor N qui eius ultimae aequationis diffe-
rentialis (1.) laevam partem efficiat differentiale completum, quem wltimum Mul-
tiplicatorem appello. Habendo enim, quod per Integralia invenla licet,
quantitates (A.) pro functionibus ipsarum u et v Constantiumque Arbi-
trariarum quas Integralia implicant, earumque functionum formando De-
terminans A4, fit ultimus Multiplicator N= 4. M.

Principium ultimi Multiplicatoris, quod propositione antecedente con-
tinetur, etiam sic concipi potest,
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diwiso ultimae aequationis differentialis (1.) Multiplicatore per De-
lerminans 4, conditionem Eulerianam pro Multiplicatore valen-
tem transformari in aliam conditionemn ab Integralibus reductioni
adhibitis independentem, cui formulandae sufficiant solae aequationes
differentiales propositae.

Videlicet aequalio conditionalis, cui aequationis (1.) Multiplicator N satisfacere

debet, fit JV
o0.NU , 0.NV
8 7 —} = 0.

Quae ponendo
m=2
4
et substituendo Constantibus Arbitrariis functiones quantitatum (A4.) aequiva-

lentes transformabitur in hanc,
d logM

+ am_,) - ay”_,) etc. = 0,

cui formandae sufﬁcmnt aequationes differentiales propositae (1.).

Sint I1,=—0, II,=0 elc. aequationes integrales reductioni adhibitae
binaeque aequationes quibus @ et v ab ipsis #, x, 2’ elc. pendent, sive etiam
aliae -quaecunque aequationes cum illis aequivalentes: constat e Determinantium
functionalium proprietatibus, wequari 4 fractioni, cuius denominator sit
functionum IT,, IT, efc. Determinans formatum quantitatum (A.) respectu,
numerator aulem earundem functionum Determinans, quantitatum u et v
Constantiumque Arbitrariarum respectu formatum. Si pro u et v ipsae
sumuntur ¢ et x, pro aequationibus 77, —0, IT,=0 etc. solae sumendae sunt
aequationes integrales simulque ¢ et « in binis Determinantibus formandis de
numero variabilium tollendae sunt. Porro aequatio (1.) in hanc abit,

de—Vdt =0,

ubi ¥ est ipsius -:;—f‘valor,_Integralium_inventorum ope per ¢ et & expressus.
Si -aequationes I7, =0, II,=0 elc. inventae sunt per integrationem successi-
vam, ita ut in quaque aequatione insequente, in: qua nova: accedit Constans
Arbitraria, simul unius variabilis differentiale altissimum ad ordinem proxime
inferiorem sit depressum, alterutrum Determinans in unicum terminum abit. Sic
proposita unica aequatione differentiali n' ordinis inter ¢ et z,

dx o el '

2 2 e ] )

mtegrahone successiva inventae sint aequahones,
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[ d"—lx dx dm—2x
.Ft-m :f;(t,w,d—t—,....—w ,al),
dr—2p dx d—3y
0. {aim = FBa g g @),
dx
- = Frt (s & 04y Og g v o €py)s

in quibus ¢, @,, .... @,, sunt Constantes Arbitrariae: simpliciter erit
4 — afl afz afn—l

Ja, Da. " Fany?
cum alterum Determinans in ipsam unitatem abeat. Si functio f ab ipso
d—1g
dtn—l
Quo igitur casu hoc eruitur ultimum Integrale:

vacuum est, fit aequationis differentialis propositae Multiplicator — 1.

'0f, ofs cen ﬂ":! {de —fi_i(Lxy 0,503y ... 0, ;) dt} = Const.,

de, de, 00ny
ubi quantitas sub integrationis signo, per ¢ et = expressa, fit differentiale com-
pletum. Ut per solas ¢ et & exprimatur valor producti

afl af'z afﬂ—l

Ja, e, " Dany’

d—y d—3x dx

sufficit ut in eo successtve substituantur differentialium T5=7 qr=3° " gr

valores foy fas oo or [az-

Formula symbolica qua Multiplicator systematis aequationum differentialium impliciti
definiri potest.

§. 16.
Aequationes differentiales, e quibus petantur altissimorum differentia-
lium valores,

|

1. 2@ =4, y@ B, etc.

ponamus forma dari implicita,
2- ¢ - O, lp = 0, etc-
E quibus aequationibus ut eruantur valores differentialium partialium

0A oB
=D ? 9y "
dlog M

dt
Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XXIX. Heft 3, 28

etcl ,

quarum summa aequat ipsum — , statuo
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op op
g Yo =G Fw = e el
' dy dy
ax(P) —_— b’ —a_:-y_(_(ﬁ p— bl’ etc- etc-,
nec non .
de e
gz D = %1 Fia=n — % O

chi(;ﬁ—f) = 1, 5}%—‘”;—,) = 3,, -ete. etc.,
formoque aequationes
auta,u, elc. +av+4a,v, ete. = 0,
bu +-bu, etc. +pBv4 B0, etc. = 0.
Resolutione aequationum (5.) si determinantur u, u, etc. ut functiones lineares
quantitatum v, v, etc., erit quod ex elementis calculi differentialis sequitur,
6. 04 ou oB _ Jdu,

5.

a.T(Pf') == a_va ay(q_l) == 90, , etc.
unde prodit
_ ou du,
7. dlogM = —{‘—9—0——{- 70, etc.}dt.

Iam e formulis, quas de aequationum linearium resolutione et Determinantium
proprietatibus tradidi, sequitur, si in aequationibus linearibus (5.) ponatur

8 edt = da, o,dt = da,, eic.,
) 3[J‘dt = 06, p,dt = b, etc. etc.,
fier:
du | du,
9., — a—;‘—]—% elc.}dt——_ dlog=+ab,....

Unde formula, qua Multiplicator M definitur, proponi potest hac forma symbolica,
10. dlogM = Jdlog=+abd,....
Cui formulae ea inest significatio ut variando per regulas notas ipsumlg =+ ad,....
atque elementorum variationibus singulis substituendo valores (8.), obtineatur
expressio ipsi dlog M aequalis.
Si statuitur
" cdt—ida = 4a, o, dt—2rda, = 4a,, etc.,
Bdt—idb = 46, p,dt—irdb — 4b,, etc. elc.,

characteristicae d substituendum st 1d-}- 7, unde abit (10.) .in hanc formulam,

12.  dlogM = rd.logZ+ab,....J-4.1og=+ab,....,
sive, designante 4 Constantem, : ’

13. dlog{—z,—i_—a—‘:{—-jl— — dlogziab,....
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Quae formula cum commodo adhibetur, quoties variationum Ja, 4b etc. va-
lores valoribus variationum da, Jdb etc. simpliciores sunt.
Sint » aequationes differentiales inter ¢ et variabiles dependentes z,,
Ly, .... x, propositae,
14 ¢,=0, ¢,=0, .... ¢,=0,
sintque altissima differentialia in iis obvenientia et quorum valores ex iis pe-
tere liceat, '

a:(lm‘), :L‘ﬁm’), Ce e :Lf,m .
Statuendo secundum antecedentia,
OFi . 40
ax(,:"‘) £
5. 99 g1 — a9 — 2da® -\ Aa®
PR t = 0df) = 2da’ 44,

fit
dlogM = Jdlog=+ ara;....al",
16.
dlog 7 ,J,u T
{(€taja)....q )

= dlogZ + aia;....a".

Accuralius examinemus casum quo fit
17. &’ = o,

"(';'H) reducere licet. Differentialia partialia

uncis includendo aut non includendo, prout ista reductio facta est aut non facta
est, habetur, si ¢ et & inter se diversi sunt,
oR JoR oR JR oR

(a_aﬁT)) = 3a§“+ aa&m (aa}f)) = 6(4@'
Designante R Determinans :
R=>=+ua....a0",
constat per notas Determinantium proprietates, si aequationes (17.) locum ha-
beant., etiam fieri

unde elementa “S) ad numerum

oR JR

18 Feo = Fam>

unde

19. (a%%) — 2%%.

Cum in symbolis adhibitis variationes da’ vel 4a? ab ipsis a{’ independentes
sint, ex aequationibus (17.) non etiam variationum aequalilas sequitur, unde in

formanda Determinantis variatione pro diversis baberi debent da{? et da® vel
28 #
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44 et 4aP, ideoque post institutam ipsius R variationem demum aequatio-
num (17.) usus faciendus est. At observandum est, in Determinantis variatione
binorum elementorum 4{” et 4 variationum tantum summam obvenire, cum
per (18.) et (19) habeatur,
a® B — ® Q]
3 i”d + d‘a %(6 i,)){d‘ak 4+ dav}.
Quae formula docet, in Determmante R eliam ante eius variationem instituendam
poni posse a’ = a®, modo ipsi da’ = da tribuatur valor }{dal’-| Ja}.
Quoties igitur aequationes (17.) locum habent sive fit
d¢;, 9y

i e,

61'(,:"") axﬁ’"t’
valebunt adhuc aequationes (16.), etsi Determinantis elementa ad numerum

n.nt1
2

inter se inaequalium revocentur, dummodo statuatur

20. ,$ 00, O %.dt:é‘ag):lda}j’—]—dag).

* 8.1‘3:""_') axf."'i“)
Quod si igitur aequationes differentiales propositae (14.) ita comparatae
sunt, ut habeatur

9, O
(m) ( y) ?
day ax;'
op; 9 ¢,
1 L —_—
designante i Constantem, evanescel variatio A dabzturque Multiplicator
M==2+ LT .. .
d x(lm‘) 0 .rgm’) 0 xftm")

Cuius propositionis applicatio infra dabitur.

Observo ipsum R pro Determinante functionali haberi posse; erit enim R
functionum g, , ¢, .... ¢, Determinans, si sola altissima differentialia (™), 2™, etc.
pro variabilibus sumuntur quarum respectu Determinans formetur. Quarum varia—
bilium valores cum supponamus ex aequationibus (14.) peti posse, non fieri potest
ut Determinans R identice evanescat; alioquin enim functiones ¢, , ¢., etc. earum
variabilium respectu non a se invicem independentes forent. V. Comm. de Det.
Funct. §§.3 sqq. Sivero per ipsas (14.) evanescit Determinans R, id indicio
est, duo valorum variabilium systemata inter se aequalia evadere, unde aequa-
tionum praeparatione quadam opus est qua radicibus duplicibus liberentur.

Iam praecepta generalia variis applicabo exemplis.



121. C. G. J. Jacobi, theoria novi multiplicatoris acquat. diff. 221

De Multiplicatore systematis aequationum differentialium linearium.

§. 17.
Proponantur aequationes differentiales lineares primi ordinis,

( dx , ) ‘
dtl‘—_.-— AI$I+A2“:2""+A"$"=XI,

d‘z‘ < L o” -
1. dt2 = Al"vl"l'Az-’L'z---.‘l‘A,wn-———!Yza
dx, — A(‘")‘”l—l—Ag")xg----—}—Af.')d'n — Xn,

dt
quarum Coéfficientes A{’ solius ¢ funetiones designant. Systemalis aequatio-
num (1.) Multiplicator M definitur formula differentiali,
dlogM (30X, , 89X, 8.X,
- dt __ga_a;:—l-a.v,""—}-a.rn;

= — A+ 4 ...+ AP},

2. M = e_f{A’,‘f'Al;....-l-AS.”)}d"

unde

Hac formula cognito M, sequitur e §.15., si aequationes differentiales linea-
res (1.) per quascunque n—| aequationes integrales, n—1 Constantibus
Arbitrariis affectas, ad unicam aequationem differentialem primi ordinis
inter duas variabiles reducantur, eius quoque ultimae aequationis integra-
tionem per Quadraturas absolvi posse. Quod hactenus non constabat nisi
aequationes quoque integrales reductioni adhibitae lineares erant.

Aequationibus (1.) alterum systema aequationum differentialium linearium
coniugatum est,

[ d , ) "
7yf= —{diy+Alys. ...+ APy},
o ¢ “ -
3 d’;‘ = —{diy+A7y,.... APy},
d}’n - Al Au A(")
dt _—{ "yl_l— "yﬁ""_l_ nyn}.
Aequationibus (1.) respective per y,, y», .... y. aique aequationibus (3.)

respective per x,, x,, .... &, multiplicatis omniumque aequationum prove-
nientium additione facta, termini ad dextram positi omnino abeunt, expressio
ad laevam autem fit differentiale aggregati x,y, } «,y,....+ &.Y»; unde
integratione facta eruitur,

4. z,¥,+@y2....F 2.y, = Const.
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Quot habentur aequationum (3.) solutiones particulares, tot formula (4.) sup-
peditantur aequationum (1.) Integralia, et quot habentur solutiones particulares
aequationum (1.), tot eadem formula suppeditantur aequationum (3.) Integralia.
Aequationum (3.) Multiplicator invenitur
Sl 4y A a
N — /it s craPlae

unde binorum systemalum aequationum differentialium linearium inler se
coniugatorum Multiplicatores M et N valoribus reciprocis gaudent.
Functionum y, y2, .... ¥, denolemus n systemata a se independen-
tia per by, ),
Y2 « Ya
tribuendo successive indici superiori & valores 1, 2, .... n. Unde aequatio-
num (1.) proveniunt -z Integralia huiusmodi,
fi = 2 yPta,y®. . ey = a,
designantibus e,, @,, .... @, Constantes Arbitrarias. Secundum Multiplicatoris
definitionem, initio huius Commentationis adhibitam, fit
d 2 Ofn
5. M— >+ a}:', af:""af,,
=T+ ¥y ooo0 YL

Unde obtinetur formula,
8. Z1yi¥reeu. ¥y = ¢Sty ar
Quae sic directe demonstratur. .
Designante enim R Determinans ad laevam, fit

z_zzan{

]( “ k n
3y ® P+A'yP. . APy DY de,
extensa duplici summatione ad omnes indicum i et % valores 1,2, .... n.
Summando primum indicis & respectu, evanescunt termini in 4;, A; etc. ducti
praeter eos qui in 4{’ ducuntur,

o (OR . aR » -
Al(){d}’ y-l— Y: +8y§") y‘ )} dt

- -Aw Rdt,

sicuti notis Determinantium propnetahbus patet. Hmc altera summatio indicis ¢
respectu instituta  suggerit,

dR = — {4\ 4 4].... AP} d¢,
cuius aequationis integralione formula (6.) obtinetut.
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Si aequationes differentiales lineares proponuntur. quae altiora quam
prima differentialia involvunt, secundum §. 14. (5.) statim earum quoque Mul-
tiplicator obtinetur. Brevitatis causa duas tantum consideremus aequationes,

ar dx 'y
dtp Aw+Al dt --+ pf-l‘d_ip——._i
: . d‘-"_l )
7 +B$+Bl dt ....-}—Bq_ldtq—_{s
’ dx , dx 'z

dtq _AI +A1W"“+A;"l;t_ﬁ;_l

ol e Ay , 4
1B’y +Bn7;‘----+Bq—nﬁiZn
in quibus Coéfficientes 4, A, etc. solius ¢ functiones designant; fit earum

aequationum Multiplicator,
M — e/ Mp 8o tar

Ponamus, addendo aequationes (7.) respective per 2 et v multiplicatas produci
aequationem per se integrabilem: secundum condiliones integrabilitatis fieri debet,

d’ A & (A A Apap) | P (Apod+ 4, —2p)
g )4t - T = ok (AiA A,
) du _ d7TN(BysA+Byip) | d7(Byoh+ By p)
s e et L 4 (BA B,

quod est aequationum differentialium systema proposito coniugatum. Quod, si
p et ¢ inter se inaequales sunt, non ea gaudet forma qua §.14. supposui
aequationes differentiales exhibitas esse, videlicet ut altissima differentialia in-
veniantur per inferiora ipsasque variabiles expressa. Si p=> ¢, ut ea forma
obtineatur, aequatio posterior p—g¢— 1 vicibus iteratis differentianda est et
aequationum ope provenientium eliminanda sunt ‘e priore ipsius u differentialia
superiora (¢ — 1)°. Hac eliminatione priorem aequationem novi non ingre-

diuntur termini (p—1)* ipsius 2 differentiali aﬁ'ecti unde in ea immutatus
1 5

A
manet unicus lerminus dxtferentlale = . implicans,

d"'a
P
vt ) o q—l
Porro in aequatione posteriore unicus extat terminus ipso 7t7‘_‘ affectus,

/ dq_l!"
4=1 gt "
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Unde secundum §. 14.. aequationum (8.), dicto medo praeparatarum, eruitur
Multiplicator ' :
. N — ef{AP_1+B;_l}dt.

Videmus igitur, bina quoque systemata coniugata (7.) et (8.) Multiplicatoribus
reciprocis gaudere. Similiter pro pluribus aequationibus demonstratur, in syste-
mate coniugato per eliminationes, ad formam normalem obtinendam instituen-

das, hos non mutari terminos qui valorem ipsius 9“_2;5_1! afficiunt, unde facile

sequitur, binorum systematum coniugatorum Multiplicatores semper evadere inter
se reciprocos.

Observo, formam normalem aequationibus (8.) conciliari posse sine
differentiationibus et eliminationibus, cum earum loco hoc pateat substitui
posse systema aequationum differentialium linearium primi ordinis inter p-¢ -1
variabiles,

__dt = — {Ap_l)v-‘*_A;)-—hu’_}-}"} b
di, - .
i = —{Apadt A put i),
da

)R =,

. d .
e B Bl
d ‘
—7‘1:2— = —{Bq_gl_I'Bq_hu’—i_M?}’

ot — —{Bi4B'y).
Aequationes (9.) eodem gaudent Multiplicatore N supra invenio. Quod ad-
notari meretur. Nam valor supra inventus N Multiplicatori aequationum (8.)
conveniebat supponendo eas locum tenere aequationum differentialium primi

ordinis, in quibus praeter #, 2, u pro variabilibus habeantur

dr  da 2

dt ? di*? "t g
4) -

du d*u d " u

' dt ® di3? dtq—l;
dum aequationes (9.) sunt inter ¢, 4, u aliasque variabiles

By |0 e B
Mryg Hag ooer Mgoye
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Aliis autem variabilibus introductis vidimus in secundo Capite mutari Multipli-
catorem, videlicet eum dividi per novarum variabilium Determinans, ipsarum
formatum variabilium respectu quarum loco introductae sunt. Unde, cum utrique
aequationum systemati idem conveniat Mulliplicator N, sequitur, si quantitates (B.)
per ¢, ., w et quantitates (A.) exprimantur, Determinans quantitatum (B.),

ipsarum (4.) respectu formatum, aequari Constanti, ac reapse aequale inveni-
tur unitati.

Acquationes differentiales sccundi ordinis quarum assignare licet Multiplicatorem.
Exempla Euleriana.

§. 18.

Paullo immorabor applicationi theoriae novi Multiplicatoris ad aequationes
differentiales secundi ordinis inter duas variabiles, qui est casus simplicissimus
post aequaliones differentiales primi ordinis, ad quas Kulerianus Multiplicator
refertur. Ac primum per theoremala §§. 14, 15 tradita patet,

y-} A —— dy -+ B=0, in qua A solius .,
B utriusque x el y funclwnes quaecunque sunt, atque integralione
prima erualur g—;— =wu, designanle u variabiliumn x et y et Constaniis
Arbitrariae o functionem, fore alterum Infegrale,

/ fads au (dy —udz) = Const ™

Quantitatem sub maiore mlegralxoms signo esse differentiale complelum, sic
verificari potest. Nam ut aequatio differentialis proposita proveniat differen-

. .o dy G s 2
lialione aequationis 7;—:: u, locum habere debet aequatio idenfica,

du on |
ﬁ‘l” ‘—T Aut-B =
Qua ipsius ¢ respectu differentiata et per e/“* multiplicala prodit,
B.Hf‘ldx—@!— 6.ef‘”’u—§l
2 + L
6‘1’. a), - K

quae est conditio requisita, ul quantitas

e/ N Ay uda)

differentiale completum sit. :
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Generalius e §§ 14, 15 sequitur, si proponatur aequatio,
1L L) et B =
in qua el ¢ et B variabilium x et y functiones quaecunque sunt, atque
integratione prima invenlum sit —% =wu, designante u variabilium x et
y et Constantis Arbitrariae o functionem, fieri aequationem inter x et y
quaesitam,

2. /;‘/’———(dy—ud.r) Const.

Aequationis (1.) tractavit Hulerus specimina quibus ei integratio prima successit
(Cf. Calc. Integr. Vol. I. Sect. I. Cap. VI. pgg. 162 sqq.). At aequationes diffe-
rentiales primi ordinis, ad quas ea ratione pervenit, tanta irrationalitate erant
implicatae, ut de integratione directa desperans alia artificia circumspexerit.
Atque missum facto Integrali invento contigit ei, aequationes differentiales secundi
ordinis propositas differentiando alias deducere lineares, Coéfficientibus con-
stantibus affectas, quarum nota integratio propositarum quoque ei suppeditavit
integrationem completam. At per antecedentem formulam (2.) illarum aequa-
tionum differentialium primi ordinis quamvis complicatarum assignare licet Mul-
tiplicatores. Adiungam ipsam variabilium separationem, qua elucescat, revera
adiectis illis Multiplicatoribus aequationes sponte integrabiles fore.

Exempla Huleriana forma paullo generaliori exhibebo, quod sine calculi
complicatione fieri potest.

Exemplum L

y* dxz -l-y( ) +by—cx=0.
(b et ¢ Constantes.)

Secundum Kulerum aequationis propositae fit Integrale primum, quod
si placet differentiando comprobare licet,

dy\3 . dy \? ’ dy
y () +oey (G5) -+ Oy —seayy gt
+ey* -0y —2bcyx’ 4 2P = «a,
designante o Conslantem Arbitrariam. Cuius aequalionis resolutione eruatur
dy
Yoy =yu=ro,
designante v radicem aequationis cubicae

3. 0+bxv*ty(by—3ecx)v
+¢y’+8y'x — ey’ =
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Comparando aequationem differentialem propositam cum (1.) fit
¢ = 2ogy, e =y,
unde secundum (2.) invenitur alterum Integrale

ﬁ?%(dy—udx) = gai(ydy—vdx) = Const.

Fit autem e (3.)
dv 1

da  3vvf2brvty(by—3ecx)
Quem aequationis ydy —vdx =0 Multiplicatorem esse, propter ipsius v irra-
tionalitatem non facile cognoscitur, et minus adhuc separatio variabilium in
promtu est. Quam sic assequor.
Aequationem (3.) bene vidit Eulerus hac ratione exhiberi posse,

L L=,
[ =vt iyt g,
5. (f'=vtuytia,

= vtiyt+ora,
designantibus A, A‘, A’ radices diversas aequationis cubicae,
6. A+4bi—c =0,
unde A4+ A“=0, AA'A”“=c. Ex aequationibus (4.) et (5.) sequitur

of _ of _ of* _ ov
Qe  oda  Ode  Oa«

posito

1
= PP
unde expressio
ydy—vdx

PP+ TEiT
fieri debet differentiale completum. Invenitur autem e (5.):
d(f—r) = @ —=2)dy—idx),
d(f'—f) = '—1i) (dy —1da),
d(f—rf") = (A—=¥) @dy—i"dz),
MG =TV d(f =)+ d(f =)
= Ad.(ydy—vdx),

siquidem ponitur
A — }'z(ll_}vll)—i‘l’?(lll"“‘l)‘l")-llz(l_ll)
= (A—A)(h—A)(M—1") = 0,
29 *
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atque adnotatur fieri '
B =AY A3 @A — 1)+ B —2a)
= A@QF2F1) =0
Hinc substitutendo /= — (A} 4') fit
Aydy —vdw) = i {(f 1) df —d. [T}
— Y +F)Af —d.fry,

unde denuo substituendo, quod e (4) sequitur,

afr =—r2%, arp=—rr.%t,
eruitur
ydy —vdx — {
FIAPTHf — 4
Quod per se integrabile est atque nihilo aequiparatum integratumque suppeditat:

logf _logf' __
——— 3~ = Const.,

g _rdf)

quod alterum Integrale est.

Exemplum IL

2y3 d.x‘+ (——)——ay’-{—b.z"—c:O.

(a, b, ¢ Conslantes.)

Secundum Kulerum huius aequationis integratione prima obtinetur
ydy —vdx =0, designante » radicem aequationis biquadraticae,

7, (aa—/,[-b)y*—Q(a‘b.r?—}-av’—ltbwv)—]—(c;b—;ill'i’j)zza,

atque o Constantem Arbitrariam. Comparando aequationem differentialem pro-
positam cum (1.) fit

¢ = logy, . e =y,
unde e (2.) eruitur aequatio integralis inter z et y quaesita,

ou ov ydy—vdx
ﬁ {dy‘-v-ud.’l)} —_— W._T— == Const-

Ponamus @ = A4/, 6 =14, ablt (7.) in hanc formam,
8. (A—AYy*—2{i(e—A x) 41 (v —Az)?)
e —AMxr 402
4 {—)—i——-: = .
Ponatur

9. v—ir = A—V)p, v—ix = (A—AL)p,
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unde
r = p+tp, v=Iipfip,
10. . 1/},),/ ' ok — (;J/) .
VAi.pya.p' = %{, Vi .p—yA.p' = ‘UVTV—WL;

abit (8.) in hanc aequationem,
11. yz_{_{ff'_ +lp2—-l'p'2}2i
A— 4 y?

= 2 zlp’+l’p’2+———2(l_“zl), ;
Hinc fit
12.  y = ylet+app) -V +4p'p')s

siquidem ponitur

13. & =

(/2 (44 2 (4
a—rp Tog=nr O= —wE Taw—7
E formulis (9.) et (13.) sequitur ' '

sp __ L PE . R B0
da T 8a = A—¥'0a’
8 a1
de B  AG—anr
unde e (12.) obtinetur, :
14. 1 dv 1

¥ 80 BA—A)WpY(eFApp)—ApV(E+¥pp)}°
qui fieri debet Multiplicator aequationis y dy —v da=0. Ac reapse inveni-
tur e (10.) et (12.), '

A’ d l'l ld ¢ / Iy
ydy—vde = |l B et app) e 1)

—{ dp + dp H A +  ¥p
. ‘ Ll )\ it dp ___ dp’ )
Unde per factorem (14.) atque substitutionem (9.) aequationem differentialem,
ydy—vdx =0, in aliam mutamus, in ‘qua variabiles separatae sunt,
dp Ay ‘

VeFipp) — Y& Fapph) 0.
Cuius integratione prodit: :
Wptvetioml™ _ oo

WAL p V(e dprp )Y
Ponendo autem
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(Yr+yi)y+o+yar)e = 4,
(Ya—yAM)y+o—y@Ar)x = B,
(Yh—yA )y —v+y@ar)x = C,

fit e (10.) et (11.) post calculos faciles,

/A o dpp) = AB1e
¥ .])—}—]/\8-]— pp) == 2()___1/_);’

/ y AC—
VA.p+y(EApp) = Q—(Aj%

Unde aequatio integralis inventa sic exhiberi potest,
(4B +¢)V ¥
(AC — ) *
ubi 3 est nova Constans Arbitraria atque quantitas v, quae ipsas 4, B, C afficit,
est radix aequationis biquadraticae (7.), porro i et i’ sunt radices diversae
aequationis quadraticae 4’—ai-4-b=0.

Integrationem his duobus exemplis praestitam etiam assequi licuisset
ponendo cum Fulero dx — y dt, et aequationem differentialem secundi ordinis
exemplo primo propositam semel, exemplo secundo propositam bés differentiando,
ita ut ¢ pro variabili independente habeatur. Quo facto respective pervenitur
ad aequationes differentiales lineares tertii et quarti ordinis, quae Coéfficienti-
bus gaudent constantibus notisque methodis integrantur.

— ﬂ . y;/l‘— ;/).’

De Mulliplicatore systematis aequationum differentialium vulgarium quod mediante solutione
completa unius aequationis differentialis partialis primi ordinis integratur.

§. 19.
Systema aequationum differentialium vulgarium proponatur hoc,

dq, __ d¢ dp, __ _gaqv 1 ¢
dt — oJp,?’ dt dq . ?
dq, __ d¢ dp, __ _ {99 09
dt — Gp,’ dt {Bq, ’h’z gV
dg. _ 0O¢ dp. {09 op
dt — 8p.’ dt 3¢ + 7 ar}’
dv 9

—p O ¢ , O
at — P15, +r. ap, ceert Pa apn?
ubi ¢ est functio quaecunque quantilatum ¢,, ¢, ... ¢y Vs Piy poy ... P

Designante M aequationum (1.) Multiplicatorem, secundum formulas nostras ge-
rales fit
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dlogM a4
g = ap,aq, il ia,,, ST aVap,}Jr" y
a{pl ap(p + 2 afp +p"a_p;z
8 V ?
tribuendo indici ¢ valores 1, 2, .... ». Unde reiectis terminis se destruen—
tibus obtinetur, dlogM 3
2. i = "3y

Quae evanescit expressio si ¢ ipsa V vacat. Quoties igitur functio ¢ ab
ipsa V vacua est, aequationum (1.) Multiplicatorem unitati aequare licet.
Aequationum (1.) habetur Integrale unum,
3. @ =nh,
designante 2 Constantem. In ea aequatione ponatur
4. pl=iz p————a—V ....p=8V
g, M= ag, T
obtinetur aequatio differentialis partialis primi ordinis, in qua ¥ est functio
quaesita atque ¢, ¢,, .... ¢, sunt variabiles independentes. Faciamus in-
ventam esse eius aequationis differentialis partialis solutionem quamcunque V,
dico aequationes (4.) totidem esse aequationes integrales, quibus aequationes
differentiales vulgares (1.) gaudere possint. Nam differentiando ex. gr. earum

primam %—p,:() et substituendo aequationes diﬁ'erentiales (1.) prodit,
4
LI 6p.+ -+ =0

Cui aequationi satisfit substituendo ipsorum p,, P2, etc. valores (4.). Nimirum
e suppositione facta aequatio (3.) identica evadit substituendo (4.) solutionisque
V valorem, eam autem aequationem identicam ipsius ¢, respectu differentiando
prodit aequatio in quam abit (5.) per aequationes (4.). Itaque aequationes (4.)
una cum ipsa aequatione, qua V per q,, ¢,, .... ¢, definiri ponitur, con-
stituunt systema n-1-1 aequationum integralium idque tale e quo differen-
tiando ipsasque aequationes differentiales propositas substituendo deducere
non licet aequationes integrales novas. Scilicet aequationes provenientes (5.)
per illas »4-1 aequationes identicas fieri vidimus.

Constans A ubi servat significationem generalem ingredi debet solutio-
nem quamcunque V unde, data V, differentiale quoque partiale g—[ assignare
licebit, quod per 2 designabo. Erit per (1.), (3.), (4.),

dz oV do Jdo Brp — | — atp

% & =T oranom — Sk BF" Y g
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Si solutio ¥ aliquam involvit Constantem Arbitrariam o atque ponitur %:—/ == ¥,

similiter erit
dy 9*V_ de __ Jde ap . o
“C = Zaaaqi'ap; = Ge VY= TavY

or
T
idenlice aequatur Constanti £ ideoque post eam substitutionem differentiata ipsius
/i respeclu unitati aequatur, differentiata ipsius ¢ respectu evamescit. E (2.)
et (7.) sequitur,

Scilicet functio ¢, substituendo datam solutionem V atque ponendo p; =

dlogM — —ndlogy,
ideoque fit ,

8. yM= (3L) M=y,

designante 3 Constaniem. Haec formula docet, Multiplicatori M competere
valorem qui per aequationes integrales (3.) et (4.) aequetur quantilali %g—::—n
Observo adhuc, e binis formulis (6.) et (7.) sequi

ydz—2dy = ydi,
unde, designante U functionem quantitatum y et = homogeneam rationalem
(— 1)" ordinis, assignari poterit inlegrale f Udt.  Si solutio V plures Con-
stantes Arbitrarias involvit, totidem habebuntur aequationes (8.), binarumque
divisione oblinebuntur aequationes integrales, inventis (3.) el (4.) accedentes.
Si functio ¢ ab ipsa V vacua est ideoque M =1, aequationes (8.) per se
sunl aequationes integrales.

Si habelur solutio completa V=¥, n Constantes Arbitrarias «,, ¢, .... ,

. . oF : - . :
involvens, poniturque == =1;, fit systema aequationum integralium completarum,
i - oy

- oF oF oF
q .F—Vz(), a'—ql—,)l':—o, a(’e_p:,:(), o b e g‘q—n—-—p" :0,
b m " WUne }
ﬁ_ =0, “: —B,=0, .... uﬂ‘—p’,,_l:(),
designantibus 3,, /3,, .... [3,_, alias Constantes Arbitrarias. Si ex his aequa~

tionibus petuntur valores quantitatum %, e;, (3;, atque functionum iis aequi-
valentium formantur Determinantia partialia, in quibus una quantitatum ¢,
p:s V pro Constante, reliquae pro variabilibus habentur, ea aequare debent
quantitates ad dexiram aequationum . differentialium (1.) posilas, in Mulli-

plicatoremn ductas. Supersedere resolutioni aequationum (9.) et immediale

. - F . . o
functionum #—V, gT——p. elc. sumere possumus Determinantia partialia,
L “
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dummodo ea dividimus per earundem functionum Delerminans, quantitatum &,
a;y (3; respectu formatum. Qua de re Cap. I. egi. Determinantia functio-
nalia hic obvenientia in alia simpliciora redeunt, propterea quod quantitates
V, p.y P2y ... pn tantum in m-4-1 prioribus aequationum (9.), quantitates
B3y P2y «+v. 3., tantum in n»—1 posterioribus, singulae in singulis repre-
henduntur. Sic Determinans, quanlitatqm k, «;, (3; respectu formatum, quod
per V designabo, aequatur Determinanti functionum ab ipsis /3; vacuarum,

. OF oF ' oF

T dq 9q,” T dgn’
solarum % et o, &, .... @, respectu formato. Determinans partiale, in quo
¢. pro Constante habetur et quod per (¢,) designabo, aequatur Determinanti
functionum

w0, 1, #n_1
e D e T w, ?
formato solarum respectu ¢,, ¢,, .... ¢.—,. Per theorema autem in Comment.

de Determinantibus functionalibus comprobato, quod Determinantia spectat
functionum communi denominatore praeditarum, fit

() = w0 = (30) €.,

posilo
Ju, Ou Otlny
== + L, ... —u
0 —dq, dyq, Ofn—r "’
ubi formantur Determinantis (), termini permutando omnimodis functiones u,,
#,, .... u,. Substituendo autem valores tt;:% et differentiationum ordi-
nem invertendo sequitur, Deferminans Q, fieri Determinans functionum
F oF oF oF
7 9q,7 9qy7 77T 9gea’ ‘
quantitatum ¢, , ¢y, . ... o, rTespectu formalum. Jam aequalionem identicam,
oF OF or
(p(q., q?a'“'qnan_q_lo a_!];’ aq")zb, oF
differentiando respectu quantitatum %, «,, e,, .... «,, quibus ipsae F) 99 elc.
1
afficiuntur, scribendoque ¥V et p; ipsarum F' et g—qf loco, obtinentur inter in-
t
cognilas ai% et —g% aequationes n--1 lineares, quarum resolutione invenitur
99 __ 0.
0P v
unde
99 _ 2w (oF)~
AV Opn0e,)
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Eadem ratione generaliter, ubi vocamus (¢;) functionum (9.) Determinans par-
tiale in quo ¢; pro Constante habetur, invenitur

10. ('lr) aF}"" op

\v4 de,) " opi’
Yocando W funclionum
oF oF oF
g‘tz, -a—'q—z, G & % 8 a(],,

Delerminans, quantitatum o,, @,, .... ¢, respectu formatum, earundem n -r}~l
aequationum linearium resolutione eruitur,
e ¥
oV T v
Functionum (9.) Determinans partiale (p,), in quo p, pro Constante habelur,
aequalur Determinanti funclionum
SF w, Yt
Oqn’ ' wx’ T Tw, ?
quantitatum ¢,, ¢,, .... ¢, respectu formato. Invertendo autem ordinem dif-

ferentialionum in differentialibus ipsius g—qF atque similes adhibendo formulas

earum quibus supra (¢,) ad @, revocavi, redit u,(p,) in differentiam Deter-
minantis P, functionum
JF OF oF
300 3q0 Tt T
quaentitatum ¢,, ¢,, @, .... , respectu formati, atque Determinantis functio-
nalis modo adhibiti W per %l; multiplicati, sive fit

oF oF -

(5) (p) = Pt W= Po—p, W.
Adiiciendo autem n- 1 aequationibus linearibus commemoratis aliam prove-
nientem ex aequatione ¢ — A, quantitatis ¢, respectu differentiata, eruitur per

F,

eliminationem quantitatum g%, ;qu, (?T(p, j;’p,
2 n
Unde fit
(pr) __ (8F)™ (P, W) _ (9F)= (3¢
v {aan} { .—_'} - {aan {aqn+ "aV}

eademque ratione obtinetur generaliter, ubi (p;) est functionum (9.) Determi-
nans partiale in quo habetur p; pro Constante,

1. (é) {aF}‘n :%'{"”"g—ﬁ'
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Quae paullo difficiliora erant indagatu. Postremo functionum (9.) Determinans
partiale (¥'), in quo habetur ¥V pro Constante, aequale erit functionum

F.o M T
, —_ —— « . o e
U’ 10, ? U

Determinanti, quantitatum ¢,, ¢,, .... ¢, respectu formato. Quod adhibendo
notationem supra traditam ﬁeri patet

— doF
V) = (qu— ET R E () 7. )
unde secundum (10.) invemtur

12. (—VK) = {g:‘;—"{ ‘8p +p2 +p“8p§

Formulae (10.), (11.), (12.) docent, functxonum ad laevam aequationum (9.)
positarum Determinantia partialia aequari quantitatibus ad dextram aequationum

differentialium (1.) positis, per factorem communem { ;f

Determinantia partialia autem sunt ut differentialia d¢;, dp;, dV. Unde ante-
cedentibus continetur demonstratio directa, aequationes differentiales propositas e
formulis (9.) differentiatis per aequationum linearium resolutionem fluere easque

- multiplicatis. Ea

Multiplicatore gaudere { QaTF g_", qualis e formula (8.) obtinebatur. Quam de-

monstrationem hic breviter indicasse placuit, cum ad illustrandam Determinan-
tium theoriam faciat. '

Casu quo ¢ ab ipsa ¥V vacua est cum cognitus sit Multiplicator, videa—
mus, quid sit quod ea cognitione lucremur in exemplo simplicissimo quo n=2.
Tributo Constanti % valore particulari, substituamus aequationi ¢ = /4 aliam
qua ipsius p, valor per ¢, ¢., p, exﬁibetur, ita ut aequationes differentiales
proponantur sequentes,

13. dgq,:dq,:dp, = Szl’:—l:——gsl’.

Quarum Multiplicatorem patet wnitati aequari, cum summa differentialium quan-
titatum ad dextram, respeclive secundum ¢,, ¢,, p, sumtorum, evanescat. Unde
si post primam integrationem exprimitur p, per ¢,, ¢, et Constantem Arbitra-
riam o, secundum principium ultimi Multiplicatoris fit alterum Integrale,

14. Bp, zd(h-} Ofy dqgg = Const.
Sub integrationis signo haberl dnﬂ‘erenhale completum, e Lagrangiana aequa-
tionum differentialium partialium theoria sic probatur. Nam cum expressis p, et

p. per ¢, et ¢, fieri debeat p,dg,4-p,dg, differentiale completum atque p, per
30*
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7.5 ¢», Py expressum detur, pro p, talis sumi debet quantitatum ¢, et ¢, functio
quae satisfaciat conditioni, '

dp, __9py 9Py 8Py __
dq, dp, dq, dq,

Qualem functionem, e - theoria aequationum differentialium partialium primi
ordinis linearium conslat, e quocunque Integrali aequationum - differentialium
vulgarium (13.) erui. Quod ubi Constantem Arbitrariam o implicat, eandem
implicabunt valores ipsarum p, et p, per ¢, et ¢, exhibiti, qui expressionem
p1dg, p.dgq, integrabilem reddebant. Quae secundum Constantem o diffe-
rentiala rursus prodire debet expressio integrabilis, sive expressio

ap, a,a. ap,
gt b e ag, = Gl g dal

evadere debet differentiale completum. Q. D. E. Simul v1demus, Integrale (14.)
obtineri aequiparando novae Constanti Arbitrariae differentiale partiale solutionis
V=/{p.dq,--p,dg¢,}, ipsius « respectu sumtum, id quod cum supra ex-
positis convenit.

De Multiplicatore aequationum differentialium vulgarium systematis quod mediante solutione
complela problematis Pfaffiani integratur. Conditiones ut aequatio differentialis vulgaris
linearis primi ordinis inter p variabiles per pauciores quam §p aequationes integrari possit.

§. 20.

Problema Pfaffianum voco integrationem singularis aequationis dif-
ferentialis linearis primi ordinis inter numerum variabilium parem per semissem
aequationum finitarum numerum. Sit aequatio differentialis singularis proposita,

1. 0= X dr}+X,de,....|-X,,dx,,,
designantibus X,, X, etc. variabilium z,, @,, .... @,, functiones quascunque.
Qua integrata per numerum 2 aequationum, totidem Constantibus Arbitrariis
affectarum, demonstravi Diar. Crell. Vol. XVIL. pgg.148 sqq., praestari in-
tegrationem completam systemalis aequationum differentialium sequentis,

X dt = * 4 a;,zdét'?“{‘anzdxa +a1’2md‘1’.2m7
2 sz dt - —al,q d.’L‘l * +a23d.1'3 . +a2 2m d-l'gm,
) ‘? sz dt — _al,zmdw‘_‘. d,qmd-’lf) ....... o e 0 o . % )
ubi . y )
‘ . . 821’}' 3 X .
3. N :—ak?i. = m _— —(.;T, a4;; = 0.
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Dedi in Diario Crell. Vol. Il. pgg. 354 sqq. resolutionem algebraicam ge-

neralem aequationum linearium ad instar aequationum (2.) formatarum. Cuius

ope exhibitis aequationibus differentialibus forma proportionum mﬁbis usitata,
4. day:de,....:00,,— 4,:4,....: 4,

invesligemus formulam qua aequahonum 4) Multlphcator dehmatur sive valo-

rem expressionis o
aA. aA, 0 Ao dlogM '
5. + P . A —— Ry
Auspicabor ab aequatlonum hneamum (2.) resolutione quae sic proponi. potest
Deriventur de producto :

Q28340000 1 9m
alii similes termini, mutando indices 2, 3, .... 2m—1, 2m respeclive in
3,4,....2m, 2, eandemque indicum commutationem repetendo, donec ad ter-
minum primitivum reditur, id quod suggerit 222 — 1 terminos diversos. Ea ratione,
indicum certo ordine proposito, si quisque eorum in proxime sequentem, ullimus
in primum mutatur idque repetitur dum ad ordinem indicum primitivum reditur,
dicam indices cyclun percurrere. Postquam e producto proposito 2m—1 ter-
mini deducti sunt per cyclum, quem indices 2, 3, .... 2m fecimus percurrere.
rursus in eorum terminorum unoquoque ponamus indices 2m—3 postremos cyclum
percurrere, unde nanciscimur terminorum numerum (2m—1)(2 — 3). In eorum
terminorum unoquoque rursus ponamus indices 2m—> postremos cyclum percurrere,
erit terminorum diversorum provenientium numerus totalis (2m—1)(2m—3)(2m—>5).
Ita pergendo donec postremo soli tres indices postremi cyclum percurrant, pro-
ducla 3.5....(2m —1) ex uno proposito deducta erunt, quorum omnium aggrega-
tum R vocemus. Sit ex. gr. m =213, erit R aggregatum (/umdemm terminorum,
Q2 ;05 ‘I’ Q)2 Q35 U g "l" a;, 0360,
;‘f' a3 Q5 dg, ‘l“ a3 Q60,5 ‘l” U352 Qs .
‘I‘ Q)4 0560a; —If @405, a6 + Q)4 Us 3 Ag 2
+ a5 85,0 s 4 + Ay 5 g3 Uy "l“ @5 Qg o Ay
‘I‘ Q60,3 G, 5 + Q6 @y s 3 + Q6 Uy5 s 4
quorum quinque in prima verticali ex eorum uno derivantur, identidem mutando
indices 2, 3, 4, 5, 6 in 3, 4, 5, 6, 2; terni iuxta positi indicibus tribus poste-
rioribus cyclum percurrentibus ex uno eorum fluunt. Aggregatum R fit deno-
minator communis expressionum algebraicarum quibus valores mcogmtarum ex-
hibentur. Numeratorum autem Coéfficientes, qui ducuntur in terminos ad laevam
aequationum linearium conslitutos, sunt ipsius R differentialia, quantitatam a; ,
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respectu sumta, ita ut aequationum (2.) resolutione proveniant valores,

de, 3R @R

dt T dalz T 0 t1,2m m

dr,  OR oR

5*‘ R dt — a—al’g Xl * ‘—'....——aaz’;nX-Zm,
dxam -
R__dt = da”m +aa“ T *

Aggregalum R gaudet proprietatibus plane analogis earum quae de Determinan-
tibus circumferuntur. Quarum gravissima ea est ut binis indicum 1,2,....2m

inter se permutalis simul omnes ipsius R termini valores oppositos in-
duant ideoque ipsum R in valorem oppositum abeal. Porro fit

. oR
6. R—allaa + 2’ aa‘..--_*‘a-_ym,i‘a__az—"l,i’

el quoties z et k inter se dwerm sunt,
oR oR OR
ul,;m—l—a,,ia—az’—k e —}—a,m,im,
ubi terminus in @;; ductus ommittendus est. Designantibus ¢, #/, '/ etc. in-
dices inter se diversos, si sumuntur differentialia partialia
OR Jd*R
daii’ O O ion
ea erunl aggregata ad instar aggregati R formata, respective reiectis Coéffi-
cientium binis, quatuor eic. seriebus cum horizontalibus tum verticalibus, eritque

8. d*R J*R o*R

7. 0 =

etc.

('9 ai, iy a aill' jeee - 8 a," jee a ailll’ i - aui, s a a;,, o .

His rebus praemissis, quarum demonstrationem aliis relinquo vel ad alium locum
relego, Multiplicator quaesitus sic invenitur. Sequitur e (5*.), siquidem signo
summatorio subscribuntur indices quorum respectu summatio instituenda est,

d.’l‘; . . BR
9. — = A = :S'c")aa,i X,,
unde
P oR
04, _aA, odwm Oy oR 64X,
0. et T e T bs = Baay B
ubi indicibus o et 7 tribuuntur valores 1,2,.... 2m, solis ommissis valoribus

¢{=—o. Examinemus formulae (10.) summam priorem. Aggregati aaaR‘ cum
terminus nullus afficiatur elemento cuius alter index est « aut ¢, fit o



11. C. G. J. Jacobi, theoria novi multiplicatoris aequat. diff. 239

P oR
" O0Uai ~ o*R dax1
0x;  k1006a,iOa 0xi’
summatione duplici ad omnes (2m_12)(3m_3) combinationes extensa, quibus

indices % et ! valores obtinent et inter se et ab ipsis « et ¢ diversos. E for-
mula antecedente sequitur,

P oR
- O6si _ 0*R oa,1
T 0xi  310@ai0@,; Oxi’
ubi indicum #, %, ¢ valores in quoque termino sub signo summatorio et inter
se et ab indice « diversi sunt, ipsi ¢ valores 1, 2, .... 2m conveniunt, bi-

norum k et ! valores non inter se permutari debent. Unde triplex summa
2m—1)(2m —2)(2m—3)
1+2:3

0*R §ak,1+_¢9a1,i oa; 1}
Oau,i Oax, 1  Oxi oxx | Oay )’

qui obtinentur sumendo pro indicibus ¢, k, I ternos diversos ex indicibus

1,2,.... a—1, a-}1,....2m. Al substituendo quantitatum a; ; valores (3.),
ternorum terminorum uncis inclusorum summa,

conflatur e

terminis huiusmodi,

6an+ 6a11+§a;,k

0 x; 0 xx ox ’
identice evanescit, ideoque pro quoque ipsius « valore fit,
gk
11. ? a.rTaLl = 0

sive formulae (10.) prior summa evanescit Alterius summae valor facile in-
venitur permutando indices & et ¢ formulamque (6.) in auxilium vocando, quae
summata pro omnibus indicis ¢ valoribus suppeditat,

oR
faa,,m = 2m.R.
Hinc enim fit,
OR 9X. _ 80X, 8X: oR .
a;zi‘-az;,—i.axi — a,i é?,i{a.l'i - axa %zaaa i a,i T '"R.

Unde iam formula (10.) in hanc abit

‘ 0dam

12. + ax,' +8x2m = mR.

dlogM

Cuius formulae pars laeva cum secundum (5.) et (9.) ipsi — R —g5— aeque-
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tur, aequationum differentialium (4.) Multiplicatorem statuere licet

13. M = e, ‘
Docet ea formula, aequationibus differentialibus (4.) complete integratis ad
eruendam relationem inter ¢ et varlablles a; nulla amplius opus esse Quadra-
tura, sed valorem integralis

R dx;
/ . t 4 Const.

exhiberi posse per logarithmum Determinantis functionum quae Constantibus
Arbitrariis aequantur.

‘Ponamus quod semper licet X,,=— — 1 sinique Coéfficientes reliqui
omnes X,, X,, ..., X,,_, a variabili @,, vacui, redit problema Pfuffianum
in hoc, ut expressio differentialis 2m— 1 variabilium

X dzx,+ X, dz,....+ X,,_ dz,,_,
per m—1 aequationes finilas reddatur differentiale completum dz,,. Sci-
licet ea re effecta, obtinetur ' aequatio per solas Quadraturas,
@m+ Const. = [{X,dx,+ X, dz,....+Xpp 1 dy, ,}.
Eo casu evanescunt omnes quantitates a;,,, 1deoque ipsum quoque d¢, unde
aequationes differentiales (2.) in has abeunt, '

0= * + a,, dz, + U3 des ...+ a0 ATy,
14 0= a,, dz, * + a;de; ... +a2,’1m—l Ay,
O — IIQ,,, 1 ld.l,'l—} a?m-l 2’l$2+[‘1m |3dw3 ------- *

Quarum una e reliquis fluit, sicuti sequitur summando aequationes respective per

R JdR R < 33 X
< ’ = s ... m——— multiplicatas. Evanescentibus a;,, evanescunt
a. @1,2m 0 @m e] A2m—1,2m 5

et ipsum R et omnia ipsius R diiférentialia i%’ in -quibus neuter indicum ¢
et & ipsi 2 aequatur. Unde e (9.) fit, ’
OR oR ____OR
A aul 2m 2 A2 - a(tq,'zm g -A2m—-l _. aa2m—l,'zm ’

A2m = xAx 'Jf‘XzAa cees +X2m—l Azm_l-
Cum A4,, a variabili x,, vacua sit, formula (12.) abit in hanc,

15. +aA2n-l —

axl+ax’ln. Axam_r i -

Quae docet, aequationum differentialium quae e (14.) proveniunt,
16. dz.:dz,....: 14Xy, = 4,: A ot Ay

Multiplicatorem aequari ‘unilati. ’ '
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Principium ultimi Multiplicatoris applicemus exemplo s1mphc1551mo quo
m =2 sive quo aequationes differentiales proponuntur,
o __8X, 68X, 0X, OX, 04X, .0X,
179. dz;:dzy:dzx;, = Tr, O%, T8, O, ‘050"
Inventa per primam integrationem variabilis x; expressione per z,, x, et
Constantem Arbitrariam ¢, secundum principium illud ﬁt altera aequatio integralis,

18. %ts {(g*:: axa) &(gi )dmz} = Const.

Quantitatem sub integrationis signo differentiale completum esse, sic verificari

potest. Substituta variabilis x; expressione per integrationem primam inventa
in formula X, dx,+| X,dz,+| X, dx,, oblinetur

(Xt X, 52) da, + (Xt X, 522) dr,.

Eadem expressione substituta in aequationibus differentialibus, prodit aequatio,
80X, 0X, _ ox, {8X, ax,; dx, {axs 8X,)

dx, Ox,  .0x, \0xry, Ox,) | 0w, dx, Oxs)’
quae est conditio ut formula differentialis antecedens sit differentiale aliquod
completum dx,. Si ipsius z; expressio implicat Constantem Arbitrariam «, fit

e olnZ ofsixdn

B Jda $‘+ da
_ 0x, g(ax,+ax oxy ) 7, {_(GX, 00X, B.E,)d:c}
— . A

de \ox; ' day dxy ' dary dx,

+X§ax, l_]_aax, d‘%}

= selemr— 5 eet e 57) 4=

dx, ox,
+ 5a dX,}+X,d P

dz,

Unde sequitur, quod propositum erat, quantitatem sub integrationis signo aequari
differentiali completo, videlicet differentiali

Xa.r, dax.
aa' v

Quod si igitur functio x, inventa est, aequationem mtegralem (18.) sic quoque
repraesentare licet,

oz, oz, A

19. - da

Quae de formulis quoque generalibus deduci potuit, quas loco citato tradidi de
Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XXIX. Heft3, 31

g Const.
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aequationum differentialinm (2.) systemate per solutionem completam aequatio-

nis (1.) integrando. Qua de integratione hac occasione novas addam propo-
sitiones novasque demonstrationes sequentes.

§. 21.
Ac primum comprobabo propositionem, si aequatio differentialis singularis
0. X, do{X,dw,....+X,dz, =0

integretur per m aequationes quascunque, earum ope fieri, ut de quibusque
m e numero p aequationum differentialium sequentium,
X dt = * ta,dv,|a,de,....4a ,dz,,
91, X, dt = a,, dz, * Ja,dr,....+a,,dx,,
X,dt — a,,dz,}a,,d2,}a,da, .. ... ... +
reliquae p —m sponte fluant, ipsis ay ;. designantibus quantitates —
Cuius propositionis demonstrationem sic adorno.
Designo
per &, A’ etc. indices 1, 2, .... m,
per ¢, ¢ etc. indices m1, m-}2, .... p,
per k, k' etc. indices 1, 2, 3, .... p.
Aequando z,, z,,.... &,, quibuscunque reliquarum variabilium x,,,, &, ,,.... &
functionibus, abeunt aequationes (21.) in sequentes:
2. 0=uy = X;dt—=,dx;,

oXy oXy
ory Oxk

siquidem statuitur,

2] d 0xm
23. bk:i = Qj, —a—"a;:——'}' Gy a—;g- o 8, *+~ Ax,m —%""l' Qi

0
Ay, + fakh 8.?

l

Ponamus porro
dx dx 0Lm
24. vi:‘:Xlax: _I—Xﬂax: { Xmax‘—*"Xi’
erit substituendo (22)
. Sovut S 2, — ol S d

posito
2. ¢, = gi', ,,-{-a’“*b .. +a‘”'" by i b

== l'i+2 axhl’h i
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Substituendo ipsorum &; ; valores (23.), induit c; ; valorem sequentem,
1.t = Gyt iy 8‘” +2 a Oy _|_ dwn Oxn
3

a.Z‘ ‘ h' hdx ow; a.l‘i: ?

sive reponendo quantitatum e valores,
S 9Xi  0X; 00Xy OXj| dan 0X; 0X;) day
2. e = }B.ri +2{6.ri - ax,,} Oz

i Q@i Oaw ! 3 dan T Oau
|3 (Xn 90X} 94 dan
hyhe oxh dap) 0xi axi:'
Includamus uncis differentialia partialia, in quibus solae &; sive &, y Tpi2y.-.. &,
pro independentibus habentur atque quantitates x;, sive x,, x,, .... x,, pro

earum functionibus: erit
0Xy\ __ 0Xi 0Xr Oy
29. (Bz'i) T dwi +%‘8xh' dxi’
unde

(9 Xu 0X; d X1\ Oxh 0 X3\ Oan
30 0,7,,- _ (axi ) o (axir)_{_%{(axi) axil o (6xi.) a.l'i }
/ OXn Oxn Oxp
Id quod sequitur, indicibus % et 2’ in summa duplici h{ Pl Pl
permutalis nec non in (29.) scripto A’ ipsius 4 loco. Inventam autem ipsius
¢, ; expressionem (30.) ope formulae (24.) sic exhibere licet,

o vir dui
1. e = (52) — (32),
reiectis qui se mutuo destruunt terminis,

inter se

B 6.1',:6.1‘, hOx; dan”
Quo ipsius ¢, ; valore substituto in (25.), eruimus formulam, quae valet quae-
cunque sint quaniilates x), reliquarum x; functiones,

2. Gt gtk g e = vtk 2{(G2) - (G2
Quantitatibus «, per variabiles x; expressis cum fiat e (24.)

33. X du+t+Xdex,....+ X do,=v,,,dTm 1} 0,1,dTps ...} 0,dp,
si per m aequationes, qmbus quantitates &;, per variabiles @,y Tmy2s --.. T,
determinantur, aequatio differentialis (20.) integratur, singuli termini ad dextram
formulae (33.) per se evanescere debent, sive fieri debet

4. V4= Vpp.... =0, =0,
Unde etiam aequationis (32.) pars laeva evanescere debet sive, scribendo ¢
ipsius ¢ loco, pro quolibet ipsius ¢ valore fieri debet,

4%, Shiutgfu 4 St =

31*
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Quae formula docet, si per m aequationes integretur aequatio differentialis (20.),
earum aequationum ope fieri, ut ex aequationibus
u—=—20, =0, .... u,=0
reliquae
,,=0, %,,=0, .... u,=0
sponte fluant. Q. D. E.

Si p > 2m, inter coéfficientes X,, X, etc. certae quaedam locum
habere debent relationes, cum determinando m functiones «,, z,, .... x,,
satisfieri debeat pluribus conditionibus, videlicet p —m aequationibus,

0= v, == Xlg*:; +ng;i’ ....+X,,,—§—Z"+X,-.
Quae relationes obtineri possunt e formula (32.). Nam secundum eam for-
mulam aequationibus differentialibus (21.) sive aequationibus
=0, =0, .... u,=0

satisfit per numerum 2m aequationum, videlicet per m aequationes, quibus
Lyy Lyy «+.. &, perreliquas variabiles determinantur, atque = aequationes dif-
ferentiales v, =0, w,=—0, .... u,=0. Unde inter quantitates X,, X, etc.
tales locum habere debent relationes, ut de p aequationum (21.) numero 2m reliquae
7 — 2m sponte fluant sive, ope 2m aequationum differentialium »,—0, u,==0, . . ..
u,,,— 0 eliminatis 2 differentialibus d2,, d,, .... dx,,, , reliquae p—2m aequa-
tiones differentiales, u,,,.,=—0, #,,,,.,==0, .... #,=0, identicae evadant. Se-
cundum observationem olim a me factam in Diar. Crell. Vol. II. pag. 357, hae
p —2m aequationes post eam eliminationem formam induunt eandem atque pro-
positae (21.), videlicet formam huiusmodi,

B‘l dt = * + f‘j_,g dw,,,,+q+ ﬁ,3 d$2m+3 o s + fl, p_gmd-z'p,

F,dt = f,, dz,,,, » t o 8%amis . o Ao pamda,,

Fp-?m dt = f.p___gm’| d.’L'g,,,“ ""‘fp_gm’g d$2m+2 .............. * ’
ubi fi; = —fi;- Quae aequationes ut identicae evadant, evanescere debent et
p — 2m quantitates F; et (p '—2"‘)(’;——2"‘— 1 quantitates f; ;. Unde locum’ ha-

(p—2m)(p —2m+-1)
1.2 . . )
primi ordinis inter p variabiles (20.) per m<}p aequatliones integrari possit,

eaedemque sunt conditiones quibus efficitur, ul p aequationes lineares (21.)
ex earum numero 2m fluant. Sip==2m-|1, prodit una conditio iam a CL Pfaf
olim exhibita, quae si 72 =1 notam conditionem integrabilitatis suppeditat. Si
p=2m-+42, locum habere debent tres conditiones, quas pro m =1 accuratius
examinemus.

bere debent

conditiones ut aequatio differentialis linearis
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Sit igitur propositum indagare conditiones, ut aequatio differentialis linearis
inter quatuor variabiles,
35. Xdz, | X do,4 X, dz,-} X,dx, = 0,
unica aequatione integrari possit. Qua aequatione si exprimitur una variabilium
per x,, x,, x;, proposita (35.) identica fieri debet, id quod aequationes poscit
sequentes,

3. 9% __ _ X, 92 _ X, Ox, X,
ox, X,’ ox, X,’ ox, X,
Secunda et tertia earum aequationum suppeditat,
0 _ y (9X, X, aX‘}—X 0X, X, aXQ}
t9x,dr, *tory, X, "Ox,

*ox, X, 0,
X,

89X, X, 84X, 80X,

— 90X,
=X or, X, '6x4§—X4 ox, —X4'6x42'
Unde ponendo a;; = g—i‘ — 35" similesque aequationes de tertia et prima, de

prima et secunda aequationum (36.) deducendo obtinentur tres primae aequa-
tionum sequentium, quibus duas alias addidi ex iis provenientes,

0 e £~ "l" a3,4 XQ + a4’2 X3+a2,3 X—l 9

0 Ay X, * + A4 X, + s, X,

37. 0=a,X+}a,, X, * -ta,X,
0= a,, A;‘,‘ax,a Xz"}‘ ay X, *
0 = ay;a,, + ;14 , + Q2834 .

Ad easdem autem relationes secundum propositionem generalem supra conditam
pervenire debemus, si quaerimus conditiones ut quatuor aequationum linearium,
X dt= = Ha,dr,}a dr,}a,do,,
X, dt = a,, dz, * ta,dresta,dr,,
X,dt = a,,dx,+ ay, dx, * ta,dz,,
X, dt = a,,dx,{a,,dx,|a,,dr, *
binae e duabus reliquis fluant. Quod re vera fieri, facile comprobatur. Aequatio-
num (37.) quatuor primae sunt notae conditiones integrabilitatis aequationis dif-
ferentialis linearis primi ordinis inter tres variabiles, ex eadem aequatione (35.)
provenientis si successive &,, &,, &3, &, constantes ponuntur. Quatuor illarum
aequationum ternae cum quartam secum ducant, sequitur, si fres aequationes,
X, de,+ X;dx,} X, dx,
X dr,+ X;dz,} X, dx,
X, dx, |- X, dz,4 X, do, = 0,
habitis respective x,, x,, x; pro Constantibus, conditioni inlegrabilitatis

I
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satisfaciant, hanc quoque aequalionem,
X,de,+X,dz, | X,dz; = 0,
si in ea x, pro Constante habeatur, conditioni integrabilitatis satisfacturam
esse, nec non aequationem, X, dx, -+ X, dz, - X,dz,+ X, dz, =0, in qua
omnes quatuor quantitates x,, x,, L,, , variabiles sunt, unica aequatione
infegrart posse. Ut ipsa absolvatur integralio, opus erit integratione completa
trium aequationum differentialium primi ordinis inter duas variabiles, id quod
simili ratione demonstratur atque in tractatibus Calculi Integralis probatur, ad
integrandam aequationem differentialem linearem primi ordinis inter tres varia-
biles, conditioni integrabilitatis satisfacientem, requiri integrationem completam
duarum aequationum differentialium primi ordinis inter duas variabiles. Quae res
in tractatibus ita proponi solet, ut alteram ne condere quidem liceat aequationem
differentialem, nisi iam antea altera complete integrata habeatur. At observo,
si aequatio differentialis inter tres variabiles @,, #,, &5, conditioni integrabilitatis
satisfaciens, est X,dz, 4 X, dx, 4 X,dr; = 0, pro duabus aequationibus
inter duas variabiles integrandis sumi posse has, quae separatim tractari possint.
Xdr,+ X do, =0, X'dz,--XPdx, = 0,
quae e proposita proveniunt, prima habendo x; pro Constante, secunda po-
nendo x, = 0. Scilicet post integrationem secundae in locum ipsius , sub-
stituenda est ea quantitatum x,, r,, ; functio, quae per integrationem primae
aequiparatur valori variabilis , qui ipsi #; =0 respondet. Similiter, si pro-
ponitur integrare aequalionem inter quatuor variabiles,
X dx,+ X, do,+ Xydzy -+ Xy dx, = 0,
conditionibus (37.) locum habentibus, pro tribus aequationibus inter duas va-
riabiles, quae integrandae sunt, sumi possunt sequentes separatim tractandae,
X dx | X, de,=0, X)dx,{X)dr;=0, Xdz,|X"dr,—o0,

in quibus designant X; et X; valores in quos X, et X; abeunt pro z, — (),
porro X¥ et X;* valores in quos X; et X, pro x,==x, =0 abeunt; deinde
in prima aequatione z; et x,, in secunda x, pro Constantibus habendae sunt.
Integrata tertia aequatione, ipsi @, ea substituenda est quantitatum z,, x,, a,
functio, quae per integrationem secundae aequai variabilis x, valorem ipsi
x, =0 respondentem; ac deinde ipsi =, ea quantitatum z,, z,, ,, =, functio
substituenda est, quae per aequationis primae integrationem aequat variabilis x,
valorem ipsi &, =0 respondentem.

Propositis p aequationibus differentialibus vulgaribus inter p - 1 variabiles
quibuscunque, aequationes s inter ipsas variabiles sunt integrales propositarum,
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si efficiunt, ut harum numerus m e reliquis p — m fluat; porro tale constituunt
aequationum integralum systema, e quo per differentiationem aequationumque dif-
ferentialium substitutionem aliae novae non obtineantur, si earum adiumento non
plures quam m aequationes differentiales e reliquis fluunt. Antecedentibus vidimus,
per m aequationes, quibus integretur aequatio differentialis vulgaris linearis inter
p variabiles (20.), fieri ut e p aequationum differentialium vulgarium (21.) nu-
mero m reliquae p —m sponte fluant. Unde si p —in =1m sive p=2m, qui
est casus problematis Pfaffiani, sequilur, quascunque m aequationes, quibus
integretur aequalio differentialis linearis primi ordinis inter 2m variabiles,
0 = X,dz,+X,dx,....+ X, d,, ,
haberi posse pro integralibus systematis 2 m aequationum differentialium vulgarium,
Xidt = ay,dz,+a,d, . ... {6, da,, ,

ex iisque per differentiationem novas deduci non posse aequationes integrales.
Si m < }p atque aequatio (20.) integrari potest m aequationibus, vidimus p
aequationum (21.) tantum 2m a se independentes esse, reliquas p —?2m ex iis
sponte fluere; unde ex arbitrio iis addere licet p— 2 aequationes differentiales,
ut habeatur systema p aequationum differentialium inter p - 1 variabiles. Eo casu
aequationes m, quibus aequatio (20.) integrari supponitur, rursus haberi possunt
pro aequationibus eius systematlis integralibus, quaecunque sint p —2m aequationes
differentiales ipsis (21.) ex arbitrio adiectae, cum illae m aequationes efficiant, quod
e (32.) sequebatur, ut m aequationes differentiales «,,,,—0, ,,,,—0,.... %,,=0
ex aliis systematis aequationibus differentialibus, », =0, v,—0, .... #, =0
obtineantur. '

Designantibus 4,, A, etc. quascunque variabilium z,, z,, .... @,
functiones, quoties aequationum differentialium,

dz,:dz, ....:dx, = A,: 4,....4,,

dantur aequationes integrales m, quarum differentiatione aliae novae non prodeunt,
earumque ope exprimuntur z,, &,, .... &, ut funcliones variabilium x,,,
Lpyas + -+ Lp, eas functiones satisfacere constat systemati aequationum dif-
ferentialium pariialium linearium primi ordinis sequenti,

ox 6:1:,
dx, ox,
38_ < A-z = Am+l ax Y +Am+2 a.l'm+2 s e +Ap dxp
OLm &m 0Zm
A4, = Am+lax +1+ "“”’B_mm.,.z G T -'+Apa$p :
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Qua de re pluribus egi in alia Commentatione Diar. Crell. Vol. XXIII. inserla.
Systema (38.) ita est comparatum ut in quaque aequatione eiusdem functionis re-
periantur differentialia partialia secundum diversas variabiles independentes sumta,
atque differentialia partialia diversarum functionum secundum eandem variabilem
independentem in diversis aequationibus sumta eodem afficiantur Coéfficiente.
Eiusmodi systematis hoc, a cuius solutione problema Pfuaffianum pendet,
39. 0,,=0, 0,,=0, .... ©,=0,
quodammodo inversum est, sicuti e functionis v; expressione (24.) patet; quippe
in quaque huius systematis aequatione diversarum functionum differentialia repre-
henduntur secundum eandem variabilem sumta, atque eiusdem functionis differen-
tialia, secundum diversas variabiles independentes in diversis aequationibus sumta,
eodem afficiuntur Coéfficiente. Secundum antecedentia e systemate (39.) sequitur
aliud eius inversum formae systematis (38.). Nam ubi aequationes (2.) ad for-
mam aequationum (9.) revocamus, sequitur ex antecedentibus, s aequationes
quae systemati (39.) satisfaciant sive quibus (1.) integretur, ipsarum (9.) fieri
aequationes integrales, quarum differentiatione aliae novae non prodeant, ideoque
easdem systemati aequationum (38.) satisfacere. Unde haec obtinetur
Propositio.
»E systemate aequationum differentialium partialium linearium primi
ordinis huiusmodi,

X, = X251 x, 0% 4 x O

L 2 —_—
a.l'm+1 axm+1 ™ a-l‘m-H 2

X, 12

|

39%.

1
O &mia ? 0 &mia axm+'2 ?

X, 2% 4 x, 0% i x Orm

a‘l‘ 8.2‘ E a m
Xom = X, B.z'z:,. TX 81‘2:: oot X 8-:2," 2

hoc sequitur alterum formae quodammodo inversae,

. ox ox ox
Al —_ Am+[ axmil +Am+2—a‘fm_:_'2 v e 00 + AQm aw;m’

_ dx ox 0
A= g A a2

_ 0m O &m CZm
Am_' Am+l axm+ll+Am+2m.--.+A2m m,
an an:

ubi, posito ay; = Bar 9z, € designante R aggregatum, e 1.3.5...



11. C. G. J. Jacobi, theoria novi multiplicatoris aequat. diff. 249

.. (Am —1) terminis huiusmodi

@28y ... oy yom
ratione supra descripta conflatum, fit
Ak aalk +6a2k +aaz 5k 2

omisso termino in X, ducto.

Huius memorabilis propositionis si demonstrationem cupis ab aequationum dif-
ferentialium vulgarium consideratione independentem, rem sic adornare licet.

Sit rursus -

v_Xlax,_l_Xax, +X a.l‘m_l_Xi’

™ 0&;

ac designantibus
Yo Yig oot Yom
quantitates indefinitas, ponatur
U= Xi.y — @y — G2Y2 oo — Orom Yom

i oxy ~ . Oxn oz
Yh == yh—axm+lym+1_al.m+2}’m+2"“‘—“axﬁm}"zmo

U, — Uk~|—ak’l K—{—am Yg cees +ak’m Y,

Eodem modo atque (32.) probavimus, demonstratur, quaecunque sint x,,
Zy, . ... &, reliquarum variabilium z,.,, 42, .... &,, functiones, fieri

ox 0%y, 3-l‘m _ v\~ (Jui

Tg_lful'JFa _l_ "‘+ui — ‘y_r_zg(a.t) (-é‘;;:)}yl'
Partes ad dextram signi aequahtahs evanescunt, ubi pro z,, x,, .... &, su-
muntur functiones satisfacientes m aequationibus v; =0, quae sunt ipsae functio-

nes in theoremate tradito propositae, quas a se independentes esse subintelligo.
Hinc si quantitatum w; expressiones substituuntur aique statuitur

0 8.1' a.z'...
Li,h = a::.l lh+ 2 2,h + m,h+ ai,h’
sequitur per m aequationes »; =0 obtmerl m sequentes,
40. _ a.z', U, +6.r, U,.. + B.rm U,

—|—L,~,l Y,+L, Y,.. ..—}—Li,,,, Y,.
Supponamus, quantitatum indefinitarum Y Y1 ,_etc. functiones lineares U,, U,, ....
U, a se independentes esse, sive quantita'tem, supra per-R designatam,
2@, Ay, * B2
neque per se neque substituendo functlonum q:k valores evanescere. Quae se-
Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XXIX. Heft 3. 32
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cundum supra tradita est conditio ut aequatio

X dz,+X,dx,. ...+ X,,dz,, = 0
non paucioribus quam . aequationibus integrari possit. Eo casu etiam s functio-
nes ipsarum Y,, ¥,, .... Y, lineares, quas per H; designabo,

L,Y,+L,Y,...+L;,Y, = H,,
a se independentes erunt, sive non dabuntur factores ab ipsis y; independentes
Ay Ay ele., qui efficiant

Ay Hm_,_l—{—lQH,,,_l_g e v v wcf by, == 0
Nam si eiusmodi dantur factores, secundum (40.) aut 2, ,,....Z; non a se in-
dependentes sunt aui datur aequatio inter functiones lineares U,, U,, .... U,,, quod
utrumque contra suppositionem est. Functiones autem a se independentes H,,,,
H,.,,.... H, omnes simul evanescere non possunt nisi simul evanescunt
omnes Y,, ¥,, .... Y,. Iam igitur cum pro ipsarum y, y, etc. valoribus
y=R, y,=A4,, yp)=4, .... Yin=4d,

omnes simul evanescant U,, U,, .... U,,, siquidem quantitalum 4, R va-
lores sunt ipsi in Propositione tradita assignati, ideoque omnes secundum (40.)
evanescant H;, pro valoribus illis omnes quoque ¥,, Y,, .... Y, evanescere
debent, sive pro ipsius 4 valoribus 1, 2, .... m fieri debet,

— 4 dxh _ Oz oxh
A axm_}_l m+1 axm+2 m+42 8x2m 2m 9

quae est propositio demonstranda.
Propositionis antecedentis pro casu simplicissimo m=—2 hoc addam exemplum:

0X. 9Xp
dxg O0xa

» Ubi semper ponitur @, ;= , €x aequationibus

_XSZX-IB.I', "]—_X 61'2,

2 0x,
_X, = 8.1‘, ’I‘X? 6.1‘,
fluunt sequentes,
a,, X, +a,,X,+4 a,; X,

= (@ Xif-a, X, +a, X,) %% + (@5, Xy a3 X, -4, Xa)%l‘
af‘ﬁX +a1,4X +a3,X4
= (a’;‘xl+a‘,l‘x2+“ﬂx4) ax2 +(a3'zX +013X2+021 s) a.r, 7

Si p>> 2m atque variabilium independentium @, ,,, Zni2s «. .. &, functmnes
Tyy Loy ... &, ita determinari possutit, ut p —m aequationibus v;=0 satis-

-
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faciant, habentur complura systematfa aequationum differentialium partialium,
ad instar aequationum (38.) formata. Videlicet e numero m aequationum

01:‘0’ v2=0, s e Q)P::O
per Propositionem antecedentem deducere licet alterum m aequationum diffe-
rentialium partialium systema (38.), eaque ratione aliud aliudque systema (38.)

obtinebitur, prout aliae p —2m e p—m variabilibus independentibus Constan-
tium loco habentur. '

Ponamus iam esse x,, @, .... @, variabilium x,,,, ,.,, .... ©
functiones involventes Constantem Arbitrariam o, sitque

M ow=X2%1x% X%
porro
n= X0 x50 X 5,
u, = Xydt—{a, do{-a,dz,. ... +a,dx,)

= Xdt—d Xt Gorde 452 dm, o+ G —ﬁd:c,,
— Xkdl—ka+28X‘d +zaXh L da,
Quae ubi substituuntur in formula,

dw—{%{iXm+%ﬁdX A max,)

- Xdax'—l—Xdax“ L X, dax"’
o02xh
= Z X 55 45

obtinetur

12. dw—wdid- Sy L Hry, | Gy,

= = {(E)+ 2G50 + s} o=
_ 2(%%,-_)(1“:” : 2 .:L:'E i
siquidem uncis differentialia partialia includendo mnultur, an;e differentiationes
substitutos esse functionum z,, &y, .... @, valores. Sll_ng)'aequatlombus,_qm-
bus @,, #,, .... «, determinantur, integratur aequatio,
0 = X, da,+X,de,....+X,dp,
32%
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locum habere delient p—m aequationes v; =0, unde aequationis (42.) dextra
pars evanescit sive ﬁt

13, dw—wdtt PFreut Sy, 1 Oy — o,

Si p —=2m, vidimus supra, m aequatlombus illis fieri ut de m aequationibus
differentialibus w, =— O fluant p — m reliquae u; =0, ita ut m aequationes illae
sint aequationes integrales systematis aequationum differentialium 2%; — 0, qua-
rum p —2m e reliquis fluunt. Formula (43.) docet, si insuper inter variabiles
ly Tpyrs Tpmyay + -+ Tp Slatuatur aequalio w = e sive

4. X, ‘9“’;- X, %ﬁ* X, G 9n — e,

designante 3 Constanlem Arbitrariam, ipsas m aequationes differentiales w,=:0
in earum m — 1 redire, ideoque (44.) esse novam eiusdem systematis u; =0
aequationem integralem. Si m aequationes, quibus aequatio

Xdz,- - X da,.... - X, dz, = 0
integratur, plures involvunt Constantes Arbitrarias, per (44.) totidem obtinentur
systematis u, =— O aequationes integrales, quas diversae ingrediuntur Constantes
Arbitrariae 3, et e quarum binis per solam divisionem eliminatur Z Quae
manent aequaliones integrales, quaecunque p —2m aequationes differentiales
adiiciantur systemati #; = 0, quippe quod tantum 2m aequationum differentialium
vices gerit. Ubi Constantes Arbitrariae sunt numero , habetur problematis
Pfaffiani solutio completa, simulque m aequationes (44.) iunctae m aequatio-
nibus, quibus aequatio (20.) integratur, suppeditant systematis aequationum diffe-
rentialium (21.) integrationem completam.

Si p = 2um, aequationes Constantem Arbitrariam ¢ involventes, qui-

bus aequatio

X dx 4| X, deo, ... . +X,,dx,, = 0
integratur et quibus determinabantur functiones x,, x,, .... x,, sunt aequa-
liones integrales systematis aequationum differentialium (2.), sive resolutione
earum provenientium (4.):

Quarum Multxphcatorem, docent formulae (13) et (44), per illas aequalio-
nes mtegrales induere valorem,

dx,; dx OZnm
M= X G X5 XS
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Si X,, = —1 alque omnes X,, X,, .... X,,_, variabili @, vacant, vidimus
supra Multiplicatorem Constanti aequari. Ac reapse eo casu evanescente df
e (44.) eruitur,

('9.1‘, 8.7‘ [ axm
Xl aa —!"Xfl aa2 ..'.—I—X"‘-é_a— — ﬂ,

quae ipsarum (4.) aequatio integralis est. Quae pro m =2 cum formula (19.)
convenit, quam supra alia via erui.

Methodum ad solvendum problema Pfaffianum ab ipso autore adhibitam,
data occasione observo, per plures et altiores procedere integrationes quam
methodus vera et genuina poscat. Quam novam methodum pro exemplo simplice
explicabo. Ad aequationem differentialem v

Xde,+X,de,} X,da;+ Xy doe, = 0
per duas aequationes integrandam poscit Pfuffiana methodus integrationem com-
pletam systematis trium aequationum differentialium primi ordinis inter quatuor
variabiles ac deinde unius aequationis differentialis primi ordinis inter duas
variabiles. Illius igitur systematis Integrali uno invento, secundum illam metho-
dum restat integratio completa duarum aequationum differentialium primi ordinis
inter tres variabiles sive unius aequationis differentialis secundi ordinis inter duas
variabiles ac deinde aequationis differentialis primi ordinis inter duas variabiles.
At observo, si Integrali illo invenlo exprimatur x, per x,, ,, x;, aequatio-
nem differentialem propositam abire in aliam linearem primi ordinis inter tres
variabiles, conditioni integrabilitatis satisfacientem; cuius integrationem vidimus
absolvi posse per integrationes separatas duarum aequationum differentialium
primi ordinis inter duas variabiles. Unde in locum aequationis differentialis
secundi ordinis tantum integrandae sunt duae aequationes differentiales separatae
primi ordinis, quae est reductio maxime insignis; integrationi autem aequationis
differentialis primi ordinis postremo praestandae omnino supersedetur. Tractatio
huius rei gravissimae completa ac generalis alii Commentationi reservanda est.

Novum Principium Generale Mechanicum quod e Principio Ultimi Multiplicatoris fluit.

§. 22. _
Sint x;, y;, 2; Coordinatae orthogonales puncti massa #; praedili; sint
vires massam m; secundum directiones Coordinatarum sollicitantes X;, Y;, Z,.
Ubi systema nm punctorum materialium m,, m,, . ... m, prorsus liberum est,
inter tempﬁs ¢ atque Coordinatas punctorum habentur 3 n aequationes differen-
liales secundi ordinis,
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d’.Z‘,' _ 1
i o
1 yi 1y
) dt? m; = 4
d? z; . 1
- = E_Z,-.

Vires X;, ¥;, Z; supposilione maxime generali erunt functiones 372 Coordi-
natarum x;, y;, %:, temporis ¢ atque differentialium primorum Coordinatarum,

dx; p dy; ; dz;

qtc Yi= gy BT g

quae sunt punctorum velocitates in Coordinatarum directiones proiectae. Se-
cundum (5.) §. 14. systematis aequationum differentialium dynamicarum (1.)
Multiplicator definitur formula,

dlogM 1 (0X; oY; o0Z;\
- dt +—2m_¢(dx; + oy; + az‘f) — 1,

indice ¢ valente ad omnia puncla materialia systematis.

Quoties vires sollicitantes a solis massarum positionibus in spatio pendent
sive praeterea etiam a lempore 7, quantitates X;, ¥;, Z; ipsa xi, yi, 2
omnino non involvunt, ideoque evanescente expressione

1 BX,_LBY, BZ,
2—117{(8.1‘; P gy T az;)’

statuere licet
M = 1.

Hinc secundum principium ultimi Multiplicatoris sequitur, si systema punctorum
materialium liberum sit atque vires mobilia propellentes ab eorum velocitatibus
non pendeant, ultimam integrationem, vel si vires etiam a tempore non ex-
plicite pendeant, duas wultimas integrationes revocari posse ad Quadraturas.
Videlicet posteriore casu constat tempus ¢ prorsus separari posse et post alias
omnes integrationes transactas per Quadraturam inveniri.

Idem iam demonstrabo pro casu generali quo systema » punctorum
materialium non est liberum, sed certis obnoxium est conditionibus, quae ex-
primantur per aequationes inter Coordinatas x;, y;, 2; locum habentes,

3. =0, IL=0, el '
Aequationes differentiales dynamicas pro motu sic impedito praecepit ill. La-
grange haberi sequentes, :
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= L, . L 050 etel,
T g 1 {Y—l 3 2L an 12, 9L, a 2 etel,
%% == {Z -+ l -{—l etc}

factoribus 4, 4, efc. determinatis per aequationes lmeares, quae. obtinentur
substituendo aequationes differentiales (4.) in aequationibus conditionalibus bis
differentiatis, o

d* 11 d* I

W— — 0, 7”—2] = 0, efe.

Ad eas aequationes lineares formandas pono

' ; d.g—g d.‘gTIf d.gg
U= 2 \oi——tyi—gg =% —r >
5. g p %11, 4. 911, J %II,}
_ ‘ * X ¢ ‘ a)’x ] ) 2;
U= 2 \oi——1yi—g % —r >
etc ete. ,
fit :

@O (O8I drx; | OII dy; , OIl d*z
0= di? _Elaxi'dt“+ay;'dt2+ dt’}
+U,

@O, _ _@OH, dx; | OH, dry; | 8II, d*z;
U= diz 2{81‘; ‘di? + dy; = dt? dz; dt’z
+ U,
etc. ‘ ete.

Ubi in his aequationibus substituuntur formulae (4.) atque ponitur,
v—04xi{od ”YQ—&EZ;},
6. VI_U+2i{aH'X+ 'Y+ oz,

ete, etc ’

porro

_ _ oA (8IL 9y | OM, 8M; | 9M, 91
. (@) = (B - Emi {6-1'1' " Ox; + dyi  Oyi + 0z 0z; 2’

aequationes, quibus A, 4, determinantur, evadunt sequentes,
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_ = ¥V 4-(0,0)2 4 (0, 1)4, etc.,
8. 0 = V,4(1,0)4 4 (1,1)4, etc.,
etc. etc.
His de factorum 4, 4, etc. valoribus praemissis, aequationum Lagrangianarum
(4.) investigabo Multiplicatorem.

Ac primum observo, secundum ea quae de viribus sollicitantibus statuta sunt,
in dextris partibus aequationum (4.) solos factores 4, 4, etc. implicare differen-
tialia prima x}, y;, 2;. Unde e (5.) §.14. Multiplicator M definietur formula,

dlogM 1 (oIl 04 ol 04 811 81.

dt dx;  dx; ' dy; " dy;
1 (811, oI, dk, aII dl
+2Wi Bxi'8w+8yi'8y+ g,:
etc. etc.,

quam posito

oI, 0A oll, GA 811 o0
0.ty m 34O B O By 00 Si

sic exhibere licet
10. dlogM = —{4,,+ 4, + etc.} dt.
Ad quantitates 4, ,, 4,, etc. determinandas, aequationes (5.),

= Vﬁ + B 0) A+ (B, D4y ete.,
quarum Coéfficientes (/3, 0), (/3, 1) etc. solarum x;, y;, 2; funcliones sunt,
secundum omnes quantitates x;, y;, 2; differentientur, aequationesque differen-
tiationibus provenientes respective per quantitates

1 41, 1 91,
m; dx;’ m; dy;’

1 o,
m; 0z,

multiplicatae consummentur: prodit

1. 0= 1wu,+(30)4,,+ (5, 1) 4,, etc.,
siquidem statuitur

_ o1 (31, 8V L aII aV,;
Yap = Em,- {a.z‘,-' ox; + By ay, %
Cum secundum (6.) habeatur _
Vs __ dUs' aVy _ 9Us . aVs __ dUs
ox; — ox;) 9y; .9y’ .0z 0z’ ..
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quantitates w, ; sic repraesenlare licet,

sk {an o | aua, 8Up | au auﬂ:
o = dx; dx; ' Oy, 8}', dy:
At e (5.) obtinetur, evolutione differentialium d.a—IxI.— etc. facta,
a4,
30U _ o " Omi
oz, < dt
d 01lg
12. oUg 9 ' dyi
doy: dt °
| .25
aUﬁ — 9 0%i
oz, T dt
quibus valoribus substitutis fit
2.8 ol 01l
1 2311 # 4o

6.1:, ay, 93;
13. ua,ﬂ — ~2m' (ax‘ + a}', + az, . dt

Cuius aequationis beneficio obtmentur quantltatum (o, ﬂ) per formulam (7 ) defini-
tarum differentialia,

d.(e, A(B8sa
14. dtﬂ) o= dp; ) o p ..

In aequatione (11.) indici 3 valores O, 1, 2 etc. tribuendo obtinentur aequa-
tiones lineares quibus quantitas Z,, determinatur. At quantitalum omnium sic
inventarum 4, , aggregatum docui per formulam symbolicam concinnam exhiberi
posse, quaecunque sint quantitates u,s. Vocelur enim R earum aequationum
linearium Determinans sive sit ‘

2+(00)(11)(22).... = R,

F{u.ptusa} 4t = 9(0,3) = J(B, 0):
sequitur per ratiocinia similia atque §. 16. adhibui,
— { Ao+ Ay, + ete.} dt = JlogR.

Unde cum secundum (14) sit
d(a,3) = d(e,f3) ldeoque d‘logR dlog R,
ervitur e (10.), o

—{/10,0+/111 {—etc}dt = legM — dlogR
id quod suppeditat

15, M=R=23>+ (00)(11)(22)
qui est Multiplicatoris quaesiti valor.

Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XXIX. Heft 3. 33

alque statuatur
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Operae pretium est adnotare, aequationem inventam M — R non tan-
tum ad casum valere quo functiones X;, Y;, Z;, viribus sollicitantibus aequales,
tempus ¢ explicite continent, sed ad hunc quoque casum quo fempus t ipsas
explicile dafficit aequationes conditionales II—0, II, =0 etc. Eo casu
aequationes dynamicae Lagrangianae (4.) eandem servant formam, sed facto-
ribus 4, 4, etc. alii competunt valores; quippe quantitatibus U, U, etc. ideoque
etiam quantitatibus ¥, ¥V, etc. quae aequationum linearium (8.), quibus factores
A, A, etc. determinantur, terminos constantes constituunt, respective addendi
sunt termini,

N
- Q—a—L  JE L. A i etc
dt —dt )

At patet, inde non mutari aequationes (12.); unde aequationes quoque (13.)
et (14.) immutatae manebunt ideoque formula pro aggregato 4, ,- 4, , etc. in-
venta ideoque eliam ipsius Multiplicatoris valor R.

Si vires sollicitantes X;, ¥;, Z; solarum functiones sunt Coordinatarum
Zyy'Yi, %;, atque inter has solas dantur aequaliones conditionales 17 — 0,
I1,=0 etc., valor M= R inventus secundum principium ultimi Multiplicatoris
hoc suppeditat theorema:

Novum Principium Generale Mechanicum,.

,» Proponatur moltus systematis n punctorum materialium, quae in
datis superficicbus vel curvis aut dato quocunque modo inler se connexa
manere debent, ita ut inter Coordinatas eorum locum habeant k aequationes
conditionales ; porro vires sollicilantes et magnitudine et directione solis
punctorum positionibus datae sint: semper duas ultimas mlegrateones ab-
solvere licet Quadraturis. Sint enim

punclorum massae my, MWy, .... M, ;

massae m; Coordinalae orthogonales x;, y;, 2;, earumque differen-

day o fn o oo AR
dt, yz_ dt’ i dt’

sint aequatioﬁés conditionales IT—0, I1,—0, .... IT;_,—0 et differen-
tiatione prima ex iis provenienles IT' =0, II; =0, .... I;_, =0, ubi
oIl, 611,, o 811,, .
T L

ltialia prima x;=—

inter 6n quantitates x;, Yi, iy Tiy Yi,y 2; praeter Qk aequationes 11, — 0,
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IT, =0, invenia sint 6n—k—2=u Integralia F\—a,, Fy—o0,, ....
F,=«,, designantibus ¢, , oo, .... o, Constanles Arbitrarias; restabit n-
tegratio unius aequationis differentialis primi ordinis inter duas quantitales
uelv,

v'du—u'dv = 0,
ubi u et v esse possunt ipsarum x;, y;, %, Tiy Yi, 2; functiones quaecunque

atque u' et v’ designant valores differentialium Z tt et g;’ , adiumenio aequatio-

num datarum et integratione invenlarum nec non ipsarum aequationum dif-
ferentialium dynamicarum per ipsas u et v expressos. His praemissis, ponatur
1 (oIl, OII mnm, on I, oI,
(e,8) = = { ax,ﬁ—*— %y,- ’ 3yiﬂ+ ?m,- ) %z;ﬂz
atque kk quantitatum (e, 3) formet‘ur Determinans R; porro si vocatur
A Determinans functionale 6 n functionum
m, n, ....im.,, ' o, .... 1,
EJ an Fﬁn—k-—'l, u, v,
6n quantitatum x;, y;, %;y Ti, Yi, 2; respectu formatum, exprimantur
R et 4 et ipsa per solas u et v; erit aequationis v'du—u'dyv— 0 Mul-

tiplicator 457 unde nova habetur aequatio integralis,

/g(v’du—u’dv) = Const.,
ubi expressio sub inlegrationis signo est differentiale completumn; denique

si nova illa aequatione integrali exprimitur v per u, unde evadit etiam u'
solius u functio, invenitur simplice Quadratura,

_ du ,,
¢ 4 Const. -—/70—

Sub forma antecedente principium novum mechanicum ante hos tres
annos cum illustri Academia Pelropolitana communicavi. Alias eiusdem for-
mas infra tradam. Ultimam integrationem, qua ¢ per Coordinatas exprima-
tur, Quadraturis absolvi, res erat nota et sponte patens. At inventum novum,
penultimam quoque integrationem Quadraturis perfici posse, constituere mihi
videbatur principium mechanicum.

Si tempus ¢ vires sollicitantes sive etiam aequationes conditionales afficit,
non amplius ipsum ¢ a reliquis variabilibus separare licet, unde eo casu prin-
cipium nostrum tantum omnium ultimam integrationem per Quadraturas absol-
vere docet. Supponendo, inventa esse 6n# — 2% — | Integralia,

K=o, Fy=o0, .... Fopop1= Cgpop15 "

33 *
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atque u et v esse ipsius ¢ et 6n quantitatum x;, y;, 2;, i, yi, 2; functiones,
Determinans 4 formandum est 6» functionum,
/ ‘ 4
Fl, FQ’ o0 00 F;"_Qk_l, H’ H-l, “ s 00 Hk—l’ H’ Hl’ ""Hk—].’ u, v,
6n-}-1 quantitatum ¢, x;, yi, 2;, Ti, yi, 2; respectu; eadem manente ipsius R

epe e . du d
significatione, rursus exprimenda erunt R, 4, u' =z, v’:thv per # et v,

eritque aequatio integralis ultima,
/g(v’du—u’dv) = Const.,

ubi expressio sub integralionis signo est differentiale completum.

Habemus hic exemplum, quo ad reductionem aequationum differentialium
propositarum adhibentur Integralia parficularia; nam ex aequationibus diffe-
rentialibus (4.) sequuntur Integralia completa, I1,=C,, II,=C,t4-C,, de-
signantibus C,, C, Constantes Arbitrarias. Neque tamen sunt /7, =0, II,—=0
aequationes integrales particulares quaecunque, sed tales pro quibus secundum
§. 12. fit ut Multiplicator quo aequationes differentiales earum beneficio reductae
gaudent e Multiplicatore propositarum (4.) deduci possit. Scilicet aequatio quidem
integralis particularis est I7,==0, at functio I, ita comparata est ut Constanti
Arbitrariae aequiparata suppeditet Integrale completum; porro si reductioni ad-
hibetur aequatio integralis particularis 77,= 0 ex eaque nova deducitur aequatio
integralis 77, = 0, rursus innotescit functio 77, quae Constanti Arbitrariae aequi-
parata non quidem aequationum differentialium propositarum (4.), sed reductarum
tamen Integrale completum suppeditat. Quod secundum §. 12. poscitur et sufficit.

Designentur 3n quantitates x;ym;, y;ym;, z;ym; per

§iy S29 v iy
fit e (7.),
oll, olly , dll, 011, oll, 911
@B =35 36 o5 o5 e aE

Unde secundum propositionem notam, in Commentatione de formatione atque
proprietatibus Determinantium §.13. probatam, quantitatum (e, 3) Determi-
nans exhibere licet ut aggregatum quadratorum Determinantium functionum 17,
I, . ... I, formatorum respectu quarumque & e numero quantitatum
§1s &,y ... &, sumtarum, sive ponere licet

. . . o1l aHl ank_l :
6. B=M= 8|St ... 8§m<*>} ’

siquidem m’, m", .... m® designant quoscunque % diversos ex indicibus
1,2,.... 3n. Ex. gr. pro uno puncto, massa = 1 praedito, cuius Coordi-
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natae orthogonales sunt 2, y', %, et quod moveri debet in superficie cuius
aequatio IT—20, fit .
_p (8II\* | (QII\* , (BII\?
M=R=(57)+G) +(53)
si punctum moveri debet in curva, cuius aequationes sunt I7—0, I7,= 0, fit
__ p (oIl oII, oI oIl)*
M_R_%ay'az az'ay}
o gmn, oI 811,22
1oz " dx dr * 0z
Haﬂ' o, oI azz,}a
dxr "~ dy dy " dx )’
Erat R Determinans aequationum linearium, quibus factores Lagrangian:
4, A etc. determinantur, qui igitur factores indeterminati aut infiniti evadere
nequeunt nisi evanescat B. At docet formula (16.), non evanescere posse R
nisi singula evanescant Determinantia functionalia

oI d1II, oI,
S e gE
Id quod ubi identice fit, ipsarum I7, IT,, .... IT,_, una reliquarum functio

est, quo casu aequationes conditionales aut sibi contradicunt aut una quae e
reliquis sequitur est superflua. Singula Determinantia illa si non quidem identice
evanescunt sed ipsarum aequationum /7=0, I7,=0, .... I} ;=0 adiu-
mento, id indicio est, earum aequationum unam reliquarum ope formem Quadrati
induere. Eo casu per certas eliminationés et radicis extractionem transformari
debent aequationes I7=—=0 etc.; quam praeparationem semper factam esse sup-
poni debet, ut aequationum dynamicarum Lagrangianarum usus esse possit.

Si ex antecedentibus semper supponere licet Determinans B non indefi-
nite evanescere, fieri tamen potest ut R evanescat pro punctorum materialium
positionibus particularibus determinatis. Quemadmodum si inter tres puncti Coor-
dinatas una vel duae habentur aequationes conditionales repraesentantes super-
ficiem aut curvam apice praeditam, evanescit R si punctum in eo apice col-
locatur. Ubi agitur de aequilibrio systematis punctorum materialium in eiusmodi
positionibus particularibus collocatorum, pro quibus Determinans R evanescit,
praecepta statica generalia aut deficiunt aut accuratioribus explicationibus indigent.
Nec non si in certo temporis momento systema in motu suo ad tales positiones
particulares pervenit, velocitalum intensitates et directiones mutationem finitam in
temporis intervallo infinite parvo subeunt. Si, ut in rerum natura fieri solet,
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conditiones quibus systema subiicitur non exprimuntur per aequationes, sed per
inaequalitates I7 >0, II, >0 etc., inde ab eo temporis momento ipsae ple-
rumque aequationes differentiales (4.) cum aliis commutari debent.

De Multiplicatore aequationum differentialium dynamicarum forma Lagrangiana secunda
exhibitarum.

§. 23.
Ill. Lagrange aequationes differentiales dynamicas generales alia quoque
forma memorabili exhibuit, Coordinatarum 37 loco, % aequationibus conditio-
nalibus satisfacientium, introducendo 37s —#% quantitates a se independentes

9is G2y oo« Y3k
Quarum ipsae Coordinatae x;, y;, 2; tales esse debent functiones, quae substitutae
in aequationibus conditionalibus 7= 0, II,= O etc. sponte iis satisfaciant. Unde
etiam aequationem 17, = O cuiuslibet variabilis ¢,, respectu differentiando habetur

oM, ox; oM. 3y | 8Il, Oz
L. E{G.I;'qu T 5y B T om 'aq,,,§

= 0.

Statuatur

ox; oyi 0z
2. ,-E{X""qu t ¥ Oqm 4 Ofm } = On;

consummando 37 aequationes (4.) §. pr. respective per m; g T m; :99 YL m; gi

Im
multiplicatas, evanescunt secundum (1.) aggregata in factores 4, 4, etc. ducta,
unde prodit

d*x; Ox; d*y; Oy; d*z; Oxz;
s Fwllm Snybn gy bu gy g

dq,

Ponendo ¢,, = et considerando quantitates &; ut quantitatum ¢m+ ¢ functio-

nes, quae dantur formula,

‘ ox; . 6.1', , ox;
X; — qu—l— + a an-k7
sequitur

Porro

ox; T 9y 0 a; ‘xy Ofm
" 9¢m  Oqmoq, ‘+3q 3¢, % +8'im8 P =
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Eodem modo pro omnibus tribus Coordinatis fit -

ox; . dai dy; 9y 9% 9%

oq,  Oqn’ dq,,  9q,’ 7, 9q,°

4. d 9z, d 9y, d 9%;

or; "' Gqn. 9  T8qm . 9% " Oqm

N ogm  dt ' Oqgm  dt * Jdqm  dt
Unde aequatio (3.) sic exhiberi potest,

dz! 0x; dyl Byl 2, 0%
Q,,,::;‘m:dt 6q+ +a!t "aq.,

9%, O
"2’"§ Krra TYi Yiggr jL"*a % 0%, 0y, 0%
g s iy i

sive ponendo

T = }=m, izt yiyit2zi),
fit

oT
d. —
0, — _99n 9T
M dt aqm )
Qua in formula ubi T' et quantitates Q,, per 6n— 2k quantitates ¢,, ., ....
@3k Y15 G2y -+ - - §in—x exprimuntur atque indici 2 tribuuntur valores 1,2, . ...

3n—k, obtinentur 3n— % aequationes differentiales secundi ordinis inter tem-
pus ¢ atque 3m— Ak variabiles a se independentes ¢,,,

d oT
" dq; aT
e, A =0
oT
" aq; oT
5. 2 __ 0 —
: dt aqz d Qz O,
d,_._a_lg_‘_. % . .
a‘hn—k___ aT _ Q — 0
dt ' aqs_k ' 3n—k 9

quae altera est forma Lagrangiana aequatlonnm differentialium dynamicarum.
Aequatlonum (5.) iam investigabo Multlphcatorem

Sint aequationes dynamicae,
=0, @=0, .... @py==0,
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ubi ¢,, ¢, etc. designent laevas partes aequationum (5.). Statuamus
6. T = }Za,qiqu,

utroque i et ¢ ad omnes indices 1, 2, .... 3n—k valente et designantibus
quantitatibus a;; = a;, ; solarum ¢,, ¢,, .... ¢;,—; functiones. Hinc fit e (5.),
' d 2 aim g
i 2 aai’i' ¢ v
(pm — _7?_—%5 aqm qiqi'—0m7
d d v d1 qi .
unde ponendo ¢; = —- eruitur,
a‘Pm . a(Pm a(ph
. T2 —=a ideoque —— — —LI.
aq; o T Jqr = a4,

Porro si vires sollicitantes X;, ¥;, Z; a quantitatibus «}, y;, 2! non pendent
ideoque etiam quantitates Q,, ipsa ¢;, ¢: etc. non implicant, fit
a(}’m dahm aalm : aa,h ‘
— == 2 ; 2
94 + a’h. Om
unde reiectis terminis se mutuo destruentibus fit

et =

sive

At e propositione generah, quam sub finem §' 16. tradldl, ponendo A=1 se-
quitur, ubi formulae (8.) locum habeant, aequationum differentialium (5.) fieri
Multiplicatorem

39, 89, g
9. MI—Eia" dqr " Bqr ., = 21a,6,...

Si rursus 3 » quantitatum @x;ym;, y;ym,, 2;Ym; loco ponimus &, &,.... &,, fit
10. T = J{E&+6E&... 68},
qua expressione in formula (6.) substituta obtinetnr

1. ok, 8§,+6§, a&, L 08 O&n

i,x,’ aqt aql’ a(’l .'a—;i: . e aqi '—aqi. .

« @3p_f 3n—k -

Harum quantitatum Determinans, secundum eandem proposxuonem quam §. pr.
allegavi (De Determ. form. et propr. §. 13. ), aequatur aggregato quadrato-
rum Determinantium functionalium quarumque 37 —K& e numero functionum §&,,
&, .... &, , quantitatum ¢,, ¢,, .... g,; respectu formatorum, sive fit
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12. M, = Z+a,a,,.... 0, 3.

Obme Q& 0§, an-hy)?

9q, 9q, 7T Oy

designantibus m‘, m*’ etc. quoscunque 3n—4k ex indicibus 1, 2, .... 3n.

In deducendis aequationibus differentialibus (5.) supposui, aequationes
conditionales tempus ¢ non explicite continere. Quod ubi fit, statuendum erit,
functiones, quibus 3n quantitates x;, y;, 2; aequantur, praeter 3» — /% quantita-
tes ¢,, etiam ipsum ¢ continere. At hinc non mutabuntur formulae (1.), (3.), (4.),
ideoque ipsae aequationes (5.) immutatae manebunt. Unde altera quoque forma
Lagrangiana aequationum differentialium dynamicarum ad hunc valet casum
quo aequationes conditionales tempus explicite continent. Neque eo casu mu-
tationem subeunt formulae (7.) et (8.), unde etiam valor Multiplicatoris inventus
immutatus manet. Quod breviter adnotare sufficiat.

= S{Z+

De Multiplicatore aequationum differentialium dynamicarum forma tertia exhibitarum.
Multiplicatores trium formarum aequationum differentialium dynamicarum inter se
comparantur. Principium ultimi multiplicatoris ad tertiam formam relatum.

. 24.

Quantitatum ¢;, ¢, . . .. ¢s,—; respectu functio T' homogenea erat
secundi gradus, unde fit

, 0T , 0T orT
QT — Q1'3—qi—+72 aq; +q3n—k aqsn—k
sive
, 0T oT

T—'_'-- ldq + o= - + G3n—k 6«13,,__——1"

Si variamus quantitates omnes, quarum 1' functio est, ponimusque
oT

1. W

sequitur e valore ipsius 7' praecedente,
2. 0T = (I'n ()\Pz‘l' q; 0"2 "l" 95;._1 Jp.’on—k

_{.‘?l'a az...jkaqs 3 gsni}

ubi in -dexira parte bini termini se mutuo destruentes, 8 ; ci‘q, aq d‘q‘,

= Pi,

omissi sunt. Formula (2.) docet, si per 3n—& aequatlones, e (6) §. pr. fluentes,

3. pi=ay %'l’ai,a ']2 e '+ Q; sri—k [
Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XXIX. Heft3, 34
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quantitates ¢; per quantitales p; et ¢; exprimantur earumque valores in functione 7'
substituantur, fore ipsius 7' differentialia partialia quantitatum ¢; et p; respectu
sumta, quae uncis includendo distinguamus ab ipsius 7' differentialibus partia-
libus quantitatum ¢; et ¢; respectu sumtis,

(aT) _.aT (a T) .
, A qi P Opi !

Harum formulalum ope aequationes differentiales (5.) §. pr. exhibere licet ut
systema 6n— 2k aequationum differentialium primi ordinis inter ¢ et quantita—
teS 1y i oo Yoy Pro Pay » oo Panaiko

dyp (TN  dp . (8T\ | p

5. =[5 =G
Hae formiulae Zertiam formam aequationum differentialium dynamicarum con-
stituunt.  Quas, pro casu quo 3 quantitates X;, ¥;, Z; sunt differentialia

partialia eiusdem functionis U respective secundum x;, y;, 2; sumta, primus
condidit Oeleb .Hamt']ton , Astronomus Regius Hibernensis. Eo. casu fit e (2.)

§. pr. Q —-:‘ , unde statuendo T-U= H, si vires non a velocitatibus

pendent 1deoque U ab ipsis p; vacua est, aequatlones dlﬂ'erentlales dynamicae
evadunt

[ q; /! dp; oH
6. L= (g—,l,;)’ = —(a—,,,-,)-
Iam olim quidem ill. Poisson in celeberrimo opere de Constantium Arbitraria-
rum variatione id egerat, ut quantitatum ¢; loco in aequationibus differentialibus
dynamicis Lagrangianis secundis introduceret quantitates p;; quae aequationes
si ea substitutione abeunt in E

g dm g dp

dit di 1-7
bene idem cognoverat fore ‘
G — -G, G =3 =),

unde sequebatur, omnes 61—k quaﬁtitates A; et — B, esse differentialia
partialia eiusdem functionis, ipsarum p: et ¢; xfesPectu sumta. At meritum, eam
functionem H=T—U ipsam assignavisse eaque re aequationibus dlfferentla-
libus dynammxs formam perfectissimam conciliavisse, celeb. Hamilton debetur.

" Capu” fuo’ ‘mobiliem - Coordimatae functionibus. -aequantur quae praeter

quantitates ¢; ipsum dempus-¢ implicant, forma simplex aequationum (5.) perit,
by



11. C. G. J. Jacobi, theoria novi multiplicataris aequat. diff. 267

qua de re hoc quidém loco transformationem Hamiltonianam ad eum casum
non applicabo. o

Facile invenitur aequationum- (5) Multiplicator M,. Etenim si aequa-
tiones (5.) per formulas (7.) designamus,- fit

5=l (S,ff)§ =o.

aT ' aT »
4= (z,), B =—(5)+0 (I
sequitur, si vires sollicitantes a velocitatibus non pendent ideoque functiones
Q; quantitates p,, p, etc. non implicant,

(am)+(am) O?f'

At ponendo

ideoque
8- M2 frm— 1.
Si functiones Q; quoque implicant quantitatés p:, definitur M, per formulam,
9.( dlog]‘/l .1 an + an s _l GQSH—k —= O.

apsn—k

Iam tres Multiplicatores M, JI,, M2 , pro tribus aequationum differentialium
dynamicarum formis inventos, inter se comparemus.

Forma secunda aequationum differentialium dynamicarum proveniebat e
prima reducta per 2K aequationes integrales,
=0, 1L,=0, ,... I =0,
II'=0, IIj=0, .... II,,=0.
Quae aequationes integrales, licet non completae, ita tamen sunt comparatae
ut aequationum differentialium reductarum Multiplicator e Multiplicatore propo-
sitarum per eandem formulam obtineatur a¢ si reductio per aequationes integrales
completa facta esset (cf. §§. 10. et 12.).  €Cum per aequationes (10.) revo-
centur 6n variabiles x;, yiy 2iy iy Yis %; ad 6m—2k variabiles ¢; et ¢,

10.

secundum ea quae l. c. tradidi duorum Multiplicatorum Quotiens M, aequatur
Determinanti 6n functionum g ‘
o, 1, .. . I, qrs 72-; oo Y3 ko
o, II;, .. Hk—n qu 72, (I;n—k”
formato respectu 6n quantitatum iy Yiy iy Tiy Yi, %i. Expressiones no-
varum variabilium ¢, ¢. elc. per-&;, y;, 2; per aequationes (10.) diversas
34 *
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subire possunt mutationes, quibus tamen illius Determinantis valor non mutatur
(cf. §.3. (12.)). Ponamus rursus, ut supra, 3» quantitates §; loco quantita-
tum ym; z;, ym;y;, ym; 2;, atque 3n quantitates & loco quantitatum ym; x;,

.l ’ . . M . 3 . . .
ym;y:, ym; z:, valor ipsius 77~ ©tiam aequari poterit Determinanti earundem
1

6n functionum, formato quantitatum §; et & respectu, quippe quod ab illo De-
terminante functionali tantum discrepat factore constante (cubo producti massa-
rum). Cum 37 quantitates §; non reprehendantur in 37 functionibus I7,, et ¢,

Determinans Quotienti ]]';I aequale induit formam producti,
5 1
s on ol BII oIy, dq, Jdq, 0 P3n—k
EE R OB 0E Bha ' 0b.
% s 4 oI 611; oI, dq, 9q; 0 G3,_x

OF 9E "' oE ok, 0%, T 0%,

Cum vero insuper sit

oI, oM,  aq, _ 8,
8§ — 9E ' 8F T 9’
utrumque in se ductum Determinans aequale evadit, unde eruitur
M oIl 8II, oIy dq, 94q, O Gani) ?
11. M, — {Ei 65 6§, U 0 T0&kp O&ye T 04, } ’
Sint

m', m'", .... mC®
indices diversi ex ipsorum 1,2, .... 3n numero, supponere licet, ipsas
g1y G2y - -+ Gsn—x €Xpressas esse per solas 3m—FK quantitates

gm'y §m::, e §m(3n-k):’

tum autem Quotientis M£ valor formam simpliciorem induit,
1

M g, Bq, 0 gsn—t |
12. Ml— = Zi ag m” . .'. agm@n—k)
oIr o0lI, oI, |?
X ;2— 08, 6n-kt) "O& Gnktz "7 O& on * ?

siquidem mC kD, gpCr—k+2_ @) designant & reliquos indicum 1,2, .... 3.
Unde tandem per formulam notam (Deferm. Funct. §.3.(12.)) sequitur,

v 3§ ’ 0§ “ agv@""k) 2
13, M%2+ m OSme . Om %
—dq, 09, 9 P3nk

oI o, ' o1l;_,
= M, {2"‘8§ Gnektn) - O& Gnok42) * 0t OE,6n) %
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Quod antecedentibus suppositum est, novas variabiles ¢,, ¢,y .... ¢
per totidem .quantitates &,., &,. etc. expressas esse, id fieri non potest,
quoties ex aequationibus conditionalibus IT =— O etc. aequatio inter easdem
3n—k quantitates §,. etc. sequitur; nam cum 32—k quantitates ¢,, ¢, etc.
a se independentes sint, etiam 3n—X% quantitates §,, etc., per quas expri-
mantur, a se independentes esse debent. Nihilo tamen minus pro eo quoque
casu formula (13.) valet. Quoties enim ex aequationibus IT— 0 etc. fluit
aequatio inter solas 3n—Kk quantitates &,., &§uus .. .5 & goi), hae aequabuntur
3n—k functionibus quantitatum ¢,, ¢,, : ... ¢;,_x non a se independentibus,
quarum functionum Determinans evanescere constat. (Determ. Funct. §. 6.)
Porro si e k aequationibus I7 = 0 etc. obtineri potest aequatio inter solas
3n—k quantitates &,., &y ... § 5o, fieri debet, ut ex iisdem reliquae &
quantitates & s, 41 etc. eliminari possint. At sé de k aequationibus IT—0 etc.
lotidem quantitates eliminari possunt, functionum II etc. Determinans
earum quantitatum respectu formatum per ipsas aequationes evanescit **).
Unde casu de quo agitur, utroque Determinante ad dextram et laevam signi
aequalitatis posito evanescente, aequatio (13.) iusta manet.

Si, quod secundum antecedentia licet, in aequatione (13.) pro systemate

indicum m’, m*’, .... m©"~» sumuntur quique 37— £ diversi indicum 1, 2, .... 3n,
3n.3n—1....3n—k+1 . ;
omnesque —s—— A aequationes provenientes consummantur, pro-

dit aequatio
BE ‘ a§ “ 85 (3"—7‘) 2
MS.;2+ St OSme | O5m —}
—dq, dq. 0 @30k

. oIl oI, oI, |*
—M‘S'gziagw'agm,,““ 9E® |

ubi in altera summa loco indicum mCr—*D, mC—*+3 . MG, quippe qui
aliam non habent significationem quam quorumque % diversorum ex indicibus

.

*) Ponamus enim, ex aequatione 7T = Q eliminari posse & quantitates ope reliquarum
aequationum /7, =0, I, =0, .... II;_, =0, per easdem induere debet I formam producti
pF, designante F functionem a % quantitatibus vacuam, ut ex aequationibus conditiona-
libus sequatur inter reliquas quantitates aequatio F = 0. Secundum §. 3. (12.) in De-
terminante functionum I, II,, .... II;—, ipsum uF substituere licet functioni I7.
Quoties autem F = 0, differentialia prima ipsius u F ita formare licet ac si factor p
constans esset, unde etiam in formando Determinante functionum u F, IT,, I1,, .... Il;_,
habere licet w pro Constante. Quod igilur Determinans aequivalebit factori u ducto in
Determinans functionum F, I1,, II,, .. .. II;_,, ideoque evanescet, cum F ab ipsis
quantitatibus vacua sit, quarum respectu Determinans functionale formatur.

v
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1, 2, .... 3n, scripsi m', m*, .... m®. Aequatio antecedens perfecte con-
‘gruit cum supra inventis. Nam secundum formulam (16.) §. 22. aequatur M
summae ad dexiram, secundum formulam (12.) §. 28. aequatur M summae
ad laevam signi aequalitatis positae.

Aequationum dynamicarum forma secunda in tertiam mutabatur introducendo
variabilium ¢; , ¢;, .... ¢3._x loco totidem alias Pis P2y Psn—i- Unde secundum
§.9. tertiae formae Multiplicator M, e secundae Multiplicatore M, obtinetur formula,

M, —_— 4 L 9Py Op, Opan_t
M, ST AT AR T

Dantur autem novae quantitales p; aequationibus linearibus,

pi = G it ai,:“I; cees + @; 30—k Gin—r
posito secundum (11.) §.23.

ai’il : Bq, g—‘i; i -—71 aql' aql ’ a}ll"
unde fit
M .
M: = =2+ G @op o oo o B3y f 3+

Quod rursus cum supra inventis congruit, cum secundum (9.) §. pr. aequetur M,
Determinanti ad dexiram, secundum (8.) autem M, unifati. Per considera-
tiones antecedentes videmus, e valore M, = 1, qui sponte patet, inveniri potuisse
M, et M, supra via diversissima inventos. Qua methodorum diversitate cum
Multiplicatoris tum Determinantium functionalium theoria haud parum illustratur.

Principium ultimi multiplicatoris ad formam aequationum differentialium
dynamicarum tertiam relatum sw enunciari potest. '

»» Punctorum malerialium syslema subiectum sit conditionibus et sol-
licitetur viribus quibuscunque, a sola positione systematis in spatio
pendentibus; qua positione determinata per w gquantitates independen-
les ¢;, semisumma virium vivarum T exprimatur per quantitates ¢

et ;= %‘—:—‘ ; ad motum systemam definiendum, eliminato tempare, in-

tegrandae erunt 2u —1 aequaiiones differentiales primi ordinis, qtm-
rumn inventa sind 2u—2 Integralia, lolidem Constantes Arbitrarias
involventia, ila ut integranda restet unica aequatzo dzﬂ“erenfzahs prum
ordinis inter duas variabiles w et v,

- v'due—uw'de = 0,
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designantibus in hac aequatione u' ef v' ipsarwn u el v functiones

quibus quotoentes dzﬂ'erentmles ﬂﬁ et i" ope Inleyralmm invenforum

aequantur; erit huius aequatzom.s- dz]ferenlzalzs przmz ordinis inter
duas variabiles ultimo loco integrandae Mullzplwator aequalis De-

oT
-7 e psarum u, v alque

Qu—2 Constantium Arbitrariarum respectu formato.

terminanti functionali 2 u quantitalum ¢; et ——

Iam novum principium generale mechanicum exemplis applicabo.

De motu puncti versus centrum fixum attracti.

§. 25.
Pro motu libero puncti in plano ex ultimi multiplicatoris principio ge=
nerali fluit haec
Propositio. .
Proponantur pro motu puncti in plano aequationes differentiales,

d*x dy
=% m=Y -
designantibus X et ¥ Coordinatarum puncti orthogonalium z et y functio-

nes quascunque; si habentur aequationum differentialium propositarum duo

Integralia ,
[y, z,y) = a, p(@,y,2,y) = f,
ubi « et 3 sunt Constantes Arbitrariae, dabltur orbita punctl formula

/‘(g‘:lg}‘; g;/ 8) )(yfda:' x/d)) — y

sive etiam formula

‘doe—ax'd
faf 5o _af 35 =1

gt T T r |
ubi duorum Integralium inventorum ope exhibitis =’ et y‘ per @, y, o, 8
quantitates sub integrationis signo differentiaha completa ﬁunt atque y ter-

tiam Constantem Arbitrariam designat. - .. ; ,
Aliam propositionem, qua, puncti libeti in plano: moti orbita Quadraturis definiti
potest, si puncti velocitatis intensitas et directio per duo Integralia inventa de-
terminatae sunt, iam ante multos annos cum illustri Academia Parisiensz':..posr_q.-
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municavi, sed ea propositio tantum respiciebat casum quo vires Coordinatis
parallelae X et ¥ eiusdem quantitatum z et y functionis aequantur differentia-
libus ipsarum « et y respectu sumtis, dum in propositione antecedente X et ¥
quantitatum z et y functiones quaecunque esse possunt.

Pro motu puncti in dato plano versus centrum fixum attracti duo con-
stant Integralia principiis conservationis vis vivae et conservationis areae, quibus
si principium ultimi multiplicatoris addis, per tria illa principia generalia a priori
constat, eius motus determinationem solis Quadraturis absolvi. Quod facto cal-
culo sic comprobatur.

Pro motu proposito habentur aequationes differentiales

d*x __ xF@) dy  yF(r)
dez — r di r
ubi x et y Coordinatae orthogonales sunt, quarum initium in centro attractio-

nis est; porro r = y(aa-}yy) atque F'(r) intensitas vis attractivae pro
distantia . Posito

R L:fF(r)dr,

e principiis generalibus mechanicis conservationis vis vivae et areae statim ha-
bentur duo Integralia,

f=3@'2+yy)+R = o,
g = axy — yz Bs
designantibus « et 3 Constantes Arbitrarias. Unde fit,

of 99 _ of dep __ /
ox' '3y’ 9y ‘dx 2z 1yy'

E duobus Integralibus appositis sequitur
zz'+yy' = vo,

Il

posilo
= 2r*(a—R)— 3.

Unde secundum principium ultlmx Multlphcatorls dabitur puncti orbita per aequa-
tionem,

y'drx—x'dy y’dx—.z"dy
kL) "—f =7

of o9 Of
dx'" 3y~ 9y "oa'
designante 7 novam Constantem Arhltrariam Ex -aequationibus,

Czy'—ya' = f, 'ww’+ry -—‘1/9,

sequitur
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o — xw/e;:ﬂy, gl = yv’er-rﬂw;

unde substituendo xdx+ydy = rdr fit

y'de—x'dy  ydx—axdy | fdr
Yo - rr + rvo '’
Posito igitur & =7 cos$, y=rsind, unde ydz—zdy = —rrd9, da-
bitur orbita per formulam,

d
T = 8 o=

Si lex attractionis est Neutoniana, ponendum est F(r):%, R:—k?’,
designante &* vim attractivam pro unitate distantiae, institutaque integratione
prodit aequatio sectionis conicae inter Coordinatas polares », 9--y.
Aequationum differentialium antecedentium dextrae parti addamus Coor-
dinatarum x et y functiones homogeneas (— 3)“¢ dimensionis, X et Y,

aequationum differentialium provenientium,

drx F(r) .
@ =t 1t
dy F(r) Y
dt? -y r + 2

semper aliquod obtineri poterit Integrale. Nam ex his aequationibus eruitur,

d dx\?
1. (2 —y5) = @dy—ydz) (@Y —yX) = (e ¥—yX)d. L.

Atest 2*°(x ¥ —y X) functio variabilium & et y homogenea nullae dimensionis
ideoque functio ipsius %, unde aequationis antecedentis pars utraque est diffe-
rentiale completum, factaque integratione prodit
¢ = @y —yay—V = i,
siquidem [ Constans Arbitraria est atque
V = [2*(z Y——yX)d%.

Si X et ¥ sunt differentialia partialia functionis homogeneae (— 2)*“ dimensio-
nis U, ipsarum & et y respectu sumia, principium conservationis vis vivae
alterum suppeditat Integrale
f=1i@a2+yy)+R—U = «,
siquidem e« est altera Constans Arbitraria alque rursus
R = [F(r)adr.
Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XXIX. Heft 3. 35
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Functiones f et ¢ inventas substituendo fit

0 op of 0 y ’
G_L'ay ayf 8;;')’ (:L‘.Z"—l—yy")(a:y‘ —Yyz b

At ex Integralibus inventis eruilur
(@' Fyy )@y —ya') = y{2r'(e— B+ U)—QV | 3)}.yQV 5,
quippe ponendo

2t (@— B4 U)—@V4A) = o,
ay'—ya' = yQV4E),  aa'tyy = fe.
Hinc sequitur
of o of o¢
T 5y By bar — Ve VAV
g ZVe—V@2V+EY).y
9

- rr

‘o J’V@{v/& V—l—ﬂ“)..z'.

rr

- fit

&

Quibus formulis substitutis in tertio Integrali, quod principio ultimi multiplica-
toris suppeditatur,

y'dxr —x'dy .
of d¢_of ¢ ~ 7
dx' 3y’ 9y ‘da’

obtinetur formula quae puncti orbitam determmat

/‘( ydr—axdy 1 )
rry(2V4-6%) ' rve Vs
sive ponendo rursus & =rcos¢, y=rsind,
/( dr d& ) —
rve VRV ’

semper designante y tertiam Constantem Arbitrariam. Cum sit U functio ho-
mogenea (— 2)" ordinis, erit

QU:_g 8x+ dy

U = —feXx4yy),
unde _
d.r°U = —{e X+y Y} (@zdztydy)t+{eetyy}(Xdz+| Ydy)

(Y —yX)(xdy—ydx).
Eadem quantitas aequabalur ipsi d V, unde in formulis antecedentibus statuere licet
V=1rr U, l
o = 2/ (a—R)— 3~

I
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Secundum suppositionem factam fit #* U =V ipsius -;'7 == tang J functio, unde

in aequatione orbitae,

dy
/rp/(lr’(a—R).—ﬁ 2) ‘/;/(QV_l..ﬂ )+7”,

alterum integrale solius #, alterum solius & functio est. Temporis expressio
habetur per formulam

. rdr rdr r2dd
e =Sty =S50 =S evim

in qua = est nova Constans Arbitraria.

In motu antecedentibus considerato vis F'(r), qua punctum versus cen-
trum fixum attrahitur, aucta est alia vi, quae secundum axes orthogonales

disposita differentialibus partialibus g—g et —z—yy aequatur. Eadem vis secundum

radii vectoris directionem eique perpendiculariter disposila evadit

P_igax+ %g} Q':iyg—g 35]3

Secundum suppositionem de functionis U indole factam statui potest
U =V = ¥@9),

designante ¥ () functionem anguli ¢ quem radius vector cum axe fixo format.

. . . (S )
Qua expressione substituta positoque d . '; ) ¥'(3), eruitur

P— _290), 0=—5%®
Si iam ponitur
dr .
b wve = = 8/ vavorm = ¢

docent formulae antecedentibus inventae, illis viribus P et Q ad vim attracti-
vam F'(r) accedentibus orbitae aequationem polarem eam mutationem subire
ut angulus 9 in angulum O mutetur. At simul videmus, i#lla virium P et Q
accessione relationem inter radium vectorem et tempus omnino immutatam
manere. Quae curiosa propositio valet etiam si non quod antecedentibus sup-
posui motus in plano fit. Sit enim U ipsarum @, y, & functio homogenea
(—2)* dimensionis, ac proponantur aequationes differentiales,

35*
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d*x x oU
gm = — PO Tz
d*y v ou
dir r F(r)+ dy °’

d*z z oU
= 7 POt 5

rursus /F(r)dr= R ponendo sequitur,
dx\? dy\? dz\*
)+ (@4 ) = 2R+ U+,
2 d?. d:
& dtf_l_y dt{ +z dtf = —rF<r)""2 U. ]
Quibus additis fit

d d d d
Az Ty tesg| = dorg = (Ae—R)—rF(r)de,
unde multiplicando per Qrg—: et integrando prodit,

1‘2(5%)2 = 2r’(e— R)+¢,

ideoque

rdr
$ie =/V{2r‘(a—ﬂ)+e} ’

qua in formula v et & Constantes Arbitrariae sunt. Patet autem quod demon-
strandum erat, in hac formula nullum functionis U vestigium remansisse. Addo,
si U gaudeat forma particulari,

0= {5 +e ()]s

designantibus /" et ¢ funcliones quascunque, eum ipsum motum, qui in plano
non continetur, totum Quadraturis determinari posse.

Motus puncti in spatio pendet a quinque aequationibus differentialibus
primi ordinis inter sex quantitates x, y, %, &', y’, 2'; unde quafuor Inte-
gralibus egemus ut problema ad aequationem differentialem primi ordinis inter
duas variabiles revocetur, quae ope principii ultimi multiplicatoris per solas
Quadraturas integrabitur. At quoties vires sollicitantes diriguntur versus axem
fixum viriumque intensitates non pendent ab angulo quem planum per axem et
mobile ductum cum plano fixo per eundem axem transeunte facit, problema
ad motum puncti in plano revocari potest, et nonnisi duobus Integralibus opus
erit ut totum absolvatur Quadraturis. Designantibus enim &, v, { puncti Coor-
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dinatas orthogonales positoque
vutLC = yy,
sint aequationes differentiales, quibus motus puncti definitur,
2 2
d’.z‘=X dv_Y‘v’ dx Y§

iz >oder T Ty A T Ty
ubi secundum suppositionem factam et X et ¥ solarum x ety functiones esse

debent: erit

dx{ d*v
v —tam = 0
unde sequitur, '
d¢ dv
v by = %

designante ¢ Constantem Arbitrariam. Fit autem,

dy _ Vv __@di-fdvr | vdoildl
2 di2 T Y(vvtLD)s.dir Y(wv+£g).de2?

e

|

u

ideoque
dry co
7 = 5 Y
Unde aequaliones differentiales propositae evadunt sequentes,
diz dy aa
—6172— frmm— _X, W f— —J—'s—'—l— Y-
Cf. Diar. Crell. Vol. XXIV. pag.16 sqq. Ponendo,
v = ycosf, C = ysinf,
fit
dg dv df
Vet —tar =YY = @
unde Constans o aequabitur plani per punctum mobile et axem fixum ducti veloci-
tati rotatoriae initiali, multiplicatae per quadratum distantiae initialis puncti ab axe.
Duobus Integralibus inter z, y, #’, y* inventis, tertium integrale principio ultimi

Multiplicatoris suppeditatur. Quorum Integralium ope si y'= g%' per y ex-
primitur, cum rotationis angulus f tum tempus ¢ Quadraturis determinantur ope
formularum,
dit d d
= 7 = a y’—‘;,—, t = / }‘;Z.
Unde in casu proposito cognitis duobus Integralibus iria reliqua a solis Qua-
draturis pendent. Consideretur ex. gr. motus puncti versus centrum fixum
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attracli; posito r—=1y(@x-+yy), secundum antecedentia erit

d*x x o diy y ao

o = — 7 F®); o —,—.F("H'F
Quae aequationes in eas redeunt, quas supra integravi, ponendo

ao o (2204
Y—_}'T’ U_—2yy_——2rrsin02’
unde
oo
V=¥ = —g0z
0 / B8.dJo L sind d&
=J7@EO+g) T JVFsndrt—ar)’

ideoque,

ﬂ
cos O = VB — cos&

Si r et 9 sunt puncti attracti Coordmatae polares in plano fixo in quo illud
revera movetur, in aequatione orbitae, quam in hoc plano describit, angulus @
loco ipsius & substitui debet ut eruatur orbita descripta in plano mobili per
axem ipsarum x ducto. Relatlionem inter et £ pro motu in utroque plano
eandem manere, ex ipsa natura rei patet. Plani angulus rotatorius / datur per
formulam '
df’—— adt _ a-di _ .d@< _ af.dO .
rrsin® & sin? a?cos @ | f%sin @2’
unde, deSIgnante € Constantem Arbitrariam,

tang (f-}¢&) = lang 0.

Si per centrum altractionis ex arbitrio axis fixus ducitur, in formulis antece-
dentibus axem Coordinatarum & pro axe fixo sumendo motus puncli aitracti
componitur e motu puncti in plano per ipsum et axem fixum ducto eiusque
plani rotatione circa axem fixum. Statuatur ¢ = fBsind, erit

cosd = o00sd cos O, tangO=sind tang(f+¢), sin&sin(f+ &) = sin0.
E centro attractionis describatur supexjﬁcies sphaerica, cuius intersectio cum
axe fixo, cum radio vectore et cum plano orbitae puncti attracti sit 4, P et
circulus maximus PQ; porro in sphaera e A ad circulum maximum PQ de-
mittatur perpendicularis AO: in triangulo rectangulo sphaerico AOP erit

440:0, AP — 9, PO=0, 0AP =}«

Cuius constructionis opé formulae antecedentes geomeirice comprobari possunt.
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Si punctum versus centra fixa quotcunque in eadem recta disposita secun-
dum Neutonianam sive aliam quamcunque legem attrahitur, quibus attractionis
viribus accedere potest vis coustans rectae parallela, e duobus Integralibus,
quae antecedentibus poscebantur ut reliquae integrationes omnes Quadraturis
absolverentur, alterum conservationis vis vivae principio suppeditatur. Si abest
vis constans ailque duo tantum sunt centra attrahentia lexque attractionis est
Neutoniana, alterum Integrale Hulerus invenit. Eo igitur casu motus ille
principio conservationis areae certi cuiusdam axis respectu valentis, principio
conservationis vis vivae, Integrali Huleriano, tandem principio ultimi multi-
plicatoris ad Quadraturas revocatur. Quod iam accuratius exponam. '

(Cont. fasc. seq.)
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