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16.
Theoria novi multiplicatoris systemati aequationum

differentialium vulgarium applicandi.
(Auctore €. G. J. Jacobi, prof. ord. math. Regiomonti.)

Argumentum.
. 1.

Proposilurus sum sequentibus Kulerian: Multiplicatoris extensionem, per totum
calculum integralem uberrimi usus et frequentissimae applicationis, eamque ab
amplificationibus ab ipso Eulero et Lagrange factis diversissimam. Quae
amplificatio maxime nilitur analogia, quam in alia Commentatione pluribus pro-
secutus sum, inter quotientes differentiales et Determinantia functionalia. Efficit
Eulerianus Multiplicator ut duae dwarwmn variabilium functiones datae pro- -
ducant eiusdem functionis differentialia partialia. Respondent autem differentia-
libus partialibus Determinantia funclionalia partialia, quae formari possunt quo-
ties variabilium numerus numerum functionum superat, variis eligendo modis
variabiles quarum respectu Determinans formetur Ita datis » functionibus n-}-1
variabilium earum functionum dabuntur 7--1 Determinantia partialia; veluli si
f et ¢ trium variabilium x, y, 2 functiones sunt, tria earum functionum De-

terminantia parlialia erunt
of o9 _ of O¢ Of de Of d¢ Of d¢ _ Oof i

bxr 0z 0z Oy’ 03 0x Odx"dx’ dx dy Oy ox’

Quibus considerationibus motus, ut Ewlerianam theoriam amplificarem,
generaliter Multiplicatorem examinavi, in quem ducendae essent n--1 funcliones
n-} U variabilium ut producta haberi possent pro earundem = functionum De-
terminantibus functionalibus partialibus. Quemadmodum autem, proposita func-
tione duarum variabilium, inter bina eius differentialia partialia intercedit aliqua
conditio ex elementis nota, scilicet ut alterius differentiale secundum alteram
variabilem sumtum alterius differentiali secundum alteram variabilem sumto ae-
quale sit: ita inter illa »--1 Determinantia functionalia partialia inveni locum
habere conditionem analogam. Singulis enim Determinantibus functionalibus
partialibus respective secundum singulas variabiles differentialis, aggregatum
n-l-1 quantitatium provenientium videbimus identice evanescere. Quod suppe-
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ditat aequationem differentialem partialem, cui Multiplicator ille satisfacere de-
beat, ei analogam qua Hulerianus Multiplicator definitur. Et vice versa, si-
cuti in theoria Huleriana, quamcunque quantilatem, aequationi illi differentiali
partiali satisfacientem, videbimus pro Multiplicatore haberi posse. Unde ad
Multiplicatorem aliquem obtinendum non necessarium erit ut illae 2 functiones
ipsae innotescant.

Investigatio ipsius functionis duarum variabilium, cuius differentialia par-
tialia datis functionibus proportionalia sint, pendet ab integratione completa ae-
quationis differentialis vulgaris primi ordinis inter duas variabiles; quippe quae
ea erit functio, quae Constanti Arbitrariae aequalis evadit. Mulliplicator autem,
qui functiones datas aequales efficit binis differentialibus eius functionis partia-
libus, ipsius aequationis differentialis Mulliplicator appellatur. Qui aequationis
differentialis integratione completa sponte suppeditatur, et vice versa eius cogni-
tione ipsa integratio maxime expeditur, videlicet ad solas revocatur Quadraturas.
Similiter datis 7 -1 variabilium 7n-|-1 functionibus, ut obtineantur 7z funcliones
quarum Determinantia partialia rationes easdem atque illae inter se habeant:
facile patebit, integrandum esse systema n aequationum differentialium vulgarium
primi ordinis, quo scilicet statuitur illarum n-|}-1 variabilium differentialia esse
in ratione ipsarum n-}-1 quantitatum propositarum. Quo complete integralo
functiones, quae Constantibus Arbilrariis a se independentibus aequales evadunt,
ipsae erunt n functiones quaesitae. Atque Multiplicalorem, qui n-|-1 quantitates
datas Determinantibus earum functionum partialibus aequales efficit, per ana-
logiam illius systematis aequationum differentialiuvn vulgarium Multiplica-
torem appello. Iam quidem complete integrato systemate aequationum differen—
tialium vulgarium, eius facile innotescit Multiplicator; quippe ad quem invenien-
dum tantum opus est ut functionum Constantibus Arbitrariis aequalium, quae
per integralionem completam constant, unum aliquod formetur Determinans par-
tiale. At vice versa, cognito aliquo systematis aequationum diflerentialium
Multiplicatore, sive quod idem est, cognila aliqua solutione aequationis differen-
tialis partialis qua Multiplicator definitur, non ila patebat, utrum et quodnam
inde commodum vel auxilium ad integrandum systema peti posset, ita ut nostri
Multiplicatoris analogia cum Fuleriano videretur in ea ipsa re deficere, qua
propter olim Kulerus sui Mulliplicatoris theoriam condidit. Contigit tandem
usum introspicere plane singularem quem in integrando aequationum differen—
tialium systemate e Multiplicatoris cognitione percipere liceat, quod scilicet eius
ope non prima aliqua, sed omnium ultima integratio ad Quadraturas revocetur.



16. C. G. J. Jacobi, theoria novi multiplicatoris aequat. diff. 201

Hinc in theoria integralionis aequalionum differentialium vulgarium novus dis-
quisitionum aperilur campus, videlicet ullimas investigandi integrationes, dum
primac non innotescunt. Quippe in vastis et luculentissimis problematis per
theoriam hic propositam fit ut ultima generaliler absolvatur integratio, dum in
casibus tantum particularibus Integralia prima invenire licet.

Capite primo examinabo Mulliplicatoris nostri varias formas insigniores-
que proprietates. In altero Capite eius monstrabo usum in integrando aequa-
tionum differentialium vulgarium systemate. In Capite tertio theoriam Multi-
plicatoris extendam ad syslemala aequalionum differentialium vulgarium cuius-
libet ordinis. In Commentalionibus deinde subsequentibus mihi proposilum est
praecepla hic tradita variis illustrare applicationibus; e quibus est principium no-
vum mechanicum latissime patens, nuper a me sine demonstratione divulgatum.

Caput primum.

Novi Multiplicatoris definitio et varii proprietates.

Lemma Fundamentale eiusque varii usus; de Determinantibus functionalibus
partialibus.

§. 2
Aequatione inter variabiles @ et y proposila,
[(x, y) = const.,
obtinetur differentialium dx et dy ratio,

g — OF . Of «
d-’L‘- d) = ;9_1’ . —a—‘)}' ).
Si de hac ratione differentialium da et dy sola agilur, in dextra parle aequa-
tionis antecedentis omittere licet differentialium partialium %, —gi factorem
: ¥
vel denominatorem, si quo afficiuntur communem. Ubi vero pro quantitatibus,

of

quae differentialibus da et dy proportionales evadunt ipsa sumere placet ==
y

. of of . . - T
ol — gﬁ{T vel _'6% et 5—5, qualia differentiatione partiali prodeunt, nullo

%) Differentialia vulgaria ut in aliis Commentationibus charactere — d —, partialia
charactere — 0 — denoto.
Crelle's Journal f. d. M. Bd. XXVII. Heft 3. 26
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factore aut denominatore communi rejecto, eam condilionem formula analytica
exprimi posse constat.

Videlicet si quantitas ipsi da proportionalis differentiatur ipsius * re-
spectu, quantitas ipsi dy proportionalis differentiatur ipsius y- respectu, quanti-
tatum differentiatione provenientium summa identice evanescere debet. Theo-
rema simile ad plures variabiles valet.

Aequationibus enim inter x, y, % proposilis,

f(z, y, ) = Const., ¢(x, y, 2) = Consl.,
obtinetur differentiando,
;ii—da'—'[ g§ dy—}—g—ﬁdz == 0,
%";dxjt gf;’;der%‘_gdz = ),
E quibus aequationibus eruuntur differentialium dz, dy, d=z rationes,
dr:dy:ds = A:B:(,
siquidem ponitur

A — 9f 8¢ _9f d¢
Oy " o3 0z " dy’

B of 99 _ of d¢
T 03 " odx do " dz "’
C— 3f 30 _3f oy

dx ' dy  dy ‘dx”
Si tantum de rationibus differentialium dx, dy, d2 agilur, factorem vel de-
nominatorem communem quanlitatum A4, B, C, si quo afficiuntur, omillere licet.
Ubi vero pro quantitatibus, quae differenlialibus dx, dy, d2 proportionales
evadunt, ipsa sumere placel 4, B, C, nullo factore vel denominatore communi
rejecto, eam conditionem aliqua formula analylica exprimi posse videbimus.
Fit enim

dd . G9 &F . of e g 8 of Py
dor  0dz ‘dydx ' Oy dzdx dy "dzox dz dydw’
oB  od¢ orf +§_f_‘ g _ dp O*f Odf dte
dy = da '0dzdy ! dz dxdy 0z " dady da dzdy’
0C  de of | of or¢ de o*f Of oy

vl

93 0y '0xds | ox Oyds oda dydz 0y Oxdx’
Quae expressiones additae sese mutuo destruunt, unde eruitur,
g4 , oB , aC
9z T oy o — 0

hoc est, si quantitalem ipsi da proportionalem ipsius x respectu, quantitatem
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ipsi dy porportionalem ipsius y respectu, quanlitatem ipsi dz proportionalem
ipsius = respectu differentiamus, trium quantitatum differentiatione provenientium
summa identice evanescerc debet. Quae conditio prorsus analoga est ei, quae
anlecedentibus de duabus variabilibus tradita est alque e primis elementis con-
stal. Anlecedentia ad numerum variabilium quemcunque extendere licet, si-
quidem advocantur proposiliones quas in Iario Crell. Vol. XXIII. de De-
terminantibus algebraicis el functionalibus iradidi et quarum per totam hanc
Commentalionem usum f{requentissimum faciam. Habelur enim sequens

Lemma fundamentale.

wNint A, A,, A,, .... A, quantiles quae in Determinante Functionali
LOf of. ofs  ofr
X3r Br, Oz, " Gas

=
. of of  of af
respectice per 3x’ BE, " Bt B

mulliplicatae reprehenduntur,

n

erit

6.11 aAn P (2]
J[ axl'{ Lot g =0

Demonstratio.

Secundum definitionem quantitatum A, A ete. fit

af af, af. e af df 5
z+fl 30 20 gl = At atgla 1 A,

Unde Lemma demonstratu propositum sic quoque exhlbere licet'

s Of fy ofs  8fs _ 8. fA—i 3. fA, Jra fA o el

— 0o da, dx, T Oxa
Facio hanc formulam iam demonstratam esse pro n—1 funclionibus n varia-
bilium, probabo Lemma ad n functiones n-|1 variabilium valere.

Designo per (¢, k) quantitatem quae in Determinante Functionali

_ of ¢ ofa. T .

>+ (5{ . —(9£—: mf—,. multiplicata reprehenditur per factorem
of of,
ow; ~ Oxy

Constat autem per Determinantium proprietates iam olim ab ill. Laplace ad-
notatas , bina Aggregata, in Determinante functionali proposito resp. per

_g{ ._ g’;’:— et per —gf; . —%Q’f multiplicata, valoribus oppositis gaudere.

Unde sequitur

G k) = — (ki) sive (k) (ki) = O.
26 *
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of

Est A; complexus terminorum eius Determinantis qui per e multiplicantur,

unde fit

4=, 00450 G 04 JL gy 2w,

qua in formula ipsum (7, Z) aut omittendum aut = O ponendum est. Est porro
A; Determinans functionum f£;, f;, .... f, formatum respectu variabilium x, x,,
Tyy covs Li_yy Tipysy .... &, atque sunt (2, 0), (4 1) etc. quantitates quae in

Determinante Functionali A; multiplicatac reprehenduntur per 3{;‘ " 5 Jf L etc.
1

Unde si Lemma proposilum ad z —1! functiones n» variabilium valet, erit pro
indicis ¢ valoribus O, 1, 2, .... n,
e,O) AL T d(i, 1) ek d (i, m) — 0,

_d:f, 0xn
ideoque etiam

A; = 8f(c,0)+ df:(‘)i) _{ afl{b’_{)

X
Quae formula pro quolibet ipsius 2 valore 0, 1,2, ....n valet. ITam gene-

raliter observo, quoties ponatur

H - a.ui,u | a.a,-,. a.ai,n
[ o Bin

dr ' o=z, oan ’
designantibus «a; ; quantitates quascunque pro quibus sit
a i tea; =0, a;=0,

fieri
om oM, | oM, ol _

dr | dur, da, """ Oan

Bina enim differentialia inter se juncta,

0.aix 5. d.ay,

a : .—al‘k ._[f _a.l;
oxi : day
. JH , 0H, o, .
mutuo destruuniur, unde totam expressionem ST aE + 5z, iden-
tice evanescere invenis. Ponendo autem f,.(3, k) = a; x, satisfit conditioni
a; y = — @ ;, porro fit H~=A,-; ideoque
3./1 od,
+ ....—{' 8;,;:()’

sive Lemma de n funchombus n~{—l variabilium justum erit, dummodo de n—1
functionibus 7 variabilium locum habet. Unde tanlum necesse est ut Lemma
pro una functione duarum variabilium constet. Pro una autem functione f;
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duarum variabilium @ et y abeunt quantitates A etc. in differentialia partialia
g—/:'— et — %—i}, ideoque Lemma redit in formulam

of, 9f,

8.5; _ d. Ty

dy ox

= 0,

quae est differentialium partialium proprietas fundamentalis supra commemorata.

Lemma generale etiam directe demonstrari potest absque illa reductione
numeri # ad numerum n—1. Nam cum A; vacet differentialibus, ipsius x;
i

; —_ A AT
respectu sumtis, e quantitatibus —g?, nulla implicare potest differentialia bis se-

cundum eandem variabilem sumta. Differentialia autem secunda, secundum va-
riabiles diversas «; et x; sumia, non provenire possunt nisi e solis duobus

terminis
0 Ax
8.1”, + Oxx
Unde ad probandum Lemma propositum sufficit ut demonstretur, in Aggregato
aAi aAk . . fm
e —{—-a—;k— se muiuo desiruere terminos per quantifates - s multxphcatos
Quod facile patet. Ponamus enim
— afl afz ol afn
Ai = al-a;z. {-az T a,,(—a?k,

fit secundum Determinantium proprietatem, in priore demonsiratione in usum

vocalam,

d 0 Ofa
4 = —{o af'4“2 fz ~ % f}'
Quantitates «,, c, etc. neque differentialibus secundum x; sumtis, neque diffe-
rentialibus secundum x; sumtis afficiuntur. Unde substituendo ipsarum A, et

A, expressiones antecedentes, de Aggregato
0 Ay
8.1, +—8.rk ?
prorsus exulant differentialia secunda, secundum variabiles @; el x; sumta,

terminis binis,
Om Sax0x: ™0 dar’

se mutuo desiruentibus. Erant autem inter omnes terminos Aggregati propositi

54
e+ + 6.2', ot a.z‘,.
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: . 84 Mk . e o - O fn .
soli termini Epe - 5o, dui affici possint differentialibus Ep e unde in

Aggregato proposito termini differentialibus secundis secundum =; et x, sumtis

affecti se mutuo destruunt. Unde cum x; et &; binae quaecunque variabiles

esse possint a se diversae, illud Aggregalum totum evanescit. Q. d. e.

Quoties numerus variabilium, quas datae functiones f,, f;, .... [, im-
plicant, ipsum functionum numerum n superat, proponi potest, earum functionum
Determinantia respectu quarumque 7 variabilium formare. Quae vocabo func-
tionum fi, foy .... [, Determinantia Partialia secundum analogiam denomi-
nationis de differentialibus usitatae.

Si numerus variabilium est m--1 siculi antecedentibus, erit numerus
Determinantium Functionalium Partialium n-{-1; si numerus variabilium est n--2,
dabuntur }(n--2)(n-}-1) Determinantia Functionalia Partialia, et ita porro.
Eorum Determinantium Functionalium Parlialium signa cum in arbitrio posita
sint, casu quo variabilium numerus numerum functionum tantum unitate supe'rat,
supponam, signa omnium Delerminantium ab eorum uno ita pendere, ut bino-
rum Determinantium partialium alterum de altero deducatur, in signis differen-
tialibus binarum variabilium independentium commutatione facta, omnium simul
terminorum mutatis signis. Quem invenis esse habitum quantitatum 4, A4,.

... 4,, quae sunt functionum f,, f3, .... f, Determinantia partialia. Videlicet
de uno

A:E-{-\af‘_.__’a.é_ . 8/” .
— dw, " dx, oz,
deducitur — A4;, loco ipsorum
of  ofs Ofn.
da; ¥ dan? 7" da
respective scribendo
of,  of, 6fn

da ' Q&' """ drx

Pro una dvarum variabilium & et y functione £, abibunt Delerminantia partialia in
differentialia partialia funclionis f;, alterum positivo alterum negalivo signo sumtum,
Bf _8f 4 _8f  _of.
dy ° ox dy ° oda
. ‘ e e - éf,
Et quemadmodum inler differentialia partialia —"'- et “Hy 2 locum habet for-
mula fundamentalis,

T %
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ita n--1 variabilum @, ,, @,, .... @, propositis » functionibus £, fo, .... [
Lemmate antecedente constiluitur inter Determinantia Parlialia A4, A,, 4,, ...
... A, aequatio conditionalis fundamentalis,

M,I,.%_{ a4, .

dor ' da, Ul Qe T
Quod igitur Lemma gravissimam manifestat analogiam Determinantium Functio-
nalium et quotientium differentialium partialium.

Lemma traditum dedi olim in Commentatione, Vol. VI. Diar. Crell.
py. 263 sqq. inserta, ,,De resolutione aequationum per series infinitas.”
Quod eo loco adhibui ad demonstrandam Propositionem quae et ipsa luculentam
analogiam Determinantium Functionalium cum differentialibus constituit. Nam
cum pateat seriei e solis variabilis = potestatibus conflatae quotientem differen-

ox,

).

. : 1 . .
tialem vacare termino - demonstravi, serierum f, f,, .... [,, conflularum
e solis variabilium x, x,, .... x, potestatibus, Determinans Functionale

of df. df, Ofn
e T e i

1
L L Ly eeeedn
nostrum aequatur quantitati
8.f4 , 0.f4, L 8.f4,
ox or, TV T dx.
cuius terminus primus evolutus vacare debet termino in % duclo, secundus

Quippe Determinans antecedens per Lemma

vacare termino

termino in —— ducto, et ita porro, ita ut in tota quantitate evoluta non obve-
i :
nire possit terminus _1——— .
Ly T 00eelin

Quae propositio adhiberi potest ad amplificandum theoriam Cuuchyanam
residuorum dictam, eiusque ope radices systematis simultanei aequationum in
series infinitas evolvi, quod in Commentatione citata videas.

Data occasione breviter adhuc innuam usum Lemmatis propositi in in-
tegralibus multiplicibus inter dalos limites delerminandis. Proponatur integrale

multiplex ,

Judrdf, .... df,,
ponamusque limiles, inter quos integratio afficienda sit, eo definiri, quod intro-
ducendo certas alias variabiles #, #,, .... @, pro variabilibus independentibus,
harum novarum variabilium limites a se invicem independentes sive constantes
sint. Constat, novis variabilibus exhibitum integrale propositum fore,
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= 5 af of, ofn . .
Judrdf, ... df, = [Ux+ 4L, She g dz i, ... da,.

Variabilibus proposilis f, fi, .... f, expressa U integrataque ipsius /* respectu.
prodeat 7 ila ut sit

- oll
7 :fU()/‘, L,: —a—f‘,
erit
L of of ofn ol  of, af.
Ut i, ™ B, — 2% 8z “ 04, ™ Tr
Quod patet substituendo valores
omr oIl n eIl  of, oIl 4af.
a~ri _ af all af] ’ a-lx el a?n_ 3‘; z
et observando, post substitutionem factam evanescere quantitates ommes in
oll oll oIl

O T
ductas. Fit autem e Lemmate proposito

ol of, of, | Of _ 0. 9.4, | a.i4
Ox " 0x, " 0w, T dx.  Ox dx, T U o,

=2+

Unde eruitur formula reductionis

Judaradf, .... df, =
fir4d)dede,....dx, 4-JUIA)dxdz,....dc,. ... [(114,)dzdz,.... dz,
Hic signo (ITA;) denoto, in functionibus f, fi, .... f, ipsi & subsliluendos esse
hinos eius limites constantes, binasque expressiones ipsius 77.4; provenientes
alteram de altera detrahendas esse. Hinc integrale n-|- Ituplex propositum vi-
demus revocari ad 2n-}-2 integralia mtuplicia. Quae singula eadem quidem
formula exhiberi possunt

SIIdfidf, .... df, *),
sed pro singulis erit /7 diversa ipsarum fi, f,, .. .. f, functio, limitesque
ipsarum £}, fi, .... f, diversi erunt. Singula deinde integralia ntuplicia eadem
methodo ad 27 integralia (» —1)tuplicia revocari possunt, eaque ratione per-
gere licet, usque dum tota integratio inter limites propositos perfecta sit.

}:) Habendo enim x pro Constante, fit
SJIHAdx,dxy cooidn = [IIdf df, ....df,,

3f. Of,  Of
A = + 3 axz coo—ax” 9

ct similis formula pro reliquis integrahbus valet.

cum Sit
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Lemma traditum sub alia quoque forma proponi potest memoratu digna.
Habeamus enim &, @, .... @, pro ipsarum f, f;, .... f, functionibus, earum-
que quaeramus differentialia parlialia, ipsius f respectu sumta. Quae per regu-
las nolas inveniunlur,

(E — i‘_ _6_'11,'_ — /L O &n — 4,
of — R® éf — R T ¢f T R
siquidem R est Delerminans propositum,
R — S + df d/l df

= 08r  dx, """ dan
Hinc formula nostra

84 | a4, 04,
ox | 81, d
si repulamus ecsse
dR . OR U.r + 6-1‘1_ | JR afn
af — ox 811 af v dwn " of
formam induit sequentem,

ar g oxr, 5 da,
oR 8]‘ “af ‘of

T S . I
0 = F R ar —‘r e, -{ T

sive

(i_r ' éi_ 5 dan
— ouer o7
o= 2t S I S

In his formulis suppomtur, ipsas R, x, «,, .... @, primum pro quantitalum
[> fis -... [, functionibus haberi omnesque secundum f differentiari; deinde
. i o1 ... OX ox . L.
differentialia partialia of *ET‘ etc. rursus per ipsas &, ;, .... &, exprimi,
et respeclive secundum z, x, .... @, differentiari. Commutando quantitates
x, @, elc. cum quantitatibus £; /, etc. formula antecedens in aliam abit, quam

in Diar. Crell. Vol. XXII. pag. 336 demonstravi.

Novi Multiplicatoris definitio. Aequatio differentialis partialis cui satisfacit. Variae
formae quas Multiplicatoris valor induere potest.

§. 3.

Sint X, X, .... X, variabilium z, «,, .... x, functiones quaecunque
non simul omnes identice evanescentes; proposita aequatione differentiali par-
tiali lineari primi ordinis,

of
0=X —}—X,—-— "'+X”c’7x_,[’

Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XXVII. Heft 3. 27
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solutiones ejus exstant # a se invicem independentes. Quarum Determinantia
partialia erunt inter se ut Coéfficientes aequationis differentialis partialis pro-
positae X, X, .... X,. Solutionibus enim illis a se independentibus vocatis

Lis s voss [us

habentur aequationes identicae,

3f. af 9f\
0 == —* Xl : {—Y 6;».
— }9fz af of.
0 = Xa;+X,B—J%....-{—Xna‘i
_ s g o B
0=Xgz T +x e
quae sunt m aequationes lineares inter m-}-1 quanlitates X, X, .... X,

terminis carentes constantibus. Quibus aequationibus determinantur raliones
quas ipsae X, X, etc. inter se tenent. Videlicet per regulas notas algebraicas
invenitur, ipsas X, X,, .... X, esse inter se ut quantitates 4, 4,, .... d,,
§. pr. consideratas, quae erant complexus terminorum, in Determinante functionali

+ Of of. 9fr  Ofn

* o " dx, 0, """ Oxn
respeclive per —gf 5 aaf e g—v’: multiplicatorum, sive functionum f,, /3, ...
1 n

. f. Determinantia partialia. Sit M factor per quem Coéfficientes X, X,,. .. X,
multiplicati ipsa producant Determinantia partialia 4, 4,, .... 4,, ita ut fiat:
1- MX=A’ ‘MXIZA17 e e e MX"—'_—‘4,'

Posito
R— =4+9 38f . o

“ax ox, """ Ozn’

cum habeatur

of 9 af
R = A5}+-A,—Jf_l+.....+44 L

n 6 Zn 9
sequitur

2 R=m(xUx 2L  4x0)

lisdem substitutis formulis (1.) Lemma §. pr. demonstratum in hanc formu-

lam abit:
8.MX | 8.MX, + 9. MX,

or | ox, e
Habemus igitur Proposilionem sequentem, qua Multiplicatoris M continetur
definitio.

3. 0=
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Propositio.
., Proponatur expressio
a

in qua sint X, X, .... X,l dalae vanalnlmm x, £,, .... x, funcliones:
functionibus /i, f., .... [, rile determinatis, ipsa f autem indeterminata
manente, semper exslabit factor M, per quem multiplicata expressio pro-
posita formam induat Delerminantis functionalis

ML x g fh) = =a LIS 28
isque Multlphcator salisfacxet aequalioni differentiali partiali,

3. MX a, MX 8. MX, ,
- + oot O xn

E valoribus ipsius M in sequentlbus perpetuo excludo valorem M — ().
Quem patet satisfacere aequationi (2.), qua Multiplicator definitur, dummodo
staluatur functionum f,, /5, .... f, unam reliquarum functionem esse; constat
enim Determinans Functionale evanescere si functiones propositae non a se in-
vicem sint independentes. Illo autem ipsius M valore excluso, Propositio ante-
cedens inverti potest. Videlicet si Multiplicator M definitur conditione ut
pro [unctione indefinita [ e:z'pressio,

0 =

of
M (X —{»Xl F-X, 8.1 )
evadat Determinans functzonale,
— <9f of Ofx
R==>t50. 50 .50

functiones f,, [5y .... [, necessario erunt solutiones a se independentes
aequationis differentialis partialis linearis,

of of of __
X§E+X‘6x ot X ® Gk =4,

Nam pro ipsa f, quae erat functio indefinita, sumendo aliquam functionum f;,
fis --ov [y identice evanescit Determinans R. Quod cum supponatur aequale

expressioni,
0
m(xyx 2L x50,

atque factor M a nihilo dlversus statuatur, fieri debet ut substituendo ipsi f
functiones fi, f2» .... [, identice habeatur,

3 of
_£+X‘ ox, oot

axn == 0

RT*
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sive ut fi, fay +... [, ipsae sint aequationis differentialis partialis propositae
solutiones. Eruntque solutiones illae £, f;, .... f, a se invicem independentes;
si enim una reliquarum functio essct, Determinans R idenlice evanesceret pro
functione f indefinita; unde etiam pro functione indefinita f evanescere deberet
expressio of Pl )
Xa:f-JFXl?a{T ....+Xn%,

quod fieri non potest nisi omnes X, X, etc. simul identice evanescunt.

Dalis functionibus f, f3,7.... [, una quaelibet ex aequationum (1.)
numero ad definiendum Multiplicatorem sufficit, veluti aequatio,

of, of dfn
- — 4 A 2
MX =A==+ Gr o B
e qua sequitur of. of /
1< : 2 9 fn
4. M= T-* T iy e

Qua tamen formula ut definiatur Multiplicator aequationis differentialis partialis
proposilae, addenda conditio est ut X et A non evanescant.

Pro duabus variabilibus & et a, Multiplicator antecedentibus definitus
cum Euleriano convenit. Sint enim X, X, datae variabilium @ et @, func-
tiones, atque proponatur aequatio differentialis primi ordinis inter = et x,,

Xdz,— Xidz = 0.
Est Multiplicator Ewulerianus eiusmodi factor M per quem multiplicata pars
laeva aequalionis antecedentis abit in differentiale completum functionis alicuius
[i, ita ut sit _
df, — 2 gp 1 90 gp — M(Xde,— X,dz)
ox o, ?

sive,

Mx =2 mx, — - 96

x, ox
E quibus formulis sequitur, pro functione indefinita f* induere expressionem,
0 ad
Mm(xix TML) ,
formam Determinantis functionalis
of of, _ of df,
or ' dx, oxr, " dx ’
et Multiplicatorem M satisfacere aequationi differentiali partiali,
O.MX | O.MX, _
dr ' Ox,
Quae pro duobus variabilibus independentibus sunt eaedem proprietates characte-
risticae, quae Multiplicatori generali assignavi.

.
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Problema solvendi aequationem differentialem partialem propositam,

xgyx 24 x, 2 o,

n

cum duobus aliis problematis arcnssime coniunctum est. Designante enim I7
quamcunque aequalionis praecedentis solutionem, ex aequatione
I =0,
petatur ipsius & expressio per reliquas variabiles «,, x,, .... ,: notum est
eam fieri solulionem alterius aequationis differentialis partialis,
- ox v Ooxr
X=Xt X . 4X, 52
Unde haec aequatio differentialis partialis ad aequalionem diffcrentialem partia-
lem propositam revocari polest. Porro ad acquationis differentialis partialis
propositae solutionem conslat revocari posse integrationem completam systematis
aequalionum differentialium vulgarium primi ordinis inter m--1 variabiles a,
x,, .... &,, quod repraesentemus proportionibus,
dz:dx,....:dx, = X: X,:....: X,.
Videlicet si aequationis differentialis partialis propositae solutiones, a se inde-
pendentes, sunt fi, f;, .... f,, obtinentur aequationes, quibus illud aequationum
differentialium vulgarium systema complete integratur, aequando solutiones illas
Constantibus Arbitrariis. Et vice versa, si ex aequationibus integralibus com-
pletis petuntur variabilium functiones Constantibus Arbitrariis a se independen-
tibus aequales, ab iisdemque Constantibus Arbitrariis ipsae vacuae: hae funclio-
nes erunt aequationis differentialis partialis propositae solutiones a se indepen—
dentes. Propter hunc trium problematum consensum Mulliplicatorem M ad tria
illa problemata perinde refero. Qua de re ipsum M perinde appellabo Mul-
tiplicatorem huius aequationis diﬁ'erentz'alz's partialis,

af of _
- X ot X =0,
vel huius,
—X-F2 _xE... X 5T
- t 81‘, 2 9w, " axn
vel etiam systemalis aequationum drferenhalz’um vulgarium,
dr:dx :dx,....:dx, = X: X, X,....: X,.

Ubi ad has refertur Multiplicator, quod plerumque usu venit, pro variis
formis, quibus earum aequationes integrales completae proponuntur, variae ob-
tinentur Multiplicatoris repraesentationes. Quas sequentibus exponam.

Si aequationes integrales proponuniur ipsa forma cuius modo mentio-

nem iniecimus,
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5. ﬁ:al,f?:az,.... ﬁ:a,,,
designantibus ¢, etc. Constantes Arbitrarias, functiones f; etc. non afficientes,
ideoque fi, f25 -... [, solutiones a se independentes aequationis,

Yo . x of af
Ge TG T Ay - == 0
erat Multiplicator,

6. M— Lsy400 9f Ifn

Xt T, T
Iam vero proponantur aequationes integrales completae hac forma maxime usi-
tata, ut variabiles omnes per earum unam veluti &, et Constantes Arbitrarias
exprimantur,

. x=¢,(x), Z=g(x), .... Ty=0,(T),
functionibus ¢,, ¢, etc. involventibus praeter variabilem 2 Constantes Arbi-
trarias ¢, etc., erit

of Ofr  Ofa __ :
8- Zi a‘l_l . auv2 cer e a‘r" - 2+§7_‘P_ 3_(;0"_ av(’;—" ?
= al ’az.“.aa/(
D. F. §.9. (3)%). Unde fit,
1 1
9' ]’1 = = v
0P, 0%y O or, Oxy 04
A e B, a2 Lk, Fa, G,

Si vero generalius inter ommes 2nm-1 quantitates, z, z,, .... 2,
04y Oay « ... G,y Proponuntur 7 aequationes integrales,
.I—Il:(), I.l-?:(), ] Hn:(),
fit (D. F. §. 10. (5.)),
10. =+ 090 O

T ox,0a," " Oan

oI, o1, o,
dx, " 0x, """ dun
oll, oI, ~ 4m, ’
zi aal . a;g“..-- aau
Unde obtinetur, rejecto quod licet signo ancipili,
Fg ol OFs O
M — 1 — odx, Jdux, 0xn
=Xy, 0, o, oM,
- aal oaaz e e o0 aa”
quae est Multiplicatoris expressio maxime generalis. )
Formula (10.) ope investigatio valoris Determinantis functionalis haud

raro egregie expeditur. Transponamus ex. gr. Constantes Arbitrarias in alte-

(—1y 2+

11.

%) Commentationem de Determinantibus Functionaltbus Vol. XXH Diarii Crelliani
insertam designabo per D. F.
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ram partem aequationum (1.), atque pro quolibet ipsius i valore statuamus
unctionem I7; aequalem functioni f; —e;, quocunque modo per aequationes,
[ivn = Oy f;'+2 == Oiygy o+ 0o o= 0,
transformatae. Poterit in locum cuiusque aequationis f; = «; adhiberi aequatio
IT, = 0, unde systema aequationum sequentium,
=0, I,=0, .... IT, = 0,

haberi poterit pro aequationum integralium completarum systemate. Quae ita
sunt comparatae aequationes, ut quaelibet functio 7Z; non involvat quantitates

oy 0y . ... 0y, quaniitalem e; autem in unico termino addito — e;;. Unde erit
off _ ol _ em _ ol _, _
de, ~ Ode, """ Q& da; ’
. oy oll; . : - .
sive quantitatibus P figuram quadratam dispositis hunc in modum,
am, 3l a1,
da, > Jde, ’ """ Jda,’
ail, &I, o1,

aal 9 aa2 9 v e e aan )

------------------

Be, ) Da,? """ Dl
quadratoque per diagonalem, a laeva ad dextram partem ductam, in duas partes
diviso, termini in laeva parte positi omnes evanescunt. Quod ubi fit, abit De-
terminans in productum terminorum in ipsa diagonali positorum. Qui termini

cum singuli fiant — 1, eruitur
on, om, oI,

=+ da, "0da, """ da, x1,

ideoque of. of of

—_— Y 1 2 n

12. XM =23+ 5. Bo. " T

_ aIl, all, onl,

= =t gu e, G
Quae docet formula propositionem frequentissimae applicationis, valentibus aequa-
tionibus fi=10y, fi==0y, .... fu=0,, Determinans functionale,

of, 9of, 0 fn
=t da, " Sz, ' Oam?

valorem non mutare, si anle differentialiones partiales transigendas quae-

que functio f: per aequationes
finn = @iy fisr == Cigay -ovo [ = o,
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quascunque subeat mutationes. In hac propositione sunt e,, a,, .... «, Con-
stantes; quae si iunguntur functionibus /i, /3, .... /,, ita ut ipsius f;— e; loco
scribalur f;, referlur proposilio ad valorem quem induit Delerminans funclio-
nale, functionibus ipsis evanescentibus. In applicalione huius proposilionis fa-
cienda functiones fi, f;, .... [, sive aequationes, f;==0, f;=0, .... f,=0,
cerlo disponendae sunt ordine tali, ut quaeque aequalio f; =0 insequentium
ope formam induere possit concinnam, simulque differentialia partialia functio-
nis f; evadant simplicissima. Quin adeo eandem operalionem indefinile repetere
licet, siquidem post idoneas mutationes, pro certo funclionum et aequalionum
ordine factas, caedem functiones alio semperque alio ordine disponuntur et pro
quaque nova dispositione mutationes vel eliminationes convcnienles operantur.
Quantascunque autem mutationes per varias istas dispositiones el eliminaliones
subire possunt functiones propositae f; etc., non tamen inde nascuntur functio-
num mutalionis quae obtineri possunt, si eodem lempore ad unamquamque trans-
formandam, nullo ordinis functionum respeclu habilo, omnes adhibentur n ae-
quationes, quae reliquas omnes functiones nihilo aequando proveniunt. Nam in
propositione tradita unica tantum erat e n--1 functionibus, ad quam transfor-
mandam adhiberi poterant z aequationes; praeter hanc una tantum crat ad
quam transformandam n —1 aequationes adhiberi poterat, et ila porro. Functio-
nibus in alium aliumque ordinem dispositis et pro quaque nova dispositione pro-
positionis traditae applicalione facla, effici quidem polest ut unaquaeque functio
sua vice adiumento » aequationum transmutetur; sed differenlia in eo consli-
tuitur, quod hac ratione aequationes ad transmutationes adhibendae non amplius
proveniant nihilo aequando functiones proposilas sed funcliones et ipsas iam
transmulatas. Veluli si f* per aequationem f, = 0 mutatur in ¢, ac deinde f,
per aequationem ¢ =0 in ¢,: ipsa ¢, non easdem induere potest formas, in
quas mutari potest f; nihilo aequando ipsam functionem proposiltam f. Nam si
valorem generalem functionis, in quam f* per aequationem f, = 0 mutari potest,
designamus quod licet per
¢ = f+4ifi,
atque similiter valorem generalem functionis, in quam f, per aequalionem ¢ =0
mutatur, per
g = fitwy = A+ fi+uf:

haec functio diversa erit a functione f,+-u4, in quam f, per aequationem
f=0 mutatur. Atque Determinans functionum ¢ et ¢, idem quidem erit at-
que functionum propositarum; functionum vero f+-1f,, f,--uf ab illo discre-
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pabit, scilicet aequabitur Determinanti functionum f et f,, per factorem 1-4iu
multiplicato. Quod pluribus illustrare placuit, ut emendarem errorem quem in
Commentatione de Determinantibus functionalibus commisi proponendo, De-
terminantis functionalis valorem quem induat ipsis functionibus evanescentibus,
immutatum manere, si unaquaeque functio mulationes subeat, quascunque nihilo
aequando reliquas omnes subire possit. Generaliter si ponitur
= VfLAf AL,

demonstrabitur per Determinantium proprietates, valentibus aequationibus

f=0, fi=0, .... f,=0,
fieri

g9y G, i‘!"_— ) o g n 3f af O
=+ " or " = S+ 24145 s AN, £ ol ook

-
Unde ut Determinantia functionum f, fi, .... f, et ¢, ¢, .... ¢, inter se
aequalia existant, habetur condilio generalis,

‘ ZhAhy e bt =1,

E Propositione supra tradita, identidem pro aliis aliisque functionum
dispositionibus repetita, innumera deducuntur quantitatum 1} systemata quae
conditioni illi satisfaciunt.

Inter mutationes, quas functio variabilium x, x, etc. per aequationes
inter easdem variabiles positas subire potest, referri potest eliminatio variabilium
numeri numero aequationum aequalis. Unde in formula (12.) definire licet 77,
ut functionem variabilium x, @, .... x;, in quam abeat f,— «;, si ope ae-

_quationum fi, =@y, [is2 = Gij2s ... [n =@, variabiles &, ,, Tips, ... x

n

eliminantur. Quo statuto, omnia evanescunt differentialia partialia gx‘ , in qui-
. A e

bus k& > ¢; unde figura quadrata, quae a quantitatibus gf}: formatur, ita com-

parata erit, ut in ea per diagonalem divisa, rursus termini in altera parte positi

evanescant, ideoque fiat,
oI, ol, ‘oIl - oI, &I, oI,

Zh e g G = Gar sl Bm
Hmc formula (12.) abit in hanc, ‘
Bo g 13. XM — oll, oll, oll,

T dwy T dwy T Own
sive Determmans functlonale quo Multiplicator definitur in simplex productum
redit. Forma autem aequationum integralium
g =0, IL = Oyu... I, =0, ‘
quae illam simplicem Determinantis. funchonahs expressioneny suppedxtat, eadem
Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XXVIL Heft 3. 28
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est alque per integrationem suecessivam proveniens, post quodque Integrale
inventum una variabilium eliminata. Servata enim functionum 17,, 17,, .... IT,
sxgmﬁcahone antecedente, si eliminatur &, per Integrale,
o, =f—a, =0,
erit 77, , =0 Integrale aequationum differentialium,
de:dz, ....:dz,_, — X: X, ....: X,_,,

cuius Integralis ope eliminata x,_, erlt II, _, =0 Integrale aequationum diffe-
rentialium,

el ita porro. Si e functione II; Constantes arbitrarias o;,,, @; ., .... @,,
quas implicat, ope aequationum,
. Iy =0, I, =0 .... I, =41,

eliminamus, redit aequatio I7;=0 in aequationum differentialium propositarum
Integrale f;—a;=0. Voco autem, ul in aliis Commentationibus, Infegrale
systematis aquationum differentialium vulgarium huiusmodi aequationem inlegra-
lem, quae differentiata identica evadat per solas aequationes differentiales pro-
positas, neque ipsa illa aequatione integrali neque ulla alia in auxilium advocata.

Multiplicatoris expressio generalis. Bini Multiplicatores suppeditant Integrale.
Expressio generalis functiouum quarum detur Determinans datum.

§. 4
lam varias- quae de Multiplicatore nostro tradi possunt proprietates ex-
ponam. Ac primum inquiram quomodo uno cognito Multiplicatore eruantur alii
innumeri, sive Multiplicatoris mvesugabo formam generalem. Sit M datus
Multiplicator aequationis,

1 xyx ] af 4x 2l —o,

ErS
satisfacere debet M secundum §. pr. hulusmodl aequationi,

) _ afl afz af
2. MX = =+ Symie kBT po

designantibus f,, £;, .... f, solutiones aequatloms (1.) a se invicem indepen-
tes. Sit w alius quicunque Multiplicator, satisfaciens aequationi,

. "oF, OF, oF,
3. pX=Zg dxz, "0x, " Bxa’

designantibus F,, F,, .... F, aliud systema solutionum eiusdem aequatio-
nis (1.) & se inhvicem independentiam. ' Functiones F,, F,, eic. esse debent
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solarum f,, f,, .... f, functiones; cognilis enim aequationis (1.) solutionibus
n a se invicem independentibus, quaevis alia eiusdem aequationis solutio harum
n solutionum functio est. Fit autem per formulam notam (D.F. §. 11. Prop. IL.),

oF, &F, oF,
4. =+ —8.1, "Oa, 8.1:,,
8F, oF, a_/ ofs aof,
= T gptgp g Ty gl Gl
siquidem habentur ¥\, F,, .... F, in laeva formulae parte pro variabilium

z, x,, .... x, functionibus, in dextra parte pro functionibus ipsarum f;,
frs -« [n. E (2)— (4.) autem obtinetur haec formula,
. oF, oF, 8F,
5, wu= M=+ Y AT AR Tl
Unde sequitur vice versa, ipsarum f;, f;, .... f, quibuscunque sumtis functio-
nibus a se independentibus F,, F,, .... F,, Mulliplicatorem M ductum in
harum functionum Determinans,

orF, 8 F, or,
gt Soa
af, ~ af, "ol . ‘
alterum suppedxtare Multiplicatorem w. Quaecunque enim sint £,, F,, .... F,
ipsarum fy, f>, .... [, functiones a se independentes, ex aequatiouibus (2.),

(4.), (5.) sequilur formu]a (3), inqua K\, F,, .... F, erunt aequationis (1.)
solutiones a se invicem independentes, unde secundum §. pr. tradito quantitas u,
formula (3.) determinata, aequationis (1.) erit Multiplicator.

Videmus ex antecedentibus, binorum quorumque Multiplicatorum Quo-

lientem F’;— aequari functioni ipsarum f,, f,, .... f,, videlicet Determinanti

ipsarum K\, F,, .. .. F,, pro functionibus quantitatum f,, £, .... f, habi-
tarum, et vice versa, Multiplicatore M ducto in Detérminans quarumcunque
n functionum a se independentium quantitatum fi, /3, .... fi, alterum obti-
neri Mulliplicatorem. Semper autem quantitatum fi, f5, .. .. f, functiones
F,, F,, .... F, invenire licet, quarum Determinans sit earundem quantitatum
data quaecunque functio. Unde non modo binorum Multiplicatorum M et u
Quotiens funclioni aequatur ipsarum fi, fi, .... f., sed eliam vice versa,
Multiplicatore M in quamecunque functionem ipsarum f,, f5, .. o [ ducto,
rursus prodit Multiplicator. Et eum ipsarum, f;, f;, .... [, quaelibet functio
aequationis (1.) solutio sit, neque aliae aequationis (1.) solutiones extare pos-
sint, nisi quae ipsarum f,, foy --... [ functiones sint, :sequilur ex anteceden-
tibus haec Propositio. . |, R :
28 *
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~ Propositio.
,,Designante M Multiplicatorem aequationis differentialis partialis.
of | x, 8f of _ o
X§;+Xl 8.1'7—1 “ o +X"5_1.; = 0.’
erit Multiplicatoris forma generalis,

mm,
designante I7 quamcunque aequalionis propositae solutionem.”

Cognita aequationis (1.) solutione I7 ac designante « Constantem Ar-

bitrariam, aequatione /7= ¢ determinatur variabilium z,, @,, .... «, functio
x, satisfaciens aequationi differentiali partiali,
’ dx or v Ox
6. 0=X Xl'g‘;*‘xza—z....—x,‘gﬂ,

nec non erit /7 = o« Integrale aequationum differentialium vulgarium simul-
taneafum 5 ‘
7. dx:de,....:dr, = X:X,....: X,.
Unde Propositio antecedens docet, cognitis aequationis differentialis
partialis (6.) vel aequationum (7.) differentialium vulgarium binis Multipli-

catoribus M et M,, non solo factore constante inter se diversis, aequationem

M, .
M= Const.

fore aequationis differentialis partialis (6.) solutionem vel systematis aequa-
tionum differentialium (7.) Integrale.

Pluribus datis Multiplicatoribus M, M,, .... M,, haec quoque quantitas,

we(, Mo My

erit multiplicator. Designante enim F' ipsarum —1 ete. functionem arbitrariam,

non tantum fractiones -—]J—"I-l—‘, %’ etc., sed ipsa F' quoque aequalionis (1.) so-

lutio fit. Unde etiam aequatione F'=—0 sive quod idem est quacunque ae-
quatione homogenea inter datos Multiplicatores posita determinatur aequa-

tionis (6.) solutio. Nec non desigﬁantibus 0, Gy .... a, Constantes Arbi-
trarias, erunt ‘

Ml ' Mz . Mk

M =al, —M—-z (12, oo M = O,

Integralia. aequationum differentialium vulgarium (7.).

s+ Restat, ut paucis exponam quomodo inveniantur fnnctiones quarum De-
terminans datae variabilium functioni aequetur, quod semper fieri posse supra
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innui. Immo videbimus idem innumeris modis succedere, videlicet functiones
praeter unam omnes ex arbifrio sumi posse, una reliqua per solam Quadratu-
ram determinata.

Designante 77 datam quamcunque quantitatum f, f;, .... f, functionem,
simplicissima habetur solutio aequationis,
oF, oF, oF,
of, “of, T ofn T

8. =+ 1,

ponendo,
F,=#f, Fs=4§8 .... E

n - n9

unde Determinans propositum in simplex differentiale abit,

oF,
o, = T
Quo igitur casu fit,
F, = fﬂdfl ]

cui integrali functionem ipsarum f;, f;, .... f, arbitrariam addere licet, quippe
quae inter integrationem pro Constantibus habentur. Aequationis (8.) solutio
generalis obtinetur sequenti modo. Pro ipsis F,, F;, .... F, ex arbitrio su-
mantur ipsarum f, f5, .... [, functiones a se independentes, atque fingatur,
reliquam functionem F', exhiberi per quantitates,
fi. ¥, Fy, .... F,.
Functionis F; hoc modo repraesentatae differentialia partialia uncis includam,
quo distinguantur a differentialibus eiusdem functionis per f;, f., .... [, exhi-
bitae, ita ut sit,
F oF,\ oF oF,\ oF oF,\ ¢F,
o = G+ G e + GE) 57 -+ G 7
et quoties index ¢ ab unilate diversus est,
F,\ oF oF,\ oF or,\ oF,
%ﬁ = (gp',) T *‘(af;) e oot )W
Quae’ ipsarum oF,  oF, oF,
ait,> Bf,’ o
expressiones si subslituuntur in Determinante,
oF, OF, o F,
T AR ] AT A
identice evanescunt singula aggregata per singula differentialia partialia

) R (57

=+
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multiplicatae, unde simplex formula obtinetur,

oF, &F, aF, 9F,
9. Zx oG gt = (af'.
(D. F. §.12. (4)). E (8. et 9.) sequitur
(28 — mo
of,) = 3Ok of oF
—of, ofy T Ofa
qua formula exprimendo fis f3s ---« fo per fi, Fuy By, oo F,, sic quogue
exhiberi potest,

oF, oF, o F,
dfy " 9fs T 9fn

)=

F
0. (57) = m=x g gl o Sk
(D.F. §.9. (3)). Secundum hanc formulam, ut modo maxime generali va-
riabilium f,, f., .... f. inveniantur functiones, quarum Determinans dalae ea-
rundem variabilium functioni I7 aequatur, ex arbitrio exprimantur f;, fi, «... [,
per f, aliasque m—1 quantitales F,, F;, .... F,, determinataque F, per

formulam, .
" 0 0 s «
1. F, :/Hzié—%.é—‘%—....g—{,—" ofh,

ipsae K, F,, .... F,, vice versa per fi, fi, .... [, expressae erunt functio-
nes quaesitae.

Ponendo 77 = 1 antecedentibus innumera obtinentur systemata functio-
num quantitalum f;, f5, .... f,, quarnm Delerminans unitati aequatur. Quibus
omnibus idem respondet Multiplicator. Quoties enim

Eg ity L O o
57, af, el

L

sequitur ¢ (9.)

o= M.
Vice versa, si idem Multiplicator respondet binis systematis n solulionum a se
independentium aequationis differentialis partialis (1.), fi. fos ... f, alque £,
F,, .... F,, ita ut sit,

MX = =+ _a_fl_. afﬁ ...v;' §fn
ox, ' Ox, agua,
oF, adr, oF, q
| 3z, 0%, 0w ..
erunt F,, F,, .... F, quantitatum f,, f;, . ... f. functiones, quarum Deter-
minans unitati aequatur. | ' '

—
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Multiplicatoris definitio per aequationem differentialem partialem. Conditio, ut
Multiplicator aequari possit unitati,

§. 5.

Vidimus §. 3. aequationis differentialis partialis,

of af of _
1. x4 x Pl x gL =,

Multiplicatorem quemcunque M alii satisfacere aequationi differentiali partiali,

0.MX |, 0.MX, a.Mx,
2. dx + dr, J[ oxn

Vice versa quaecunque habetur solutio p aequationis differentialis partialis,

8,uX d.nX, 8.uXy
3. +E S =0,

erit illa aequationis (1.) Multzpluator.
Ponamus enim wu=—1I7.M, abit aequatio (3.) in sequentem,

- MR N0ty
+m(x S5 +x 40 4 x, ST,

Partis dextrae Aggregatum in H ductum secundum (2.) evanescit; unde, cum
supponamus ipsum M non evanescere, sequitur,

8[1 oll
0 — +X.l ..+Xn-é.l.—‘n-

Erit igitur I7 aequationis (1.) solutio 1deoque secundum Propositionem §. pr.
traditam, Mulliplicatorem in solutionem aequationis (1.) quamcunque ductum re-
producere Multiplicatorem, erit ZZ.M = x Multiplicalor, q.d.e.

Cum quilibet Multiplicator sit solutio aequationis (3.) et secundum antece-

dentia quaelibet aequationis (3.) solutio sit Multiplicator, poterit aequatio (3.) ad-
hiberi ad Multiplicatorem definiendum. Habemus igitur Propositionem sequentem.

Propositio L
,,Designante M solutionem quamcunque aequationis differentialis partialis,
8.MX | 4. MX a.MX,
| 5z T ot — O
semper daniur functiones f}, f;, vees [ny quae pro functione f indefinita
efficiant aequationem, '

; .0 of ! W 3
Mx L x2xfL) = = SO O

0 xn ox, oxn,
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Videri possit parum lucri percipi e nova Multiplicatoris determinatione
per aequationem differentialem partialem (3.). Aequationis (3.) enim solutio
generalis non habetur nisi aequationis (1.) data sit solutio generalis sive eius
innotescant = solutiones particulares a se invicem independentes. His autem
cognitis habetur Multiplicator per formulam (2.) §. pr. At observo ad Multiplicato-
rem eruendum tantum nos indigere una aliqua solutione particulari aequationis (3.)
el quamquam aequationis (3.) solutio generalis a solutione aequationis (1.) pendet
et pro complicatiore habenda est, fieri tamen potest ut aequationis (3.) innotescat
solutio particularis, dum aequationis (1.) solutiones adhuc omnes ignoramus.

Inter solutiones aequationis differentialis partialis (1.) non referri solet,
quae sponte se offert, f= Const. Sed e solutionibus aequationis (3.) quae
Multiplicatorem suggerunt quantitates constantes non excluduntur. Fit autem
Multiplicator Constanti vel si placet unitati aequalis, si inter ipsas X, X, ete.
locum habet aequalio,

4 (' ‘/‘. ‘l’l + a ./Yn

= ().

s + du, 0.
Eo casu ipsa expressio proposna.
= d a

pro iuncllone [ indefinita aequwalet ahcul Determmantl functionali,
L of of Of Of
_dl dx, "odxr, 777 O’
sive adhibendo notationes §. 3. usitatas statuere licet.
X=A4, XA = A4, ... X, = A,

Quod, si ea tenes quae §.2. de Determinantibus functionalibus partialibus monui,
sic quoque proponi potesl.

Propositio IL o
»»Si n--1 variabilum z, @, .... @, functiones X, X, .... X satis-
faciant conditioni,
oX oX 00X
_j 1 n —
or | dur, ’{ da + ox, U,

ipsae n--1 quantilates X X,, .... X, haberi possunt pro certarum n
functionum Determinantibus parhahbus

Haec Propositio analoga est notae elementari, si  variabilium x et £

functiones X el ¥ satisfaciant conditioni, %‘% -+ %—f— =0, ipsas ¥ et —X

~
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respective haberi posse pro eiusdem functionis differentialibus partialibus, varia-
bilium 2 et y respectu sumtis.

Si inter quantitates X, X, etc. conditio (4.) locum habet, aequatio dif-
ferenlialis partialis (3.), qua Multiplicator definitur, in ipsam (1.) redit. Eo
igilur casu quaecunque aequationis (1.) solutio eiusdem aequationis Multiplicator
eri® siquidem iam unilatem vel numeros constantes inter solutiones referimus.
Unde eliam patet, eo casu aequationum differentialium vulgarium,

dre:dz, cooide, = X: X, oot X,y
Multiplicatorem fore quantitatem quamcunque, aut per se constantem, aut quae
per aequationes inlegrales completas Constanti aequetur.

Cognito systemalis aequationum differentialium vulgarium Multiplicatore quocunque
eruuntur Determinantia functionum quae per aequationes integrales completas
valoribus variabilium initialibus aequivalent.

§. 6.
Vidimus §. 3. designantibus f;, f,, .... f, solutiones a se independentes
acqualionis,
1. x4 + X == 1)
- T4 A a.r ’

harum functionum Determinantia parlialia A, Ay, .... A, esse inter se ul
aequationis (1.) Coéfficientes, sive fieri,
2. A:A ....:A4, = X: X,..... X,..
Unde omnia 4,, A,, .... A, uno determinantur 4. Antecedentibus autem
demonstravi, designante p Mulliplicatorem aequationis (1.) quemcunque sive
quamcunque solutionem aequationis
3. Ot Sk et S — o,
fieri g = ITM, ideoque
4 pX=II.A= IT2+——L— af’,.... af",

dx, " Oux, oxn
ubi IT cerla quaedam est ipsarum fi, f; .... f. functio sive aequationis (1.)
solutio. Hinc e data quacunque aequationis (3.) solutione w cognoscitur va-
lor Determinantis 4, dummodo determinata erit functio II. Eruitur autem
functio IT, dummodo Delerminantis A innolescatl valor quem pro & = 0
induit. Generaliter enim, ut functio f aequationi differentiali partiali (1.)
satisfaciens omnino determinata sit, poscitur et sufficit ut aliqua cognoscatur
functio, cui illa aequalis evadat ubi inter variabiles @, x,, .... &, data aliqua

Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XXVIL. Heft3, 29
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aequatio locum habet, veluti si ipsius f datur valor quem pro =0 induit.
Hinc si ponimus pro =0 abire u, X, 4 in variabilium z,, z,, .... @,
functiones ', X', A4°; functio IT eo determinabitur quod esse debeat aequa-
tionis (1.) solutio atque pro £ =0 aequalis evadet variabilium x,, x,, .... z,

functioni

uo Xo

Y D
Eiusmodi solulio autem ut inveniatur sint £, f2, .... f? variabilium z,, «,, ...
... &, functiones, in quas pro £ =20 abeunt fis 25 «--« 5 exprimatur porro

variabilium z,, z,, ... «, functio £—=— *A per f1s [2s «eee 75 in qua ex-
pressione ponendo ipsarum f$, f7, .... f,," loco ipsas fi, foy +ee+ fn, prodibit

functio quaesita I7. Quippe functio sic inventa erit aequationis (1.) solutio et

1] (]
pro =0 abibit in variabilum x,, x,, .... &, functionem ﬁ;{g— .

Functionem A’ casu prae ceteris notando a priori assignare licet, vi-
delicet quoties f,, f;, .... f, tales sunt aequationis (1.) solutiones quae pro
x =0 in ipsas variabiles x,, x,, .... x, abeunt. Tunc enim habetur

==, [, =&, ... [’ ==,
afT ofs afr
A” - Yi Bf, aiz e 8.’;»-
Hinc secundum regulam traditam functio /7 e functione «'X" eruitur subsli-
tuendo variabilibus @, x,, .... x, functiones f,, fz, +-.- f,, sive quod idem
est, substituendo in ipsa X variabilibus z, @, @,, .... x, quantitates 0, f;,
frs «+or fn- 1d quod sequentem suppeditat Propositionem.

ideoque

Propositio L
0 Sint fiy foy eoes [a solutiones aequationis

x4 x 2L L..+X%, oF o,

0xn
quae pro £ = 0 in ipsas vanablles &y Ty eese &, abeunt; sit ¢ quan-
titas quaecunque satisfaciens aequationi
d. X/,c 0. X Y. 0. Xap _
foXe  p 2L
Tn
atque sit 17 ipsarum [ f;, <o f, funclio quae e producto « X provenit
substituendo variabilibus o, @,, @, .... T, quantitates O, fi, fo, «e.. fo: erit

afl afz ofn _puX
=+- al'l BZ""_ax,. = 53
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sive generalius, designante f functionem indefinitam, erit
0 0 fr
seil S0 S0 Ll e xS x M x 2
Observo hac occasione generaliter, datis aequationis (1.) solutionibus fis
fos «+-. oy quae pro & =0 fpsas x,, &,, .... @, abeant, quamvis aliam
eiusdem aequationis solutionem 77 per ipsas f;, f;, .... f. absque omni elimi-
nationis negotio exhiberi. Seilicet sufficit in functione I7 variabilibus @, «,,
Z,, ....x, substituere quantitates 0, fi, foy .... f..
Casu speciali, quem sub finem §. pr. consideravi, posita insuper X = |,
e Propositione praecedente emergit haec:

Propositio IL
wSint i, foy ... [, tales solutiones aequationis,
of | x Of of of __
$4<X‘ v + X, P, v+ X, ST 0,
quae pro x = () respective in x,, &,, .... x, abeant, sitque identice,

8X, | 94X, 9X,
55, Ton " Tam —

d 0 fn

zi—gf—'l.g% ""a;{T — 1,
atque reliqua functionum f,, f;, .... f, Determinantia partialia 4,, 4,, .... 4,
in ipsas redeunt quantitates X,, X,, .... X,.”

Convenit Propositiones antecedentibus inventas ad systemata aequatio-
num differentialium vulgarium referre. Proponatur enim systema aequationum
differentialium vulgarium,

dr:dz,:dz,....:dzr, = X:X,: X,....: X,,
eiusque integratione completa facta, pro Constantibus Arbitrariis adhibeantur
valores quos &y, &3y .... &, pro x =0 induunt; resolutione deinde aequa-
tionum integralium erui poterunt variabilium x, x,, .... @, functiones illis
Constantibus Arbitrariis aequales, quae ipsae erunt functiones fi, f, .... f,,
in Propp. I. et II. consideratae. Generaliter Integralia completa sint,
fi2= 0, 7= «.os [==a;

designantibus e,, @, etc. Constantes Arbilrarias quascunque, a quibus ipsae
{., f: ete. vacuae supponuntur. Quorum Integralium ope expressis @, Z;,....z,
per x et Constantes Arbitrarias ¢,, o,, .... @,, fit secandum formulas de
Determinantibus functionalibus traditas,

erit,

af, of af. dr, dx,  Oan|t
A= L5 e =" Ta (= Ta, " Ja, “"aa,.} :

29 *
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Unde formula (4.) docet, cognito aequationum differentialium vulgarium
propositarum Mulliplicatore aliquo w, sive aequationis (3.) solutione, fieri
5400 92, e _ €
da, "da, da, ulX?
designante C' functionem Constantium Arbitrariarum. Quoties sunt ¢, , e, .... «,
valores initiales variabilium «,, x,, .... @,, ipsi & =0 respondentes, De-
terminans functionale, in laeva parte aequationis antecedenlis collocatum, po-
nendo & = O in wnitalem abit. Quo igitur casu Constans C' ex ipsa uX
eruitur ponendo variabilium x, ,, x,, .... @, loco valores 0, ¢, 0, .... ¢,.
Casu speciali quo Multiplicator unitatem aequat, e Propositione II. eruitur se-

quens prae ceteris simplex Propositio.

Propositio IIL

., Proponantur aequationes differentiales vulgares simultaneac,

dwy oxr, - 0w xr
_a—.l"— — Xl ? 8‘1,‘ — X‘) ot —a x === A‘n b]
in quibus sint X,, X,, .... X, tales variabilum x, 2, a,, .... x,,

functiones quae satisfaciant aequationi,
oX, | oX, 4 oX,
oz, | 8x, T 3w,
integratione completa expressis a,, &,, .... &, per & earumque valores
initiales ¢, ¢, .... @,, erit non tantum pro & = 0, sed pro valore
ipsius x indefinito,

=+

= O;

dr, Jdr, oxn (.
Te, e, Ta, b

Quae licet a proposito meo aliena utile videbatur obiter adnotare.

Quo rectius intelligantur quae supra monui de definienda solutione f
aequationis differentialis partialis (1.), sequentia adiicio. Sit ¢ functio in quam
abire debet f pro aequatione aliqua inter variabiles x, r,, .... &, data. Si
¢ et ipsa aequationis (1.) solutio est, erit = ¢ functio quaesita, quaecunque
sit illa aequatio. Si ¢ non est aequationis (1.) solutio, fieri non debet ut
aequatio illa ad aliam inier quantitates fi, f;, .... f, revocari possit, sive ut
ex aequatione illa peti possit solutio aequationis differentialis partialis,

> L T FUINNE
Nisi forte eiusmodi solutio sit singularis seu non redeat in aequationem inter
quantitates fy, /2y -+-+ [os quo casu nihil impedit quo minus functio f° definiatur
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ope valoris quem pro data illa aequatione induit. Infra autem videbimus pro
aequationis differentialis partialis antecedenlis solutione singulari fieri,

go T ar o e =
ubi ipsae X, X, etc. cum a factoribus communibus tum a denominatoribus pur-
galae supponuntur. Ita non definiri poterit / ope valoris quem pro & = () induit,

-

ubi pro == 0 habelur X =0 nec simul %—;‘ = o0. Quod obiter observo.

Multiplicatoris definitio per aequationem differentialem vulgarem.

§. .

Multiplicatorem, quem antecedentibus per aequationem differentialem par-
tialem definivi, etiam per formulam differentialem vulgarem definire licet. Quae
nova forma aequationis praeceteris indagando Multiplicatori apta est.

Primum aequationem differentialem partialem, qua Multiplicator w defi-
nitur, sic exhibeo,

— X 9% | x Ou ou oX
1. 0= X-5-1 X'_c’*T.'“"FX"mJF”{?sT

vel dividendo per u,
2. o—x20e  xOoep oy Ooew oX X 45
1

e T B R
Per aequaliones autem differentiales vulgares quarum w est Multiplicator,
3. dz:dzx:dzx,...:.dz, = X:X,: X,....: X,

aequalionem praecedentem brevius sic repraesentare licet,

o dlogp aX
4. 0= drx + ow + B.L‘ ""+ drn ’

Hinc poterit aequationum differentialium vulgarium (3.) Multiplicator w definiri
ut functio quae solurumn aequationum differentialium propositarum (3.)
ope, nulla in auzilium vacate aequatione integrali, aequationi (4.) satis-
faciat. Quippe quod fieri non potest nisi & identice salisfaciat aequationi (2.)
qua Multiplicator definiebatur.

Sequitur ex antecedentibus, ad investigandum Multiplicatorem circum-
spiciendum esse, an aequationum differentialium (3.) ope contingat, expressioni

oX 0X, 0X,| dx
e R e V5

formam conciliare alicuius differentialis completi dU. Quippe hoc patrato fit
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4.) Multiplicator
e (4.) Muliphoator, YN YT,

5. u—e¢d 0 tan Y a )X o

Hanc indagandi Mulliplicatoris methodum in aliis Commentalionibus per varia
exempla illustrabo, in quibus integrationem quae Multiplicatorem suggeril vide-
bimus praestari posse, aequalionum differentialium vulgarium propositarum nullo
Integrali cognito. Esse tamen poterit formulae (4.) usus ctiam si aequationes
differentiales complete integratae sunt. Tum enim formula (4.) docet, for-
mationi Determinantis functionalis, quam determinatio Mulliplicaloris requirebat,
substitui posse Quadraturam, minus interdum molestam. Etenim ope integratio-
dlogp
dx

nis completae quantitas ipsi aequalis per solam x et Conslantes Arbi-

trarias exhiberi potest, unde ipsum logw« per Quadraturam oblines,

o e R (R YR

Post integrationem factam substituendo Constantibus Arbitrariis variabilium x,
&,, Tyy «... T, funcliones aequivalentes, prodibit ipsius log « expressio, aequa-
tioni differentiali partiali (2.) satisfaciens.

Post aequationum (3.) integrationem completam expressis &,, &,, «..2,
per « et Constantes Arbitrarias «;, a,, ..:. «, fit secundum §. pr.

7. logIZe Gii o B0 g O

designante C' Constantium Arbitrariarum functionem. Unde, omissa quod licet
Constante, e formula (6.) eruilur

8. logza G Bt B gk fUr(GX 00
Quae formula immutata manere debet, omnibus X, X, .... X, per factorem
quemcunque communem multiplicalis. Quod ut pateat observo, per aequationes
differentiales vulgares propositas aequalionem (4.) aucla symmelria sic pro-
poni posse:

9. = dlogu + alo X dx —|—a'°"“ dz,.... 4 a'g’;‘f" dx
Unde e formula (7.) eruitur:
da, Ox O&n C
logz a aa: . —aan l 0‘ ;‘1{
alo X aloaX dlog X,
logX—{— g do +-—F=—tdw, ... | g4z )
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Si in hac formula simul omnes X, X, etc. in factorem communem » ducuntur,
augetur integrale quantitate,

/(alogvd + alogv + Bdl(;:v ) _ /;llogv — Togs

Eadem autem quantitate minuitur logT, unde tota expressio immutata manet,

q. d. e
Si in formula (8.) ponimus X = 1, prodit Proposilio sequens.

Propositio.
» Facla inlegratione completa aequationum differentialium vulgarium,

dr, d.r dr
= X —2 = X, ... L=
dux Ldy =7 dx = X,
exhibeantur o, "z, , .... x, per x et Constantes Arbitrarias, ¢,, 0,, .... a,,

erit,
o, dOr, CE 0X, oX.\ ;.
log =+ -~ Far " Ba, “/(axl 1 ax, .—[————ad_u)d.v;

quantitate sub signo et ipsa per z et Constantes Arbitrarias expressa.”

Si in Propositione antecedente ipsae o,, ,, .... @, designant varia-
bilium valores initiales, valori # =0 respondentes, integrationem inde a valore
=0 fieri oporlet. Ope huius Propositionis vel formulae generalioris (8.)
fieri potest ut Quadratura alias satis abscondita eruatur; sicuti vice versa si
Quadratura in promtu est, valor inde eruitur Determinantis functionalis.

Proposilio antecedens primum a cl. Liouville tradita est in Commen-
tatione ,,sur la variation des constantes arbitraires,” ipsius Diario Mathe-
matico (Vol. III. pg.342) inserta. Eadem sequitur e formula iam supra citata
D.F. §.9. (1.), loco f, f, etc. scribendo z,, @,, .... &, atque z loco «,
loco x,, x, etc. autem ¢, a,, .... @,. Scilicet est ea consequentia lemmatis
quod circa variationem logarithmi Determinanlis loco citato dedi. Haheantur
enim 7 systemata aequationum linearium inter 7 incognitas w,, #,, .... #,,
quae systemata iisdem gaudeant Coéfficientibus incognitarum et tantum terminis
prorsus constantibus inter se discrepent, unde etiam omnibus idem erit Deter—
minans. Denotentur in Ato aequationum linearium systemate termini constantes,
in altera parte aequationum positi, respective per variationes Coéfficientium qui-
bus in singulis aequationibus incognita #; afficitur, atque e primo systemate
aequationum petatur valor ipsius #,, e secundo valor ipsius u,, et ita porro:
omnium horum valorum summa aequivalebit variationi logarithmi Determinantis.
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In signis: sit (), valor ipsius % petitus e systemale aequationum,

autau, ... f+au, = da;,

autau, ... +au = da,
10.

auauy... - au,=0d”,

erit
11. (W), + (@),«...4 (w,) = dlog=taid;....a".

Faciamus iam, in aequationibus differentialibus

| dx dx, .
=.X,, d—.l,‘z—=X!, ....—%—ZAH.,

dx,
dr

substitui variabilium &, @,, .... &, valores per x et Conslanles Arbitrarias
¢y ¢y, .... 0, exhibitas, qua substitutione prodire debent aequationes identicae
Quas si ipsarum o; respectu differentiamus, obtinemus nn huiusmodi aequationes,

12 daxk - {an ar, 0Xx Jdua, , 00Xk Ouw,

dai Oai

ox,  Oa; | 0w,  Oa; T axn"aai}dw°

Ipsi ¢ (ribuendo valores 1, 2, .... m, ex aequatione antecedente prodeunt n

. . . . ; . . o Xx
aequationes lineares, in quibus habentur pro incognitis quantitates A dx,

Lo |

0 X : . : : .
%—x—‘— dx etc. Prodeunt n eiusmodi systemata aequationum linearum tribuendo

2

ipsi quoque & valores 1, 2, .... »; in omnibusque illis aequationum linearium
syslemalis incognitae iisdem gaudebunt Coéfficientibus. Hinc si in aequationi-

bus (10.) ponimus

) o
@, — #
k aa‘, 9

atque variationibus substituimus differentialia, aequationes (10.) abeunt in aequa-
tiones (12.), unde eruitur

axl-k
YV — S22k dae
(), oy dux.
Unde e (11.) sequitur
R OXl gy — dr, dr, o
{a‘rx T _a;:”“ + 0. } dw = dlogzi "aTI‘- T&z _(9_0—,;-

qua formula integrata Propositio supra tradita obtinetur.
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Aequationis X —X g.r — X, g—i ceee — X Fx—n

pars laeva Multiplicatore suo efficitur Determinans functionale completum. Pro
solutione singulari Multiplicator fit infinitus. Multiplicatorem nihilo aut infinito
aequando obtinetur aequatio integralis.

§. 8.

Quemadmodum, proposito una plurium variabilium functione, destingui-
mus inter differentialia eius partialia, in quibus variabiles omnes pro indepen-
dentibus habentur, et differentiale completum, in quo omnes ab earum una in-
definife pendent, ita, propositis n functionibus n-}m variabilium, praeter earum
Determinantia partialia, de quibus supra dixi, in quibus variabiles omnes pro
independentibus habentur, in consideralionem venire potest Deferminans com-
pletum, quod formatur habendo numerum m variabilium pro reliquarum » functio-
nibus indefinitis. Designantibus 4 et B ipsarum x et y functiones, aequa-
tionem differentialem,

A+ B ’a’l = 0,

docuit Kulerus, semper in talem duci posse Multiplicatorem, ut altera aequa-
lionis pars evadat differentiale completum sive differentiale certae functionis
variabilium « et y, in qua y pro functione ipsius x habetur indefinita. Si-
militer wequatio differentialis partialis,

dox o ox
1. X—X —— ErN —X,—— Tt —X, — . = 0,
in qua X, X,, .... X, designant variabilium z, x,, .... x, functiones,

semper in talem duci potest Mulliplicatorem ut altera aequationis pars
evadai Determinans functionale completum sive Determinans certarum n
functionum variabilium x, x,, z,, .... x,, in quibus habetur x pro va-
riabilium z,, x,, .... =, functione indefinifa. Functio in aequationem (1.)
ducenda ipse est aequationis (1.) Multiplicator supra appellatus et anteceden-
tibus fusius explicatus. Unde nova nostri et Kulerian: Multiplicatoris simili-
tudo emergit novaque inter Determinantia functionalia et differentialia analogia.

Demonstratio Propositionis antecedentis sic patet. Designantibus rursus
fis frs -+++ [ solutiones a se independentes aequationis,

6f + X, af +Xn—’37 = 0,

!

supra vidimus, semper dan Multlphcatorem M, in quem ductae ipsae X, X, ...
.. X, evadant functionum f,, f,, .... f. Determinantia partialia, ita ut po-
Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XXVIIL Heft3, 30
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nendo pro functione f indefinita,

of 3fy éf: . Ofr _ 40f 4 4 Of of
ZE G Bay 0ay  Aan — Agw TA T T A
identice sit,

MX—=A, MX,—4, .... MX,—A4,.

Hinc eruitur

% M{X-X4Il X o .. —X 7L}

Oan
o ox ox
f— A—Al aJ,‘l _Az 8.1‘2 ""_An _a;n"'.

At in Commentatione de Det. F. §.17. (6.) demonstravi, siquidem in functio~
nibus fi, f2 .... [, habeatur & pro variabilium z,, x,, .... z, functione in-
definita, fieri,

8fi\( Of. afa\__ ox dx dx
30 Zi(m—)(axa)---.(m)——A—AITJ‘_I'—AQ’aTz..-Q——'An"—a?"'-
Qua in formula uncis innui haberi @ pro reliquarum variabilium «,, z,, .... @,

functione. Scilicet in Determinante Functionali (3.) substituendo ipsorum (%’:—’)

expressiones

(af,-)_ afi + ofi dx

dxx/ ~ Oxx dx " Oxx

mutuo destruuntur termini omnes, in quibus inter se multiplicata inveniuntur

differentialia partialia —ng, %‘g— etc., ita ut horum differentialium non nisi
1 2

ipsa expressio linearis remaneat, quae dexiram partem aequationis (3.) con-
stituit. E (2.) et (3.) sequitur formula,

dx dx ox
4 M{X—X, 5 X — X
o df \ ( Of af.
= = (g5) (55 - (5E)-
Unde ducta aequatione (1.) in Multiplicatorem eius M, altera eius pars identice
aequatur Determinanti functionum fi, f,, .... f,, in quibus z pro variabilium
x,, &,y .... &, functione habetur indefinita. Q. d. e.

Formula (4.) methodum suppeditat, ut Lagrangii appellatione utar,
syntheticam ad eruendam aequationis (1.) solutionem generalem. Nam secun-
dum (4.) aequatio (1.) identice convenit cum sequente,

9f,\ (21 9fn)
5. zi(ﬁsﬁ)-(ﬁﬁ)“"(aﬂ) = 0.
Quoties autem fy, f3, . ... f, sunt variabilum x,, ,, .... @, functiones
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earumque Determinans identice evanescit, semper et sine ulla exceptione inter
functiones f,, fa, . ... f» aliqua locum habere debet aequalio, et vice versa,
si qua inter functiones fi, f2, .... f, locum habet aequatio, earum Determi-
nans evanescit (D.F. §.7.). Hinc docet formula (5.), ut ipsius  expressio
per &,, Ty, .... &, sit aequationis (1.) solutio, sufficere et posci, post eius
substitutionem ipsas fi, fo, .... [, abire in tales variabilium =z, @x,, .... z,
functiones, inter quas una quaecunque locum habeat aequatio. Unde vice versa
dabitur solutio generalis petendo functionis quaesitae valorem ex aequalione
arbitraria inter f, f3, .... [, posifa,
I (fis fis --ve f) = 03

sive quod idem est, obtinetur aequationis (1.) solutio nihilo aequando solutio-
nem quamcunque aequationis,

6. X§f4x§§4Y§£ e T,
Haec egregia methodus aequationem differentialem partialem (1.) ad (6.) re-
vocandi cum ea convenit quam olim ill. Lagrange tradidit (Hist. Ac. Ber. ad
a. 1779 pag. 154), ubi primum hanc quaestionem aggressus est. Quae pro-
lixior quidem videri possit methodus quam aliae quibus ipse Lagrange aliique
postea usi sunt; qua de re ipse auctor eam ad exemplum tantum trium varia-
bilium applicuit. Sane supponendo aequationem inter x, x,, .... &, quaesi-
tam certe unam involvere Constantem Arbitrariam ¢, eamque aequationem
ipsius ¢ respectu resolutam fieri /=, aequatio proposita (1.) extemplo ad
(6.) reducitur. Sed eadem ratione omnes quoque inveniri solutiones a Con-
stantibus Arbitrariis prorsus vacuas, non ita beme per alias methodos constat
atque illam Lagrangianam. Scilicet aequatio identica (4.) docet, nullam dari
exceplionem solutionis traditae, nisi forte exstet solutio pro qua Multiplicator M
evadat infinitus. Quodsi igitur more consueto solutionem eiusmodi exceptionalem
seu quae generali se subducit appellamus singularem, methodus hic tradita
rigorose demonstrat, sé qua extet aequationis (1.) solutio singularis, semper
eam reddere Multiplicaloremm aequationis infindum. Quod novam nostri
Multiplicatoris similitudinem cum Kuleriano manifestat.

Loco aequationis differentialis partialis (1.) eonsideremus systema aequa-
tionum differentialium vulgarium cum ea connexum, atque systema aequationum
integralium stngulare appellemus quod e completo provenit tribuendo uni pluri-
busve Constantibus Arbitrariis valores particulares seu unam pluresve relationes
inter Constantes Arbiirarias statuendo: quo facto exqantecedentibus haec eruitur

30 *
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Propositio I
s Proponantur aequationes differentiales
dr:dey scda, = X: X;...: X,
earumque extet systema aequationum integralium singulare, n—1
Constantes Arbitrarias involvens: eliminatis Constantibus Arbitrariis
¢ n aequationibus integralibus, prodit aequatio quae Multiplicatorem
systemalis aequationumn differentialium propositarum reddit infinitum.”
Ut Propositio haec demonstretur, primum generaliter ponamus aequatio-
nes integrales datas m—1 Constantibus Arbitrariis affici. Quarum aequationum
ubi 7 —1 resolvuntur Constantium Arbitrarium respectu, quod semper fieri posse
suppono, harumque valores provenientes in nta aequatione integrali substituuntur,
obtinebitur aequatio a Constantibus Arbitrariis vacua. E qua petalur unius va-
riabilium veluti = valor per reliquas variabiles @,, x, etc. expressus, atque in
differentiali eius,
ox

oxr ox .
dr = —é—‘;:—d:vl—}-mdz? ....+ _8_.1'—,. Ty

substituantur aequationes differentiales propositae,
7. de:dx,....:dx, = X:X,....:X,;

eruitur

0 G~ °
sive ille ipsius 2 valor suppeditabit aequationis differentialis partialis (1.) so-
lutionem. Scilicet non fit ut aequatio antecedens ex aliis # —1 aequationibus
integralibus dalis fluat, quippe e quibus supponitur non deduci posse alteram
aequationem a Constantibus Arbitrariis liberam. Eritque solutio illa aut parti-
cularis aut singularis, prout aequatio a Constantibus Arbitrariis libera, cuius ope
ipsa @ per reliquas variabiles exprimebatur, in aequationem inter quantitates
[is oy ... [, redit aut non redit. Iam demonstrabo, etiam systema aequatio-
num integralium propositum iisdem casibus aut particulare aut singulare fore.
Substituamus enim eum ipsius & valorem in » —1 aequationibus integralibus,
quarum ope Constantes Arbitrariae eliminabantur, simulque in functionibus X,,

oxr ox Jox
X=Xt g Xt 5o X

X,, .... X, aequationibus illis, ut »—1 Constantes Arbitrarias involventibus,
complete integrantur aequationes differentiales
8. dx,:dz,....:dx, = X;: X, ....: X,.

Unde quibuscunque aequationibus integralibus, 2 —1 Constantes Arbitrarias in-
volventibus, semper haec forma conciliari potest, ut earum una exhibeatur una
variabilium 2 per reliquas variabiles @,, x, etc., reliquae m—1 aequationes
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autem sint Integralia completa aequationum differentialium (8.), in quibus ille
ipsius  valor in functionibus X;, X,, .... X, substitutus est. Ponamus aequa-
tionem illam a Constantibus Arbitrariis vacuam, e qua valor ipsius @ petitus
est, redire in aequationem aliquam F'= 0, designante £ quantitatum f,, f;, ... f,
functionem. Designantibus ¥, ¥, .... F,_, earundem f,, f,, .... f, functiones
a se invicem independentes, dabitur aequationum differentialium propositarum
(7.) integratio completa per formulas
9. F=@e, Hi=e, .... =0,

designantibus o, o, etc. Constantes Arbitrarias. Ex aequatione F'= o petito
ipsius & valore eoque in functionibus F\,, F,, .... F,_,, X,, X,, .... X,
substituto, evadunt

F,—= t,, I, =0y eveo BTy, = 8,
Integralia completa aequationum differentialium,

dz,vdx;....;dz, = X2 X, ....:X,,
quae cum aequationibus differentialibus (8.) supra consideratis conveniunt po-
nendo «=0. Unde ponendo ¢=0 in aequationum differentialium proposi-
tarum Integralibus completis (9.), prodit systema aequationum integralium pro-
positarum. Quippe quae redibant in aequationem qua ipsa z exprimitur per
reliquas variabiles et quae cum aequatione F'=—0 conveniebat, atque in aequa-
tionum differentialium (8.) Integralia completa, quae ex aequationibus F, —¢,,
F,=— a,, .... F,_, = o,_, obtinentur, eliminata & ope aequationis F' = 0.
Unde aequationibus differentialibus (7.) integratis systemate aequationum, n— I
Constantes Arbitrarias involventium, quoties aequatio eliminatione Constantium
Arbitrariarum proveniens redit in aequationem inter ipsas f,, f,, .... [, illud
aequationum integralium systema erit particulare, utpote e completo proveniens
tribuendo Constanti Arbitrariae valorem particularem. Hinc vice versa, si illud
aequationum integralium systema non est particulare, aequatio eliminatione »—1
Constantium Arbitrariarum proveniens non redit in aequationem inter quantitates
fis [2s -+ [y ideoque solutio quam suppeditat aequationis differentialis partialis
(1.) erit singularis. Cuiusmodi solulione, cum secundum antecedentibus pro-
bata efficiatur M = oo, demonstratum est quod propositum erat, quoties systema
aequationum differentialium vulgarium inlegretur systemate aequationum
singulari, numerwmn Constantium Arbitrariarumn involvenle unitate minorem
quam completum involvit, Constantium Arbitrariarum eliminatione provenire
aequationem, qua Multiplicator systemalis aequationum differentialium abeat
in infinitum. Et in hac propositione supponitur, quantitates X, X elc. ila a
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denominatoribus purgatas esse, ut earum nulla pro illa aequatione integrali seu
solutione singulari infinita evadat.

Propositionis antecedentis alia haec est demonstratio. Integratione com-
pleta exprimantur z,, &, .... &, per & et Constantes Arbitrarias /3,, 3,, .. . [3,.
Ponamus aequationibus differentialibus satisfieri posse statuendo /3,, 35, .... f3.
esse ipsius a functiones; sequitur e formula,

do; = SHdot S At 55 dpy . 52 dB,

haec

—:t—rvz(l.'ﬂ: dlld _* d‘rldﬂ‘—l’— d.r,dﬂz +d$,

At eliminando quantitates (3,, 3,, .... 3, sequitur ex aequationibus integra-
libus positis,

A 9%

X 7 oz’
quippe quod prodire debebat ponendo f3,, 3,5 .... [3, esse Constanles; illis
autem eliminatis quantitatibus perinde est sive constantes sive variabiles fue-
rint. Substituendo aequationem antecedentem eruitur pro singulis ipsius ¢ va-

loribus,
10. ‘“'dﬁlJr g“‘ ap, ... +a" B, = 0.

Ut satisfiat n aequahombus quae ponendo i= 1,2, .... n ex anlecedenle
fluunt, neque simul sit 3, =dp3,....=dp3,=0 sive f3,, 3,5 .... [3, Con-
stantes sint, evadere debet

11, 495 9%,  8h

aﬂl ap‘z T
Quolies poscitur ut functiones f3,, 3,, .... 3, involvant #—1 Constantes Ar-
bitrarias, non fieri potest ut aequatio (11.) in relationem inter solas variabiles
Biys B2y -+« [n redeat, sed fieri debet ut e (11.) peti possit ipsius 2 valor

per Bis s - - (3, expressus; quo substituto in quantitatibus —==, habebuntur

d)’ )
e (10.) n—1 aequationes differentiales primi ordinis inter quantitates 3,
25 - .-+ [n, quibus complete integratis prodibunt 7 —1 aequaliones inter quan-
titates /3,5 325 - - .. [3,, n—1 Constantibus Arbitrariis affectae. Quibus n —|
aequationibus iuncta aequatione qua = per 3, 3,, .... 3, exprimebatur, ipsa-
ramque f3,, /3, etc. loco substitutis variabilium 2, @y, .... @, functionibus,
quibus per integrationem completam aequivalent, obtinetur systema aequationum
integralium singularium, 72—1 Constantibus Arbitrariis affectum. Fit autem se-
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cundum §. 6.,
oxr, Oz, dxa __ C

38, 9B, U EE T X

designante C' quantitatum f(3,, (3,, .... (3, functionem atque u aequationum dif-
ferentialium propositarum Multiplicatorem. Unde, cum supponatur aequationem
(10.) non redire in relationem .inter quantitates /3,, [3,, .... 3., porro ipsam
X non infinitam evadere, sequitur e (10.) y=o0, q.d.e. '

Secundum ea quae §. 7. tradidi, Multiplicator M systematis aequationum
differentialium post earum integrationem completam factam sic erui potest. Sint
rursus Integralia completa,

L=, (="t «.. [, =8,

eorum ope exprimatur
1 {0X oX 04X,
—xisrtas -t

per &, a,, Cqy .... @,. Qua expressione integrata ipsius x respectu, prodea

P(Ly Oy Cpy oess @),
secandum §. 7. erit Multiplicator

e?’(""': fis fay eeee fn)
Haec quantitas ut infinita evadat per solutionem seu aequationem integralem
singularem, hoc est per solutionem seu aequationem integralem quae non re-
deat in aequationem inter solas quantitates f,, f;, .... f, (quod semper fieri
vidimus quoties omnino eiusmodi aequatio singularis extat) ex ea aequatione
talis provenire debet valor ipsius @ per quantitates f, f., .... f, expressus,
quae quantitatem @(z, fi, fz5 ... [,) reddat infinitam. A fortior: igitur pro
ea ipsius @ valore infinita evadere debet quantitas
= —xlEtar e

cum generaliter quoties pro cerlo ipsius x valore infinita evadat functio
aliqgua ¢(x), pro eadem etiam infinita evadit functio g%— vel adeo (%9% *).
Supponimus autem, aequatione singulari non in infinitum abire quantitatem X,
unde haec emergit

=+

Propositio IL
,» Quoties extat solutio singularis aequationis differentialis partialis,

or ox Jx
X=XprtXgr .t X5

nax’,§

#) Demonstrationem huius propositionis quivis sibi supplere potest.
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pro eadem fit
oX ”
ox dx, + a -
Difficilius videtur solidis argumenlls evincere propositionem inversam,
videlicet quoties aequalio

0X | 84, 0.X,

B Ton T e
suppeditet aequationis differentialis partialis (1.) solutionem, eam fore singularem.
Neque video solidam dari demonsirationem in casu elementari aequationis dif-
ferentialis primi ordinis inter duas variabiles, cum in demonstrationibus passim

traditis minus recte supponatur, functionem quae pro e =0 evanescat semper
evolvi posse secundum ipsius « dignitates posilivas.

Sub finem demonstretur de Multiplicatore nostro haec gravissima

Propositio IIL
,, Quoties aequatio M =0 aut M= oo est aequatio legitima, semper
ea suppeditat solutionem aequationis differentialis partialis, seu aequa-

tionem inlegralem systematis aequationum differentialium vulyarium,
cuius M est Multiplicator.”

Sit M aut Mi aequale functioni u, ita ut aequatio # = oo alterutram

significet aequationum M =0 aut M—l—_——-(). Eam aequationem legitimam dico

si eius ope quaeque variabilium quas continet determinatur ut functio reliqua-
rum, eiusque differentialia quoque prorsus definiantur differentialibus reliquarum
variabilium. Statim patet non esse legitimam aequationem % —oc, siest u=1;

sed eo dicendi modo etiam non erit legilima huiusmodi aequatio ~_}_—=(_)7
Ty
quippe qua non definitur, ut ipsius &' functio, sed enunciatur tantum « -y esse
functionem quamcunque per Constantem infinite magnam multiplicatam; neque
definitur ipsius y incrementum quod capit, ubi z in z-{-dx abit, cum aequatio

x-+y==o0 salva maneat si et y incrementa quaecunque a se independentia

capiunt. Addo, si ex aequatione # = oo ﬂuat varlablhs x valor per x,, x,, .... x,
ou au
expressus, fractiones 57 - 5z Per aequahonem % ==oc infinitas evadere non
i

posse, cum negalive sumtae aequentur differentialibus: partialibus funclionis va-
riabilium x,, &5, .... &,, cui & aequalis invenitur. His praeparatis propositio
tradita sic patef. Secundum aequationem differentialem partialem qua M defi-
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nitur, sequitur ex aequalione %= oo,

ox du
12. X—-X — ax, : Py — X, Eyt
1 oX o0X,
'—ialouu{ _{_gz""_%éxn}'
“or
Iam si supponitur, uti supra, aequatione ¥ = oc nullam quantitatem X, X,..... X,

infinitam reddi, quaelibet quantitatum ad dextram, g—‘r{ 3 B(I;fu, pro u = oo

evanescit, etsi gXi pro == oo infinitum fiat. Quod sufficit probare de quan-

titate et : , Slogy , cum fractio B O valorem finitum habeat. Generale
dx; © O or; " 0x

i
autem habetur lemma cuius demonstrationi difficultatibus non obnoxiae hic bre-
vitatis causa supersedeo, si binae funcliones pro certo variabilis valore
altera infinita fiat, altera finita maneat, prioris differentiale pro eodem
variabilis valore infinite maius fore quam posterioris differentiale. Pe-
tendo autem ex aequatione % = oo valorem ipsius ;, pro eo ipsius ; valore
secundum suppositionem factam X finita manet dum log# infinitus evadit, unde

: 0X;  Jdlogu . - . 0AX; , dlogu _
fractiones - £ ideoque etiam fractiones Sr T Ba PO #=o0

evanescunt. Unde evanescente aequationis (12.) parte dextra, aequatio #=—oc
suppeditat aequationis differentialis partialis (1.) solutionem, ideoque etiam aequa-
tionem integralem systematis aequationum differentialium vulgarium (7.)
Notione aequationis legitimae supra propositae solvitur paradoxon quod
in theoria integrationum singularium obvenit. Constat enim rarissime aequa-
tiones differentiales gaudere integrationibus singularibus. At methodus Lagran-
giana quandam prae se fert generalitatis speciem, quae in errorem inducere
possit, ac si de quavis integratione completa deducere liceat singularem. Sci-

_ 0 . o .
licet ill. Lagrange, de aequationibus y = f(z, ), a—": =0, ipsum e elimi-
nare iubet; at in rarissimis casibus quando y = f(x, @) est aequatio integralis

__ of . -
completa, Constante Arbitraria « affecta, fit 3% = 0 aequatio legitima, qua

sola hic uti licet. Idem ad methodum valet, qua supra de systemate aequa-
tionum integralium completarum deduxi aequationum integralium singularium
systema, quod numerum Constantium Arbilrariarum unitate minorem implicat.

Crelle’s Journal f. d. M. Bd, XXVII. Heft 3. 31



242 16. C. G.J. Jacobi, theoria novi mulliplicatoris aequat, diff.

Caput secundunm

De usu novi Multiplicatoris in aequationibus differentialibus
integrandis. Principium ultimi Multiplicatoris.

De Multiplicatore aequationum differentialium (ransformatarum e propositarum
derivando.

§ 9.
In aequationibus differentialibus propositis,
1. dzx:de,....:dx, = X:X,....: X,,
loco variabilium 2, x,, .... @, aliae introducantur w, w,, .... w,, quae
supponuntur datae variabilium z, x,, .... z, functiones a se independentes,
unde etiam x, x,, .... &, eruné quantitatum w, w,, .... w, funcliones in-
dependentes. Cum fiat,

Pl o 8wtd + aw,d ’_aw, de,,
sequitur ex aequatlombus 1):
. dw:dw,....:dw, — W:W,....: W,,
ponendo, 5 a ,
wl '0; w;
3. W, = { X+ - X, . {' oz, Xn}’

ubi 4 factor adhuc indeterminatus sit. Porro fit,

of ( f) dw (af)aw_. }_(Of)awl

oa; dw/ du; ow,/ da; """ dw,’ dx; "’
siquidem uncis, quibus includimus differentialia parlialia, innuimus functiones
differentiandas per novas variabiles w, w,, .... w, exhibilas esse. Antece-
dente formula substituta et advocata (3.) sequitur pro quacunque functione f:
of af Ly Of
4. J{X—— -»[-X,——.‘.. xS }

of of\
_ 'V( )+W7( ) +w (dw)
Aequationum (1.) Multiplicator M deﬁmebatur aequatione,

o ML 4x gL XA = gl 8 2

Similiter datur aequationum (2.) Multiplicator IV per formulam,

6. N{w () 1w (). w,(EL))

= > (55) (50)- - (55
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Al secundum propositionem notam (De Determ. Funct. §. 11. Prop. H.
§. 9. (3.) fit,

7. zijf 35‘.- ng
=z (Z)(2L).. (3F). =232 50 S

Unde e (4.), (5.) obtinclur pro quacunque functione f:

M of of fo
8. _{W(m)+W(dzol) +W( uT—)}
. dw dw, Ow, of\ (981, ofn
_ zig.-r_' Ox, " Oxn 'zi('aw)(ﬁw_,)”“ (}3—:;;)
Quam formulam comparando cum (6.) sequitur, posito in formula (3.),
1 _ dx\(dux, da,
= sy 0w dw, 0w, z+(8w)(§zr)""(_é'w—,,)’
2 .
ox " dx, Oxn
fieri N = M sive aequationwm differentialium propositarum (1.) alque
transformatarum (2.) eundem fore Multiplicatorem.

Servando factori 4 valorem (9.), cum sit idem M aequationum (1.)
el (2) Multiplicator, fit e proprietate Multiplicatoris fundamentali,

10. 0 — XBDI _* Xu 8]‘1 _} X,. 61‘1
: , 8 X,
+M{ST + —""+ W}

1. 0= (aw)‘irW( ) +W(dwn)
+m{(G+ (5 -+ Gk

At ponendo M pro functione indefinita f in formula (4.) fit,
oM | oM oM __ - oM oM

X+ X5 o+ X355 {W —}W,-a—w—....Jranw—}.
Unde de aequatione (11.) per 4 dmsa detrahendo aequationem (10) et di-
videndo per M eruitur:

oX ow ow oW,

B et ge =G+ (79707')""+(%T)}‘

Quae est formula memoratu digna, in qua X, X,, .... X, sunt functignes quae-
cunque, ipsae autem. 4, W, W, .... W, formulis (9.) et (3.) definiuntur,

Si quantitates VW, W, etc. per factorem communem 4 dividimes, per

eundem multiplicandus erit aequationum (2.) Multiplicator. Unde si definimus
31*
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quantltates W, formula

in___a'lolx_{"alle.. }6w;X

ox,

aequationum differentialium ,

dw:dw,....dw, = W W,....: W,
erit Multiplicator 4. M. Ponamus
dx
t=J x>

poterunt aequationes differentiales (1.) sic proponi:

dx do, dr, .
B3 F=% =%, .... [ =4%;

unde sequitur,

dw; 8 Ow; d ow; 0 w,
a7 = X—f X .—}— X

sive,

dw;
Tdt = W;.

Aequationum (1.) Multiplicatorem in sequentibus etiam appellabo
Multiplicatorem aequationum (13.). Unde antecedentibus inventa sic pote-
runt enunciari:

Propositio I
»Designantibus X, X, .... X, variabilium , «,, .... x, functiones
quaslibet, proponantur aequationes differentiales,

de de, __ dx,
=% F=%X ... gy =X,

quarum sit M Multiplicator; in quibus aequationibus ipsarum @, z, etc.
loco aliae introducantur variabiles w, w,, .... w,; quo facto si obtinen-
tur aequationes differentiales,

dw - dw, _ dw,. __ ¢y
14. dt ’ dt W . . . . dt A— W",

harum aequationum Multiplicator erit 4.M, posito
. 1 ox\(dx, 0xn\ 5
4_2 dw Jw, Qwn =+ (aw)(aw ) o (aw,.)'
s T 8x5x, " dan
Ubi rursus quantitates V¥; formula (3.) definimus, formulam (12.) sic
proponere licet.




16. C. G. J. Jacobi, theoria novi multiplicatoris aequat. diff. 245

Propositio IIL
»Ipsarum &, &4y « ... &, loco introducendo w, w,, .... w,, po-
nendoque
aw 3w, aw'z dt

dt 2+'a—‘; a,l'l sece a‘rn

ex aequationibus differentialibus

dr dzy ___ dx,
W e X’ 7—t‘— — XI’ e o s dt - Xn’

proveniant sequentes,

dw _ dw, dwn R
W—W’ Ti_ Wl, e o 0 o dt -—-—Wn,

|

erit
{%Y+gi""+axn}dt {(3—;1’)+(‘3—u'f?)----+ a4

In antecedentibus suppositum est, neque ipsas X, X, etc. implicare
variabilem ¢ neque eam variabilem afficere relationes quae inter variabiles
propositas &, &,,+... &, alque novas w, w,, .... w, intercedunt. S¢ quan-
titates X, X, etc. praeter variabiles x, x, elc. ipsa quoque ¢ afficiuntur,
aequationum (13.) Multiplicatorem eundem dicere placet atque uequationum,

15. di:dzx:dz;cidz2, —=1:X:X,....: X,.

Designantibus @, x, etc. ipsarum ¢, w, w,, .... w,, sive w, w, elc.
ipsarum ¢, «, &;, .... &, functiones, ponamus rursus ex aequationibus diffe-
rentialibus (13.) vel (15.) sequi aequationes (14.) sive aequationes,

16. dt:dw:dw,....dw, = 1:W:W,....: W,
atque aequationum (15.) Multiplicatorem esse M, aequationum (16.) Multipli-
catorem 4.M. Quibus statutis, secundum antecedentia ad n-}2 variabiles am-

plificata erit, '
= =2 (5) (5) (50 - G

Sed habetur (%) 1, ( aaut,)—O, unde,

dt\ (0x\ (dx dx.\ dx\ (dx 0 &
2*(&)(%)(5:’) oo () = Zi(m)(%—,')----(m)~
Hinc sequitur, Propositionem 1. ad eum quoque casum valere, quo quanti-
tates X, X, elc. atque functiones novis variabilibus aequandae w, w, elc.

praeter ipsas x, x, etc. variabili ¢ afficiuntur.
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Si tantum pro parte variabilium aliae introducunlur, ipsius 4 expressio
simplicior evadit. Propositis enim aequationibus (13.)

d.x dx, da,
-&_t—‘X’T_X”"” T = Xuo
quarum est /M Multiplicator, si tantum loco variabilum z, z,, .... x, aliae

introducuntur w, w,, «... w,, ila ut aequationes difierentiales iransformatae fiant,

dw dw, .- dw,
-,17—”/, W—”1’°'--7{—‘—-Wue
d.L‘,,,_;..[ o dx u+2 il‘,, o
gt = Xy i = Ky o0 G =X,
fit harum Multiplicator 4.M, posito,
_ o, oxu\ __ 1
4 == Z+(8w)(8w )""(Bw,,) 2+ Bw dw, dwy’

TR T
sicuti ex expressione generali ipsius 4 palet ponendo w, ., =2, ,, W, .=
etc. Quae formulae variis applicationibus idoneae sunt.

‘,1’“:; 4-2

Multiplicator aequationum differentialium ope hitegraliom completorum reduetarum e
Multiplicatore propositarum eruitur. Pro reduetionibus diversis Maltiplicatores alii
de aliis deducuntur.

§. 10.
Per formulas §. pr. traditas facile solvitur quaeslio, si aequationum dif-

ferentialium
1. da:dx,....: rdz, — X: X;....: X,,

invenla sint m Integralia,
R W= 0, W == Org ¢0e; Wy gy == Wiy

designantibus @, ¢,y . ... ,_, Conslantes Avbitrarias, aequationum differen~
tialium ope illorum Integralium reductarum Multiplicatorem e Multiplicatore pro-
positarum investigandi. Sint enim w,,, w, , .... w, aliae variabilium =z,
&, .... o, functiones a se ipsis et ab ipsis w; w,, .... w,_, independentes,
inter quas propositum sit aequationes differentiales exhibere reductas. Poterunt
w, W, .... w, ipsarum T, &,, .... &, loco pro variabilibus in Calculam m-
troduci. Quo facto secundum §.pr. abeunt aequationes differentiales vulgares
(1.) in sequentes: .

3. dw:dw :dw,....:dw, = W W,:W,.....:W,,
siquidem statnitur

. W= {50 X g0 X, S
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Ponendo factorem 4, quem ex arbitrio determinare licet, fieri,

oa own\ 1
F Ad=2=F (Bw)(dw )"“(aw,.) _ 5 dw Jw, w, *
te—e e m—
—dx " d, OLn
vidimus §. pr. Multiplicatorem aequationum differentialium propositarum (1.)
eundem evadere Multiplicatorem aequationum transformatarum (3.). Unde de-

signante M aequationum (1.) Multiplicalorem, identice erit
d.MW Jd.MW o.MW,\
6. ( Jw )+( dw, l)""—i_(_(jw,, ) =0,
qua in formula M, W, W,, .... W, per variabiles w, w,, .... w, expressae

finguntur. At cum sint (2.) aequationum differentialium (1.) Integralia, sequi-
tur esse w, w,, .... w,_, solutiones aequationis dilferenlialis partialis

xJLix O af X — i

" 8.1,.
unde patet e formula (4.), 1denhce fieri,
“ W=0, W,=0, .... W,_, =0.
Unde aequatio (6.) in hanc reducitur,
7
8. ()4 Cgams) o4 () = o

In aequatione antecedente expressae sunt MW,,, MW, etc. per w, w,, ...

. w,, sed differentiationes partiales solarum w,,, w,,,, .... w, respeciu
transiguntur. Unde in aequatione praecedente ipsis w, w,, .... w,_, sub-

stituere licet Constantes Arbitrarias aequivalentes ¢, oy, .... ¢,_,. ldem si
facimus in aequationibus differentialibus (3.), obtinemus aequationes differen—
tiales per invenla Integralia (2.) reductas,
9. dw,:dw,,, ....: dw, = W,,: W,,,+l oW,

in quibus sunt W,,, W, .., .... W, ipsarum w,,, w, ., .... w, et Constan—-
tium Arbitrariarum ¢, ¢, .... «,_; functiones, in quas quantitates (4.) per
mventa Integralia (2.) abeunt. Simulque docet aequatio identica (8.) ipsum M,
per ®w,, W, \, .... w, atque «, e, .... ¢,_, expressum, fore aequationum
quoque reductarum (9.) Mulliplicatorem.

Antecedentibus valores quantitatum W; per talem factorem o multipli-
cavi, ut aequationum differentialium (1.) atque (3.) Multiplicator M idem fiat.
Si in formulis (4.) hunc factorem omittimus sive omnes quantitates V¥ per
factorem A dividimus, ipsum M per eundem multiplicari debebat, sive aequa-
tionum (3.) vel (9.) Multiplicator poni debebat #.M (§.9.). Quod si faci-
mus, antecedentibus inventa sic proponere licet.



248 16. C. G. J. Jacobi, theoria novi multiplicatoris aequat. diff.

Propositio L

»» Aequationum differentialium
de:dz,....:dzx, = X: X, ....: X,
quarum sit /M Multiplicator, inventa sint m Integralia,

W == 0y Wy = Uy csoee W, | = Up_;,
quorum ope variabiles &, &, .... &, omnes exprimantur per Constantes
Arbitrarias ¢, ¢, .... @, atque variabilium x, @, ....", functiones

Wy Whippy +ove Why
~ ponendo 5 5 5
Wi i

W,=X1L1X, a;": e+ X, 6:"

dabuntur inter variabiles w,,, w, ., .... w, aequationes differentiales,

dw,:dw, .....dw, = W, W, ., ..... W,,
harumque Multiplicator erit
4.M,
siquidem ponitur

a=31(22) (25 o (Z5mm) (B2t (B5m) oo ()
{:ﬁ;;.c"g;f a'j;:_"m. axf_'fm“ . aff_”;,.g ....ag;n—_'}".n

Quae est Propositio in theoria Multiplicatoris fundamentalis. Determinans
inversum, quo 4 exprimitur, sic quoque scribi potest,
(xi0n do  du
xr dx, oan) °
cum permutatione functionum w, w, etc. valor Determinantis tantum signum
mutare queat, quod hic non curamus.
Pro ipsis w,,, w1y ... w, etiam m—om--1 quantitates e numero
ipsarum z, *,, .... &, sumere licet. Si statuimus
W, = Ly Wpyy = L1y ceee W, = &

n—m?
fit
’ 0. de =1 (8.1':9-;"“) (8.z‘n—m+z) (ai::; )
BT e

Porro e (4.) obtinetur,
Wm == X} Wm+l == XI’ @ e Wn == Xn—m'

Hinc eruitur
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Propositio IL
»» Aequationum differentialium
A da::cl:cl....:(lm,,:X:X....:X,,,
quarum M est Multiplicator, inventis m Integralibus,
W — 0y, Wy =01y seoee Wy =— 0O, ,,
si exhibentur @,_, 1, Tomi2y seee Tn PET &y Tyy oeve T,_,, alque Con-
stantes Arbitrarias ¢, ¢;, «v.e @,_;, aequationum differentialium reductarum
de:dx,....:de,_, = X: X, ....: X,_,,,

evadit Multiplicator, o
3 (22 (252t (22)

‘é;m—l
. ow ow, OWm—y ™!,
fr— .LM {zi ‘a .1‘,.-m+1 L] 8.2:’,,_,,._,.2 ec o axn—'} .

_ Si eaedem aequationes differentiales propositae per diversa Integralium
systemata reducuntur, Multiplicatores diversorum aequationum differentialium re-
ductarum systematum ex eorum uno deduci possunt. Qua in re semper sup-
ponitur, unumquodque Integrale quod reductioni inservit sua affici Constante
Arbitraria, ideoque aequationes differentiales reductas omnes ingredi Constantes
Arbitrarias, quibus Integralia quorum ope reductio effecta est afficiuntur.
Sint enim rursus Integralia reductioni adhibenda,
W= 0Oy Wy == COjy soee W, 3 =— O ,,
alque aequationes differentiales reductae, inter variabiles w,., w, 1y «0o. w,
exhibitae,
11, dw,:dw,y eoiiidw, = W, : W, ...t W,
Eaedem aequationes differentiales propositae (1.) ope Integralium,
u=2_p3, u=7P03, .. = i,
reducantur ad has, inter variabiles #;, ¥;,,, .... u, exhibitas,
12. duk:duk“....:dun = Uk:Uk+1...-:Un.
Sit M Multiplicator aequationum differentialium propositarum, sint respective N
et- KX Multiplicatores aequationum differentialium reductarum (11.) et (12.): erit
secundum Prop. L.

o dw Jw dw, |1

13. N—M{ziﬂ-ax: e SV,
. ‘ ou Jdu, Ou, ™!
K—M{z+s o0, S8l

Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XXVII. Heft 3. 32
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unde

2_*_592 ow, 0w

14. K=N S+3§_% o,
t 57 07 B

Quae formula supponit, in aequationibus differentialibus reductis (11.) et (12.)
ita definiri quantitates differentialibus proportionales ut fiat,

Oum __ O

W. = U °
Si ipsae w, w,, .... w, per ¥, u,, .... u, exprimuntur, formulam (14.) notae
propositionis beneficio (D.F. §.10. (5.)) concinnius sic exhibere licet,

15. K=Nzt3% 90 o

S PRI TlIEE Pk
Quae formula generalis duos amplectitur casus, quo aequationes differentiales
propositae per eadem Integralia reducuntur, sed reductae inter diversas varia-
biles exhibentur, et quo per diversa Integralia reductae inter easdem variabiles
exhibentur.
Etenim ponendo &k =—m atque
U=, U =Wy eeen Uy = W,y
sequitur e (15.), si eaedem aequationes differentiales propositae per eadem
Integralia,

w — (x, w‘ e OC” R wm_l = am_l,
reducantur ad n—zm aequationes differentiales inter n —m--1 variabiles w,,,
Wyyyyy +o-e W, Vel ad alias inter variabiles #,, %, ., .... #,, fieri

16, K = N=+ OWm  Ot0mty O Wn

Otm ~ Otmir " Oun ’
ubi w,,, W, 15 «--+ W, expressae supponuntur per variabiles u,, %, , .... «
atque Constantes Arbitrarias o, ¢,y .o @, y.
Si vero rursus k=m atque

n

U, — Wn, um+l = Wpi1g esee U, — W,,
vel si aequaliones differentiales propositae per hoc m Integralium systema
w = 06, wl = al, ce e w,"'-l == am_(’

aut per hoc, :

U = {33 U, = ﬂn veee U, — ﬂm-—n
reducuntur ad n —m aequationes differentiales diversas inter easdem n—mn-|-1
variabiles 0,y @Wyi1y ++-» w,: abit formula (15.) in hanc,

dw OJw O Wi
. .K p— + . 1 D) i
17 NE.._ a(g aﬂl a(gm—l 9
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siquideni in formando Determinante Functionali supponitur expressas esse w,
W,y +ee. W,_, per variabiles w,, w, \, .... w, alque Constantes Arbitrarias
Bs Brs sivw P
Principium ultimi Multiplicatoris sive quomodo cognito Multiplicatore systematis aequa-
tionum differentialium vulgarium ultima integratio ad Quadraturas revocatur. -
§. 11.

Proposmonum I. et. II. §.pr. prae ceteris memorabilis est casus m ==
n—1, quo omnibus praeter unum inventis Integralibus una integranda reslat
aequatio differentialis primi ordinis inter duas variabiles. Eo casu Multiplicator
aequationis differentialis reductae redit in Multiplicatorem Hulerianum, qui eam
per se integrabilem reddit sive ad Quadraturas revocat. Unde ponendo n —
m—1 e Propp. I. et II. §.pr. memorabiles prodeunt Propositiones, quae no-
vum constituunt principium, e quo Calculus Integralis haud parum incrementi
capit. Quod principium uliimi Multiplicatoris appellare convenit.

Propositio L
, Propositis aequationibus differentialibus
dx:dx ....;dx, = X:X,....: X,
habeatur Multiplicator M sive solutio quaecunque aequationis differen-
tialis partialis,
d. MX d. MX 0.MX,
-+ R Ern
porro inventa smt lnteyralza praeler unum omnia,

¥

W= 0, W == Oy svo. Wyg= 0, 5,
designantibus o etc. Constantes Arbitrarias, quibus ipsae functiones
w, w, etc. non’ afficiantur; sumitis ex arbilrio duabus ipsarum x,
Zyy +oe. X, functionibus w,_,, w,, fiat,

Xaw,,..l L X 810,1_1 _."+X 0 18t = W,.,,

0xn
awn Bw,. ow,
X 52 + X, ——— iz oo+ X, T = w.,

erit ultimum Integrale

MW, dwn—W,_dw,} .
ff..‘+ aw ow, dw, Const.
*0x, """ 0x,
Proposmo IL.
5 lnvenhs aequationum dzﬂ’érentmlzum,
de:de, ....:dz, = X: X,....: X,
32*
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Integralibus praeter unum omnibus,

w,— a, 101 — al’ s wN_Q e an_2,
ac designante M solulionem quamcunque aequationis differentialis
partialis,
0 — &MY | 5.MX, | 3.ME,
— dx dx, 77 oxn
exprimantur

Lyy T3y ... Ty X, X, M
per x et x, atque Constantes Arbitrarias
Oy Oy weue Oyt
erit ultima aequatio integralis,

M{X,de—Xdx,} Const.”
f + Jw oJw, OWn—

e Y R e
In duabus Propositionibus antecedentibus quantitas sub integrationis signo posita
evadit differentiale completum, ubi expressiones in bina differentialia ducta per
easdem duas variabiles exhibentur inter quas aequatio differentialis reducta
locum habet. Similiter in sequentibus etsi pressis verbis non adnotetur, quoties
formula integralis Constanti Arbitrariae aequiparatur, innuitur sub signo inte-
grationis haberi differentiale completum.

In Propp. antecedentibus loco divisionis per Determinantia Functionalia,

dw Jdw 0 W
E__‘t -a—x- . 'a—.z:-— ceee —B—E ’

2+—§£ Jw, O Wn—s

—o0x, dxy; 77" dan
etiam multiplicatio institui potuisset per Determinantia Functionalia sensu in-
verso formata (Det. Funct. §.9.). Quod ubi fit, erit in altera Propositione
ultima aequatio integralis, '

1. /MAW, dw,_,— W,_, dw,) = Const.,

posito , 5 5 . 4 5
‘ _ ) L3 Zn x Ty
2. 4=2=4 da " Oa, "' Oan_o OJwn. Own
_ dw OJw,  Jwa\™*
== {Zi _a’;‘. 8.1'1 soee ax"} 9

vel in altera
3. /M4(X,dx— Xdz,) = Const.,
posito

4, 4 ==+

day, 0, oxn dw Jw, O Wn—2) ™!
da " de, '**" da—2 {Ei ox, Oxg ' B.z',.} :
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In formandis Determinantibus functionalibus (2.) et (4.) supponitur, aut ipsa 7 —2
Integralia dari novasque quoque variabiles w,_,, w, per x, x,, .... T, ex—
pressas esse, aut per integrationes transactas variabiles omnes expressas esse
pér binas w,._,, w, vel x, @, alque per Constantes Arbitrarias quae singulis
integrationibus accedunt. Generalius si reductio ad aequationem differentialem
primi ordinis inter duas variabiles efficitur ope 7#—1 aequationum integralium
quarumcunque, '
=0, =90y .vo L. ,=10,
quae afficiuntur totidem Constantibus Arbitrariis
O By svew  Cpans

poni poterit in formula (2.)

Eidn.an, IRLLE
5 A — de ~ Oda, Oan—2
: oll oll, oM,y dwn—y Own ’

S T T Ox O,

vel in formula (4.), :
oI aIT, .9l
22X T e, " Bay

o1l o1, 0 Il—»
Zic'—)_.z‘_z'ax3 ces s 8.1',,

(Cf. Det. Funct. §.10.). Formula antecedens prae ceteris cum fructu ad-
hibetur. Aequationibus enim integralibus inventis saepissime per varias elimi-
nationes eiusmodi formas induere licet, pro quibus Determinantia functionalia,
quae numeratorem et denominatorem fractionis antecedentis constituunt, sine
molestia inveniantur. Commode etiam adhiberi potest ad Determinantia functio-
nalia formanda propositio, valorem Determinantium functionalium,
X0 du By, de dw | O

ox " dx, dx, ox, " dux, 0 xn

non mutari, si ante differentiationes partiales transigendas functio quaeque w;

6. A=

9

ope aequationum,
“Low=oa, W=, e Wiy = Oy,
mutationes quascunque subeat. Inservire possunt aequationes (7.) ad elimi-
nandas e quaque functione w; variabiles
‘,l"n, $"_l’ o e ¢ o (L',,_H_l.
Quo facto si abit w; in I7;, erunt
H—Ot:O, Hl—a‘-:o,_ o o o o II,,_Q—(X,,_Q—:O,
aequationes integrales, quales per integrationem et eliminationem successivam
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inveniuntur. Porro fit

ow 0 Wn— ol o011 d IT,—
8 X+ g;"’.aw;.... e
Cf. §.3. Si vero adhibentur variabilium expressiones quales ex eliminatione
successiva prodeunt, videlicet ipsius @, expressio per &, &y, ...\ Ty, @;
ipsius &,_, expressio per &, 'y «..o Tnooy «, 0y elc., abit Determinans
X+ or, 0x, Oxn_

Oa "da, """ Jan

(5e) () (),

ubi uncis innuo esse &,_; ipSArUM T, &y, ovve Tpiyy Uy &y «o.. o; functio-
nem. Quibus subslitutis in (4.), fit

9. 4= (?9_5"") (%ﬁn,—‘l)""(aaoi;) — om 4il, 1 Oll,_; *

-8.1‘_,,'5.1‘,,_1 coee 8.1’.‘

in productum

Hinc sequenles emergunt Propositiones.

Propositio IIL
»,Acequationum differentialium vulgarium,
dr:dey.scoida, = X: X, ....: X,
quarum M est Multiplicator, inventis per integrationem et eliminationem
successivam aequationibus integralibus praeter unam omnibus,
I =, =0, 305 I = B0,
ubi I7; est functio variabilium x, z,, .... @,_; atque Constantium Arbi-
trariarum «, o, .... ¢;_;: fit ullima aequatio integralis,
MIX,de—Xdr
o gl -, oy = S
0x, Oxn— ' du,
Propositio IV.
»»Aequationum differentialium vulgarium
de:dx,....:de, = X: X, ....: X,,
quarum M est Multiplicator, inventis per integrationem el eliminationem
successivam expressionibus ipsius x, per , @, .... @,_, atque Con-
stantem Arbitrariam «; ipsius x,_, per x, &,, .... x,_, alque Constan-
tes Arbitrarias «, ¢, etc., denique ipsius x, per x, x, atque Constantes
Arbitrarias «, ¢,, .... @,_,, dabitur aequatio inter & et @, per formulam,

./(%J;—n) (%rl) T ( a‘?&:) M(X1 dr — Xdz) = Const.”




16. C. G. J. Jacobi, theoria novi multiplicatoris aequat. diff. 255

In utraque Propositione functiones sub signo integrationis ope aequa-
tionum integralium inventarum per x et x, exprimendae sunt.

Quod e Multiplicatore aequationum differentialium propositarum eruitur
Multiplicator aequationis differentialis, in quam post inventa praeter unum omnia
Integralia problema redit, id eo maioris momenti est, quia huius ultimae aequa-
tionis differentialis primi ordinis inter duas variabiles valde latere potest Mul-
tiplicator, dum systematis aequationum differentialium propositarum sponte se
offert. " Veluti quod in gravissimis quaestionibus evenit, si ipsarum X, X, etc.
expressiones ita sunt comparatae, ut identice habeatur,

+8xl toe +6xn 05

aequationum diﬁ'erentiahum propositarum Multiplicator unifati aequalis evadit;
aequationis autem postremo integrandae Multiplicator secundum antecedentia
aequatur Determinanti Functionali, cui valor complicatus competere potest. Casu
illo particulari in quatuor Propositionibus antecedentibus ponere licet M =13
quod ubi ex gr. in Prop. IV: facimus, emergit haec:

Propositio V.
» Proponantur aequationes differentiales simultaneae,
dx:dx....:dx
designantibus X, X,, elc. variabilium x, x, etc. functiones pro qui-
bus identice habeatur,

0X | 0X -0 X,

W_i—_éx_: veee T day — O
inventis aequationum propositarum n— | Integralibus, n —1 Constan-
tes Arbitrarias «, o, .... o,_, involventibus, exprimantur X et X,
atque variabiles x,, x;, .... x, per x, x, atque istas Constantes Ar-
bitrarias o, o, .... a,_,: erit ultimum Integrale,

/(2_—!_— %‘2’ g‘:i’ aa:;) {dew—del} = Const.,

ubi expressio sub integrationis signo differentiale’ completum existit.”
Propositionis antecedentis afferam exempla pro n=2 et n=3.
I. ,,Proponantur aequationes differentiales
dr:dy:dz = X:Y:Z,
designantibus X, Y, Z variabilium z, y, 2 functiones, pro quibus iden-
tice fiat,

et o
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invento uno Iniegrali involvente Constantem Arbilrariam e, exprimantur
X, Y, 2 per &, y, , erit alterum Integrale,

J & (Yde— Xdy} — Const”

II. ,,Proponantur aequationes differentiales
dt:dzx:dy:dzs = T:X:Y:Z,
designantibus 7, X, ¥, Z variabilium ¢, x, y, = functiones, pro quibus
identice fiat,
oT | 0X | oY , 0Z
Gt Tyt =0
invenlis duobus Integralibus involventibus Constantes Arbitrarias e et f3,
exprimantur 7, X, y, 2 per ¢, x, &, f3; erit tertium Integrale,
oy 03 dy Jxz 53
/(—é;.a—ﬁ ,—--aﬁ'.—a-;) (X(lt— Td-’L') = Consl.
Quae exempla non sine molesto calculo verificantur.

Quibus casibus Multiplicator aequationum differentialium per aequationes integrales

particulares reductarum ex aequationum differentialium propositarum Multiplicatore

Principium ultimi Multiplicatoris sine Determinantium adiumento
comprobatum.

§. 12

Si aequationes integrales, aequationibus differentialibus reducendis ad-
hibitae, sunt parliculares, in genere non licet Multiplicatorem aequationum dif-
ferentialium reductarum e Multiplicatore propositarum deducere. In Prop. II
§. 10., quae docet quomodo aequationum differentialium propositarum et re-
ductarum Multiplicalores a se invicem pendeant, possunt quidem Constantibus
Arbitrariis quibus Integralia afficiuntur valores parliculares tribui: supponitur
autem ipsa cognila esse aequationum differentialium propositarum Integralia ge-
neralia. Quae lamen supposilio necessaria nmon est. Etenim si aequationes
integrales reductioni adhibendae alia post aliam investigantur, sufficit unam-
quamque aequationem integralem inventam ita comparatam esse, ut differentiata
per aequationes differentiales propositas identica reddatur, simul omnibus #psam
praecedentibus aequationibus integralibus accitis. Neque vero propositum suc- .
cederet si ex aequationibus integralibus reductioni adhibitis duae pluresve ita
comparalae essent, ut quaeque earum differentiala per aequationes differentiales
propositas identica reddi non possit nisi simul omnes reliquae aequationes in-~
tegrales, nullo ordine observato, in auxilium vocentur.

eruitur.
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Antecedentia cum ¢ formulis tradilis patent tum ope propositionis ele-
menlaris directe demonstrantur, quoties aequationes integrales alia post aliam
invenlae ad variabiles successive eliminandas adhibentur. Sit enim aequatio-
num differentialium propositarum primum Integrale inventum,

F = o
cujus ope e quantiiatibus X, X,, .... X,_, eliminetur x,. Ponendo m=—1
in Prop. I §. 10. sequitur, Multiplicatorem aequationum differentialium
reducturum,
1. doidzy....:ld2p = X: X i0i 3 X, ,,

aequari Mulliplicatori aequationum differentialivin propositarum diviso per

62? sive quantitate
n ]‘1

OF
0 xn
in qua variabilis x, per aequationem F — o éliminanda est. Constans «
in hac proposilione fundamentali arbitraria est ideoque valor ei quicunque tribui
potest particularis.
Tributo in functionibus X, X,, .... X,_, Constanti « quam implican!
valore particulari, sit aequationum (1.) Integrale,
B, = d,.
Quod non erit Integrale aequationum diflerentialium propositarum.  Quippe
aequalio d F;, =0 per aequationes differentiales propositas identica non reddi-
tur nisi simul Constans e ubique funclioni F' aequatur. Quae Constantis o
eliminatio ubi fit in functione F, aequatio ¥, — ¢, evadit Integrale aequatio-
num differentialium propositarum. Sed ea Constantis o eliminatio fieri non
potest si ei in aequalionibus differentialibus reductis (1.) tribuitur valor parti-
cularis, neque igitur eo casu ex aequationum differentialium reductarum Integrali
Integrale proposilarum restituere licet.
Eliminala x,_, ope aequationis F,=c,, obtinentur e (1.) aequationes
differentiales denuo reductae,

. dx:dx,....dx,, = X:X,....: X,_,.
Quarum Multiplicator secundum eandem regulam derivatur e Multiplicatore aequa-
tionum (1.), atque hic e Multiplicatore aequationum differentialium propositarum

erutus est, videlicet dividendo per —(%5—, unde prodit aequationum (2.) Mul-

n—1

plicator,
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L AE

oF, oF, °

0xn ' O&n-1
quae quantitas variabilibus x, et «,_, per aequaliones F'=—=a, F,=q¢, elimi-
natis solarum x, ,, ... &,_, funclio evadit. Unde aequationum differentia-
lium (2.) erutus est Mulliplicator, quamquam reductio facta est per duas aequa-
tiones F’—oa, F,=—«,, quarum tantum altera est aequationum differentialium
propositarum Integrale, altera non est neque ad tale revocari potest, si Con-
stanli o tributus est valor particularis.

Rursus tributo Constanti e, valore particulari quocunque, aequationum (2.)
quaeratur Integrale, quo invento aequationes differentiales (2.) ulterius reduci
possunt, reductarumque per eandem regulam constabit Multiplicator. Sic per-
gendo successive eruantur e aequationes integrales,

3. Fee=u, F =0, cess Hpy4= 104,
in quibus «, ¢, .... @,_, sint Constantes particulares quaecunque; quarum
aequalionum integralium ope revocatis X, X,, .... X,_, ad solarum z,
Lyy eees Tn_, functiones, aequationum differentialium ad quas successiva elimi-
natione pervenitur,

4. (l.’L‘:(l(l«'l....:(l.’L',,_m: X:Xloocu:X,,_m,
eruitur Multiplicator,
5 M
' oF OF, OFm_y

a-rn a-z'n—l Tt a‘rn-m—H.

quae quantitas et ipsa per aequationes (3.) ad solarum x, @,, .... Z,_, functio-
nem revocanda est. Aequationes (3.) reductionibus successivis inservientes
hic ita comparatae sunt ut quaeque F;= ¢; sit Integrale aequationum differen-

tialium,

dr:dx,... :da,_; = X: X,....: X,
variabilibus z,, ©,_,, .... ,_i;, ¢ X, X, .... X,_; eliminalis ope aequa-
tionum ipsam F;, = «; praecedentium,’

FPe=u, Fi=06¢, ..., H 3==0._.
Si m=n—1, formula (5.) suppeditat Multiplicatorem aequationis differentialis
primi ordinis inter duas variabiles = et z,

6. X dxr—Xdz, = 0,

quae post inventas aequationes integrales,
9" F=o0oa F=0o, .... F,_,=a,,,
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unica integranda restat. Multiplicatore sic invento,
M —
6F oF,  oF.°
a‘l'n.a‘l'n—l teee a.l'.)

lacva pars aequationis (6.) evadit differentiale completum, unde eius inlegratio
ad Quadraturas revocatur sive fit ultima aequatio integralis,

8. /’ M oe e,y Const.

gF  oF, EY o

0xn ' CXn—t dx,
Qua in formula adiumento aequationum integralium inventarum (7.) quantilates,
sub integrationis signo in differentialia dx et dx, ductae, per solas z et x,

exprimendae sunt.

Cum antecedentibus Conslantes «, ¢, .... @, , sint particulares quae-
cungque, earum valorem eliam generalem seu indefinitam servare licet, quo facto
formula (8.) redit in Prop. IIl. §.pr. Vice versa Prop. IIl. §. pr., in qua
designant e, e, .... e,_, Constantes Arbitrarias, eum quoque amplectitur ca-
sum quo post quamque novam integrationem Constanti Arbitrariae qua afficitur
valor tribuitur particularis. Quod intelligitur observando, aequationibus differen-
tialibus Constantes Arbitrarias involventibus, idem earum Integrale obtineri posse,
sive ante sive post integrationem Constantibus Arbitrariis illis valores particu-
lares tribuas.

Necessarium non est, ut quaeque nova aequatio integralis inveniatur ut
Integrale ipsarum aequationum differentialium ad quas propositae reducuntur eli-
minato per aequationes integrales ante inventas aequali variabilium numero;
generalius ea esse poterit Integrale aequationum differentialium propositarum,
per aequationes integrales ante ipsam inventas quocunque modo transformatdrum.
Aequationum enim differentialium propositarum per Integrale F'=— o transfor-
matarum sit Integrale F, = ¢,; aequationum differentialium propositarum per
binas aequationes F' — ¢, K= ¢, transformatarum sit Integrale ¥, = a,, per
tres aequationes F—e«, Fy=«,, F,=c, transformatarum sit Integrale Fy—c;,
et ita porro, ubi Constantes «, ¢, etc. poterunt arbitrariae esse ‘sive particulares
quaecunque. Quibus posilis, ex aequatione integrali '=« et aequalionibus
differentialibus propositis sequi debet, dF, =0; unde per aequationem F — ¢
eliminata z, e functionibus X, X, .... X,_;, F,, fieri debet F,= c, Inte-
grale aequationum differentialium,

dv:dx, ....:dzx,, = X: X, ....: X,_,.
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Ex aequationibus integralibus F'—«, F,=—«, et aequationibus differentialibus
proposilis sequi debet dF,=—0; unde per aequationes F —«a, F,—«, eli-
minalis z, et x,_, e functionibus X, X, .... X,_,, fieri debet F,—«, In-

tegrale aequationum differentialium,

de:dx; ....;dw, 3 = X: X,....: X, ,,
et ita porro. Generaliter si primum functiones K, F, etc. ratione illa gene-
raliori qua eas definivi obtinebantur, ac deinde e quaque F; eliminantur z,,
ZLy_yy oov. &o_iyy per aequationes F=ea, F\=¢,, .... F;_,=—0a;_,, cae-
dem functiones ¥, F, F, etc. prodeunt quas in formulis (5. et. 8.) consi-
deravi. Ea autem reductione adhibita abit Determinans functionale

oF OF, OF,_,
BT r iy Py
in simplex productum
8F OF, 8 Py
Oxn " Oxn—y """ OXn—mir ’

quod formulae (5.) denominatorem afficit (§.3.). Unde si functionibus ¥, F,
F, etc. generaliorem significatum servare placet, formula (5.) evadere debet,

9 M
g OF OF,  9F
- a-"yn.a-z'n—l e a.l'n-m—H

ideoque etiam formula (8.)

M{X,dr—Xdx
10. f2+~a{£'.—a o :9}!,"_2 = Const.
— Own Odu— o,

Definitio functionum F, F| etc. amplectitur casum quo omnes aequationes
F,— «; sunt ipsarum aequationum differentialium Inlegralia generalia. Unde
e simplice propositione elementari tradita derivatur principium ultimi Multiplica-
toris, si reductio ad aequationem differentialem primi ordinis inter duas varia-
biles per Integralia generalia fit, simulque monstrantur casus maxime generales
quibus invenire liceat ultimum Multiplicatorem, etsi aequationes integrales re-
ductioni adhibitae sint particulares.

Addam demonstrationem propositionis fundamentalis qua antecedentibus
vidimus principium ultimi Multiplicatoris via maxime elementari adeoque absque
ullo Determinantium adiumento superstrui.

Propositio.

St F' solutio quaecunque aequationis

F oF . 9F
X&‘.z‘ TX ox, ""+‘X"—5.r—,. = U,
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exclusa Constante; sit porro M solutio quaecunque aequationis
3. MX 0.MX, | 9K,

+8.r

= 0,

0xn
Constante non ea:clusa. posito
M
N=—7r>
ox,

ipsisque N, X, X, .... X,_, per x, x,, .... ®,_,, I expressis, [fit
N solutio aequationis

a-NX_{_ 8 NX I aoNXn-_—_l S O”
ox, el . =
Demonstratio.
Ponatur
. OF _ .
ox,

differentiando variabilis x, respectu aequationem identicam,
JdF oF > dF
X-('E-I—Xl_a-.l'l— “”—I—Anﬁn— = O,
prodit,

" Qan
oX BF 0X, 8F 0X, OF
T ox, O0x + Ox, "0x, "’ T 0% = O&n
Innuendo uncis quibus differentialia partialia includantur exhiberi X, X, etc.
per &, Ty, ... Ty, K, fit
0X: _ (8X:\ OF __ (0X:
dan (5F) 8an (57 »
Quam formulam in aequatione praecedente substituendo atque per u dividendo
prodit,

= U,

8Iovu v X, Blo«ru L 4X, Ologu

Ere

R B G

o0&,

Haec formula detrahatur de sequente, quae ex ea qua M definitur fluit,
XalogM 1 X, BlogM X dlogM

T O0xn

X . 0X,
1 8x+8x, D O

simulque observetur haberi pro indicis ¢ valoribus 1, 2, .... n—1,
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=G+ EH

. M
prodit ponendo —— = N, |
alogN +X1 Blog]V X dlog NV

" 0%
HEE ) o () o
Fit autem 81 N al N dlog N
o og
X EC 1+ X, X S
_ X(alogN)_{_Al(BldovN) X, (%‘j__j-‘:_)
+8]ogthX X _}_Xn }
=X(d';iN)m(ag‘ij).-.-+Xn-x(%3—f,v—)=

aggregato in (—@gf,—]v) ducto identice evanescente. Unde aequatio antecedens

sic quoque exhiberi potest:
X(BlogJV) 1 X, (dlogN) X, (alog]\’)

axu—l

HEHED) -+ e =0

aa‘n 1

quae per IV multiplicata suppeditat,

(BEJXX)WL(%JZ{Q) oo (B =) —

a.l'n—-l
quae est formula demonstranda.

Vidimus supra, propositione antecedente iteratis vicibus adhibita erui
aequalionum differentialium reductarum Multiplicatorem e Multiplicatore propo-
sitarum. Sed ad hunc finem non necesse est ut hic ipse cognoscatur sed suf-
ficit eius cognoscere valorem quem per aequationes integrales reductioni ad-
hibitas induere potest. Si problema ad aequationem differentialem primi ordinis
inter = et &, revocatum est, deﬁnitur M aequationibus,

1. TN — LS+ 5+ G Kde = Xda,,
in quibus post di/ferenlz'atz'ones partzales factas eliminandae sunt z,, a;, ..
. &,. Si aequationes integrales, quarum ope reductiones et eliminationes
propositae operantur, particulares sunt, evenire potest ut e formulis (11.) erua-
tur valor ipsius M in principio ultimi Multiplicatoris requisitus, neque tamen
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inveniri queat ipsius M valor generalis sive ipsarum aequationum differentialium
propositarum Multiplicator. Directe aequationis differentialis,
X de — Xdx, = 0,
definitur Multiplicator P per formulam,
dlog P 1 0 X C

t2. S = — {5+ aet
in cuius dextra parte X et X, anfe differentiationes partiales transigendas
per solas x et x, exprimendae sunt. Potest autem evenire ut via non pateat
qua ipsum P e (12.) eruatur, dum ipsius M determinatio per formulam (11.)
in promtu est. Quae adeo, nullis cognitis aequationibus integralibus, in amplis
gravissimisque problematis succedit, unde pro quibuscunque aequationibus inte-
gralibus reductioni adhibitis sive completis sive dicta ratione inventis particula-
ribus ultimus Multiplicator constat.

De usu Multiplicatoris in integrandis systematis quibusdam aequationum differentialium
: specialibus.

§. 13.

Systema aequationum differentialium propositarum ita comparatum esse
potest ut ultima Integratio sponte in Quadraturam redeat. Quod evenit si unius
variabilis differentiale tantum, non ipsa in aequationibus differentialibus invenitur.
Ponamus ipsam @ esse variabilem a qua simul omnes functiones vacuae sint
X, X,, .... X,: redire constat integrationem n aequalionum differentialium
inter -1 variabiles,

1. dzx:dz,:dx,....:dx, = X:X,: X,....: X,,
in integrationem »—1 aequationum differentialium inter z variabiles unamque
Quadraturam. Integratis enim aequationibus,
2 dagday...ide, = XX, ot X,
quae sunt »—1 aequationes differentiales inter n variabiles x,, x,, .... @,,
exhiberi poterunt variabiles @,, @, .... &, per earum unam veluti 2,: unde,

expressa TJYY— per x,, dabit simplex Quadratura ipsius & valorem,
1
_ [ Xdx,
3. =« —-/ X, -} Const.

Tam cognito aequationum differentialium (1.) Multiplicatore quaeritur, quemnam
ex eo fructum ad integrationem perficiendam percipere liceat, cum ultima in-
tegratio sua sponte in Quadraturam redeat. Quod ut cognoscatur, inter duo
casus distinguendum erit, prout datus aequationum differentialium (1.) Multipli-
cator a variabili  afficiatur sive non afficiatur.
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Aequationum differentialium (2.) systema vocabo proprium, quo distin-
gualur a systemate proposito aequationum differentialium (1.), cuius integratio
componilur ex integratione systematis proprii et Quadratura. Si datus syste-
matis propositi Multiplicator M et ipse a variabili  vacuus est, idem eril

systematis proprii Multiplicator. Tum enim evanescente termino 6_61%11_{’ satis—

faciet aequationum differentialium (1.) Multiplicator aequationi,
3. MX 0.MX, 0.MX,
: + dx, L N P oxn ~ %

eadem autem aequatlone definitur aequationum differentialium (2.) Multiplicator.
Quoties igitur datus systematis propositi (1.) Multiplicator et ipse variabili =
vacat, systematis proprii ultima integratio ad Quadraturas revocari potest, sive
quod idem est, systematis aequationum differentialium propositarum duae
ultimae integrationes per Quadraturas absolvuntur.

Vice versa si datur systematis proprii (2.) Multiplicator IV, qui -eril
solarum variabilium ,, @,, .... @, functio, idem erit systematis propositi (1.)

Multiplicator. Evanescente enim termino 9.V , functio N, quae huic aequa-

ox
tioni satisfacere debet,
__ 8.NX, , 8.NX, 8.NX,
4 = ox, + or, vors T o, °
etiam huic satisfaciet qua systematis propositi Multiplicator definilur,

a. ]VX g. ]VX J.NX,

5 ol o

Inventis autem omnibus systematls proprii Integrahbus,

4. fl = U, ﬂ = 0y, .« e e fn—l _— O,y
ubi Constantes Arbitrariae «, etc. dextram aequationum partem occupant, eril
aequationum (2.) Multiplicator,

5. N =

0 =

d ) 0 fr—
X =k aa{i aﬁ, “afr(,,_:'
Qui igitur systemalis quoque propositi Multiplicator erit. Unde si systemalis
propositi datur Multiplicator M, variabilem « implicans, simulque systema pro-
prium complete integratum est, duo innotescunt systematis propositi Multiplica—
tores M et N. Quibus cognitis, secundum §. 4. systematis propositi constabit
Integrale,

iv__ afl afz af"—l
6. = MX =+ Ba. B, B, = Const.
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Quo Integrali dabilur & per @, @,,.... &,, sive ope Integralium (4.) expres-
sis &,, &3, .... &, per x,, dabitur 2 per x,. Unde si innotescit systematis
propositi Multiplicator variabili x affectus, post systematis proprii inte-
grationem completam, non amplius opus erit Quadratura, quam formula (3.)
poscebat ad inveniendum ipsius x valorem per x, expressum.

Fieri potest ut solo cognito systematis propositi Multiplicatore variabili «
affecto, absque ulla inlegratione eruantur systematis proprii unum plurave Inte-

n—17

gralia. Expressa enim per (4.) quantitate :T’YT per &y Gy Oy oo s o 0

/X o,
A, 7
post factam integrationem, Constantium ¢, , @, etc. loco restituamus functiones

fis [» ete., quo facto prodeat variabilium x,, x,, .... @, funclio
‘Ndr, |

& = =

in functione

1
erit e (3.), designante ¢, novam Constantem Arbitrariam.
r—§ =aq,
systemalis proposili Integrale. Sit rursus variabilium x,, ., .... 2, funclio
N systematis proprii ideoque etiam systematis propositi Multiplicator, erit se-
cundum §. 4. expressio generalis Multiplicatoris systematis proposili,
M=1Ix—5,fi,fis...fou).N.

Cognilo igitur valor ipsius M, variabili z affecto, eril a’gi” ipsarum & —§,

fis fas e foms functio ,

dleg M
"ggr = (I’(‘r—gvﬁaﬂ’----ﬁz—l)o

Unde ponendo

dlog M
1. SEE u,
ox
atque ex hac aequatione quaerendo ipsius x valorem per u, x,, @, .... z,

expressum, prodit
@ =ELw, fis fir - i)
designante y certam ipsarum %, f, f5, .... f, functionem. Quaerendo igi-
tur e (7.) ipsius x valorem per u, x,, &,, .... &, expressum, atque in ea
expressione ipsius % loco ponendo varios valores constantes arbitrarios, dif-
ferentiae quantitatum provenientium erunt solarum f,, f;, .... f. functiones,
ideoque Constantibus Arbitrariis aéquiparatae suppeditabunt systematis proprii
Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XXVII. Heft 3. 34
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Integralia. Methodus hic tradita semper succedit si non tantum M sed etiam

dlogM
ipsam « involvit atque v non solius % vel & non solius x —§ functio

dx
est. Quoties aulem &b — alg’:‘l solius @ —§ funclio est, erit —%‘—f ipsius

@ functio. Unde e systematis propositi Mulliplicatore cognito M sem-

per deducere licel absque inlegratione systematis proprii unum plurave

. . 3log M . . dlogM : e
Integralia, quoties aﬁ non ipsius —=>— functio est. Similiter de-

monstratur, cognifo systematis propositi Integrali, variabili x affecto, v= ¢,
designante o Constantem Arbilrariam, ex eo semper derivari posse unum
plurave systematis proprii Integralia, nisi % ipsius v functio sit. Nam
cum esse debeat v quantitatum x—5§, fi, f3, .... fo, functio, ex aequatione
v =0 sequitur huiusmodi
x = §+y(a, fis [iy oo fimi)s

unde eruendo ¢ v=« ipsius & valore in eoque ponendo ipsius e loco varios
valores constantes arbitrarios, differentiae expressionum provenientium Constan-
tibus Arbitrariis acquiparalae suppeditabunt systematis proprii Integralia.

Ut habeatur exemplum quo systematis propositi Multiplicator variabili &
affectus innotescit ideoque post systematis proprii integrationem completam ipsa
per &,, Lsy ... T, absque Quadratura exprimitur, ponamus X =1 simulque fieri

d.ﬂl {'3@', ....+6‘Tn o
designante ¢ quantitatem constantem; quod inter alia evenit, si X, X, etc.
“variabilium @,, x, etc. functiones sunt lineares. Dabitur systematis propositi

\Iulnphcator per formulam

dlo“M —>2— 4 ¢ =0, unde M =

Hinc sequitur e (6.) sumendo logarithmos,

1 of, ofy  Ofm ),
== — = log (/[,,E+ 8.1?., 5ﬁ 6.1‘,,_1) - Gongt

Cognitione igitur Multiplicatoris in hoc exemplo non reductionem aequationis
differentialis ad Quadraturas sed Quadraturam lucramur.

Antecedentibus demonstratum est, si aequationum differentialium (1.),
in quibus X, X, etc. solarum x,, x,, .... x, functiones sunt, detur Multipli-
cator et ipse variabili & vacans, duas postremas integrationes per Quadra-
turam absolvi; si Multiplicalor variabili z afficiatur, ullimam aequationem
integralem ipsam sine Quadratura obtineri. Quae propositio sic amplificatur.
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Ponamus functiones X, ,,, X, .., .... X, vacuas esse a variabilibus

L, &yy .... x,, simulque X, X, .... X, nisi ab iisdem variabilibus vacuae
sunt, certe satisfacere conditioni,

7. JF 8.1', : + axm

Eo casu aequationes diﬁ'erentlales propositae (1.) sic tractabuntur, ut primum
aequationum differentialium inter solas z,.,,, &, ., .

... &, locum habentium.

8, d2,.q:82,,0 0.0 2l = Ky 1 Xy wen e X5
quaerantur Integralia,
9. ft-:an L= o0y ... ﬁ!-—m—-l:an—m—l7

eorumque ope exprimantur variabiles @,,., &2, .... &, per earum unam
2, .3 quibus factis superest ut integrentur aequaliones differentiales inter ipsas

@y Ty » &, ., locum habentes,

10. dzx:dx,....: cdz,,, = X: X,....: X,,,.
Per conditionem (7.) constat, aequationum diffcrentialium propositarum (1.)
Multiplicatorem, a variabilibus x, «,, .... &, vacuum, eundem esse aequatio-

num differentialium (8.) Multiplicatorem, et vice versa harum Multiplicatorem
ipsarum quoque aequationum differentialium (1.) Multiplicatorem esse. Designante

enim M quanlilatem a variabilibus z, @, .... T, Vacuam, sequitur e (7.),
o.MX | 0. MX 0.MX,, )
o - + + Om = “a

unde pro eiusmodi ipsius M valore condmo ut M aequationum (1.) sit Multiplicalor,

) Jd.MX 1. o.MX, vl o.M.X, — 0

ox ox, o, ?

convenit cum conditione ut M aequationum (8.) Multiplicator sit,
0.MXnpy | 0.MX, a. BLX
drmrs T Bam T Tom = O

Aequationum differentialium (10.) semper assignare licet Multi-
plicatorem. Nam cum ipsarum &, .,, &,.3, .... &, expressiones per x,_,
e (9.) petitae ab ipsis @, x,, .... z, vacuae sint, conditio (7.) valebit etiam
post harum expressionum substitutionem. Qua substitutione cum X, , in so-
lius @,,, functionem abeat, valebit etiam aequatio (7.), si loco ipsarum X,

onitur =t . Unde sequitur, aequationum differentialium (10.) Multipli-
P b q q p

catorem esse

X1 . Qua de re aequationum differentialium (10.) ultima
m—-1
integratio semper solis Quadraturis absolvitur,

Si datur Multiplicator aequationum differentialium propositarum (1.), va-
34*
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riabilibus #, #,, .... 2, non affectus, idem erit aequationum (8.) Multiplicator,
ideoque eo casu cum aequationum (8.) tum aequationum (10.) ultima integratio
Quadraturis absolvitur. Iam vero sit aequationum differentialium propositarum (1.)

datus Multiplicator M variabilibus =, Ly .... x, affectus. Inventis aequa-
tionum differentialium (8.) Integralibus (9.), earum fit Multiplicator
. 1 afl afn afn—M—l
N = X =+ Tors " Toen " O

idemque ex antecedentibus fit Multiplicator aequationum differentialium propo-
sitarum (1.). Quarum igitur cognitis duobus Mulliplicatoribus M et N, datur

absque Quadratura Integrale
N L S ofv ,_0fs  Ofwmmt
M M.X,,._H - 8.1',,.+z al'm+3 ox,
Quod substituendo ipsarum x,..,, T,.3, .... &, valores per x,,, exhibitos
in aequationum (10.) Integrale abit. Harum aequationum praeterea vidimus
ultimam integrationem Quadraturis absolvi. Unde proposilis aequationibus dif-
ferentialibus ,

= Const.

de:dx,....:dx, = X: X, ....: X,,

in quibus functiones X,,.,, X,,,, . ... X, variabilibus z, z,, .... z, va-
cant simulque fit

oX ax, Lok

ox ox, ST 0m ’
si datur Multiplicator et ipse variabilibus =, x,, .... x, vacans, duae inte-
grationes per Quadraturas absolvuntur; si vero datus Multiplicator variabilibus
x, 2, .... x, afficitur, una aliqua aequatio integralis absque omni Quadra-

tura constabit atque altera inlegratio Quadraturis efficietur.

Antecedentia exemplo esse possunt, ad aequationes differentiales inte-
grandas e Multiplicatoris cognitione semper fructum aliquem percipi, etsi ullima
integratio absque eius auxilio Quadraturis absolvi possit. Neque nessarium est
ut in antecedentibus aequationes (4.) sint Integralia ipsarum aequationum diffe-
rentialium (2.), vel aequationes (9.) sint Integralia ipsarum aequationum diffe-
rentialium (8.). Nam secundum ea quae §. 12. tradidi, Conslanti Arbitrariae
post quamque novam integrationem accedenti valorem tribuere licet particula-
rem quemcunque. Sufficit ut quaelibet aequatio f; = Const. sit Integrale aequa-
tionum differentialium quocunque modo transformatarum per aequationes inte-
grales ante eam inventas,

i=oa, i=e, .... fia=0_,,
in quibus ad dextram habentur quantitates constantes quaecunque particulares.
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