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10.

Encyklopéadische und elementare Darstellung der
Theorie der Zahlen.

(Vom Herausgeber dieses Joumals.)

(Fortsetzung der Abhandlung No. 2. im vorigen left.)

§. 21.

Erliduterung.

Jede theilbare ganze Zahl £ kann z.B. durch
g = a'blod ....n

ausgedriickl werden, wo die Factoren «, 4, ¢, d .... » von 2 entweder theil-
bare, unter einander theilerverwandte, oder theilerfremde, oder auch untheilbare
ganze Zahlen sein konnen, die Exponenten ¢, 3, 7, .... v aber nothwendig
ganze posilive Zahlen sind.

Denn eine theilbare ganze Zahl 2 ist nichts anderes als das Product
anderer ganzen Zahlen, die selbst wiederum theilbar, unter einander theiler-
verwandt, oder theilerfremd, oder auch untheilbar sein konnen. Diejenigen
unter diesen Factoren, welche cinander gleich sind, wie z.B. alle die, welche
gleich « sind, geben fiir sich, in einander multiplicirt, eine Pofenz mit ganz-
zahligen posiliven Exponenten. Z.B. wenn @ amal als Factor vorkommt, so
entsteht daraus die Potenz a“; b, wenn es fBmal vorkommt, giebt die Potenz
07 u.s. w., und das Product aller dieser Potenzen macht die Zahl £ aus.

§. 22
Lehrsatz.
1. Wenn von emer ganzen Ziakl z, die nach (§.21.) immer durch
1. z=abfeod ....n

ausgedrickt werden kann, keiner der Fuctoren a, b, ¢, d, .... n mit ei-
ner andern beliebigen ganzen Zahl u theilerverwandt ist, so ist auch z
selbst mit w nicht theilerverwandt, sondern zu u theilerfremd.
II. Wenn von einer ganzen Zahl
2. z=abcod. .n
keiner der Facloren a, b, ¢, d, .... n nut irgend einem der Facloren a,,
by, €y .... ky einer andern ganzen Liakl
: 3. "u=aprd .. .k
14 *
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theilerverwand! ist, so sind auch z und u selbst nicht theilerverwandt,
sondern zu einander theilerfremd.

IlI. Wenn die Factoren a, b, ¢, ....n und a,, b, ¢c,, .... k
der beiden Zahlen z und u (2. u.3.) sdmmtlich Stamm=zahlen sind, und
keiner der Factoren a, b, ¢, .... n isl irgend einem der Factoren a,,b,,

¢y --.. k, gleich, so sind z und u zu einander theilerfremd.

Beweis von I. 4. Da nach der Voraussetzung «¢ in (1.) zu =
theilerfremd ist, so ist es nach (§. 20. 1) auch das Product a.a oder a’.
Folglich sind « und «* beide zu u theilerfremd. Also ist es nach (§. 20. 1.)
auch ihr Product a.a* oder «*. Also sind @ und «® beide zu u theilerfremd,
und folglich ist es auch ihr Product a.a®>=— a*. Und so weiter. Also ist
zuletzt @ zu u theilerfremd.

B. Aus gleichen Grinden sind, da &, ¢, d, ... . n simmilich der
Voraussetzung nach zu u theilerfremd sind, auch &%, ¢7, d’, .... n* zu u
theilerfremd. U. s. w.

C. Da weiter z.B. «® und 6° beide zu u theilerfremd sind, so ist es
nach (§.20. 1) auch ihr Product a*b?. Und da demzufolge a®b? und ¢
(B.) beide zu wu theilerfremd sind, so ist es nach (§. 20. I.) auch ihr Product
a*bf ¢'.  So ist weiter, aus gleichen Griinden, a® 6% ¢”d’ u.s. w. und folglich

zuletzt = = a"bf¢?d’ .... n’ nothwendig zu u theilerfremd; wie es (I.)
behauptet.

Beweis von II. D. Da nach der Voraussetzung in (II.) keiner der
Factoren a,, b,, ¢,, .... &, von « z.B. mit dem Factor @ von 2 theiler-

verwandt ist, so ist nach (I.) auch u selbst mit « nicht theilerverwandt. Aus
demselben Grunde ist # auch mit keinem andern der Factoren von 2z theiler-
verwandt. Also ist kein Factor von % mit u theilerverwandt und folglich nach
(I) auch 2 selbst nicht; gemifs (IL.).

Beweis von lII. Nur einander gleiche Stammzahlen sind theilerver-
wandt; denn keine Slammzahl hat einen andern Theiler 1, als sich selbst.
Nun soll in (III.) keiner der Stammfactoren von 2 irgend einem der Stamm-
factoren von w gleich sein: also ist keiner der Factoren von 2 irgend einem
der Factoren von u theilerverwandt, und folglich sind nach (IL) 2 und =
selbst einander nicht theilerverwandt, sondern theilerfremd.

Anm. Der Beweis von (I.) beruht auf der wiederholien Anwendung
des Lehrsatzes (§.20. I.). Der Beweis von (II) beruht auf der Anwendung
von (I.) zunichst auf die einzelnen Factoren von 2z; der Beweis von (IIL.)
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beruht darauf, dafs hier die Factoren von # und £ von selbst in dem in (II.)
vorausgesetzten Falle sind.
§. 23.
Lehrsatz.

Der grifste Gemeintheiler zweier ganzen Ziahlen z und u ist
das Product aller derjenigen Stammfactoren, welche z und u
gemein haben.

Beispiel. Der grofste Gemeintheiler von

1. o= 3711317 und v = 3°.72.17°.19
ist
2. 3F.TAT.

Nur die Stammfactoren von (2.) kommen in 2 und % zugleich vor.

Beweis. A. Man bezeichne das Product aller Stammfactoren, welche
2 und u gemein haben, durch v, die Producte der dbrigen Stammfactoren in
2 und in % durch 2, und %,, so dafs also

g B . By
) w v,
ist. Hier ist U’—z‘ nichts anderes als der Bruch T‘:’—' im Zihler und Nenner
durch die gleiche lZahl v multiplicirt.  Also ist nachl (§.13. L 8.)
i B o= S
" ",

B. Nach der Vorausselzung sind in v «lle diejenigen Stammfactoren
von % enthalten, die zugleich in & vorkommen. Also sind alle Stammfactoren,
die #, noch sonst enthilt, von allen, die noch in 2, vorkommen, verschieden.
Deshalb sind denn zufolge (§. 22. IIL.) =, und u, in (4.) theilerfremd; das
heifst, sie haben keinen Factor =1 weiter gemein. Folglich ist v, nemlich
das Product aller Stammfactoren, welche 2 und u gemein haben, der grifsle
Gemeintheiler von 2 und w; wie es der Lehrsatz behauptet.

§. 24.
Lehrsatz.

Wenn eine ganze Zahl z mit einer andern ganzen Zahl u auf-
geht, so missen unter den Stammfactoren von z nothwendig alle Stainm-
factoren von u ohne Ausnahme vorkommen.

Beweis. A. Es sei

1. z2=abod .. n,
wo a, b, ¢, .... n Stammzahlen sind. Kime in u irgend ein Stammfactor
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v vor, der keinem der Stammfactoren a, b, ¢, .... n gleich wire, so ginge
v in keinen dieser Factoren auf, also zuerst in @ nicht. Deshalb geht denn
v nach (§.20. IL) auch in «.a=—a nicht auf; folglich auch nicht in «.a
=— ¢ u.s. w., und folglich nicht in @® Auch in & geht o nicht auf, folglich
aus gleichen Griinden auch in & nicht. Eben so nicht in ¢’, d°, .... n,
also auch gemifs (§. 20. IL) in a*&f nicht, und auch nicht in @“bf.¢r =
a®bf ¢v u. s.w., mithin auch in 2 selbst nicht.

B. Wemn nun aber 2 mit dem Facfor v von u nicht aufgeht, so
geht auch nach (§.15. I.) u selbst in z nicht auf. Es ist also, wenn % in
z aufgeht, nicht moglich, dafs # irgend einen Factor v habe, der von allen
Stammfactoren von 2 verschieden wire.

§. 25.
Lehrsatz.

I. Wenn eine ganze Zahl u in das Product z,z, sweier ganzen
Zallen z, und z, aufgeht, und sie ist zu einer derselben, z. B. 3u z,,
theilerfremd, so mufs sie nothwendig in die andere z, aufgehen.

II. Ist dagegen u su keiner der beiden Zakhlen z, und z, theiler-
[remd, so kann u in das Product z,1, aufgehen, obgleich weder in 1z,
noch in z,.

Beispiele. No.1. zu I. u =16 geht in 2,2,=75.144 = 10800
auf und ist zu 2,=75 theilerfremd. Deshalb mufs u =16 in 2, =144
aufgehen.

No. 2. zu Il. u =120 ist weder zu £,==75 noch zu 2, =144 theiler-
fremd und geht in 2,2, =75.144= 10800 auf, obgleich weder in 75, noch in 144.

Beweis von I. 4. Da wu in das Product 2,2, aufgehen soll, so
miissen nach (§.24.) in diesem Product «lle Stammfactoren von # ohne Aus-
nahme vorkommen. Nun sollen 2, und u theilerfremd sein, das heifst, es
soll in 2, keiner der Stammfactoren von # vorkommen. Also miissen alle
Stammf{actoren von # ohne Ausnahme in =z, allein vorhanden sein, und folg-
lich mufs u selbst, welches das Product seiner Stammfactoren ist, nothwendig
in %, aufgehen.

Beweis von II. B. Sind u und 2, nickt lheilerfremd, so hat g,
mit « Stammfactoren gemein; angenommen nechi alle. Enthalt nun das Pro-
duct 2,2, die verschiedenen Stammfactoren von % zusammen nur gerade so
oft, als sie in u vorkommen, welches schon hinrcicht, damit » in 2,2, auf-
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gehe, so enthdlt 2, nicht mehr alle Stammfactoren von u, indem 2, schon
einige davon wegnimmt. Also geht in diesem Falle nach (§.24.) u nicht mehr
in 2, auf, eben so wenig wie in 2,, obschon gleichwohl in 2,2,.

§. 26.
Lehrsatz.

Wenn eine ganze Zahl z mit jeder der verschiedenen Ziahlen v,,

Vos Vi «oo. Vo, aUfgeht, so geht sie auck mit ihrem Product

1. W= Y Va¥; cuus ¥,
auf, jedoch nothwendig nur dann, wenn keine der Zahlen v -einen Stanm-
factor mit der andern gemein hat.

Beispiel 1. Die Zahl 2 = 75600 geht mit jeder der drei Zahlen
& 21 und 25 auf, deren keine einen Stammfactor mit der andern gemein hat.
Deshalb geht sie nothwendig auch mit ihrem Product 8.21.25=4200 auf.

2. Die Zahl 2 = 75600 geht mit jeder der drei Zahlen 12, 36 und
105 auf, welche Stammfactoren mit einander gemein haben, nicht aber mit
ihrem Product 12.36.105 =45360.

Beweis. A. Da nach der Voraussetzung £ mit v,, v,, v5, .... v,
aufgehen soll, so miissen nach (§.24.) unter den Stammfactoren von = alle
Stammfactoren von v,, v,, v;, .... v, ohne Ausnahme, also «lle Stammfac-
toren von % sein.

B. Es geht also nothwendig = eben sowohl z. B. mit », auf, als w.

Setzt man daher
2 £ = $,%,
so ist 2, eine ganze Zahl

C. Sind nun alle Stammfactoren jedes der Factoren » von denen der
iibrigen verschieden, so wird durch die Division von 2 durch v, keiner der
Stammfactoren von v,, v;, .... v, weggenommen; mithin enthélt z, in (2.)
noch alle diese letzteren Stammfactoren vollstindig.

D. Nun ist zufolge (2.)

3. == N5 = 2 (§.13. L 8)

©w V, Vg Vg eaeels Vy Vg Vg eeeeln
und es kann z,, da es noch alle Stammfactoren von v,, v;, .... v, enthilt,
durch v, dividirt werden, so dafs, wenn man

4. ==t
setat, z, eine ganze Zahl ist. Und zwar enthilt wieder z, noch alle Stamm-
factoren von v;, 0, .... v, vollstindig.
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E. Vermige (3. u. 4) ist weiter
5 - ... I Ty
’ " Uy Vs Uy enss Un Vg Uy s aneln
wo wiederum z, mit v; aufgeht.
F. Fihrt man so fort, so findet sich zuletzt
2 —— n—1
% a9

u Un
wo z,_, noch alle Stammzahlen von v, enthalten mufs und folglich mit v aufgeht.

Also ist % nothwendig eine ganze Zahl; das heifst, z geht nothwendig

mit dem Product u=wv,v,v;.... v, auf; wie es der Lehrsalz behauptel.

G. Sind dagegen nicht alle Stammfactoren jedes » von dem jedes
anderen v verschieden, so kann es sein, dafs z. B. schon bei der Division von
z durch v, in (B.) Factoren von z weggenommen werden, die auch noch
fir ein anderes v, z. B. fiir v, nothig sind, und folglich sind dann in (4.) nicht
mehr nothwendig alle Stammfactoren von v,, v;, v,, .... », in z, enthalten.
Mithin geht dann in diesem Fall z, schon nicht mehr nothwendig mit v, auf,

und folglich auch z nicht mit 2.
§. 27.

Lehrsatz.

Zwei ganze Zahlen 7 und y kinnen einander nicht anders gleich
sein, als wenn die eine alle die Stammfactoren der andern ohne Aus-
nahme enthilt, und auch keine mehr; so dafs also eine ganze Zahl
nur auf eine einzige Art durch die Multiplication aus Stammfactoren
susammengeselzt werden kann.

Beweis. Wenn z=1y sein soll, so mufs y in z und = in y auf-
gehen, Damit y in z aufyehe, mufs verr}l(')ge (§.24.) =z alle Stammfactoren
von y enthalten; also keinen weniger als y. Und damit z in y aufgehe,
mufs y alle Stammfactoren von = enthalten; also y keinen weniger als z; folglich
z keinen mehr als y. Es mufs also z alle Stammfactoren von y enthalten, keinen
weniger und keinen mehr als y, und umgekehrt. Folglich kann eine ganze Zahl
nur auf eine einzige Weise ein Product von Stammfactoren sein. Andere Stamm-
factoren geben Zahlen, die nicht mehr in die vorige aufyehen und folglich auch
nicht ihr gleich sein koénnen.

§. 28.
Lehrsatz.

1. Eine ganze Zahl ist immer gerade, das heifst, sie geht mit 2

auf, wenn enlweder nur einer oder wenn mehrere ihrer Factoren gerade
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sind. Die Zahl kann nur dann ungerade sein, das heifst, nicht mit ?
aufgehen, wenn kein einziger ihrer Factoren gerade ist. In diesem
Falle aber ist z nothwendig ungerade.
II. Alle Stammzahlen, aufser der einzigen Stammzahl 2, sind
ungerade Zahlen.
L. Jede gerade Zakhl kann durch
1. 2mn+40+2, +4, +6, .... +m, oder auch
2. 2mn|-0+2, +4, £6, .... +(m—1)
ausgedrickt werden, wo n jede beliehige Zahl und m in (1.) jede gerade,
in (2.) jede ungerade Zahl sein kann. In (1.) wird durch 2mn+m eine
und dieselbe Zahl doppelt ausgedrickt; in (2.) nicht.
IV. Jede ungerade Zahl, also auch jede Stammzahl 2,
kann durch
3. 2mn+1, +3, £5, .... x(m—1), oder durch
4. 2mn+1, +3, £5, .... £ m
ausgedriickt werden, wo n jede beliebige Zahl und m in (3.) jede gerade,
in (4.) jede ungerade Ziahl sein kann. In (4) wird durch 2mn+ m
eine und dieselbe Zahl doppelt ausgedrickt; in (3.) nicht.

Beweis von I. A. Wenn einer oder mehrere Factoren der Zahl =
gerade sind, also mit 2 aufgehen, so miissen diese Factoren unter ihren Stamm-
[actoren nothwendig die Stammzahl 2 haben. Also kommt 2 unter den Stamm-
factoren von z ein- oder mehreremale vor. Kommt aber der Stammfactor
2 auch nur einmal vor, so geht z mit 2 auf. Also ist die Zahl z immer
gerade, sobald nur einer oder auch mehrere ihrer Facloren gerade sind.

B. st kein einziger Factor von z gerade, das heifst, geht keiner der-
selben mit 2 auf, so kommt in keinem, und folglich auch in z selbst nicht,
der Stammfactor 2 vor. Mithin geht dann, und nur dann, = mit 2 nicht auf
und ist folglich nothwendig ungerade.

Beweis von II. C. Eine Stammzahl =2 kann deshalb keine gerade
Zahl sein, weil sie sonst mit 2 aufgehen, folglich einen Theiler =1 haben
miifste, und mithin keine Stammzahl \sein wiirde.

Beweis von III. D. Dafs alle die durch (1.u.2.)) ausgedriickten
Zahlen gerade sind, ist offenbar; denn sie gehen alle mit 2 auf.

Dafs es keine andern geraden Zahlen weiter gebe, als die, welche
durch (1. u. 2.) ausgedriickt werden, lifst sich am kiirzesten an bestimmien

Werthen von m zeigen.
Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XXVII Heft 2, 15
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a. Es sei zuerst fir gerade m, z.B. m = 6, also 2m = 12, so
werden alle gerade Zahlen 0, 2, 4, 6, 8 etc. der Reihe nach wie folgt aus-
gedriickt:

0.12, 0.1242, 0.12}4, 0.12}6,
1.12—6, 1.12—4, 1.12—2, 1.12, 1.1242, 1.124-4, 1.12-}6,
5 $2.12—6, 2.12—4, 2.12—2, 2.12, 2.124-2, 2.124-4, 2.12}6,
3.12—6, 3.12—4, 3.12—72, 3.12, 3.12-}2, 3.124-4, 3.124-6,
Fir die erste horizontale Reihe ist # =—0, und die Zahlen, welche in dieser
Reihe stehen, werden durch 2m.0-}-0, 2, 4, 6 (= m) ausgedriickt. Fir die
zweite horizontale Reihe ist # = 1, und die Zahlen, welche in dieser Reihe
stehen, werden durch 2m.1+0, +2, +4, +6 (= m) ausgedrickt. Fir die
. dritte horizontale Reihe ist » =2; die Zahlen, welche in dieser Zeile stehen,
werden durch 2m.2+0, +2, +4, +6(=m) ausgedriickt; u. s. w. Allgemein
also driickt, fir irgend ein n, 2mn+0, +2, +4, .... +m jede maigliche
gerade Zahl aus. Dabei ist die lefzfe Zahl jeder Reihe dieselbe, wie dic
erste der nichstfolgenden Reihe: also driickt 2mn + m eine und dieselbe Zahl
doppelt aus.

b. Es sei fir ungerade m, z. B. mm =3, also 2m = 10, so werden
alle geraden Zahlen 0, 2, 4, 6, 8, etc. der Reihe nach wie folgt ausgedriickt:

0.10, 0.104-2, 0.10-}4,

1.10—4, 1.10—2, 1.10, 1.1042, 1.10-} 4,

6. 2.10—4, 2.10—2, 2.10, 2.104-2, 2.10}-4,
3.10—4, 3.10—2, 3.10, 3.104-2, 3.10}4,

Hier ist der Ausdruck der Zahlen in der ersten Zeile 0.10--0, 2, 4
(==m—1), derer in der zweiten Reihe 1.10+0, +2, +4 (=wm —1), derer
in der dritten Reihe 2.10+0, +2, +4 (=m—1); und so weiter. Allge-
mein also driickt 2mn+0, +2, +4, .... + (m—1), mit irgend einem Werth
von n, jede mogliche gerade Zahl aus. Dabei aber kommt, in dem gegen-
wirtigen Fall eines ungeraden m, anders wie in (5.) fir ein gerades m,
keine Zahl 2weimal vor, und keine wird also doppelt ausgedriickt.

Dieses ist misammen, was (IIL.) behauptet. '

E. Aufeine ahnliche Weise lafst sich zeigen, dals die durch (3.u. 4.)
ausgedriickten Zahlen, welche offenbar alle ungerade sind, weil keine mit 2
aufgeht, alle ungleichen ungeraden Zahlen sind.
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a. Es sei zuerst fir gerade m, z. B. wieder m=©6, also 2m=—12, so wer-

den alle ungeraden Zahlen 1, 3,5, 7,9, .... der Reihe nach wie folgt ausgedriickt:
0.1241, 0.1243, 0.12+5,
1.12—5, 1.12—3, 1.12—1, 1.12+41, 1.12+}3, 1.12}5,
T 2,125, 2.12—3, 2.12—1, 21241, 2.1243, 2.124-5,
?3.1‘2——5, 3.12—3, 3.12—1, 3.12++1, 3.12-}-3, 3.12+4-5,

Die Zahlen in der ersten horizontalen Reihe werden durch Om-4-0, 1, 3,
5 (=m—1) ausgedriickt; also ist fir sie 2=0. Die Zahlen der zweiten
Reihe werden durch 2m.1+1, +3, +5 (= m— 1) ausgedriickt; also ist fiir
sie n=1. Die der dritien Reihe werden durch 2m.2 +1, +3, +5 (=m—1)
ausgedriickt; also ist fir sie n=2; und so weiter. Fiir irgend einen Werth
von n driickt also 2mn+1, +£3, +5, .... +(m—1) jede mogliche ungerade
Zahl aus, und zwar keine zweimal; denn in (7.) ist keine der Zahlen dieselbe.
b. Fir ungerade m sei wieder m=—235, also 2m =10, so werden
alle ungerade Zahlen I, 3, 5, 7, 9.... wie folgt ausgedriickt:

0.10+41, 0.1043, 0.104-5,

1.10—5, 1.10—3, 1.10—1, 1.1041, 1.104-3, 1.10}3,

8. 2.10—35, 2.10—3, 2.40—~1, 2.1011, 2.10-1-3, 2,10-1-5,

3.10—5, 3.10—3, 3.10—1, 3.1041, 3.1043, 3.10+4}3,

Die Zahlen der ersten horizontalen Reihe werden durch 2m.0-41, 3, 5(=m)
ausgedriickt, und es ist fir sie #=0. Die Zahlen der zweilen Zeile werden
durch 2m.1+1, +3, +5 (= m) ausgedriickt, und es ist fir sie » =1. Die
Zahlen der dritten Reihe werden durch 2m.2 +1, +3, +5 (= m) ausgedriickt,
und es ist fir sie # = 2; u. s. w. Also drickt allgemein 2mn+1, +3,
+5, .... +m fir irgend ein n jede maigliche ungerade Zahl aus; und zwar
je die letzte in den verschiedenen Reihen zweimal, denn je die erste in den
nichstfolgenden Reihe sind dieselben.

Dieses ist zusammen was (IV.) behauptet.

Anm. F. Fir die ungeraden Stammzahlen setzt man am gewohn-
lichsten = 2 und driickt sie also nach (3.) durch

9. 4n+l
aus; denn mehrere Eigenschaften der durch 4m-- 1 bezeichneten Stammzahlen
sind, wie sich weiter unten ergeben wird, von denen der Stammzahlen 47 —1
wesentlich verschieden.
15 %
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§. 29.
Lehrsatz.

Es werde die beliebige ganze Zahl 7 durch ihre Stammfactoren
a, b, ¢, d, .... n ausgedrickt, nemlich nach (§.21.) durch
1. z = a*bferd®.... 0",
wo o, 3, y, 0, .... v ganze positive Zahlen sind. Alsdann geht
I. Jedes Glied der Reihe, welche das Product

2. P = (1+4a-}a*....4a9)(1+b4b*.... + D) (14-cfc....}e) ...
«e. (14n4n*.... +n")
entwickelt giebt, in z auf. Auch hat z keine andern Theiler aufser
diesen Gliedern.

II. Die Anzahl der Theiler von z ist, die Einkeit und z mit ein-
geschlossen ,

3. = (afDPBF+D(y+1).... w+1)

III. Ist © (3.) eine gerade Zahl, so sind Lt Theiler von z kleiner
und }v Theiler grofser als die Quadratwurzel aus z. Ist v un-
gerade, so sind }(tv—1) Theiler von z kleiner und }(v— 1) Theiler
grofser als die Quadratwurzel von z. Die Zahl 1z ist in diesem Falle
eine Quadratzahl; alle die Zeiger o, f3, y, .... v sind dann nothwen-
dig gerade, und der eine noch ubrige Theiler von z, der durch

4. Yz = a*b¥ctr.. . n¥
ausgedrickt wird, ist die Quadratwurzel von z.
IV. Die Summe aller Theiler von z ist
PP e W dick JY. s SO i
a—1 b—1 c—1 n—I1
Beispiel 1. Es sei
6. =z =— 20.32.5 = 360,

also
7. a4 —

p)
&9
Alsdann ist nach (1.)
8. P = (14 24+448) (14349 (1+5),
und dieses giebt, entwickelt:
9. P =1}24448+34+6412+4+2449418436472+5-+ 10420
+ 4015+ 304 60412045 4-90- 180} 360.

Jedes Glied dieses entwickelten Products geht in z =360 auf und es giebt

b:3, C = 0, a=:3, [)’:?, "/:—'l.
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keinen andern Theiler von z aufser diesen Gliedern. Die Anzahl = der Thei-
ler ist 24, und (3.) giebt, wie gehorig,

10. =z =@4+DQRF+1DUF1) = 4.3.2 = 24
= ist hier also gerade. Die v =— 12 Theiler 1, 2, 4, 8, 3, 6, 12, 9, L8,
Sy 10, 15 sind Aleiner als die Quadratwurzel von z, welche zwischen 18 und
19 liegt; die iibrigen 37 =12 Theiler sind grdfser als yz. Die Summe s
der Theiler betrigt 1170, und wie gehorig giebt (5.)

24 —1 33 —1 52 —1 15 26 24 = - =
11. s = 51 ' 3—-1 " 5—1 — T.TT——ID[3()——IIIU
2. Es sei

12. 2z = 2.3 = 144,
so dafs
1. a=2, b=3, a—=4%4, B =2
ist, so ist in (1.)
14. P = (1-+24-44-8-+416)(14+349),
und dieses giebt, entwickelt:
15. P = 1}244-}8+1643+464-124-2448-} 9118436 724-144.
Alle Glieder dieses entwickelten Products sind aufgehende Theiler von =z =144,
und es giebt keine andern. Die Anzahl = dieser Theiler ist 15, und (3.)
giebt, wie gehorig, ’
16. == @41)(24-1) = 5.3 = 15.
v ist hier ungerade. Die (v —1)=7 Theiler, 1, 2, 4, 8, 3, 6, 9 sind
kleiner als die Quadratwurzel von z, welche 12 ist; die L (r— 1) =7 Theiler
16, 24, 48, 18, 36, 72 und 144 sind grdfser als die Quadratwurzel aus s
Der letzte, 15te Theiler ist 12, nemlich
17, Yz =23 = 2.3 = 4.3 = 12
z ist hier eine Quadratzahl. Die Summe der Theiler ist 403, und wie ge-
horig giebt (5.)
18, ¢ =

251 3*—1 _ 31 2
2—1 " 3—1 T 1 ° 2 .

Beweis von I. 4. =z kann nicht mit endern Stammzahlen als «,
b, ¢, d, .... n aufgehen (§.14.1II. u. §.24.). Es geht aber nach (§.14.1)
mit @, b, ¢, .... n und mit allen Pofenzen von a, b, c, .... n auf, deren
Zeiger nicht hoher sind als e, 3, 7, .... », und mit keinen andern; so wie
mit allen Producten dieser Polenzen; denn alle diese sind Facforen von =.
Es kommt daher nur darauf an, die verschiedenen moglichen Producte jener
Potenzen zu finden.

= 31.13 = 403.
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B. Wire zuerst blofs
19. 2z = a*¥*,

so wiren die simmtlichen moglichen Theiler von z die Potenzen a’=—1, «',
@, @y ... a von @, und 0°=1, b', b, b, .... b von b, nebst allen
moglichen Producten derselben. Man findet dieselben alle, nemlich die Pro-
ducte und die Polenzen selbst, wenn man 1-+a-+a*....4a* mit 1-}5-46°...
«oo+bF multiplicirt. Denn zuerst 1mal 1} a--a®....-|-«* giebt alle Potenzen
von a, welche vorkommen konnen. Darauf émal 1| a--@*.... 4 a* giebt alle
moglichen Producte jener Potenzen mit &, so wie 4 selbst. é’mal 14-a-|-&’...
...+a* giebt alle moglichen Producte der vorkommenden Potenzen von a mit
b*, so wie b* selbst. Und so weiter. Die Multiplication von 1-}a-}-a’.... -«
mit 14-6+486....} b giebt also alle moglichen Producte der hier vorkommen-
den Potenzen von @, mit allen vorkommenden Potenzen von &, und zugleich
die Potenzenvon @ und & selbst; also Alles, was gesucht wird. Mithin sind die
verschiedenen Glieder des Productes (1+4-a--a*....-}-a%) (1-+b-18%....1-bF)
sammtilich Theiler von z=—a*bf (19.) und es giebt keine anderen.

C. Es sei ferner

0. z = a"bl¢,

so gehen offenbar in z zunéchst alle Theiler von a®4” auf, und keine anderen
mit nur ¢ oder & zu Stammfactoren. Sie gehen aber alle auch dann noch
in = (20.) auf, wenn man sie noch mit ¢, mit ¢*, mit ¢’ u.s. w. bis ¢ mul-
tiplicirt; jedoch nicht mehr, wenn sie mit einer hoheren Potenz von ¢ als ¢
multiplicirt werden. Also findet man die sammtlichen Theiler von z (20.),
wenn man diejenigen von z (19.) mit 1, ¢, ¢, .... ¢ multiplicirt. Die sammt-
lichen Theiler von z (19.) waren die Glieder des Products (14-a--a’....-}a*)
(1404 02....46%) (B.), also sind die Glieder des Products (14 a-}-&’....4-a*)
(o402 467 (14 c+-¢....} ¢”) simmiliche Theiler von z (20.), und
es giebt keine andern; denn es konnen keine hoheren Potenzen von ¢ vor-
kommen als ¢?; die Theiler 1, ¢, ¢*, .... ¢” selbst aber, mit welchen z eben-
falls aufgeht, finden sich in dem Product durch das Glied 1, welches in
(14-aq-a....4-a*)(14-640°....-+ b%) vorkommt, ebenfalls.

D. Ganz auf dhnliche Weise folgt, dafs man, im Fall

21. z = a*bf ¢ d’

ist, alle moglichen Theiler von z findet, wenn man der Reihe nach alle Thei-
ler von = (20.) mit 1, d, d?, . ... d° multiplicirt, folglich, da jene Theiler
nach (C.) die Glieder des Products (l4-a-|-a....+a*)(14b4-8"....4-bF)
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(14-¢-+¢€....4-¢7) sind, wenn man dieses Producti noch mit 1--d -} d*....} d’
multiplicirt; und so weiter; so dafs also zuletzt die Glieder des Products P (2.)
alle moglichen Theiler von z (1.) sind; wie es (I.) behauptet.

Beweis von II. E. Die Anzahl der Glieder des ersten Factors
14-a+d* ....4+a* von P (2) ist e4-1. Multiplicirt man diese Glieder mit
den 341 Gliedern des zweiten Factors 1--6-}-8*.... 6%, so liefert jedes
Glied dieses zweiten Factors o1 Producte, also giebt die Multiplication der
beiden Factoren iiberhaupt («+1)(3-1) Glieder; und zwar sind alle diese
Glieder unter sich verschieden. Denn die ersten unter sich verschiedenen
a4-1 Glieder, welche aus der Multiplication von 1--«¢-|-@*....}a* mit 1 ent-
stehen, enthalten kein &; die zweiten «--1 Glieder, welche aus der Multipli-
cation von 1-|-¢--a*....4-a* mit & entstehen, enthalten sammtlick b, aber
keine hdhere Potenz von b; die dritten e--1 Glieder, welche aus der Mul-
tiplication von 1-}«--4*....4-a* mit & entstehen, enthalten sdmmtlich b°,
und keine hokere Polenz von & u.s.w. Also sind die (¢--1)(3-{-1) Glieder
siammtlich von einander verschieden.

F. Multiplicirt man weiter die simmtlichen (- 1)(3--1) Glieder,
welche das Product (1-}+a-}a’....4a*) (14-6-40*4....4-0%) enthilt, und
welche simmtlich Theiler von z sind, mit den y-{-1 Gliedern von 1--c¢--¢*...
...} ¢”, so entstehen, da jedes dieser Glieder (e--1)(34-1) Glieder liefert, zu-
sammen (a-}-1)(B3-4-1) (y+1) Glieder, die alle wieder von einander verschieden
sind, weil die ersten unter sich verschiedenen (e:-{-1) (54-1) Glieder gar kein
¢, die zweiten («-}-1)(84-1) von ¢ herkommenden Glieder sammilich ¢ als
Factor, die dritten (e¢--1)(53-}-1) von ¢* herkommenden Glieder simmtlich ¢
als Faclor enthalten, u.s.w.

So folgt dann, wenn man weiter mit der Multiplication der Factoren
von P (2.) forifihrt, dafs die Anzakl der Glieder dieses Products gemifs
B) r=(a4-1)(B+ 1) (y+41).... (w}1) ist; und alle diese Glieder sind von
einander verschieden. Das ist was (II.) behauptet

Beweis von III. &. Da z (1.) mit allen Gliedern des Products P
(2.) aufgeht, so ist, wenn z, irgend eines dieser Glieder und s, den Quo-
tienten von s dividirt durch z, bezeichnet,

W. z2=1913,
wo =z, eine ganze Zahl ist. Hieraus folgt, dafs auch der Quotient z, in = auf-
gehen und folglich nothwendig ebenfalls eins von den Gliedern des Products
P sein mufs. Zu jedem Gliede des Products P gehort also nothwendig ein
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zweiles, welches, mit ihm multiplicirt, z giebt. Aber die Glieder des Pro-
ducts P sind alle unter sich verschieden (¥.): also konnen in (22.) z, und =z,
einander nicht gleich sein, es wire denn, dafs z, mit sick selbst multiplicirl
= gibe und also z eine Quadratzahl wire.

Ist dies nicht der Fall, so ist nothwendig =, entweder kleiner oder
grofser als yz. Zu jedem z, <'yz gehort aber, wegen z,3, =z (22.), ein
z, >>Vs. Also giebt es in solchem Falle gerade eben so viele Glieder <y
als Glieder > yz, und folglich von jeder Art }.

Ist dagegen ein Glied vorhanden, welches, mit sich selbst multiplicirt,
= giebt, so bleiben noch v —1 Glieder wbrig, und diese sind dann alle, ent-
weder <<z oder =)z Von diesen v — | Gliedern gilt wieder dasselbe wie
vorhin; und folglich sind ihrer §(v—1) kleiner und 4 (v —1) grofser als y=.
Das iibrig bleibende eine Glied ist —y/=.

H. Aber die Zahl 7 der Glieder selbst entscheidet, ob ein z, statt
finden konne, welches, mit sich selbs¢é multiplicirt, z giebt. Ist nemlich +
gerade, so ist 17 eine ganze Zahl und folglich bleibt, da nach (G.) } Glieder
kleiner und )7 Glieder grofser als =z sein miissen, kein Glied @brig, welches
gleich y/= sein konnte. Die Zahl z (3.) ist aber nach (§. 28.1.) ¢mmer gerade,
wenn auch nur ein einziger ihrer Factoren «--1, 3-+1, y--1, .... v+1
gerade, also nur ein einziger der Exponenten «, 3, %, .... v ungerade ist.
In solchem Falle also giebt es keine Quadratwurzel aus z, die eine ganze
Zahl wire.

Ist dagegen v ungerade, so ist }(v—1) eine ganze Zahl, und da als-
dann } (v — 1) Glieder kleiner und } (v— 1) Glieder grifser als yz sind (G.),
so bleibt ein Glied tbrig, welches, mit sich selbst multiplicirt, = giebt. Es
ist aber 7 nach (§. 28. 1) nur dann ungerade, wenn keiner der Factoren o-}-1,
B--1, y-1,.... v4- | gerade, also wenn kéiner der Exponenten «, (3, v, ...

. v ungerade ist. Also nur in diesem Fall giebt es eine ganzzahlige Qua-
dralwnrzel von z. Dieses zusammen ist was (III.) behauptet.

Beweis von 1V. I Die Summe der siammtlichen Glieder des ent-
wickelten Products P (2.) ist der Werth des Products selbst. Nun ist

a1 __
23. 1feaddHd..+a = ot
i i 1 a—..l
denn multiplicirt man hier rechts und links mit @ —1, so ergiebt sich
24 a+-a’t+a*4-a* ... J-a®- @ = @' —1,

—l—a—ad—d—d....—a"
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wie gehorig. Eben so ist 1-{-b-- 62._'.+_bﬂ:bﬂ-i-l_1

b—1
c——fi:i, u.s. w. Also lifst sich P, dessen Werth in (5.) durch s bezeichnet

14c4ceieic? =

wurde, wie folgt ausdriicken:

25- S = aa‘i‘l_l . bﬁ+l_l . cy+l_1 s e "’u‘-l—i o
c—1 ° n—1

a—1 b—1
wie (IV.) es behauptet.

Anm. Die Hauptmomente in dem Beweise sind, dafs der Ausdruck (1)
von z mit keinen Adheren Potenzen von a, b, ¢, .... n aufgeht, als mit
denen, deren Exponenten ¢, /3, ¥, .... v sind; sodann, dafs alle diese Poten-
zen in den Gliedern des Products P (2.) vorkommen; und endlich, dafs alle
Glieder des Products P von einander verschieden sind.

§. 30.
Lehrsatz.

Jede Menge von Einheiten, also jede ganze Zahl =, kann, wenn

a eine beliebige andere, kleinere Menge von Hinheilen bezeichnet, durch
1. z=x,a"4 X, @'} x, 2" x, ;0" ... Jxatx,

ausgedrickt werden, wo die x sammltlich ganze Zahlen und sdmmtlich
kleiner als a sind. m ist ebenfalls eine ganze Zahl, deren Grifse sich
nach z und a richtet. Die x konnen fur ein- und dasselbe 7 und a jedes
nur einen Werth haben. Bestimmt man fur die verschiedenen Werthe,
welche die x haben kinnen, und deren a —1 sind, ausschliefslicke, will-
kirliche Zieichen, und dann noch fur Null ebenfalls ein Zeichen, so
kann z durch diese Zeicken, blofs der Reihe nach hinter einander ge-
schrieben, ausyedrickt werden, ohkne a selbst zu schreiben. Dieses Mittel
Mengen von Einheiten auszudrucken, giebt die Zahlensysteme. Die
Zeichen fur die verschiedenen maoglichen Werthe von x sind die Z iffern,
und die verschiedenen Polenzen von a werden als eben so viele verschie-
dene Einheiten betrachtet, deren Werthe die Stellen der Ziffern schon
ausdriicken. In dem ablichen dekadischen Zaklensystem enthilt a =ehn
Einkeiten, und die a—1 Ziffern 1,2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 und 9, nebst dem
Zeichen 0 far Null, reichen hin, jede Menge = von Kinheiten, also Jede
ganze Zahl auszudricken.

Beweis. A. Welche Menge von Einheiten auch z enthalten mag:

es wird immer durch wiederholte Multiplication von @ mit sich selbst, sobald
Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XXVII. Heft 2. 16
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« mehr als eine Einheit enthalt, zu einer Zahl ¢™ zu gelangen sein, die, wenn
man sie nock einmal mit « multiplicirt, eine Zahl giebt, welche grdfser ist
als z. Denn durch wiederholte Multiplication mit @ kann man die Menge der
Einheiten in dem Product bis in's Unendliche vergrofsern.

B. Ist nun «™ diejenige Potenz von a, welche noch Aleiner als z
ist, aber, noch einmal mit ¢ multiplicirt, eine Zahl giebt, die grdfser ist als =,
so wird sich = durch

2. L= B a"--n
ausdriicken lassen, wo z,<l« und 7r,<Za™ ist. Denn wire x, gleich «
oder >>a, so wire x,, a”-}-r, gleich «"t'-{-r,, also grifser als z, gegen
die Voraussetzung; r, aber kann immer <Z«™ gemacht werden, da man nur
a” so oft von z abziehen darf, als es moglich ist.

C. Da also r,<Za" ist, aber moglicherweise >>a""' sein kann, so
wird sich aus gleichen Griinden 7, wieder wie folgt ausdriicken lassen:

—1
. ==z ,a""}r,
wo wieder x,_, nothwendig <Z« und r,<Za""' ist. Eben so wird weiter
-2
§7'2 = Ty A" -}41‘“
me=3
4. lr3 = Ty &' -1y,

gesetzl werden konnen, bis man zuletzt auf ein » kommt, welches kleiner als
« selbst ist und folglich in die Reihe der ' gehort, die wlle <~ a sind.

D. Substituirt man die Ausdriicke (2., 3. u. 4.) in einander, so er-
giebt sich der Reihe nach ¢
= &, 4" r,
= Ep "+ a1y,

= &, a” _{ L a'ﬂ-l —;L &, -2 u"'—i’ ‘% r.’S 3

A
l

o
L
!
1

= L " T @ @ e, a2 4.
Der letzte dieser Ausdriicke von = ist der (1.) des Lehrsatzes.

E. Bestimmt man nun fir die «—  verschiedenen Werthe, welche
2 haben kann, eben so viele ausschliefsliche, verschiedene Zeichen oder
Ziffern, z.B. fir das dekadische System dic Ziffern I, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8,
und 9 und fir Null das Zeichen 0, so kann zunichst @ selbst blofs durch 10
hezeichnet werden; denn fir 2=« sind in (1.) alle &, mit Ausnahme von
x,, gleich Null; «,, aber ist = 1. Also ist = oder x,a-{-x, hier 1.2--0.1,
und wenn man nun & selbst als eine neue Einheit betrachtet, welche zehn

t
|
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der einfachen Einheiten enthilt, so kann man blofs schreiben 1.1-}-0.1, oder
zusammengezogen 10, wo schon die Stelle der 1 ausdriickt, dafs die ndchst
hohere Einheit gemeint sei.

Eben so sind fir z= «* alle x, mit Ausnahme von x,, gleich Null.
und x, ist = 1. Also ist z = x,_,&'-}0.14+0 = 1.140.1-40, wofir
zusammengezogen blofs 100 geschrieben werden kann, da die Stelle der 1
schon anzeigt, welche Potenz von « gemeint sei. Und so weiter.

Sind nun die verschiedenen x nici¢ Null, so multipliciren sie der Reihe
nach die verschiedenen Einheiten oder Potenzen von «, deren Exponenten
schon von den Stellen der Ziffern angezeigt werden; denn keine Ziffer, da sie
nur ein einziges Zeichen ist, nimmt mehr als eine Stelle ein.

Also léfst sich jede Menge = von Einheiten blofs durch die hinter einander
geschriebenen Ziffern oder Mengen der verschiedenen Polenzen von @ ausdriicken.

F. Um zu zeigen, dafs fir ein- und dasselbe z und «, die = jedes
nur einen Werlh haben konnen. selze man, es konne ein- und dasselbe z,
aufser wie in (1.), auch durch

6. z= Yut"tYuui@" ' Fypa"? .. Lyady,
ausgedriickt werden, wo die y von den x in (1.) verschieden sind.

Man ziehe (6.) von (1.) ab, so ergiebt sich

7. 0= (Zn—Yn) @+ (@por—ymt) @} (L2 —yma)@"* ..
- (@ —)'1)151":" Ly —Yo-
In dicsem Ausdruck geht rechterhand Alles bis auf x,—1y, mit @ auf, also
mufs nach (§.18.) auch x,—y, mil « aufgehen. Dies aber ist nicht anders
moglich, als wenn x,—y, gleich Null ist, da a, und y* beide nach der Vor-
aussetzung <_a sind und also auch x, —y,<Z« ist. Also mufs nothwendig
y, gleich x, sein.
Lifst man x,— )\, als Null, aus (7.) weg und dividirt was ibrig bleibt
durch @, so ergiebt sich
<. 0= (x,—yw)a"" '|L (Bt Y m=t) an "‘}‘("lf'm.a“‘:)"m—z)“"h3 cees
o (B —y a2 —y,,
und hieraus folgt, ganz aus demselben Grunde wie vorhin, dafs anch y, gleick
x, sein mufs.

Lifst man wieder #,—y,, als Null, aus (8.) weg und dividirt was
itbrig bleibt durch @, so folgt ferner, dafs auch y, gleick x, sein mufs. Und
so weiter fir alle @ und ¥ bis zu y,, =, selbst. Also konnen fiir ein-
und dasselbe = und @ die x in (1.) jedes nur einen Werth haben.

16 *
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§. 31.
Lehrsatz.

I. Jede ganze Zahl ist die Swnme dieser oder jener Polenzen
der Zahl 2; und zwar nur auf eine Art.

II. Jede ganze Zakl ist die Summe dieser oder jener Potenzen
der Zahl 3, weniger der Summe dieser oder jener Potenzen derselben
Zahl 35 und zwar wieder nur auf eine Art.

Beispiel zu I. Es ist 83 = 064416 +2 |} | = 2°-2*-1-2' - 2%
T4=064-F-82="21-242"; 181=128-+}324164-44-1=2"4 25422} 2>-}-2°
U S. W.

Zu I Es ist 83=8143—1=3"}3'—3"; 74=81—943—1
=331 313" 181=243—81]-27— 9 1=23"—3"}3—32L3"

Beweis von I. 4. Nach (§.30.) kann jede ganze Zahl durch

1. 2== xma’"—{—a;',,,_‘é"”"—k.t,,,_ga"“’ ceee FxaHx,
ausgedriickt werden, wo @ willkirlich ist und alle x<Za sind.

Setzt man also das willkiurliche a=—=?2, so konnen die & nur 1 oder O
sein. Also wird jede Zahl = durch

2. z=a, 22, P42, " .2},
ausgedriickt, wo die x nie grifser als 1, jedoch diese oder jene x auch
Null sein kénnen. Also wird jedes z blofs durch einmal genommene Potenzen
von a =2 ausgedriickt, unter welchen diese oder jene feklen konnen. Jedes
5 ist also die Summe dieser oder jener Potenzen (nemlich derer, die nicht
fehlen) von der Zahl ¢ = 2.

B. Ferner konnen fir ein- und dasselbe = und a die  (2.) nach
(§.30.) jedes nur einen Werth haben: also kann auch hier z nur auf eine
Art aus diesen oder jenen Potenzen von 2 zusammengesetzt werden.

Beweis von II. C. Setzt man in (1.) @« = 3, so konnen die x,
weil sie <Za sein sollen, nur O, 1 oder ? sein. Diejenigen, welche O oder
1 sind, geben die Polenzen von @ =3 entweder gar nicht, oder blofs ein-
mal. Fir diejenigen, welche 2 sein miissen, setze man 2—=3 —1 —a—1.
Dadurch geht das Glied, welches 2 zum Coéfficienten hat, mit einem seiner
Theile in die néichst hohere Potenz von a, also zu dem nichstvorhandenen
Gliede iiber, der andere Theil aber kommt dann nur einfach, und zwar negativ
vor. Z.B. wenn zwei aufeinander folgende Glieder in (1.) x;3%--2.3%1
wiren, so verwandeln sie sich, wenn man 3 —1 statt 2 schreibt, in
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xy.3¥4-3.3%1 — 3! = 3. 3t 3 — 3 = (2, | 1)3* — 3*1.  Ist hier x;
nicht O, sondern 1, so bekommt 3* zum Coéfficienten 2 und man kann wie
vorhin verfahren. Ist &; schon 2, so kann man zuvor schon statt dessen 3 — 1
statt 2 setzen, u.s. w., falls es nothig ist, bis zum ersten Gliede x,, 4™ hinauf,
welches, wemn x, =2 wire, 3.4" —a” = a™*' —a™ geben wirde. Also
lassen sich iiberall die Coéfficienten 2, wo sie vorkommen, wegschaffen, und
es lassen sich die  blofs auf 41, —1 und O reduciren, also so, dafs =
blofs durch eine Summe dieser oder jener Potenzen der Zahl 3, weniger der
Summe dieser oder jener andern Potenzen derselben Zahl 3 ausgedriickt wird.

D. Dafs solches nur auf eine Art geschehen kann, folgt daraus,
dafs in (2.) die « nach (§. 30.) allgemein fir ein- und dasselbe @ und =
jedes nur einen Werth haben konnen.

§. 32.
Lehrsatz.

Wenn man eine belicbige gegebene ganze Zahl Z nach (§. 30. 1.)

durch
1. Z = x, A"} x0 A" X0 AL b X, A X A X,
ausdrickt, und man setzt
2. nA = @Gs+r,

wo s ebenfalls gegeben, n willkirlich aber zu s theilerfremd und
r<s ist, so geht Z (1.) mit der Ziahl s auf, oder nicht auf, je nachdem

3. 7z = X" nx, "4t x, , " bndx, L

coe T ™ty r -y,

mit s aufgeht, oder nicht aufyeht.

Beweis. 4. Wenn man von (2.) z. B. die kte Potenz nimmt, so

ist nach (§. 11. No.5.)
4. n*dk = Gst-rt;

also der Reihe nach
nd = Gs+r,
A = Gs|r
5. < niA3 = Gs+|r,

A = @s|r
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B. Nun multiplicire man (1.) mit »™, so ergiebt sich
6. nZ =z nA"tx,_ n" A", 0" A" ..
cive o A0 A xynt.
Setzt man hierin die Ausdricke von nd, n*4°, n* A% ...., so erhill man
. wid = z, (Gs}|rm)
+x, (Gsf-r™n
IR INCTRA
+&, 3 (@sL-r)n?
Lz, (Gsfr) am
4z, (Gs-fr) am!

+ x, . n",
oder. nach (§. 11.),
8. n"Z = Gstx,r{nx,_  r"'fntx, ..
R RCHINE 2% s B Ui A A N
oder auch, durch (3.) ausgedriickt,
9. nZ = Gs+=
C. Geht nun hier = mit s auf, so gehen die beiden Glieder ®s und
= mit s auf. Also mufs alsdann nach (§.18.) auch das dritte Glied n".Z
mil s aufgehen. Aber n ist nach der Vorausselzung zu s theilerfremd, also
auch #™. Mithin geht von den beiden Facloren »" und Z der Faclor n”
nicht mit s auf. Dieserhalb mufs zufolge (§.25. I.) nothwendig der andere
Factor Z mit s aufgehen. Also folgt, dafs, wenn z (3.) mil s aufyeht,
auwch Z (1.) mit s aufgelien mufs.
D. Geht in (9.) s nicht mit s auf, so kann auch Z nicht mil s auf-

m

. nwmZ . Bs .
gehen, denn sonst wire —5 7y S0 Wie —— = ®, eine ganze Zahl, also auch

nZ—Gs -3 wZ —Q8s .
————— ==, ————" eine ganze Zahl,
s s s 8

einer ganzen Zahl kann ein Bruch nicht gleich sein
Dieses zusammen ist was der Lehrsatz behauptel. .
Anm. Der Beweis beruht auf (§.11, 18. und 25. I.).

§. 33.
Aufgabe.

Ob eine gegebene ganze Zahl Z mit einer andern gegebenen Zahl s
aufgehe, vermitiels anderer, von Z und s abhiingender Zahlen z zu finden.

in — dagegen ein Bruch, und
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die, wihrend sie kleiner sind als Z, die Eigenschaft haben, dafs, je nachdem
sic mit s aufgehen oder nicht aufgehen, das Gleiche auch mit Z geschieht.

Auflosung. 4. In (§.32.) zeigte sich, dafs
1. Z =z, A"}z, A" 2, 4" ... . 442 4|z,

mit s aufgeht, oder nicht aufyeht, je nachdem die Zahl

2. z=wx,r"}tx _nr'ta, Wrtra, 0'rm

B 2T At i S Mt o S 7Y N
in deren Ausdruck
3. nd = Gs{r

n eine willkirliche zu s theilerfremde Zahl ist, mit s aufgeht oder nicht aufyeht.

B. Dieser Satz kann zur Auflosung der gegenwiirtigen Aufgabe dienen.
Denn da = in (3.), wenn man es den echfen posiliven oder negativen Rest
zu s sein lifst, jedenfalls <“s, und wenn man fir » den unbedingt echten
Rest zu s nimmt, sogar <} s ist, und man von den Multiplicatoren der x in
(2.) wiederum nur die echten Reste zu s zu nehmen braucht: so sind die
Mulliplicatoren der  in (2.) immer kleiner als in (1.), und folglich ist immer
s kleiner als Z. Der Ausdruck (1.) fiir Z aber driickt nach (§. 30.) jede
belichige Zahl aus, und es ist nicht nothig, dafs man grade, wie im dekadi-
schen System, 4= 10 setzt, sondern es kann fiir 4 willkirlich eben sowohl
10 =100, 10°= 1000 und so weiter genommen werden. Setzt man 4 — 10,
so sind die @ blofs einfache Ziffern <Z 10. Setzt man A = 100, so sind
die « Zahlen von 2 Ziffern und << 100. Uberhaupt sind die , wenn man
A= 10" selzt, Zahlen von k Ziffern, aber jedenfalls << 4. Fir das deka-
dische Zahlensystem heifst die Gleichung (3.) allgemein

4. n.10f = Gs-|r,
und in dieser Gleichung sind die beiden Zahlen A und n willkurlich.

C. Da nun z (2.) wm so kleiner sein wird, je kleiner » und » sind,
insofern nicht & wiederum die « sehr grofs macht, so wird man die willkiir-
lichen # und & so anzunehmen suchen miissen, dafs die » und 2 moglichst
klein sind. Am vortheilhaftesten ist es -offenbar, wenn r und n beide = 1
sein konnen; und guf, wenn wenigstens eins von ihnen =1 ist.

D. Wenmn s eine theilbare Zahl ist, so darf man eigentlich nur unter-
suchen, ob diejenigen Stammzahlen, oder diejenigen Potenzen von Stamm-
zahlen, welche die Factoren von s sind, in Z aufgehen oder nicht. Denn
wenn alle diese Factoren in Z aufgehen, so geht auch s in Z auf (§.26.).
Doch hindert nichts, auch s a@uf einmal in Rechnung zu bringen, wenn man
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nur fir # Zahlen setzt, die mit s keinen Theiler gemein haben. Vor Allem
kommt es indessen auf die Stammzaklen an.

E. Auch kann, wenn ja z noch eine sehr grofse Zahl ist, auf die-
selbe das Verfahren wiederholt angewendet werden, um zu noch kleineren
Zahlen zu gelangen, mit welchen 2ugleick Z; mit s aufgehe oder nicht aufgehe.

Beispiele.
No.1. Es sei
8=3 uwd s= 3 =09

Fiir diese beiden Werthe von s ist schon

5. 10 = G.3+1 = G.941;
also R=1, k=1, r=1 und in (2.)

6. z= x4 +x,....}x,.
wo, wegen k=1, die = die blofsen Ziffern von Z sind. Also geht die
Zahl Z mit 3 und 9 auf, wenn die Summe ihrer Ziffern mit 3 und 9 auf-
geht; wie bekannt.

No. 2. Es sei

§ = 207 = 3,
Hier ist
7. 10° = 37.2741 = ®.2741;
also ist hier n=1, k=3 und r=1, und folglich in (2.) wieder
8. %= x+tx+tx,....}+2,,
wo aber, wegen k=3, die = die Zahlen sind, welche je drei Ziffern von
Z von der Rechten zur Linken ausdriicken. Folglich geht Z mit 27 aulf,
wenn die Swumme jener Zahlen x mit 27 aufgeht.
Wire z. B.
9. Z = 250843635147,
S0 wire
10. =z = 147365484125 = 621.
Dieses z geht mit 27 auf, also mufs auch Z mit 27 aufgehen; was auch der
Fall ist.
No. 3. Es sei
s = 81 = 3%
Hier ist
11, 10° = 12345679.814+1 = &.81+1,

also ist hier n=1, k=9, r=1 und in (2.) wieder

12, 2=z taytx,....4,,
wo, wegen k=9, die & die Zahlen sind, welche je meun Ziffern von Z
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von der Rechten zur Linken ausdriicken, und Z geht mit S1 auf, wenn die
Summe dieser Zahlen mit 81 aufgeht.

Da aber z hier schon wenigstens 9 Ziffern hat, und also sehr grofs ist,
50 mag man (4.) anders anzuwenden versuchen.

Es ist
13.  8.10 = ®.81—1,
also n—=38, k=1, r=—1. Dieses giebt zunichst in (2.)
14 = (—1)'[z,—ne, ‘0z, ,—nwz, ;.... +0" 'z, Fn"x,].

Sodann ist (nach §.11. Anm. gerechnet, nemlich die echten Reste ¢ der Mul-

tiplicatoren der & genommen):

&, also ¢, = -+ 8,

&.81—17, also ¢,_, = —17.
n = ®.814-20, also g,_, = 4 26,
nt — G.81—35, also g, — 35,

15. ( »* = &.81—37, also ¢, — 37, .
W o— ®.51128, also g,_, — 4 28, ben sie entgegengesetzte

-
-

( Die folgenden ¢ sind
wieder dieselben; nur ha-

L0

n = &.81—1Y, also ¢,y = —19, Zeichen.)
n* = ®.814+10, also ¢,, = -+ 10,
n = &.8l— 1, also ¢,y = — 1:

folglich ist in (14.)
16. z = +[¢,.—8.2,,—17.2,,—26.2,_;—35.2,_,+}37.2,_
+28. 2, s+19.2,_,410.2,4-....],
wo die & die blofsen Ziffern der Zahl Z von der Linken zur Rechten sind.
Wire z. B. .
17.  Z = 7943949936972,
so wire nach (16.)
g +[7—8.9— 17.4—26.3—35.9437.44-28.94+19.9410.3
+1.6 —8.9—17.7—26.2] oder
2. z=+[7—T2—68—T8—315148}252--171-+304-6—72—119—52]
= + (614 —776) = F162.
Dieses & geht mit 81 auf, also mufs auch Z (17.) mit 81 aufgehen; was auch
der Fall ist.

No. 4. Es sei
s = 7.

Hier ist B
19. 10° = 143.7—1,

Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XXVII, Heft 2. 17
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also n=1, k=3 und r=1 und in (2.)

0. sz =, —x}Ty—25 .... T,
wo die a die 3ziffrigen Zahlen in Z von der Rechten zur Linken sind.
Wire z. B.

21. Z — 80939417280533,
so wire zufolge (20.)
2. == 533—280-+417—939+80 = 1030 — 1219 = — I8Y.
Dieses % geht mit 7 auf; also auch Z.
Wollte man (4.) anwenden, so konnte man setzen
23. 5.10 = G.741;
also wire n=2>,, k=1 und » = 1. Dieses giebt fir z in (2.)

2. s =ux,}nx, trc, v, .... -2,

Nun ist ,

n — @.7—-—2, n' = @.7—}-'), n — @.7——'2,

25. = 8.7—-3, = 06.74+3, ¥ = G.7-3. wsw.

w=06.7—1, n°=06.741, 0 =06.7—1,

also in (24.)
=, — Ly —3Xpr — X+ 2 -3, ... oder

6. 3 =2, —Tp3 | Tp —Tpy.... —2@p1— Tyt Tpsy ...)

—3(®ps— s} T o)y
wo die x die einfachen Ziffern von Z sind. Dieser Ausdruck giebt z. B. fiir
die Zahl Z (21.)

2 = 8—341—843—-200—947—043)—3(9—41-2—3) oder
. 3= 41—-2{41)—3(+H2) = +1—2—6 = —7.
Dieses % geht mit 7 auf; also auch Z.
No. 5. Es sei

s = 11.
Hier ist
28. 10 =@.11—1 und 10 = G.11+4-1,
also n=1 und r= —1 fir k=1, r=- 1 fir k=2. Mithin giebt (2.)
. 2= —w, 4T —TpatTps ...,
wo die x die einfachen Ziffern von Z sind, und
3. 2=z, t 2t TnotPums ...,

wo die & die sweiziffrigen Zahlen in Z von der Rechten zur Linken be-
deuten.

Z. B. fiir '
31. Z — 37201458690434819
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giebt ( 29.)
32, z=—-3+7-24+0—-14+4—-548—64+9—044—344—8+1—9
= —37437 =0

und (30.) giebt

33. =z = 19+4+484-43-4-90-1-86-}-45-1-14-724-3 = 407
und, wiederholt angewendet,

34. =z = 447 = 11.

Diese 2 gehen mit 11 auf; also geht auch Z (31.) mit 11 auf.

No. 6. Es sei

s == 13.
Hier ist
35. 10° = 77.13—1 = .13 —1,
also n=-1, k=3, r=—1, mithin nach (2.)

6. z=z,—ztr,—2;,....+2,,
wo die « die dreigiffrigen Zahlen in Z von der Rechten zur Linken sind:
eben wie in No. 4. fir s = 7.
Will man (4.) anwenden, so kann man setzen:

37.  4.10 = G131,
also n=—=4, k=1, r=+41, folglich in (2.)

38. z=2za,}tb4x, ,+¥ .z, +¥ .z, 5.....
und da
n = ®s+4, nt = Gs—4, n = Gs|4,
39. = @®s}+3, n* =0s5s—3, n* =0@Gs+3, us w
= 0Gs—1, n° = Gs|+1, n° = Gs—1,
ist,
2 = &,t4e, . +3C, ,—Tp3—4T, s —3x,_.... oder

10. 3= (Tp—TpostTmss—Tpy....) +4(&pey— Ty +Tpy....)
+3@ s — Tt B )
wo die & die einfachen Ziffern von Z sind.
Wire z. B.
M. 2 — 5891476201146758014,
so wiirde (36.)
42. =z = 14— 758} 146 — 201 476 — 891 45 == 641 — 1850 = — 1209
und, wiederholt angewendet,
43. =z = 209—1 = 208
geben. Hingegen (40.) wiirde geben:
17 *
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z=5—1}+6—1}6—8+4]48—4+2—147—0)
+3(9—7+0—445—1) oder
4, z = N—104+4(17—5)+3(14—12) = 11486 = 65.
Die = (43. und 44.) gehen mit s= 13 auf; also auch Z (41.).
No. 7. Es sei

s = 17.
Hier kann man setzen:

45, 10? = &.17—2,

also
46. n:l, k:,r::—‘l.
Dieses giebt in (2.)
z=wx,—2x,} .2, — x4z, .... oder
z=wx,—2x,} 4x,— Sz, — x|} 2@, — da;-- Sx.-} @y ... oder

47, = (2, — &y} Xs—Tppeees) —2(&, — D524, ) F A (@ — T @y e
— 8(@;— x4y .0 0),
wo die = die zweiziffrigen Zahlen in Z von der Rechten zur Linken sind
Setzt man dagegen in (4.) =235, k=1, so erhilt man

48. 5.10 = G.17—1 also r = —1.
Dieses giebt in (2.)
3= —Tptd¢, ,— 3, 3, ;—5 T,y ... oder
4. 3= —2,45C,,—8Tp,} 6@, 3+ 4T0s— 3%y 2@p
— T — Ly - Oy gevney
wo x die einfachen Ziffern von Z sind.
Es sei z.B.

50. Z = 30879154022976 1043803,
so giebt (47.)
% =05—2.3844.4—8.61 —97-+2.22—4.40+8.15479—2.8-[-4.3
oder
% = 5-+-16-444-4+1204-79--12 — (76 +- 488497 - 160-{- 16) oder
z = 276 —837 = — 561
und, wiederholt angewendet,
51. = = 61—1?25 = 51.
Hingegen (49.) giebt
3 = —340—644424-36—3--10 —28—0+4- 10— 16-}- 54 --28 — 18
+2—0—44-15—64-}-04-20 oder
52. 2z = 217—200 = 17.
Beide Z (51. u. 52.) gehen mit s=17 auf; also geht auch Z (50.) mit 17 auf
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No. 8. Es sei
s = 19.

Hier kann man in (4) n=2, k=1 setzen. Dieses giebt
53. 2.10 = G194-1, also » = 1,
folglich in (2.)
2 = Tpt2®+ 22+ 2C0 s+ 22,y ... oder
M z=uwx,42x,,+42, 1} 8x, 3—3xp_1— 62y} TxHs— 2,
F 92—y — 2% — 4 Xy 2 e
Es sei z. B.

55. Z = 13413966072992,
so giebt (54.)

3 = 14+64164+8—9—54442—3040—7—4%4—36—724-6 oder
3 = 79—212 = —133
und, wiederholt angewendet,
56. =z = 146412 = 19.
Dieses z geht mit 19 auf; also auch Z.

F. Es wirde niitzlich sein, nach dieser Art eine Z'afel, wenigstens
fir alle Stammzahlen, etwa bis 1000, zu berechnen.

Fir eine solche Tafel wiirde es immer am besten sein, in (4.) n stets
=1 zu setzen. Ein anderer Werth von n kann zwar, wie sich an den obi-
gen Beispielen zeigt, in einzelnen Fillen niitzlich sein, aber wenn man eine
voraus berechnete Z'afel der Mulliplicatoren der x in (2.) hat, nemlich eine
Tafel der echten Reste der Multiplicatoren ™, nr™—', n*r™* etc. zu s, s0
ist es gleichgiiltig, was = in (4.) fir =1 ist: immer sind die Reste <}s.
Aufserdem aber hat man, wenn immer m==1 ist, noch den Vortheil, dafs,
wenn Z nicht mit s aufgeht, z auch denselben Rest lifst wie Z, so dafs
man also in solchem Falle auck nock sogleich den Rest der Division von Z
mit s findet; was nicht unmittelbar geschieht, wenn n nicht gleich 1 ist.
Fir n =1 nemlich giebt (9. §.32.) blofs

57. 4 = Gs-+tz,
und es folgt daraus, dafs, wenn man Z— ®s+| ¢, und 3= ®s-} o, setat,
wo ¢, und ¢, beides die unbedingt echten Reste bezeichnen,
58. Gs+to = Gs}+Gsto, = Gsto,
sein mufs; was nicht anders sein kann, als wenn ¢, gleick ¢, ist, indem es
nur einen unbedingt echten Rest zu s giebt.



134 10. Encyklopédie der Zahlentheorie. §. 33. Form. 59 — 62.

Ferner wird es fir die Z'afel auch gut sein, in (4.) k stets gleich 1
zu setzen: denn in (2.), welches sich fir =1 auf

59. =z, r"tz, a2,
oder, wenn man die unbedingt echlen Reste z™, »"~', v, .... durch ¢,,,
Om—1s Om—as «+.. bezeichnet, auf

60. 22— X, 00t TntOnatTno2@noz. ... +x 0+,

reducirt, sind die Multiplicatoren ¢ der & #mmer < }s. Ist nun k=1, so
sind die « in (1.) oder (60.) die einzelnen Ziffern der Zahl Z, und = (60.)
hat so viele Glieder als die Zahl Z einzelne Ziffern. Es kann also von dem
o nur das 1 bis 9fache zu nehmen vorkommen. Ist dagegen &> 1, so hat
zwar z in (60.) weniger Glieder, aber die x sind nun mehrziffrige Zahlen;
eben wie die ¢; letzteres wenn s einigermafsen grofs ist. Mehrziffrige Zah-
len mit einander zu multipliciren, wird aber, selbst wenn es weniger oft
vorkommt, doch immer schwieriger sein, als blofs die 1 his 9fachen der mehr-
ziffrigen Zahlen ¢ zu nehmen. Fir eine Tafel ist das lelztere aber noch
um so mehr passend, da sich auch recht gut die 1 bis 9fachen der ¢ voraus-
berechnen lassen und sogleich in die Tafel aufgenommen werden konnen, nicht
aber wohl die 1 bis 100 oder die 1 bis 1000fachen u. s. w. Enthilt nun
die Tafel auf diese Weise sogleich die 1 bis 9fachen der ¢, im Voraus be-
rechnet, so ist fir = (60.) gar keine Multiplication weiter nothig, sondern
man kann die einzelnen Glieder der Reihe rechis in (60.) aus der Tafel un-
mitlelbar ablesen und braucht nur die positiven wie die negativen Glieder zu-
sammen - und die beiden Summen von einander abzuziehen.

G. Tir die Tafel also wiirde man n==1 und k=1, folglich in (4.) blofs

61. 10 = @S—}‘T
zu selzen haben, welches, wenn s =10 ist, gradezu =10 giebt. Also
sind dann die ¢ in (60.) nichts andres als die unbedingt echten Reste der

verschiedenen Polenzen von 10 selbst, zu s.
Fir die Urzahl s =857 z. B. wire

10 = &.8574¢, und ¢, = - 10,

100 = @.857+e. - @ = -+ 100,

62. 10> = ®.857+¢0; - 05 = -+ 143,
\ 10 = ®.85740, - 0, = —254,

100 = ©.857}+0;, - @5 = —209,
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Es wiirde daher, um zu finden, ob eine gegebene Zahl Z mit 857
aufgehe oder nicht, und welcher Rest im letzten Fall bleibe, von den Ziffern
der Zahl Z, von der Rechien nach der Linken zu, die erste mit |- {0, die
gweile mit - 100, die dritte mit -- 143, die vierte mit — 284, die funfte
mit — 269 u. s. w. zu multipliciren sein, und die algebraische Summe dieser
Producte wiirde z (60.) geben. Je nachdem dieses = mit 857 aufgeht, oder
nicht, geht auch die gegebene Zahl Z mit 857 auf, oder nicht; und wenn =
nicht mit 857 aufgeht, so ist der unbedingt echte Rest von z zu 857 der-
selbe, wie der von Z.

Aber auch die 1 bis 9fachen der ¢ (62.), die vorkommen konnen,
braucht man nicht so wie sie sind zu nehmen, sondern auch von ihnen nur die
unbedingt echten Reste zu s —857. So wiirde man z. B. fiir die Vielfachen
von @,=— —284 nicht —284, — 568, —852, — 1136 u.s. w., sondern viel-

mehr nur — 284, 289,

man nun diese Vielfachen in der Tafel, so ist fir =

435, —279 u. s. w. zu nehmen haben.

Findet
(60.) gar keine Multi-

plication weiter nothig, sondern nur die Addition von Zahlen, die sich, ganz
ausgerechnet, in der Tafel finden.

Die Tafel wiirde fir die Stammzahl s — 857 Folgendes geben.
Werth der Ziffern.

Nummer der Ziffern
von der Rechten zur =
Linken. 1 2 3 4 5 6 7 8 9
1 ...4+ 14+ 24+ 3+ 44+ 54+ 64 74+ 84 9
? 10+20+30+40+50+60 -+ 70 4+ SO0 4 90
3 100 200 4300 4400 —357 —257 —157 — 57 4+ 43
4 ... 4143 4286 —428 —285 —142 + 1 4144 4287 —427
5 ... —284 4289 + 5 —279 4294 + 10 —274 4299 + 15
6 ... —269 4319 4 50 —219 4369 +100 —169 4419 +150
7 ... —119 —238 —357 4381 4262 4143 4+ 24 — 95 —214
8 ... —333 4191 —142 4382 4 49 —284 4240 — 93 —426
9 ... 4 98 4196 4294 +392 —367 —209 —171 — 73 4 25
10 ... 4123 4246 4369 —360 —242 —119 4 4 4127 4250
63. ¢ it oo 373 —111 4262 —222 4151 —333 4 40 4413 — 71
’ 12 ... 4302 —253 +4 49 4351 —204 + 98 4400 —155 4147
13 ... —408 4+ 41 —367 + 82 —326 4123 —285 4-164 —244
14 ... 4205 4410 —242 — 37 4168 4373 —279 — 74 4131
15 ... 4336 —185 4151 —370 — 34 4302 —219 117 — 404
16 ... — 68 —136 —204 —272 —340 —408 381 313 4245
17 ... 177 4354 —326 —119 4 28 4205 4382 —298 —121
18 ... 4 56 4112 4168 4224 280 4336 4392 —409 —353
19 ... —297 4263 — 34 —331 4229 — 68 —365 +195 —102
20 ... —399 4 59 —340 4118 —281 4177 —222 4236 —163
21 ... 4295 —267 4 28 4323 —239 4 56 351 —211 - 84
22 ... 4379 — 99 4-280 —198 4181 —297 4 82 —3¥6 — 17
23 ... 4362 —133 4229 —266 4 96 —399 — 37 4325 —170
. 4 ... +192 +384 —281 — 89 4103 4295 —370 —178 4 14
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Wenn nun z. B.
64. Z — 804739885214799049628954

wiire, so hitte man wie folgt zu rechnen:

Fiir die 1te Ziffer 4 . . . 4+ 4 Fir die 7te Ziffer Y . . . —214
- = e - b5...4 50 - - 1lte = 9...— 7
- = 3te - 9...-4 43 - = 15te - 2...—185

- - 4te - 8...-4287 - - 16te - 5...—340

- - 5t - 2...-4289 - = 17te - 8...—298

- - 6te = 6...-4100 - - I8te - 8...—409
65. - - 8e - 4...-4382 - - 1%te - 9...—102
- - 10te - 9...-4250 - -« 20 - 3...—340

- - 12te - 7 ...-4400 - - Qe - 4...—198
- - 13te - 4...4 82 - - 2%te - 8...—178

- - 14te - 1...-4205 Thut zusammen — 2335

- = 2ite - 7 ...-4351 42443

L Thut zusammen -}-2443 _ Bleibt _-}—-_TO?

Die Zahl Z (64.) kann also mit s=8357 nicht aufgehen, sondern es mufs
der Rest - 108 bleiben; und so verhilt es sich auch.

§. 34.
Lehrsatz.

Es seien u und v zwei beliebige, zu einander theilerfremde
positive ganze Zahlen.

I. Setzt man in der Gleichung

1. mv = nu+r

der Reihe nach

2. m=—0,1,2,3,4,....u—1
und nimmt fur alle v die positiven oder die negativen echien Reste,
deren zeichenfreie Werthe also alle < u sind, so ist kein r dem an-
dern gleich, und die zeichenfreien Werthe von r sind nothwendig
alle die Zahlen

3. r=0,1,2,3,4,....u—1,
obwokl in anderer Aufeinanderfolge als die von m.

Zugleich sind alle n<<v, wenn v>u ist. Ist v<<u, so ist fur
digjenigen negativen r, welche mit v aufgehen und die sich dann un-
ter den Werthen (3.) von r befinden, n —=v.

Ziu dem Werth 0 von m gekort r=0, und 2u r =0 gehirt m =0
und n=0.
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Il. Fur jedes beliebige positive oder negative r i (1.),
auch r = nicht ausgenommen, so dafs also v allgemein durch
4. r = eu-tr,
ausgedriickt werden kann, wo ¢ eine ganze positive oder negative Zahl
und r, eine der Zahlen (3.) ist, giebt es immer unzdihlige zusammen-
gehirige ganzzahlige Werthe von m und n, welche der Gleichung (1.)
genugthun. Sie werden allgemein durch
5. m = Au-}m, und
6. n = aivifn,—e
ausgedruckt, wo i willkurlich ist, das zu r, in (1.) gehorige m, aber
ammer eine der Ziahlen
“ m=20,1,23,....u—1
und das 2u r, gehirige n, eine der Zahlen
8 n,=20,1,2,3,.... v—1
bezeichnet, mit Ausnahme von r,— —v fir v<u, wo n,=yv ist. Aufser
den durch (5. u. 6.) ausgedrickten Werthen von m und n giebl es aber
keine andern.

1I. Unter den unzdhligen Werthen von m und n (5. u. 6.), die
mit v (4.) der Gleichung (1.) genugthun, giebt es fiur jedes r immer
einen und nur den einen positiven Werth m,< u von m und ein
und nur das eine negative m,— u, dessen zeichenfreier Werthu—nm,
ebenfalls < u ist, aber nicht zugleich immer ein zugehiriges positives
oder negatives n, dessen zeichenfreier Werth seinerseily < v wdre, son-
dern letzteres nur in dem Falle, wenn in dem Ausdruck (4.) von r, ¢ =0,
also der zeichenfreie Werth von r eine der Zahlen (3.) ist. In diesem
einen Fualle sind auch die zeichenfreien Werthe der zu m, und m,—u
gehirigen Werthe n, und n,—v von n aus den Zahlen (8.), und wenn
v<_u ist, so ist fur v = den Vielfachen von —v, die <u sind, n,=— v.
Wir wollen die Werthe m, und my—u von m, nebst dem zugehirigen n,— ¢
und ny—e—v von n kleinste Wurzeln der Gleichung (1.) nennen.

IV. Wenn man dasjenige positive m<Zu und das zugehirige
positive n<<v, welche in (1.) 2u dem Rest r = -1 gehiren, und welche
nach (111.) immer Stalt finden, durch m, und n, bezeichnet, so dafs also
m, und n, 2u dem Reste -1 die kleinsten positiven Wurzeln der
Gleichung

: 9. mv = nu41
Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XXVIL. Heft 2. 18
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sind, so werden die kleinsten positiven und negativen Wurzeln
der Gleichung (1.) zu einem beliebigen Rest v durch

10. m, = mr—zu und mr—(z}+1)u und

11, n,—e = mr—zv und nr—(z-}1)v
ausgedrickt, wo tu in (10.) dasjenige Vielfache von u bedeutet, welches,
von myr abgezogen, einen positiven Rest m,<u lifst. In (11.) mufs «
denselben Werth bekommen, wie in (10.), wenn auch n,r —v nichi
eine positive Ziahl < v ist.
Beispiel. Es sei

12. v= 15, u = 22

Setzt man hier der Reihe nach m =0, 1, 2, 3,.... 21, so ergiebt sich
0.15=0.22-4 0=0.22— 0 11.15= 7.22+}11 = 8.22—11
1.15=0.22415=1.22— 7 12.15= 8.22+ 4= 9.22—18
2,05 = 1.2} 8=2022—14  13.15= 8.22419= 9.22— 3
3.15=2.224 1=3.22-21 14.15= 9.224+12=10.22—10
4.145=2.22416=3.22— 6 15.15=10.224 5=11.22—17
13. { 5.15=3.224 9=4.22—13 16.15=10.224-20=11.22— 2
6.15=4.22+4 2=5.22—-20 17.15=11,224+13 =12.22— 9
7145=4.224+17=5.22— 35 18,15 =12.224 6=13.22—16
8.15=5.22410=6.22—12 19.15 =12.224}21 =13.22— |
9.15=6.22} 3=7.22—19 20.15=13.224-14=14.22— 8
(10.15=6.224-18=7.22— 4 21.15=14.224 7=15.22—15
Wire dagegen

14. v =22, u =1,

S0 wire
0.22— 0.154 0= 0.15— 0 8.2=11.15F11 =12.15— 4
1.2 = 1154 7= 2.15— 8§  9.22=13.15+ 3= 14.15—[2
2.22= 2.15+14= 3.15— 1 10.22=14.15410=15.15— 5
J3.22= 4154 6= 5.15— 9 1.2 =16.154 2=17.15—13

1504.22= 5.154+13= 6.15— 2 12.22=17.154 9=18.15— 6
5.22= 7.154 5= 8.15—10 13.22=19.154 1=20,15—14
6.22= 8.454-12= 9.15— 3  14.22=20.154 8=21.15— 7
7.92=10,154 3=11,15—11

a. 'Wie (13. u. 15.) zeigen, sind die positiven so wie die negativen
Reste alle unter einander verschieden, und beide sind in (13.) die Zahlen 0,
1,2, 3,.... 21 (=u—1) und in (15.) die Zahlen 0, 1, 2, 3, .... 14
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(=u —1). Desgleichen sind in (15.), wo v>>wu ist, alle » ohne Ausnahme
< v(=22). In (13.) dagegen, wo v<wu, ist fitr den Rest r — —u — —13,
n==15=wv. Die ibrigen n sind ebenfalls alle <“v. Desgleichen gehort
iberall zu m=0, =0, und zu =0 gehort m =—=0 und »=0. Dieses
zusammen ist was (1) behauptet.

b. Es sei fir (12.)

16. 7 — 14t = 6.4+49, alsoin (4.) e¢=6, r,=09.
Die zu r,=— 9 gehorigen m, und n, sind zufolge (13.) =25 und 3: also ist
nach (5. u. 6.)

17, m = +(1, 2, 3,....)224+5 und
n=—+(,2 3, ....)154+3—6 = (1,2,3,....015—13.

Man setze z. B. das willkurliche A in (4. u. 5.) =4, so ist nach (17.)
4.22+45 93 und
4.15—3 37.

Diese m und » mussen also der Gleichung (1.) zu » = 141 genugthun. das
heifst. es mufs

18 m
' n

I

[

19.  93.15 = 57.22--141
sein; was auch der Fall ist.

Die kleinsten von den Werthen von m und n (17.) sind diejenigen

fir A=0, also m =5 <w und n= —3, welches die Werthe m,=—>5 und
n, — ¢ =3 —6 = —3 selbst sind; desgleichen sind es diejenigen fir A —= —1,
also ;s =— — 17 und » = —18, wo der zeichenfreie Werth 17 von 2a ebenfalls

<Zwu ist. Also miissen auch die Werthe 5 und — 17 von m, und —3 und
—18 von n der Gleichung (1.) zn dem Rest = 141 genugthun, das heifst,

es mufs
4+ 5.15

—17.15
sein; was auch der Fall ist.
¢. Es sei fir (14.)
20, r = —35 = —4.u45, sodafsin (4) ¢ = —4, r, = 5.
Die zu r,= 5 gehorigen m, und n, sind zufolge (15.) =5 und 7, also ist
nach (5. u. 6.)

— 3.224-141 und
—18.22-+ 141

20.

Il

929, m=+(,2,3,....)15+5 und
n=+(1,2 3..)202+7+4
Man setze das willkirliche 2 in (4.u.5.) == —2, so ist nach (22.)
18 *



140 10. Encyklopidie der Zahlentheorie. §.34. Form. 23— 31.

93, m= —2.15+5 = —25 und
n=— —2.224+1l= —33
Diese m und n miissen der Gleichung (1.) zu r==—55 genugthun, das heifst, es mufs
24, —25.22 = —33.15—55

sein; was auch der Fall ist.

Die kleinslen von den Werthen von m und = (22.) sind wieder
diejenigen fir A=0, also m=5< u und n=11, welches die Werthe von
m,=>5 und n,— e=7—(—4)==11 selbst sind; desgleichen sind es diejenigen

fir A= —1, also m = — 10 und n = — 11, wo der zeichenfreie Werth 10
von m ebenfalls <Z# ist. Also miissen auch die Werthe 5 und —10 von m
und 11 und — 1 von n der Gleichung (1.) zu dem Reste r— —55 genugthun,
das heifst es mufs

25, 4+ 5.22 =+411.15—55 und

—10.22 =—11.15—355
sein; was auch der Fall ist.
Die Resultate in (4. u.¢.) sind den Behauptungen in (II. u. III.) gemifs.
d. Fir (12.) ist zufolge (13.) dasjenige m und n, welches dem Rest
+ 1 entspricht, =3 und 2, so dafs also fir (12.)
26 m;, — 3 und n, = ?

ist. Nun sei, wie in (16.),
27. r = 141,

so giebt (10.u.11.)
m,=—3.141—19.22=-135, also =19 und m,—3.141—20.22=—17 und
ny=12.141—19.15=—3 und n,=2.141—20.15=—18,
und diese m, und n, missen der Gleichung (1.) fir den Rest r — 141 ge-
nugthun; was auch zufolge (20.) der Fall ist.

e. Fir (14.) ist zufolge (15.) dasjenige m und n, welches dem Rest
+-1 entspricht = 13 und 19, so dafs also fir (14.)

2. m, — 13 und n, =— 19
ist. Nun sei, wie in (21.),
v = —3),
so giebt (10.und 11.)
my—-13.33+448.15=-} 3, also t=—-48 und my=-13.55-+47.15=-10 und
313y —-19.55 1 48.22 =111 und n, —-19.55 1 47.22 =11,

und diese m, und », missen der Gleichung (1.) fir den Rest r = —055 ge-
nugthun; was auch. zufolge (25.). der Fall ist.

Die Resultate (d. u. e.) sind den Behauptungen in (IV.) gemafs.
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Beweis. A. Gaben zwei verschiedene m, z.B. m; und m,, beide
< u, mit den dazu gehorigen ny; und n, ein und dasselbe r, so dafs also
39. mgv = ngutr und

m,ov = n.u +7r
wire, so wirde daraus

33. (my—m)v = (ng—n,)u
folgen, und also mifste m;—m, mit % aufgehen, da v nach der Voraus-
setzung keinen Theiler mit % gemein hat (§.25.) Dieses kann aber nicht
sein, da m; und m, beidle <“w sind und folglich auch m;—m, < u ist. Also
konnen keine zwei m, beide <<u, einen und denselben Rest +r lassen, und
folglich sind alle zu m — 1, 2, 3, .... u—1 gehorigen » von einander
verschieden.

Die Anzahl der r ist aber der der Werthe von m gleich, und folg-
lich = u. Zugleich sollen die zeichenfreien Werthe aller »<Tu sein. Also
sind diese zeichenfreien Werthe der r nothwendig alle die » Zahlen O, 1,
2, 3, .... u—1 selbst; gemifs (3.)

B. Der grifste Werth von n findet in (1.) offenbar fiir den grifsten
Werth von m Statt, also fir m=—wu—1. Man setze fir m—wu—1 in (1.)

34 (u—1)v = zuir.
Soll hier r positiv sein, so kann @ nicht = v sein, selbst nicht fir r—=20;
denn £ —v wirde immer xu — vu>(u—1)v geben. Folglich ist fir po-
stlive r, x, also n, immer <v.

Soll r negativ sein, so folgt aus

3. (@—1)v =v.u—v = (v|2)u—(xuitv),

dafs nur dann

36. n = vz
sein kann, wenn

37. xuto<<u
ist; denn der absolute Werth xu-|-v des Restes in (35.) soll émmer < u sein.
Die Bedingung (37.) ist aber nur fir x==0 erfiillbar; denn fir jedes grofsere
# ist zu-}-v nicht <<, sondern ~>wu, was auch v sein mag. Nie also kann
zufolge (36.) n=>v sein. Es kann hochstens =— v sein, und dieses zufolge
(87.) nur dann wenn v<<w ist. Nun ist fir ein beliebiges u— wfache von v:

38. (u—u)v = v.u—puv.

Ist nun v<<u, so kann auch noch pwv<Zwu sein. Also fiir alle die Reste — v,
—2v, —30, .... —uv, die auch alle vorkommen, ist n — v.
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Zusammen also folgt, dafs n fir v >>wu immer <v ist; desgleichen
auch fir v<Zu, ausgenommen wenn der negative Rest mit v aufgeht; wie
solches der Lehrsatz in (1.) behauptet.

C. Ist m=0, so giebt (1.)

39. 0= nulr
Also mufs = mit u aufgehen (§.18.). Dieses geschieht nur dann, wenn =0
ist, indem r jedenfalls <Zu sein soll. Also ist fir s =0, » =10, und folglich
vermoge (39.) auch » =0.

Ist »=0, so giebt (1.)

40. mv = nu,
also mufs m mit ¥ aufgehen (§.25.). Dieses ist nur moglich, wenn m =0
ist, indem m<Zwu sein soll. Also ist fir #» =0, s — 0, und folglich vermoge
(40.) auch n=0.
So behauptet es (I.).

D. Setzt man (5., 6. und 4.) in (1.), so ergiebt sich
(Au+tm)v = (Av4n,—e)u 4 su+-r, oder
4. myp = nutr,.
Diese Gleichung entspricht der (1.) mit allen den Werthen (7.) von m,, (8.)
von n, und (3.) von 7,. Also thun alle die durch (5.u.6.) ausgedriickten

Werthe von m und n mit jedem beliebigen i der Gleichung (1.) ein Geniige;
wie es (IL) behauptet.

E. Gibe es noch andere Werthe von 2 und n, als die, welche
(5. u. 6.) ausdriickt, so konnten es nur solche sein, die durch
42. m = du+m,4u und
43. n = ivtn,—etv
ausgedriickt werden, wo w eine Zahl ist, die nicht mit u, » eine Zahl, die
nicht mit v aufgeht; denn ginge u mit w auf, so ware (42.) schon in (5.)
und (43.) schon in (6.) mitbegriffen, indem dort A willkurlich ist. Setzl
man nun (42. u. 43.) nebst (4.) in (1.), so ergiebt sich
(Au-t-my+u)u = (Av-4+n,—et+v)uteu-r, oder
4. my-+uv = nutvuir,.
Hiervon die Gleichung (41.), die nothwendig zugleich Stait findet, abgezogen, giebt
45. uv = rvu.
Dieses ist wieder nur moglich, wenn u mit » und » mit v aufgeht (§.25.).
Und da dies mickt sein soll, so finden die Ausdriicke (42.u. 43.) von m und
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n nicht Statt: mithin giebt es aufser den Werthen von m und n, welche
(5. u. 6.) ausdriickt, keine andern; wie es (IL.) behauptet.

F. Da 2 in (5. u. 6.) willkirlich ist, so kann es auch O uwnd —1
sein. Dieses giebt
46. m — m, und m = m,—u und
47. n—mn,—¢ und n — n,—ec—o.
Hier sind m, und m,—wu dieselben bheiden m, (an zeichenfreien Werth beide
<Zu) welche der Gleichung (1.) fiir Reste <Z# genugthun. Also thun dieselben
beiden m auch der Gleichung (1.) fir beliebige Reste r (4.) genug. Da-
gegen sind die 2ugehirigen beiden Werthe n,— ¢ und n,—&¢—o von n nicht
nothwendig <<v. Sie sind es nur, wenn ¢ =0, also r eine der Zahlen (3.) ist.
Dieses ist, was (IIL.) behauptet.

G. Multiplicirt man die in (IV.) vorausgesetzte Gleichung
48. mv = nu+1

mit 7, so ergiebt sich
: 49. mrev = n,ruir.

Hiervon die Gleichung

50. m,o = (n,— e)u-tr,
die sich ergiebt, wenn man (5.u. 6.) in (1.) und das willkiirliche A =0 setzt,
abgezogen, giebt

51. (myr—m)v = (n,r—(n,—¢))u.
Dieser Gleichung gemifs mufs a7 —m, mit u aufgehen (§.25.) und also
52. myr—m, = Tu
sein, wo t irgend eine gange Zahl ist. Ferner giebt (52.), in (51.) gesetzt,
Tuv = (n,r —(n,—e¢))u, also
53. v = mr—(n,—¢).

Aus (52.u. 53.) folgt (10. u. 11.) zunichst fiir ein positives m,<u, und dann,
wenn man noch # und v abzieht, also z-|-1 statt = schreibt, auch fir ein
negatives m,, dessen absoluter Werth <Zwu ist.

Dies ist, was (IV.) behauptet.

H. Anm. Ein Hauptpunct des Beweises ist das Mittel, durch welches
in (4.) gezeigt wird, dafs nicht zwei verschiedene Vielfachen von v zu u
gleiche Reste lassen konnen. Es kommt sehr hiufig zur Anwendung. Dann
der Schlufs, dafs die Reste, weil sie alle verschieden und v und <u sind,
die Zahlen 1, 2, 3, 4, .... u—1 selbst sein missen. Auch dieser Schlufs
kommt ofter vor.
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§. 35.
Lehrsatz.

Es seien u und v zwei belicbige zu einander theilerfremde
positive ganz e Zaklen.
Setzt man in der Gleichung
1. mv = Gu+ir
der Reihe nach
2. m=1,2,3,4,.... $(u—1), wenn u ungerade, und
3. m=1,234,.... %u, wenn u gerade ist,
und bezeichnet digjenigen VVerthe von m, welche in (1.) positive Reste
r> }u geben, durch m;, my,, my, .... m,, die ubrigen Werthe von m,
welche positive Reste nickt —>3}u geben, durch w,, pu,, 16, .. .. gy 1y—x
oder W, seizl darauf far alle r, die > }u sind,
4. r=u—y,
wo nun also auch alle ¢, eben wie die wbrigen r, nicht grifser als
Lu sind, so dafs zusammengenommen

Erstlich far ein ungerades u:

mv = Gu-tr, wyv = Gu—g,,

m,v = @u-{—rg, w, v = @u—-g“

5. myv = Gu-tr;, und 6. {u,v = Gu—p;,
my, vV = Gury, -, v = Gu—og,;

Zweitens fiur ein gerades u:

mv = Guitr,,

m,v =— @u—{-r“ U,V = Gu—op,,
7. myv = Gu-r,, und 8. (u;v = Gu—g,,
my, v = Gutryu, #v = Gu—p,

ist, so sind die absoluten Werthe der r und ¢ zusammengenommen
nothwendig
9. Im ersien Falle (5. u. 6.) alle die Ziahlen 1,2,3,4,....1
10. I 2weiten Falle (7. u. 8.) alle die Zaklen 1,2, 3,4, .... }u.

Beispiele. 1. Es sei
1. wu =15, v =22,
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so ist

12.  (1,2,3,4,5,6,7)v = Gu-|7,14,6,13,5, 12 und 4.
Von diesen Resten sind die x = 3 Reste, 14, 13 und 12 > lu, also ist
in (5. u. 6.)

13.  (1,2,3,4,5,6,7)p = Gu-7, —1, 46, —2, +5, —3 und -}-4.
Die zeichenfreien Werthe dieser Reste r und ¢ sind zusammen alle die Zahlen
I, 2, 3, 4, 5, 6, 75 gemifs (9.).

2. Es sei
14. u =15 v =4,
so ist ,
15.  (1,2,3,4,5,6,7)v = Nu-}-4, & 12, 1, 5, 9 und 13.
Von diesen Resten sind die =4 Reste 8, 12, 9 und 13 > }wu, also ist in
(5. und 6.)

16. (1,2,3,4,5,6,7)v = Gu-t+4, —7, —3, +1, 45, —6 und —2.
Die zeichenfreien Werthe dieser Reste r und ¢ sind zusammen alle die Zahlen
1, 2, 3, 4, 5, 6, 7; gemifs (9.).

3. Es sei
17 w = 18, v = 49,
so ist

18. (1,2,3,4,5,6,7,8,9v — Gu4-13, &, 3, 16, 11, 6, 1, 14 und 9
Von diesen Resten sind die » =—4 Reste 13, 16, 11 und 14>>4u, also ist
in (7. w. 8.)

19. (1,2,3,4,5,6,7,8,9)o = Gu—35, |8, 4-3, —2, —7, +6,

41, —4 und 9.
Die zeichenfreien Werthe dieser Reste r und ¢ sind zusammen alle die Zahlen
1,2, 3,3, 4,5, 6,7, 8, 9; gemifs (10.).
4. Es sei
20 u =22 v=15,
so ist

21, (1,2,3,.... 10Do = Gu-15, & 1, 16, 9, 2, 17, 10, 3, 18, 11.
Von diesen Resten sind die x=—=4 Reste 15, 16, 17 und 18 > }u, also ist
in (7. u. 8)

22. (1,2,3,....1)0 = Gu—7, +8, 41, —6, 49, +-2, —5,

410, 43, —4, 4-11.
Die zeichenfreien Werthe dieser Reste r und ¢ sind zusammen alle die Zahlen
1,2, 3, 4,5 6, 7, & 9, 10 und 11; gemafs (10.).
Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XXVIL Heft 2. 19
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Beweis. A. Kein # in (1.) kann =0 sein. Denn fir 7 =0 wire
in (1.) mv=Q®wu, also mifste m mit u aufgehen, da v zu u theilerfremd
sein soll (§.25.). m geht aber nicht mit u auf, weil alle s <<% sind (2. u. 3.);
also kann 7 nicht =0 sein.

B. Wire in (5. oder 7.) irgend ein r einem andern gleich, also z. B.

23. myv = Gu-+{r und mv = Gu-l-r,

so wiirde daraus
24.  (m,—m)v = QGu

folgen, und also miifste , —m; mit u aufgehen (§. 23.). Dieses ist aber
nicht der Fall, da m, und 2, beidle <Zu sind und also 2, —m; noch um so
mehr <% ist. Daher kann kein r dem andern gleich sein.

C. Ganz aus gleichen Griinden kann in (6. oder 8.) kein ¢ dem
andern gleich sein.

D. Wire in (5. und 6.) oder in (7. und 8.) ein = einem o gleich,

also z. B.:
25. mo = Gu-fr ud v = Gu-tr

so wiirde daraus
26. (m,4-)v = Gu

folgen; also miifste m, -, mit u aufgehen (§.25.). Aber in (5. und 6.)
sind alle m oder w <<4u (2.) und in (7. und 8.) kann nur eines der m
oder ==} u sein (3.), die andern sind nothwendig kleiner: folglich ist immer
m,+ ;< w. Mithin kann m,-|-u; nicht mit u aufgehen, und folglich kann in
(5. und 6.), eben wie (7.und8.), kein r einem ¢ gleich sein. Die r und ¢
sind also. alle unter einander verschieden, und keins ist 0.

E. Nun ist die 4nzahl der r und ¢ zusammengenommen der der m
yleich, also in (5. und 6.) = Y (u—1) (2.) und in (7. und 8.) =4u (3.):
keins ist grofser als Ju, und alle sind von einander verschieden (B., C. und D.).
Also sind die 7 und ¢ zusammengenommen in (5. und 6.) nothwendig die Zahlen
1,2,3,....4(u—1), und in (7. und 8.) nothwendig die Zahlen 1, 2, 3,.... fu
selbst; wie es der Lehrsalz in (9. und 10.) bchauptet.

K. Anm. Die in der Anmerkung zum vorigen Parapraph erwihn-
ten. Schliisse sind auch hier die Hauptmomente des Beweises.
§. 36.
Lehrsatz.

Es seien u und v zwei beliebige ungerade und zu e¢inander

theilerfremde yanze Zahlen und 1 sei eine belichige positive ganze Zahl
1., z<juv.
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Alsdann kinnen, wenn man fir ein und dasselbe z,
2. z = mu-+}r und
3. z=mv+typ
setzt, wo r und ¢ die echten positiven Reste zu u und v bezeich-
nen, so dafs immer
4. r<<u wund e<v
ist, folgende verschiedene Fille stattfinden.
Erstlich, wenn r = }u ist, kann
1) ¢e=0,
2) o << 3v>0,
3) ¢ > Llv sein,
Zweitens, wenn r<3u >0 ist, kann
5. 1) ¢=0,
) ¢ << 3v >0 und
3) o > 4v sein.
Drittens, wenn r=20 ist, kann
1) o << iv >0 und
2) o > }v sen..
Bezeichnet man fur diese 8 Fille die Anzall der << juv,

(1) far welche r > }u und ¢ = 0 ist, durch n,,
2) - - - r>ju - e<#v>0 - - - m,
3) - - - r>ju - 0> 3V - - - om,
6.ﬁ4) ——-r<%u>.0- ¢ =10 - - - n,
5) - - - r<<}u>0 - oy }v>0 - - - p
6) - - - r<<ju>0 - ¢>4}v "= = = ng
D - - - 1r=0 - 9<%V>0- - - n,,
8§ - - -r=d - e >4y - - -,
so ist

Erstlich, die Gesammtheit aller dieser verschiedenen 1z,
({8 n4+n2+n3+n4+ns+n€z+n7+ns = }(uv—1).
Zweitens, die Anzahl der n,-ng mit u aufgehenden z ist
8. n+n, = F(v—1)
Drittens, die Anzahl der n-+n, mit v aufgehenden z ist

9. ncfn, = $@u—1)
19 *
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Viertens, die Anzahl der n,--n;-}-n, verschiedenen z, welche, mit v
dividirt, Reste o<} v=>0 lassen, gleichviel welche Reste v sie mit u
dividirt geben mdgen, ist

10.  n,4-ny4n; = Jui-1)(v—1).

Fuanftens, die Anzahl der n,4-n,-}-n; verschiedenen z, welche, mit u
dividirt, Reste r<4{u=>0 lassen, gleichviel welche Reste ¢ sie mit y
dividirt geben mdgen, ist

11.  n,4n-fng = Fu—1)(v4-1).

Sechstens, die Anzahl der n,-\-n;+n, verschiedenen 1z, welche, it v
dividirt, Reste 9 }v lassen, gleichviel welche Reste v sie mit u divi-
dirt geben migen, ist

12. my4ng4ng = fu—1)(v—1).

Siebentens, die Anzahl der n,-|-n,-}-n, verschiedenen z, welche mit u
dividirt Reste r —}u lassen, gleichviel welche Reste ¢ sie mit v divi-
dirt geben maigyen, ist

13. n+n4n = pu—1)v—1)

Achtens, die Anzahl der n;--n, verschiedenen z, welche mit w und
mit v dividirt entweder zugleich Reste r>4u und ¢9>}v, oder
sugleich Reste v<iu>0 und 9<Lv>0 lassen, ist

14. n;4ng = u—1)(v—1).

Neuntens, die Anzahl der n, 4 n; verschiedenen z, welche mit v und
mit v dividirt entweder zugleick Reste r —}u und 9<<1v>>0, oder
xugleich Reste r<_}ju>>0 und ¢>}v lassen, ist

15. n,4ns = fu—1I)(v—1).

Zehntens, die doppelte Anzahl 2n; derjenigen z, welche mit u und
mit v dividirt sugleich Reste r<_{u>0 und 9<_1v>0 lussen,
weniger der Anzahl n, derjenigen mit v aufgehenden z, welche
mit u dividirt Reste —}u lassen, und der mit v aufgehenden
ng Zahlen z, welche mit v dividirt Reste > Lv lussen, ist

16. 2n,—n;—ng = fu—1)(v—1).

Elftens, die Anzahl der mit v aufgehenden n, verschiedenen 1z,
welche Reste —>Lu lassen, susammen mit der Anzahl der ng mit u
aufgehenden z, welche Reste > Lv lassen, und der Anzahl n,
der z, welche mit u und v dividirt zugleich Reste r>}tu und
o>}V lassen, ist der Anzahl n, derjenigen z gleich, welche mit
u und v dividirt zugleich Reste r<_{u™0 und 9<<}v>0 lassen,
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23.

10. Encyklopdidie der Zahlentheorie.

das heifst, es ist
17.
Beispiel. Es sei

19. z=1, 2

nl+ns+‘n3 = n5-

18. B=T7, ©= 11,

so geben die beiden Gleichungen (2. u.3.) Folgendes:

Fiirs=123456768910111213 141516 17 1819 20 21 22 23 24 2

istm,=000000111 1111 2 2
r=123456012 3 4 5 6 0 1
m,=000000000 0 1 1 1 1 1
=12345678910 0 1 2 3 4

21. 555223866 6 1 2 2 7 5 5

§.36. Form. 17— 23. 149

also v — 77 und

3, 4, .38 (=%(uv—1)),
5 26 27 25 29 30 31 32 33 34 35 36 37 38
2 22223333333444444455 55
234560012345 6012345601 23
1111 1122222222222333333
567 891001 234567891001 2345
56 333845522286¢68631 275055

Die horizontale Zeile (21.) giebt die Nwmmer der 8 Classen
welche jedes z gehort. Z. B.: Fir =17 ist r=3<iu >0 und o=
6>>}v, also gehort & = 17 in die sechste Classe (6.); und so die andern.

Zufolge (21.) gehoren also

die 7 Zahlen 8, 9, 10,

bis 17.) des Lehrsatzes Geniige.

die Gleichung (7.) ist hier 2845414104 74-2+43 =38 =

(6.) an, in

die 2 Zahlen 11 und 33 in die ersfe Classe, folglich ist hier n, — 2;

die 8 Zahlen 4, 5, 12, 13, 25, 26, 27 und 34 gehoren in

die zweite Classe, also ist n,— 8;

die 5 Zahlen 6, 18, 19, 20 und 32 gehoren in die dritte

Classe, also ist 7,= J;

die 1 Zahl 22 gehort in die vierfe Classe, also ist
29, | die 10 Zahlen 1, 2, 3, 15, 16, 23,

n,= 1;

24, 36, 37 und 38
gehoren in die fitnfte Classe, also ist n; =10;

17, 29, 30, 31 gehoren in die

Nemlich

sechste Classe, also ist n,
die 2 Zahlen 14 und 35 gehoren in die siebente Classe,

- - - (8) - - 213=5=4}@—1),
- - (9‘) - — 2+1=3—_—-}(u—-l),
- - = (10) - - §41042=20=1}(u+|1)(0— 1)=4}.8.10,

——1] 7;

1

also ist n,— 2;

die 3 Zahlen 7, 21 und 28 gehoren in die achte Classe,

also ist ng— 3.
Diese Werthe der verschiedenen 2 thun nun wie folgt den Gleichungen (7.

‘%("v - 1)7
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die Gleichung (11.) ist hier 14-104-7 =18 = } (u—1)(v-}1)=1}.6. 12,

- - - (12) - - 54743=15=}(u—1)(v—1)=1}.6.10,
- - - 18) - - 24845=15=}(u—1)(—1)=1.6.10,

23,2 - - - (14) - - 5+10=13=}(u—1)(v—1)=1}.6.10,
- - - ({d5) - - 84+ T=15=}u—1)(v—1)=14.6.10,
- - - (16) - = 2.10—2—3=15=)(u—1)(v—1)=1.6.10,
- - - ({q7)- - ?—%—3—}—5:“);

Alles wie gehorig.

Beweis. A. Dafs alle die 8 verschiedenen Classen fir die 2 slalt-
finden konnen, ist offenbar. Es ist nur zu bemerken, dafs nicht, wie es
scheinen konnte, auch noch fir (5. Drittens), eben wie (5. Ersllich und Zweitens),
ein dritter Fall r =0 und zugleich ¢ =0, also keine neunfte Classe mog-
lich ist. Denn konnte ein z mit # und v zugleich aufgehen, so wirde es,
da » und v nach der Voraussetzung zu einander theilerfremd sind, zufolge
(§. 26.) auch mit dem Product uv aufgehen missen; was nicht moglich ist,
da das grdfste der z erst y(uv—1) ist und also alle 2<uv sind.

B. Dafs kein 3 in mehr als einer Classe zugleich vorkommen kann,
ist ebenfalls offenbar; denn eine Zahl  kann zu einer andern # oder » nicht
verschiedene Reste zugleich lassen. Da nun zugleich jedes 2 nothwendig in
einer der 8 Classen vorkommen mu/s, indem nicht mehr als die 8 Falle moglich
sind, so folgt, dafs die Summe der Mengen der = in den verschiedenen 8 Classen
der Anzahl der 2 selbst gleich ist. Diese letztere ist }(uv —1), also mufs

24. nnngfnA-ngng-bn g = (uv—1)
sein. Dies ist die Gleichung (7.) des Lehrsatzes.

C. Die mit u aufgehenden z, n;-n, an der Zahl, sind offenbar die
Vielfuchen ,

25. u, 2u, 3u, 4u, .... J(v—1u
von %, und keine mehr; denn das ndcksfe Vielfache von u, nemlich }(v-4-1)u,
ist schon grdfser als der grifste Werth 1 (uv—1) von 2. Die Anzahl jener
Vielfachen von u (25.) ist aber }(v —1), also ist
' ' 26. n,t-my = J(®—1).
Dieses ist die Gleichung (8.) des Lehrsatzes.
D. Die mit v aufgehenden %, n,-|n, an der Zahl, sind die Vielfachen
7. v, 2v, 3v, 4v, .... }(u—1)v
von v, und keine mehr; denn das nmdchste Vielfache von v, nemlich 4 (u--1)v,
ist schon grifser als der grifste Werth }(uv—1) von z. Die Anzahl der
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Vielfachen von » (27.) ist aber }(u—1), also ist
8. nn, = L(u—1).
Dieses ist die Gleichung (9.) des Lehrsatzes.
E. Folgende Zahlen z, und keine anderen, nemlich:
Die 3 (u+1) Zahlen 1, v41, 2v 41, 3v41, .... J(u—1)v+1 lassen zu v den Rest 1,

Die 4 (u+1) Zallen 2, v42, 2042, 3v4+2, .... 3(v—1)v42 lassen zu v den Rest 2,
29. Die (u41) Zahlen 3, v+3, 2v+3, 3v+3, .... Hu—1)v+3 lassen zu v den Rest 3,
Die }(u4-1) Zahlen 3(v—1), v42(@-1), 2041 v—l), : (u——l)v-l- \(v—1) lassen zu v den Rest L(ov—1).

Alle diese Zahlen finden sich unter den Werlhen, welche z haben kann;
denn die grdfste unter ihnen }(w—1)v4-} (v —1) = }(wv—1) ist nur eben
so grofs als = soll sein konnen; alle andern sind kleiner. Desgleichen lassen
sie alle zu v Reste, die < }ov und >0 sind. Sie sind also zusammengenom-
men die n,4-n;--n; Zahlen z in der 2ten, 5Sten und 7ten Classe (6.).

Nun ist die Anzahl der z in (29.) = L (u--1).}(v—1), denn in jeder
horizontalen Reihe stehen 4 (u--1) Zahlen und die Anzahl der Reihe ist }(v—1).
Also ist

30. n,fn4n = Lutl)iw—1).
Dieses ist die Gleichung (10.) des Lehrsatzes.

F. Folgende Zahlen %, und keine anderen, nemlich:

Die 3 (v41) Zablen 1, w41, 2u4-1, Ju41, .... J(v—1)u41 lassen zuw den Rest 1,
Die #(v+1) Zallen 2, v 42, 2u42. 3u42, .... } (v—1)u+2 lassen zu u den Rest 2,
31. { pic ,(v-{-]) Zalhlen 3, u+3, 2u43, 3u+43, .... J(v—1)n-43 lassen zu w den Rest 3,

‘Die 5(v+l) Zallen }("—1)y w1 (u—l), 2u44(u—1), .... Hv—1)u+ §(u—1) lassen zu u den Rest J(u—1).

Alle diese Zahlen finden sich unter den Werthen, welche = haben kann;
denn dic grdfste unter ihnen ist 4 (v —1)u-l-}(u—1)=4(wv—1), also nur
das grofste z. Alle andern sind kleiner. Auch lassen sie alle zu u Reste,
die <<4# und >>0 sind. Sie sind also zusammen die n,-}- n,--n; Zahlen 2
in der 4ten, Sten und 6ten Classe (6.).

Die Anzahl der = in (31.) ist aber (v--1).3(u—1), denn jede der
4 (u— 1) horizontalen Reihen enthélt (v-|-1) Zahlen. -Also ist

32. n,fnH4n, = fu—1)w41).

Dieses ist die Gleichung (11.) des Lehrsatzes.

G. Die ny+-n;-|-n, Zahlen % in (6.) lassen sammtlich nach » Reste
o>>}v. Zieht man n,-{-n,= }(u—1)(9.) und n,-n;-4-n, =} w-+1)(v—1)
(10.) von n, -}-n,+-n;+- 1,0 -ng4-n; 4-ny = 4 (uv —1) (7.) ab, so ergiebt sich
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ny--ng+ng = F(uv—1)—3(w—1)—}(u-|1)(v—1) oder

= juv—}—tuti—tuv{}tu—}v}} oder
33. myfntn = tuv—tu—}of} = ju—1)w—-1)
Dies ist die Gleichung (12.) des Lehrsatzes.

H. Die n,}n,+n, Zahlen % in (6.) lassen sammtlich nach u Reste
r>}u. Ziehtman n;+n,=1%(v—1) (8.) und n,4-n,4-n=1(u—1)(@-}-1)
(11.) von n,+ n,+n,--n,-}-n;+4-n,--n,4-ng= Y (uv—1) (7.) ab, so ergiebt
sich

n4-n,4ny = Fuv—1)—§(0—1)—}(uw—1)(v41) oder
— juv—}—}otd—fuo—tutfoti oder
34. ndn4n = tuv—}tu—}of} = J(u—1)w—1).
Dies ist die Gleichung (13.) des Lehrsatzes.
I. «a. So wie die }(uv—1) Zahlen
35. 1,2 3,4, .... Luv—1)
durch 2 bezeichnet wurden, so mogen die weiler folgenden }{uv — 1) Zahlen
36. Y(mv+1), L(wv+3), L(uo43), .... uv—|
durch e bezeichnet werden. Alsdann gehort zu jedem z ein w, und nur
ein w, welches mit ihm zusammen v ausmacht: nemlich 1 mit v — [, 2 mit
wv—2, 3 mit wo—3, .... F(wvo—1) mit }(uv--1) zusammen machen
sammtlich v aus. Wenn man also in der Gleichung
37. 24w = uov
dem z alle die L (wv—1) Werthe (35.), die es haben kann, giebl, so hal w
seinerseits alle die (uv—1) Werthe (36.), die ihm zukommen.

b. Nun sei fir irgend ein z, welches weder mit # noch mit v auf-
geht, nach (2.u.3.)

38. 3= mu+r = mv+yg,
wo also weder 7 noch ¢ Null aber »r<Zu, o<Tv ist. Fir das sugehorige w sei

39. w= puifr = uvig,
wo r'< u und ¢'<v angenommen wird; alsdann kann auch weder 7' noch ¢’
Null sein. Denn ginge » mit % oder mit v auf, so miifste zufolge (37.) auch
z mit % oder mit v aufgehen, gegen die Voraussetzung. Zufolge (37.) ist
aus (38. u. 39.)

40. z-tw = (m+tup)ud-r4r = (m,4u,)v-|e 1o = uv.
Dieses ist so viel als die zwei Gleichungen
' M. wo = (m-+p)utr4r und
42. uv = (my-}u,)o-f o+
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Aus (41. u. 42.) folgt, dafs r--7' mit v und ¢ ¢’ mit v aufgehen mufs
(§.18.). Aber r--#* ist >0 und < 2u, weil »>>0<"u und »>0<u;
also mufs nothwendig
43. r-r' =u

sein; denn zwischen 0 und 2u liegt keine andere Zahl als % selbst, die mit u
aufginge. Gleichmifsig ist ¢ 4 ¢’=>0 und <Z2v, weil ¢ =>0<"v und ¢’ >0<v
ist; also mufs auch nothwendig

' 44. o4 = v
sein; -aus gleichen Griinden.

Aus (43.u.44.) folgt nun weiter, dals, wenn » >>}u ist, < ju=>0
sein mufs, und umgekehrt; desgleichen, dafs, wenn ¢ >3}v ist, ¢'<Jv >0
sein mufs, und umgekehrt.

¢. Nun sind n, Zablen 2z vorhanden, fir welche »>>1lu und zugleich
o>3v ist (6.), also mufs es eben so viele Zahlen w geben, fir welche
r'< }u>>0 und gugleich ¢'<_Lv -0 ist, denn zu jedem 2 gehort ein w,
fiir welches 7'<Z4# >0 und ¢’< }v>>0, wenn fir das zugehorige 2, r>1u
und ¢ >} ist (6.).

Desgleichen sind m; Zahlen 2 vorhanden, fir welche 7< 4% >0 und
gugleich ¢<4v=>0 ist (6.), also mufs es eben so viele Zahlen w geben,
fiir welche 7' >>u und zugleich ¢’ Lv ist; aus gleichen Griinden.

Es sind also unter den Zahlen z und w zusammengenommen,
das heifst unter den Zahlen

, 45. 1,2, 3,4, .... uv—1
nothwendig . iiberhaupt n,-}-n, Zahlen vorhanden, die, weder mit % noch mit »
aufgehend, nach u Reste r oder 7'>>}u und zugleich nach v Reste ¢ oder
o’ >4v lassen; und eben so viele Zahlen, welche, weder mit # noch mit »
aufgehend, nach u Reste r oder < ju>0 und zugleich nach v Reste ¢
oder ¢'<” v =0 lassen.

.d. Um durch # und v ausgedriickt zu finden, wie viele solcher letzl-
genannten Zahlen unter den = und % zusammengenommen sich befinden, be-
zeichne = jede derjenigen Zahlen aus der Gesammtheit der 2 und w, also
aus den Zahlen (45.), welche mit % dividirt einen Rest ¢é<"}# =0 und mil
v dividirt einen Rest 0 <00 lafst; so dafs also

46. = = eu-¢& = sv-}o
ist, wo e<Z Ju >0, sugleich 6 < v>0 und x~uwv also < v, s<u sein soll.
Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XXVIL. Heft 2. 20
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e. Aus (46.) folgt

47. sv = eu+4e—o."
In dieser Gleichung soll also & alle die Werthe 1, 2, 3, .... 3(u~—1) und
o alle die Werthe 1, 2, 3, .... $(v—1) bekommen konnen, wihrend s<u,
e<v ist. Was nun auch ¢— o sein.mag, positiv, oder negativ, oder Null:
immer giebt es nach (§.34. IIL) einen Werth von s<Z#, welcher der Glei~
chung (47.) genug thut; also kann in (47.) und folglich in (46.) in der That
s<<u und folglich, da ¢ nothwendig <C v ist, auch x < uwv sein. Also kann
in (46.) ¢ wirklich alle die Werthe 1, 2, 3, .... $(#—1) ‘und o alle die
Werthe 1, 2, 3, .... 3(»—1) haben, fir & < wuv.

/- Nun kann zunichst in (46.) erst ¢ ohne Riicksicht auf sv-} o offen-
bar alle die Werthe 1,2,3,4,.... }(u—1) haben; denn alle die x, welche
diese Werthe des Restes ¢ geben, sind vorkanden.

Aber giebt man dem ¢ irgend einen bestimmten Werth, z.B. 1, so
kann zufolge (e.) fiir dieses nemlicke e==1, o jeden der }(» —1) Werthe
1, 2, 3, .... $(v—1) haben, und zwar offenbar immer fir ein anderes «,
da ein und dasselbe @ nicht verschiedene Reste o lassen kann. Fiir e=1 findet
sich also zu jedem o0=1, 2, 3, .... $(v—1) irgend ein x. Folglich giebt
es in (46.) } (v—1) verschiedene x, die alle den Rest ¢ =1, aber die ver-
schiedenen Reste =1, 2, 3, .... 4(v—1) lassen.

Ganz gleich verhilt es sich fir jeden der §(u—1) Werthe 1, 2, 3, ....

. 3(u—1), welche & haben kann.

Also giebt es iiberhaupt }(u—1).4(v—1) = }(u—1)(v— 1) ver-
schiedene & unter den Zahlen (45.), welche nach # Reste < i#>>0 und
gugleich nach v Reste <,}v>0 lassen. Die Anzahl dieser Zahlen war (c.)
== N, n,, also ist

48. n,4n; = L(u—I1)(v—1)
Dieses ist die Gleichung (14.) des Lehrsatzes.

K. Zieht man n,-Fng=1}(@—1) (8.), n,4n,=4%(u—1) (9.) und
ny-fn, = }(u—1)(v—1) (14.) von n,+4-n,4-n,-tn,-n,tn 4 n, 0, —
(uv—-i) (7.) ab, so ergiebt sich
n,4n, = t(uv—1)—}@w—1)—4(u—1)—}(@—1)(v—1I) oder
ntn = juv—}—jot+i— 7"+7 tuvo+fu+-to—1 oder
49. n,4n; = juv—tu—jvi} = }u—I1)(v—1).
Dieses ist die Gleichung (15.) des Lehrsatzes.
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L. Addirt man n,4-n;=}w—1)@v—1) (15.) zu 2(n,}n;) =
4 (u—1)(v—1) (14.) und zieht von der Summe n,-|}-n;-}-ny— }(u —1)(v —1)
(12) und n,+4-n,-} n,=}(u—1)(v—1) (13.) ab, so ergiebt sich
2(nyt-n;) 40| ng— 0y —ng—ng—n,—n,—ny = (4 - 1—1—D(u—1)(v—1) oder

50. 2n,—n,—n; = }(u—1)(v—1).

Dieses ist die Gleichung (16.) des Lehrsatzes.

M. Zieht man endlich n;-+ n,—} (u—1)(v—1) (14.) von 2n,—n,—n,
=} (u—1)(v—1) (16.) ab, so ergiebt sich

An,—n,—ng—n,—mn;
51. m,4ngtn,

Dieses ist die Gleichung (17.) des Lehrsatzes.

N. Anm. Der Theil des Beweises (I.) enthilt eigenthiimliche Er-
wigungen und bedarf wesentlich des Satzes (§. 34.), welcher auch weiterhin
oft nothig ist. Alles Ubrige ist sehr einfach.

§. 37.
Lehrsatz.

0 oder
n;.

I

I. Es seien m und n zwei beliehige positive ganze Zuahlen
und es sei

1. n>m.
Setzt man
m == wn-r, n = »m+g,,
2m = Hyn-}-T,, 2n = v,m-}g,,
2' 3m = ﬂ3n+r3, u'ld 3. 3“ == Vam‘i"p;,
(n—l)m == ;u'n—ln_i"rn-l? (m—-—l)n: Vln—lm—*—()m—l)
nm = &, n+4r,, mn= v, m-+og,

unter der Bedingung, dafs die sammtlichen v und ¢ positiv sind und

4. die r aus den Zahlen 1, 2, 3, 4, .... n,

5. die ¢ aus den Zahlen 0, 1, 2, 3, .... m—1
genomnen werden, und bezeicknet die Summe der simmilichen Quotien-
ten w, nemlich -
6. ottty oo a1 durch Spu;
die Summe der sdmmilichen Quotienten v, nemlich

7. Yt vt v oot + Vs v durch Sv;
die Summe der sammtlichen Reste r, nemlich

8. -+ r4r ... 411, durch Sr;

20 *
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die Summe der simmtlichen Reste ¢, nemlich .
9' Ql—}— 9‘2—}—93 LIRS S ":- (’m—l +{)m d“fck Sp,

10. Ty = By Og =0

11. w, = m—1 und », = n,

12. Sp-+Sv = mn,

13. mSr+4nS¢ = }mn(m-}n)
II. Sind m und n zu einander theilerfremd, so ist

14. Sr = }n (n--1),

15. S¢ = {m(m—1),

16. Su = }(n--1)(m—1)

17. Sv = J((n—1)m-+}n1) Su-+Sy=mn,

18. Su—u, =8Svr—r,= (n—l)(m—l)
Beispiel 1. Es sei fir beliebige m und n,

19. m = & n = 20,

so sl

so ist in (R u. 3.)

1, 2m = On-+-§, 10, In = 2m- 4,

3, 4, 5m = 1ad-4, 12, 20, M = S5m0,

6, 7m = 2n-8, 16, In = Tm-|-4,

20, 8 9, 1f)m = 3n-}4, 12, 20, i 9l 4n = lf)m—{—(),
11, 12m = 4n-+-8, 16, on = 1?2m-}4,

13, 14, 15m = 3n--4, 12, 20, 6n = 15m-}-0,

16, 17m = 6n--8, 16, in = 17Tm-}-4,

1S, 19, 20m = Tn-|4, 12, 20), 8Sn = Q()m—}-().

Die Summe aller Quotienten g und » ist hier
Spu+8Sy=2.04+3.14+2.243.3-1-2.44-3.542.643.7424-5+ 7+ l()-—12
15417420, oder
22. S‘u-|--Sr=3—{—4-|~9—{~8-§v1;')+'IQ—}-21-+—88=lﬁO:S.Q():mn,-
geméfs (12.). Ferner ist
23. wu, =7 =m—1 und v, = 20 = n; gemifs (11.),
24. mSr+4+nSp = 8(8416--4--12-1-20)44-20.4.4 = 4.8.60-} 320
= 2240 = }.8.20(8+420) = {mn(m-|n); gemifs (13.),
2, r,=20=mn und' ¢, = O; gemifs (10.).
Beispiel 2. Es sei fir theilerfremde m und n,
260 m =9, n = 3R,
so ist in (2. u. 3.) £
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In= 4m-|-2.
n=—. Snc+4,
3n— 12m}6,
4n=—16m-8.
5n—2lm-+1,
6n="2>m-+ 3.
7n=29m-5.
8n=33m47,
9n = 38m--0.

on-9, 18, 27, 36,
In+7, 16, 25, 34,
m4-5, 14, 23, 32,
3n4-3, 12, 21, 30, o
4n+1, 10, 19, 28, 37, 28.
n48, 17, 26, 35, ‘
6n-t6, 15, 24, 33,
30, 31, 32, 33m = Tn--4, 13, 22, 31,
34, 35, 36, 37, 38m Sn-2, 11, 20, 29, 38,
Die Summe der Quotienten x und » ist hier
Su=4.0+4.14+%.24+4.34+5.4-+4.5+4.6}+4.745.8 oder
29. Su =448+ 124204-204-244 28440 = 156 = 1 (38-+-1)(9—1)
=1$4.39.8=}@m+1)(m—1); gemils (16.).
Die Summe der Quotienten » ist .
30. Sv = 4+48+12416421+4+254-29--334-38 =186
— H(38—1).9+38+41) = }(37.9--39) = 186 = }((n —1)m+n--1);
gemafs (17.). Ferner ist C ‘
31. Suy—u,—=156—8=8Sr—»,=—186—38 =148 = }.37.8
=3}(m—1)(m—1); gemifs (18.),
32. Sr = (14+2-43....438) =1.38.39 = in(n+1); gemafls (14.),
33. So = (14+243....4 8)=4%. 8. 9=14m(m—1); gemafs (15.).

‘Beweis. A. Da m<n sein soll und zufolge der ersten Gleichung
(3.) v,m noch um ¢, kleiner als n ist, so ist in (2.) fiir m, 2m, 3m, .... v,m
nothwendig u, =0. Also sind die ersten v, Quotienten w,, e,y to;, .... u,
sammtlich Null. .

Das nichstfolgende Vielfache (#,+1)m von = ist schon >>n; denn,
noch einmal ; zu der ersten Gleichung (3.) gethan, wirde einen Rest p,+m
geben, der >m wire; was' nicht sein soll. Also ist der Quotient'u, ., in
(2.) der erste derjenigen, welche nicht Null, sondern 1 sind. Aber »,m ist
nach der 2ten Gleichung in (3.) noch um ¢, kleiner als 22  Also sind in
(2.) auch alle folgenden Vielfachen (v,+2)m, (v,43)m, (v,-}-4)m etc., von
m bis zu v,m, noch kleiner als 22, und folglich sind alle die », —», Quotien—
ten Wy, 11y Wy, 425 Uy yzs «oo My, 0 (2.) siammilich = 1.

Auf dieselbe Weise folgt, dafs die . saimmtlichen »;— », Quotienten
My, in (2) =2 sind, die simmtlichen »,—»; Quo-

I, 2, 3, 4m
5 6, 7, 8m
9, 10, 11, 12m
13, 14, 15, 16m
27. (17, 18, 19, 20, 21m
22, 23, 24, 2dm
26, 27, 28, 29m

T T

My, 19 My, 29 Vopzy oo



158 10. Encyklopidie der Zahlentheorve. §. 37. Form. 34— 40,

tienlel 1y My 4oy My 35 +vee My il (2.) = 35 w.8. w. Zuletzt also sind
die letzlen »,, —v,_, Quotienten ux gleich m —1.
B. Nimmt man dieses zusammen, so ergiebt sich Folgendes:
[ die ersten 7y Quolienten u sind =0,
\ die folgenden »,—», Quolienten w sind = 1,
o die folgenden »;—w, Quotienten w sind = 2,
die vorletzten v,,_, — 7,,_, Quotienten g sind =—m — 2.
die letzten »,, —w,_; Quotienten w sind =—=m —1.
Der Betrag Sw der sdmmntlichen Quotienten p (6.) ist also
3. Su=0n+10n—v)+20—»,)+3@—w)....
cie @ =2) WV —Vpa) - — 1) (v — v,y
Daraus folgt, wenn man weglifst was sich aunfhebt,
Su=—vi,—v,—v;—v,.c.. — v, +(m—1)v,, = — Sy-|-mv,, (7.) oder
36. Sui-Sv = my,.

C. Nun ist in der letzten Gleichung (3.) »,,=—n, und in der lelzten
Gleichung (2.) w,=m—1. Denn es kamn in mn = »,m-l-¢, der Resl
0, nur =0 oder = m sein, weil v,,m mit m aufgeht und also auch g,, mi
m aufgehen mufs; eben so kann in »m = u,n-}-7, der Rest 7, nur = 0
odet =— n sein, weil w,n mit n aufgeht und also auch », mit n aufgehen
mufs. Aber ein ¢ =m soll nach (5.) und ein #==0 nach (4.) nicht Slall
finden. Also kann in der letzten Gleichung (3.) ¢, nur = 0 und folglich
r, nur —mn sein, wie es (10.) behauptet, und in der letzlen Gleichung (2.)
kann r,, nur =n und folglich g, nur =i —1 sein, wie es (11.) behauptet.

D. Setzt man dem gemifs in (36.) fiir v, seinen Werth #, so er-
giebt sich
; 37. Su-+8Sv = mn;
welches die Gleichung (12.) des Lehrsatzes ist. . :

E. Summirt man alle die Gleichungen (2.), so wie diejenigen (3.),
so erhilt man

38, (1424-344....4n)m = aSuH-8r = {@-}1)nm und
39. (424341 ... .fmn = m8v 89 = {(m-+-1)mn.
In (38.) mit » und in (39.) mit @ multiplicirt und die Summe der Producte
genommen, giebt
40. - dmn(n+41)m-4-fmn(m--1)n = ma(Su-l-8v)+mSr4-uSp,
oder, da Su+ 8y =mn ist (12.), . :
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ymn[mnt1)4n(m4-1)] = m’*4-mSr+nSo oder
41. mSr+4nSo = fma(m+ta);

welches die Gleichung (13.) des Lehrsatzes ist.

F. Sind m und n zu einander theilerfremd, so sind nach (§.34.)
in (2) die r dle sammtlichen Zahlen

42. 1,2, 3, 4,....n—1, n.

Denn nach (§. 34. 1.) wurden in (2.) den Factoren 0, 1, 2, 3, .... n—1
von m die Reste 0, 1, 2, 3, 4, .. . n—1 zukommen, und zu dem Reste 0
gehort der Factor O (§.34. I). Dieser Factor O findet hier nicht Statt, also
auch nicht der Rest 0. Dagegen kommt hier der Faclor # noch hinzu, und
fir diesen ist der Rest » zufolge (10.) =mn. Also sind die = in' (2.) noth-
wendig alle die Zahlen (42.). | :

Eben so sind die ¢ in (8,) die simmtlichen Zahlen

" 43. 01,~,34 m—1. 3 '

Denn den Factoren 1, 2, 3, .... m—1 in (3) kommen nach (§.34. I) dle
Reste 1, 2, 3, .... n—1 zu, und der zu dem letzten Factor m in (3.)
gehorige Rest g,, ist nach (10.) ==0, so dafs also zusammen die g die Zah-
len (43.) sind.

G. Aus (42 und 43) folgt nun unmittelbar, dafs die Summe der
Reste r, nemlich S7, =}(r4|1)n und die Summe der Reste ¢, nemlich
So, — km(m—1) ist; wie es (14. u. 15.) behaupten.

H. Setzt man (14.u. 15.) in die Gleichungen (38. u. 39), welche
hier in dem besonderen Fall ebenfalls statifinden, da sie fiir )edes m und n
allgemein gelten; so ergiebt sich
4. Lt(mf+1)mn = nS‘u—[—%n(n—{—l) und
: 45. {(m+1)mn = mSv+Lm(m—1)
T Ly .
ode 46. imnt+1)—in+1) = Su = t(n+1)(m—1) und
47. jn(m+-1)—f(m—1) = Sy = f((n-——1)m+n—1~1),
welches die Gleichungen (16.u.17.) des Lehrsatzes sind.
J. Aus (16, 17. u. 11.) ergiebt sich
18, Sp—p, = HnFD)(m—1)—(m—1) = {(n—1)(m—1) und
9. Sv—v, = jm—1t)m4-L(n41)—n = %(n-—[)(m——l),
wie es. der Lehrsatz in (18.) behauptet. )
K. Anm. Der Beweis erhilt seine -Entwicklung besonders dureh
die Summirung der Glelc'hungen (34. in B.), die ihrerseits aus einfachen Be-
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trachtungen hervorgehen. In (K.) wird der bekannte Ausdruck der Summe
einer sogenannten arithmetischen Reihe zu Hiilfe genommen.

s 38,

Lehrsatuz.

E's seien m und n zwei beliebige positive ganze Zahlen und es sei

1. n>m
Man setze
m = w,n-r, n = v,m-}-g,,
e I . € 4 -
2m = t,n—+4ry, 2n = »,m+-g,,
3m = pn—4r;, - : 3n = vym-} 04,
t—I)m = ;”.-‘(n—l)n—%_ Fyin-1y9 und 3. F(m—1)n = vy, m‘lr(’;(m—m
wenn n ungerade und _ wenn m ungerade und
- | P |
'é’nnl - ‘u’ﬁnn 1. Pﬁu) 'é'mn — Vﬁmm—r_yéms
wenn n gerade ist, wenn m gerade ist,

unter der Bedingung, dafs die sdmmtlichen v und ¢ positiv sind und dafs
4. die v aus den Zahlen 1, 2, 3, 4, .... n und
5. die ¢ aus den Zahlen 0, 1, 2, 3, .... m—1|
genommen werden. Ferner bezeichne man die Summe der sawanllichen
Quotienten w, nemlich
6.  wttat-us oois 40, oder u,, durch Su,
und die Summe der simmtlichen Quotienten v, nemlich
7. wvi-bwtovy coes vy oder vy, durch Sw.
Alsdann st

g 1 Su--Sv = {(m—1)(n—1), wenn m ungerade
120 ey = 4(m—1) und ry, == {n—m);} und n ungerade ist;
9 }1. Su -+ Sy == {(m—1)n, wenn m ungerade
12. wy,, =—=+i(m—1) und r,, =—1in; und n gerade ist;
Myn-1) - 3 § T g
LSy — Im/n— 1) .
. 1. Su+ S"—l4m~“ U,d o wenn m gerade
O tg Wy ==am—l und Ty =n—3M2( 0y yungerade ist;
Vin = i(n—1) und ¢,, = }im;
Sy =1
1. Su--8v Tmna : wenn m gerade
T e Lo e und n gerade ist.
Vim =4n -und. - Q. =10, .
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Beispiel 1. fir (8.). Es sei
12. m =17, n = 35,
so geben (2.u.3.)

1, 2, 3, 4, >m=0n+47, 14, 21, 28, 35, o

o2 ! = 1.35= 5.74-0

6, 7, 8 9, 10m=1n-|7, 14, 21, 28, 35, und 14. 2.35___10'71_0’

11, 12, 13, 14, 13m = 2n}+7, 14, 21, 28, 33, 3.95— 15 7+0?
16, 17m = 3nt7, 14; ) ' ’

und die Summe simmtlicher Quotienten ist

14. Su+48Sr=75.04+51+5.242.3+4+534+10415=>51=}(7T—1)(35—1)
== if’—‘}; gemifs (8. 1.).

Desgleichen ist uy, ) =3 =%(m—1) und 7, ,, = 14 = }(n—m); ge-

mafs (8. 2.).

Beispiel 2. fir (8.). Es sei

15. m =9, n =39, :
so geben (2.u. 3.)

1, 2, 3, 4m=0n+49, 18, 27, 36,
5 6, 7, 8m=1n-}6, 15, 24, 33,
17. {9, 10, 11, 12, 13m=2n+3, 12, 21, 30, 39, 18.
14, 15, 16, 17m=3n-}9, 18, 27, 36,
18, 19m=4n-}6, 15;

also ist die Summe simmtlicher Quotienten hier

19. SptSy=4.04+4.1+5.24+4.34+2.44+4+8+413417 = 76
8.38

= }(9—1)(39—1) = —5—; gemals (8. 1.).

Desgleichen ist py,.y = 4 = {(m—1) und r, = 15 = }(n—m); ge-
mifs (8. 2.).

.39 = 4.9+43,
2.39 = 8.9-6,
3.39 =13.94-0,
4.39=17.9+3;

Beispiel 3. fiur (9.). Es sei

200 m = 21, n = 24,
so ist

Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XXVII. Heft2, 21
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1m = On--21,
2m = 1n+- 18, / In = 1m-4 3,
3m = 2n4-15, 2n = 2m-}- 6,
4m = 3n412, In = 3m4 9,
Sm = 4n- Y, 4n = 4m-+12,
21. 6m = 5n+ 6, wmd 22 < Sn = 5Sm-15,
7m = Gn-t 3, 6n — Gm--18,
8m = 6n--24, n = 8m- 0,
9m = Tn|21, 8n = 9m-- 3,
10m = 8n-| 1§, 9n =10m-- 6,
1tm = 9n-153, 10n = 11m-} 9,
12m = 10n 412,

also ist hier

2. Sut Sy =61459=120=4Q1—1)2% =222 gomats (9. 1.
Desgleichen ist wy, = 10=1%(m—1), ry,_,,=12=1}n; gemifs (9. 2.).
Beispiel 4. fiur (10.). Es sei

24. m =6, n=15,

so ist
1, 2m = On+-6, 12, in = 2m+3,
25. (3, 4, 5m = 1n+3, 9, 15, und 26. {2n = 5m--0,
6, 7m = 2n}6, 12, 3n = Tm-3,

also ist hier

7. Spt8r=2.043.142.20424547 =2 =}6(15—1)= 2},
gemifls (10. 1.). Desgleichen ist oy, y,=2=4m—1, ry, = 12=n—}m,
Vin="7=3Mm—1), 03,=3=3%m; gemifs (10. 2.).

Beispiel 5. fir (11.). Es sei

28. m =8, n= 34,

so ist
1, 2, 3 4m=0n-+8, 16, 24, 32, tn= 4m-+2,
5, 6, 7, 8m=1n-|6, 14, 22, 30, n=— 8m-{4,
9, 10, 11, 12m=—12n-L4, 12, 20, 28, "4 30134 12m L6,
13, 14, 15, 16, 17m=3n4}2, 10, 18, 26, 34; 4n=17m-+}0,

also ist hier

31, SutSy==4.044.14+4.245.3+4F8+4124-17=68 = }.8.34;
gemifs (11. 1.). Desgleichen ist p;, =3 =4m —1, r, = 3¢ =n,
Vi =17 =}n und ¢;n==0; gemifs (11. 2.).
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Beweis. HErster Fall (8), wenn m ungerade und n un-
gerade ist. A. Ganz wie in dem Beweise (§. 37. A.) folgt, dafs die ersten
v, Quolienten w in (2.) Null, die folgenden »,— v, Quotienten ©==1, die fol-
genden v;— v, Quotienten w =2 sind, u.s. w.; zuletzt die ¥;(,—1y— ¥(,n_s) Quo-
tienten = (s — 3).

B. Nun ist fir die letzte der Gleichungen (2 ), nemlich fiir die
Gleichung }(n—1)m = w1y N+7T;ny),

32. im—1)m = Lmn—}m = -.}(1n-—-l)n—{~%(1t-~m).
Hier ist }(n —m) >0, weil n>>m sein soll (1.) und }(n—m)<n. Auch
ist J(n—m)—n= —}@ntm) <0 und f(n—m)4n >n. Also ist

3 (n—an) der Rest ry,_, , und folglich auch }(m—1) aus (32.) der Quotient
Myn—ry. SO dafs also

33, Wy =t —1) und 7y, ) = }(n—m)
ist; wie es (8.2.) behauptet.

C. Zufolge (A.) waren die lelzten v,y — ¥jm— Quotienten wu —-
+(m—3): also auch der 7y, Quotient w ist erst = }(m—3), und folglich
um | kleiner als der letzfe ., der iiberhaupt vorhandenen % (n—1) Quo-
tienten, welcher nach (33.) = }(m —1) ist. Daraus folgt, dafs zunichst alle
die 7;,,—,y Quotienten u=0,1, 2, 3, .... $(;m—3) vorhanden sein missen,
weil kein Quotient w grofser ist als der lefzfe und sie gruppenweise regel-
mifsig um | zunehmen: dann aber noch }(n—1)—w,,._,, Quolienten 1=
) (m—1}; denn der ndchste auf den v,,_,ten folgende Quotient ist um | gro-
fser als dieser und der letzle u,,_,, ist es nach (33.) ebenfalls.

D. Die Quotienten x haben also zusammengenommen folgende Werthe :
die ersten v, Quotienten g sind =0,
die folgenden v, —», Quotienten x sind =1,
die folgenden »,—v, Quotienten u sind =2,
34. (die folgenden »,—v; Quotienten x sind =3,

die vorletzten ¥y,,_,—¥4m—3 Quotienten w sind = §(m—3),
die letzten 4 (n —1)—vy._,) Quotienten « sind =4 (m—1).
Die Swumme der Werthe aller Quotienten o ist also
35. Su = 0.v,F+10—v)+20—v)+30,—wy). ...
e 3 (0 —3) gty = Viom—y) ) T F(— 1) (3 (—1) — vy _)),
und dieses giebt, wenn man weglafst was sich aufhebt,
21*
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Sp = —v,—v,—v,..... — Vyom—3)— Vym—tyT- F(m—1)(m — 1) oder
36. Su-+Sv = }(m—1)(n—1).
Dieses ist die Gleichung (8. 1.) des Lehrsatzes.

Zweiter Fall (9.), wenn m ungerade und n gerade ist.

E. Ganz wie in (4.) sind die ersten », Quotienten o gleich Null; die
folgenden », —», Quotienten w=1; die weiter folgenden »,— », Quotienten
w=2 elc., die vorletzten v, _,;— ¥;.—s, Quotienten u=}(m—3).

F. Sodann aber ist hier fir die lefzte der Gleichungen (2.), nem-
lich fir tnm=—w,n+r,,,

37. tnm = f(m—I1)n+in.
Hier ist }n>0 und <<m. Auch ist }n—n=—}n<<0 und in-}n=
3n>mn. Also ist {n der Rest r,, und folglich auch }(m—1) in (37.) der
Quotient w,,, so dafs also
38. . =3(m—1) und 7,=14n
ist, wie es (9. 2.) behauptet.

G. Wiederum wie in (C.) folgt, dafs alle die »,,, ,, Quotienten u ==
0,1,2,3,.... 3(m—3) vorhanden sind; und dann noch }{n—w,,,_, um 1
grofsere Quotienten u = }(m—1).

H. Die Quotienten w« haben also zusammengenommen folgende Werthe:

[ die ersten v, Quotienten @ sind =0,
die folgenden », —w», Quotienten u sind —1,
39 die folgenden »; —w», Quotienten w« sind =2,
die vorletzten »y(,,_y)— Vjm—3 Quotienten w sind = }(m —3),
die letzten $n — 4y Quotienten w sind =4 (m— 1)

Ihre Summe betrigt folglich

40. Su=0.91+1.(r,—v)+2rs—m)+3W—) ....

coee TEO—3) Wsinny = Vimy T E— 1) (k0 — vy, ),
und dieses giebt, wenn man wegléfst was sich aufhebt,
Su = —v,— V35—V eoev —Vymsyy — Vymyy FE(m— 1) oder
41. Su+8Sv = }(m—1)n;

welches die Gleichung (9. 1.) des Lehrsatzes ist.

Dritter Fall (10.), wenn m gerade und n ungerade ist.

I .Ganz wie in (A4.) sind die ersten », Quotienten w gleich Null; die
folgenden », — v, Quotienten u sind =1, die weiter folgenden »; — », Quotienten
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w=2 etc. Die letzte Gleichung (3.) ist aber hier {mn=—=w,,m- g,, also
steigt » bis »,,,, und folglich sind die letzten Quotienten w« diejenigen vy,, — v,
und ihr Werth ist = Jm —1.

K. Sodann ist fir die letzte der Gleichungen (2.), nemlich fir
Y(n—Dm = wy, y nt-ryy ,

42. *t(n—1)m = (dm—1)n+{-n—}m.
Hier ist n — }m =>0, weil n>>m sein soll, und zugleich n — }m<n. Auch
ist n—jm—n=—1m<0 und n—}m+tn=2n—im>n. Also ist

n—4m der Rest r,, ), und folglich auch, aus (42.), }m—1 der Quolicnt
gty SO dafs

43.  wypqy = tm—1 und 7y, ,, = n—im
ist, wie es (10. 2.) behauptet.

L. Hieraus folgt, dafs es aufser den letzten »,, —v,,,,, Quolienten
w in (1), deren Werlth schon 3m —1 war, keine weiter giebt. Denn der
Werth des letzten %(n—1)ten w in (2.) ist nach (43.) auch nur = }m—1.
So folgt denn also auch, dafs hier »,, selbst — }(n—1) sein mufs. In der
That ist fir die letzte Gleichung Ymn =, m+- ¢4, in (3.)

4. fmn = f(n—1)m-|4m.
Hier ist $22>>0 und <, also ist L der Rest ¢,,, und folglich auch 4(n —1)
der Quotient 7, , so dafs also
45. vy, = $(mn—1) und @, = im
ist, wie es (10. 2.) behauptet.

M. Es sind also in dem gegenwirtigen driiten Falle iiberhaupt nur
die in (I.) verzeichneten Quotienten « vorhanden, und 7,, ist = }(n—1).
Die Quotienten haben also folgende Werthe:

die ersten v, Quotienten g sind —0,

die folgenden », —», Quotienten x sind =1,

16. die folgenden »; — », Quotienten w sind =2,
die folgenden », — v, Quotienten « sind = 3,

die letzten vy, —v,,,_, oder (n—1)—v;,_, Quotienten « sind —4m—1.
Ihre Summe betrigt demnach
47, Su=0m410--v)420—) oot + GFm—2)Wym1—Vym)
F@m—1) (30 —1) =740,
oder, wenn man weglifst was sich aufhebt,
48. Spu = —vi—v—v; vevs Vypo— Vg +EFm—1). f(n—1).
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Dieses ist, da ¥, 4,4 v5.eci 494, , = Sv—,,, (1) =8Sv—1(n—1) (45.)
ist, so viel als
Su = —8Sv+imn—1)+Em—1)1(n—1) oder
49. Su+4Sv = tmn—1);
und dieses ist die Gleichung (10. 1.) des Lehrsatzes.

Vierter Fall (11), wenn m gerade und n gerade ist. N. Ganz
wie in (A4.) sind die ersten » Quotienten « =0, die folgenden v,—», Quo-
tienten w sind = 1; die folgenden »;—», Quotienten w sind = 2, u.s.w.
Die letzte Gleichung (3.) ist hier ymn = »,,m-¢,,, also steigt hier v bis
V33 die letzlen Quotienten ¢ sind hier diejenigen »;,, —#,,_, und ihr Werth
ist =4m—1.

0. Diese Quotienten u kommen auch wirklich alle vor, und keiner
mehr: denn die letzte der Gleichungen (2.) ist hier fnm—=u,, n-l-r,,. Aus
derselben folgt, dafs 7, mit n aufgehen und folglich —mn sein mufs, da die
7 nicht O und nicht >mn sein sollen (4.). Mithin ist hier nothwendig

50. uy, = ym—1 und 7y, = n;
wie es (11. 2.) behauptet.  Ahnlich folgt aus der letaten Gleichung ( 3.),
welche $mn :”§m7”+()§m ist, dafs g;,, mit =n aufgehen und also = O sein
mufs, da die ¢ nicht grofser als s —1 sein sollen (5.), so dafs also
5. »,, = 4n und g, = 0O

sein mufs; gemifls (11. 2.). Die 24, —,,,_, Quotienten in (N.), an Werlh
L — 1, sind also die lelzten 1, denn es sind nur Lnm Quotienten « in (2.)
vorhanden, und »,, ist = }n (51.); desgleichen ist der Werth des lelzten
uy, oder der lelzten  =4}m—1 (50.); wie es fir die v,,—;,_, letzten
Quolienten sein soll.

P. Die Quolienten u haben also in dem gegenwirtigen vierlen Falle
folgende Werthe:

die ersten v, Quotienten w« sind = 0,

die folgenden », —», Quotienten w sind =1,

52. die folgenden »; — v, Quotienten u sind =2,
die folgenden », — »; Quotienten u sind = 3,
die letzten v, —v,,_, oder tn—vw,, , Quotienten it sind = fm —1.
Ihre Swunme belrigt daher
53.  Su = 07,410 —r)4-2W—72) «ovv F(FM—2) ¥y —Vy.)
T Gm—1) (4n —v,,.,),
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oder, wenn man weglifst was sich aufhebt,
54. Spu = —vi—1—¥; cees — Vs — Vi +Em—1)in.
Dieses ist, da v, 9,475 eeee 4 ¥4y = Sv—,,, (7)) =Sv—1in (51.) ist,

so viel als
Su = —Sv4-4nt+Fm—1)in oder

55. Su 4 Sv = }mn;
und dicses ist die Gleichung (11. 1.) des Lehrsatzes.
Q. Anm. Der Beweis ist im Wesentlichen dem des einfacheren
Falles im vorigen Paragraph nachgebildet. Es ist wieder die Summirung der
Gleichungen (34. 39. 46. und 52.), durch welche er inshesondere seine
Entwickelung erhilt. Eigenthiimlich sind iibrigens die aus willkiirlicher Zer-
theilung eines Ausdrucks wie (32. 37. u. 42.) hergenommenen Folgerungen.

§. 39.
Lehrsatz.
Es sei n eine beliebige ungerade positive ganze Zahl, die
also nack (§.28. 10.) immer durch
1. u=4n+1
ausgedrickt werden kann, wo n eine positive ganze Zahl bezeichnet. KEine
andere, u u theilerfremde beliebige positive ganze Zahl sei v. Man selze

v = mutn,
2v = u,u+r,,
9. 3v = mu-tr;,

4v = pu-tr,,

Hu-1)v =ty yU+Ts0 3 )

unter der Bedingung, dafs die sammtlichen v 0 und <Zu sind, und
bezeichne

3. die Anzahl der Reste r in (2.), welche > Lu sind, durch x
und die Summe der sdimmilichen Quotienten u in (2.), also

4. wt sty ooes F gy durck Su.

Alsdann st

5 )% gerade oder ungerade, je nachdem es die Zahl

' % s = n(v—1)4Su ist.

Ist auch v umgerade, eben wie u, so ist

6. x gerade oder ungerade, je nackdem es Sy ist.
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Beispiel 1. Es sei
7. wu=4n—1 =11, also n =3, ju—1) =5, v = I).
Alsdann giebt (2.)

v = lu-{ 4,

20 = 2u-{- 8,

8. 3v = 3u-}12,
4v = Su+ 35,

Sv = 6u-{- 9;

also ist in (5.)
9. s=3.1441+24+3454+6 = 39.
Die 3 Reste 8, 12 und 9 sind >} u(=5%), also isl
10, x»=3;

und s und x sind, gemifs (5.), beide zugleick ungerade.

Desgleichen sind gemifs (6.) hier, wo auch v ungerade ist, x—23
und Su =1+4+2+4+3-45+46 =17 beide zugleich ungerade.

Beispiel 2. Es sei

11. wu=4n-41 =13, also n =3, tu—1) = 6; v = IS

Alsdann giebt (2.)

v = 1u—{— 5,
v = 2ut 10,
3v = 3u 15,
12. 4v = Sut 7,
50 = Gut-12,
6v = 8u-- ¢;

also ist in (5.)
13. s = 3.174+14+24+3454648 = 76.
Die 4 Reste 10, 15, 7 und 12 sind > }u (= 6%), also ist
14. %z = 4;

und s und x sind, gemifs (5.), beide zugleich gerade

Beweis A. Es sei fir ein beliebiges ¢fache von v:

15. &0 = putr,,
welche Gleichung, wenn man darin ¢ =1, 2,3,.... }(u—1) setzl, die
Gleichungen (2.) giebt. Die Gleichung (15.), mit 2 multiplicirt, giebt
16. 2ev = 2u,u-2r,.

Setzt man nun in (16.) der Reihe nach ¢ =1, 2, 3,.... f(u—1)
und in (15.) der Reihe nach e=2, 4,6, 8, .... u— 1, so erhilt man fol-
gende zwiefuchen Ausdricke von 2v, 4v, 6v, .... (¥ —1)v, nemlich:
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0 = 2u,ut2r, = wutr,,
4v = u,uH-2r, = wu+r,,
17, 6y = 2 u+t2r; = peu-rg,
Sv = Quu-}-2r, = ugu-tr,,
(u—1)v = 2uy 8-} 27y gy = py U7, .
In den ersten dieser Ausdricke von 2v, 4v, 6v, .... (v—1) kommen alle
dic Reste »,, 7, 7y, .... 7y, vor, die sich in (2.) finden, und der all-

gemeine Ausdruck der Gleichungen (17.) ist
18. v = 2u,u-2r, = pp,utr,;
wo e=1,2,3,.... $(u—1) sein kann.

B. a. Istin (18) r,<<}wu, so ist 2r, << u und zugleich > 0.
Elben das ist r,,, und es giebt nur einen positiven Rest >0 und < u fiir
ein bestimmtes ¢; also ist nothwendig 7,, =—2r,, und folglich auch

19. 2, = w,,, wenn r,<}iu.

b. Ist hingegen in (18.) r,>> lu, so ist 27, > u; also mifste der
Quotient 2u, um 1 grofser genommen werden, wenn 27, =7, sein sollte.
Mithin ist nothwendig

20. 2u, = u,,— 1, wenn r,> Lu.

c. Gleich ju kann r nicht sein, weil nach der Vorausselzung =
ungerade sein soll. Es kommen also in (17.) nur Reste r<<Liu oder
rLlu vor.

C. Nun kommen in (17.), wie schon bemerkt, alle die Reste r,, r,,
Tyy «vue Ty vOr, und x derselben sind nach der Voraussetzung ™ Ju:
also ist in jeder von # Gleichungen (17.) nach (B. d.) der Quotient w links
um 1 grifser als der Quotient u rechis; in den wbrigen L(u—1)— x Glei-
chungen dagegen sind nach (B. a.) die Quotienten w links und rechts ein-
ander gleich.

Nimmt man also links und rechis die Summe aller Quotienten «, so
ergiebt sich

21, 2w+ 2uF2us oo F 2y = ot e e — %,
oder, wenn man
2. Wttt eeee Aty durch S, u

bezeichnet,
23, 2z = Su—28u (4.).
Crelle's Journal f. d. M. Bd. XXVII. Heft 2. 22
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Aber 28w ist immer eine gerade Zahl: also ist z gerade oder ungerade,
je nachdem es S,u (22.) ist.

D. Man setze in (15.) u—¢ statt & so ergiebt sich

. (u—&v = u,  u-|-r, .,

und wenn man (15.) zu (24.) addirt,

25. evl-(u—ev oder wv = (u,|u, )utrr,.,.
Daraus folgt, dals r.-|-r, . mit u aufgehen mufs (§.18.). Es sind aber r,
und 7,_, beide >0 und <<%, also ist r,4-r,,>>0 und <<2w. Daher mufs

nothwendig
26. r,tr,,=—2u

sein. Mithin ist in (25.)
7.  uv = (u,}uw,)u-tu,
und folglich, mit » dividirt, » = u,+4 1., 41 oder
8. w, —=v—1—pu,.
E. Man setze nun in (28.) der Reihe nach ¢ =1,3,5, 7.... 2n—1.
so ergiebt sich
Py = v—1—p,,
Wy = v—1l—u,,
29. s = 0 —1—u;,
Myangn = O— 11—y, ;.
Die Anzahl dieser Gleichungen ist n; denn wire nur 1 Gleichung vorhanden,
so wirde der Zeiger 1 von w rechterhand durch 2.1—1 =1 ausgedriickt
werden; wiren 2 Gleichungen vorhanden, der Zeiger 3 von u durch 2.2—1=3;
wiren 3 Gleichungen vorhanden, der Zeiger 5 von w durch 2.3 —1 =),
u. s. w.: allgemein, wenn n Gleichungen vorhanden wiren, der Zeiger von w
durch 2.n—1; und das ist wirklich der Zeiger von . Die Summe der Glei-
chungen (29.) ist also
30. Moy "jf‘ Hy3 ‘}‘ Mygeore +#’u-2n+l =n{v—1)—(y ’f‘ M3 ‘{‘ MUseeee { W)
F. Der Ausdruck (22.) ist so viel als
3. Siu = pututpe..ee + o
+ Mu—l+fl"’lt-3 + Mg esee Wy opyy
32. Sy = pot -t e een g,
Tt st s o oo o Fructnt

3 fir #==4n--1 und

$fﬂl‘ u:-’m—l;

denn
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fir w=4n-1 ist u—2n--1=2n4-2, also folgt t, ., = U,,,
in (31.) unmittelbar auf u,,, und '
fir u = 4n41 ist u—2n+41=2n, also folgt u, , ., = u,
in (32.) unmittelbar auf u,,_,.
Selzt man nun in (31. u. 32.) fir die untere Zeile ihre Werthe aus
(30.), so ergiebt sich
34 Siu = pot-patpg e A o0 O — 1) — (5 s o oes - e,)
fir v = 4n4-1 und
35, Shu = pud-tat-tg core F o F 0@ —1)— (U ps - 5 e - ty,)
fir v = 4n—1.
G. Addirt man in (34. u. 35.) auf beiden Seiten noch
(- U3t ts o oo o tan),

33.

so ergiebt sich
36. Sy ut-2(u g s i 4 o) = - psF g 4y, n(w—1)
T o L% o U Sy T
= ot psf g ene g0y, -0 (v —1)
fir ¥ = 4n-41 und
37. Sy H2uiFps -t A gnn) = pod- gt g -ty 0 —1)
4 - g oA gt
= Attty g, n(v—1)
fir v = 4n —1.
Es ist aber in (36.) das letzte w,, rechts = uy, ,, da 2n = }(u—1) ist
fir u=4n--1, und in (37.) ist das letzte w,, , rechis ebenfulls = u, ,,,
da 2n—1=}%(u—1) ist fir u=4n—1. Also geben (36.u. 37.) gleich-
mifsig Dasselbe, nemlich
Syt 2 (- py - g e ooe A tlana) = a3 s oo A gy 0 (0 —1)
oder
38.  S,u+2wtuy s e Fty ) = Suf-nw—1) (4.).
Die hier zu S, u links addirte Zahl 2 (w4 s+ tts . eo + py,_,), welche sie
auch sein mag, ist aber @mmer gerade: also ist S,u gerade oder ungerade,
je nachdem es Su-}-n(v—1) ist. Nun war x gerade oder ungerade, je
nachdem es S,u ist (C.): also ist x gerade oder ungerade, je nachdem es
Su+nw—1) ist.
Dieses ist was der Lehrsatz in (5.) behauptet.
H. Ist auch v ungerade, gleichwie u, so ist v— 1 gerade, also auch n(v—1)
gerade. Also ist x gerade oder ungerade, je nachdem es blofs S'w ist; gemifs (6.).
22 *
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1. Anm. Der Beweis des Salzes entwickelt sich inshesondere aus
den zwiefuchen Ausdriicken (17.) der geraden Vielfachen 2v, 4v, 6o, ...
von v.

§. 40.

Lehrsatz.

Wenn p eine beliebige Stammz ahl ist, so bleibt, wenn man die p— lte
Potenz jeder beliebigen positiven oder negativen Zakl z, die nicht mit p
aufgeht, durch p dividirt, immer der Rest --1: das heifst, die Gleichung

1. z' = @p}1
findet fur jede Stammzahl p und fir jeden beliebigen positiven oder
negativen Werth von z Statt, der nicht mit p aufgeht. Jedoch findet
sie nicht nothwendig Statt, wenn p nicht eine Stammzahl ist, sondern
Factoren >>1 hat.

Diesen Satz nennt man geu:éhnlich, nach seinem Erfinder, den
Fermatschen Salz.

Auch ist immer _

2. ' = &@E'—1)pi1,
wo J einen beliebigen Theiler von p— 1 bezeichnel.

Beispiele. 1. Es sei

3. p=13

Ist hier z. B. 2 =11, soist 2* =12l =@ 3| 4, 2*=&13-] 16
= G133, 2=0.1349, 2"=2""=2"2"= (B13-}3)(G13-}-9)
— ®134+-27=0 131} 1; gemafs (1.).

Ist 2=2, soist 2°=8, 2*=064=06p—1, 2" =2""'=@Gp--1;
ebenfalls gemifs (1.); und so giebt jedes andere, nicht durch p theilbare 2,
2P = @p+41. Ist 2> p, so ist es so viel als 2 =Gp+2,, wo nun
2, < p. Ist 2 negativ, so hat 2P~' gleichwohl denselben Rest -1, indem
der Exponent p —1 von 2 fir p =13 und fir jede andere ungerade Stamm-
zahl gerade ist.

2. Es sei

4 p=2,
so ist p—1==1 und also 3"'=ux= selbst. Alle mit p = 2 nicht aufgehen-
den Zahlen, das heilst alle ungeraden positiven -und negativen Zahlen lassen
aber, durch 2 dividirt, offenbar den Rest - 1. Z. B.: —15 ist gleich
—8.2-41. Also auch fir die einzige gerade Stammzahl p — 2 findet der
Satz Statt.
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Beweis A. Es kann immer
5. mg = Gp-+r,
gesetzt werden, wo, wenn s eine beliebige ganze Zahl bedeutet,
6. r eine der Zahlen 1, 2, 3, 4, ..o p—1

ist, aber nicht O sein kann, weil 2 nicht mit p aufgehen soll.

B. Giebt man nun dem beliebigen 22 der Reihe nach die Werthe
1, 2,3,4,.... p—1, so durchlauft nach (§. 34. 1.) auch r alle die Werthe
1, 2,3,4,.... p—1, obwohl in verschiedener Ordnung. Es ergeben sich
also die p —1 Gleichungen

1z = Gp-+fry,
2z = Op+r,,
7. 3z = Gp--r;,

(p—Dz = Bp-ir,,;

wo die » nun nothwendig alle die Zahlen 1, 2, 3, 4 .... p—1 sind.

C. Multiplicirt man diese p — 1 Gleichungen in einander, so ergiebt sich

8 1.2.3.4....(p—1).2"" = @p|-rirrr,....r.,,
und hieraus
9. 1.2.3.4....(p—1).2"!
D. Aus (9.) folgt
10. 1.2.3.4....(p—1)(=@*'—1) = Gp.
Hier geht die Stammzahl p in keinen der Factoren 1, 2, 3,4, .... p—1 auf;
denn alle sind <<p. Also geht p auch in dem Producte 1.2.3.4....p—1
nicht auf (§. 22.). Da nun aber nach (8.) p nothwendig in die gesammte
Grofse 1.2.3.4 .... (p—1)(2P"' —1) aufgehen mufs, so mufs es in den noch
iibrigen Factor 2"'—1 aufgehen (§.25.) und also
11. 2r'—1 = Gp

sein; woraus die Gleichung (1.) des Lehrsatzes folgt.

E. Alles Vorige bleibt dasselbe, wie grofs oder klein auch die Zahl
2 sein und ob sie positiv oder negativ sein mag, wenn sie nur nicht mit p
aufgeht. Aber in diesem, und nur in diesem einzigen Falle von 2z findet das
Bewiesene micht Statt, indem dann r nicht eine der Zahlen (5.), sondern fir
Jedes m gleich Null ist Mithin gilt die Gleichung (1.) fir jeden beliebigen
positiven oder negativen ganzzahligen Werth von 2, der nickt mit p aufgeht.

F. 1Ist p nicht eine Stammzahl, so findet zwar noch fir jedes zu p
theilerfremde % zufolge (§.34.) Alles Stait, was oben (4., B., C.) behaupten,

|

Gp+1.2.3.4....(p—1).
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denn auch dann noch sind die 7 nothwendig alle die Zahlen 1, 2, 3,4,.... p—1
(§-34. 1), aber aus der Gleichung (10.) folgt nun nicht mehr, dafs noth-
wendig 2"'—1 mit p aufgehen mufs, weil schon einzelne Factoren von p in
1. 2, 3, 4 .... p—1 aufgehen konnen.

G. Nach (1.) ist 2'—1=@p. Aber 2"'—1 geht fir jedes =
und p—1 mit 2°—1 auf, wenn J in p—1 aufgeht, und giebt z#'-0 zr-'-*
5739 .41 zum Quotienten. Also mufs auch Gp mit z°—1 aufgehen.
Aber die Stammzahl p geht nické mit 2°—1 auf, also mufs & mit 2°— 1
aufgehen und folglich

12. 27'—1 = G =’—1)p
sein; woraus die Gleichung (2.) folgt.

Anm. H. Der Beweis beruht insbesondere auf dem Umstande, dafs
in (7.) die » nach (§. 34.) nothwendig alle die Zahlen 1, 2, 3, .... p—1
selbst sind.

Der Fermatsche Lehrsalz findet in der gesammten Theorie der Zahlen
viellache Anwendungen und ist also als einer der Hauptsitze derselben zu be-
trachten. Wie er sich énderl, wenn p nicht eine Stammzahl ist, wird weiter
unlen vorkommen

§. 41.

Lehrsatz.

Es sei p eine beliebige Stammzahl =2, 7 eine beliebige ganze
Zall, die nicht mit p aufgeht.
Man setze

( = ®p-+tri,

2z = @p-+ry,

1. 3z = ®p4-r,,
4z = &p-+tr,,

+(p—1)z = Gp+-ry,.,
und bezeichne
9. die Anzahl der Reste r in (1.), welche — }p sind, durch .
Alsdann ist )
3. ) = @p-|1, wenn z gerade, und
4, Y = Gp—1, wenn % ungerade isl.
Das Eine und das Andere findet jedoch nothwendiy nur dann Statt,
wenn p eine Stammzakl ist; nicht nothwen dig, wenn p Theiler >1 hat.
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Beispiel 1. Es sei
9. p=13, = = 20,
so giebt (1.)
6. 1,2,3,4,5 6.z =06p4+7,1,8& 2,9 und 3.
Die 3 Reste 7, 8 und 9 sind >>}p, also ist # = 3 und ungerade. "
ist 200=Cp+7°=0Op+49P=Cp—3'= CGp—27 = Gp—1; wie es
nach (4.) sein soll.

Beispiel 2. Es sei

“ p=19, z=42,
so giebt (1.)

8. 1,2,3,4,5,6,7,8,9.2 = Gp+4,8, 12,16,1,5,9, 13 und 17.
Die 4 Reste 12, 16, 13 und 17 sind >1p, also ist x =4 und gerade.
20V st 42° = Bp+ 4 =Bp+ 64 = Gp-|- 7> = Gp-}343 = Gp-|-1;
gemifs (4.).

Beweis. A. Man bezeichne diejenigen 4(p—1)—2 Multiplicatoren
von % in (1.), welche Reste 7<4p geben, durch m, die ibrigen x Multi-
plicatoren, welche Reste —}p geben, durch u. Fir die letzteren Vielfachen
von % nehme man die Quotienten wm 1 grifser, also stait der positiven
echten Reste » die negativen echten Reste, welche nun durch ¢ bezeichnet
werden mogen, so dafs also die Gleichungen (1.) zusammen folgende sind:

mz = Gp+-r, mzs = Gp—o,,

mz = GpHr,, s = Gp—o.,

9. mz = Gp-fry, 10. s = Gp—o;,
My x% = Op +Typp43 #: % = Gp—o..

Alsdann sind zufolge (§.35. 9.), da die Stammzahl p ungerade sein soll und
zu jedem z theilerfremd ist, die = und ¢ in (9. u. 10.) zusammengenommen

alle die Zahlen
11, 1,2, 3, 4, ... L(p—1),

und » derselben sind negatéiv; wihrend die m und w ebenfalls alle die Zahlen
(11.) sind.
B. Multiplicirt man also alle die 4 (p—1) Gleichungen (9.u. 10.) in
einander, so ergiebt sich
12.  1.2.3.4.... 3 (p—1)2¥N) = Gp+41.2.3.4.... L (p—1)(—1),
und daraus folgt
13. 1.2.3.4.... 4 (p—1) 3PV —(—1)*) = Gp.
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Zufolge dieser Gleichung mufs das Product linkerhand mit p aufgehen.
Es geht aber keiner der Factoren 1, 2, 3, 4, .... }(p—1) des Productes
mil p auf, weil alle <'p sind, also mufs der lelzte Factor

14. Y —(—1)y = @p
sein (§.25.), und daraus folgt

15, 2400 — Gpf(—1);
welches fiir ein gerades » die Gleichung (3.) und fiir ein ungerades » die
Gleichung (4.) des Lehrsatzes giebt.

C. Hitte p Factoren =1, so miifste wenigstens einer derselben << p
sein, denn, alle =1p, wirden eine Zahl >p geben. Also geht dann in
(13.) wenigstens ein Factor von p schon in 1.2.3.4....1(p—1) auf, und
die Gleichung (14.) folgt nicht mehr aus (13.). Der Lehrsatz gilt also nur
nothwendig, wenn p eine Stammszahl ist.

Anm. D. Der Beweis beruht insbesondere auf dem Satze (§.35.).

§. 42.
Lehrsatz.
Es seien p und q 2wei beliebige Stammzahlen 2, die also

immer durch
1. p=4nt1l und q = 4m+|

ausgedrickt werden konnen (§.28.1V.).

Man selze
€= P, p=rnate
. 2‘] = 4Ur2p’+‘r‘2°, L).p = 1/2(1_!_()2,
2. dq = ‘lt3p+l'3, und 3. jp — 1/3q+93’
+Hp—1gq = ‘ui(l’—‘)p'l’rﬁ(v—‘)" :(—Dp = ”t(q—l)‘I’{‘ri(q—n;

4. A”’1+ ‘u,Jf—,u;, cer +lu§(l‘—1) == S;u’

5. 1/‘+7/2+V3....—l’- yﬁ(‘]—l) == S'}I,
Desgleichen bezeichne man

6. die Anzakl der v }p in (2.) durch k und
7. die Anzahl der 9> %q in (3.) durch =
Alsdann findet folgendes Gesetz Stall:
Erstlich. Sind nicht p und q beide von der Form 4n—1 oder
4m—1, und ist also
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1. entweder p—=4nt+1, q=4m-1,
8. 2. oder p=+4n-+-1, (=4m—1,
3. oder p=4n—1, ¢=4m--1,

50 st
1. zugleich ¢¢*"=Gp-{-1 und p*" = Gq -1, und zwar wenn Sy
. oder wenn k gerade, worauf zugleich Sv oder » gerade ists
2. sugleich t*""—=@p—1 und p*1"—=@OGq—1, und 2war wenn Su

oder wennk ungerade, worauf sugleich Sv oder » ungerade ist.

Zweitens. Sind p und q beide von der Form 4n—1 oder
4m—1, und ist also

10. p=4n—1, ¢ =4m—1,
so st

‘ 1. 2ugleich ¢* "= @p--1 und p¥™"' =G q—1, und zwar wenn Su
1. oder wennk gerade, worauf zugleich Sv oder » ungerade ist;
2. sugleich ¢""=Gp—1 und p¥"= G q+|1, und swar wenn Su

oder wenn k ungerade, worauf zugleich Sy oder » gerade ist.

Dieses Gesetz wird Reciprocilitsgesetz fur Stammzahlen
genannl. Auf Deutsch wird es also Gegenseitigkeilsgesetz fur
Stammzahlen heifsen missen. Das Geselz findet nur fir Stammn-
zahlen, nicht nothwendig fir andere Zahlen Statt, welche Theiler > 1
mit einander gemein haben. '

Man bezeichnet auch,
12. dafs 2. B. p!9""=@q+ 1 sei, durch (][;—) == + 1.
Nach dieser Bezeichnung ist zufolge (9. u. 11.)
13. (%)_—_ + (%) wenn p und q nicht beide von der Form 4n—1
oder 4m—1 sind, und
14. (—2-)2—(%)’ wenn p und q beide von der Korm 4n—1
oder 4m—1 sind.
Beispiel 1. Es sei
15, p=13, ¢= 17, aso p=4n{1, ¢ = 4m-{1,

so ist in (2.u. 3.)
Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XXVII. Heft 2. 23
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/ 9=1p+ 4, p=0q+13, also Su=24, 7'=6p+ 4, p'=6q+13,
q=2p+ 8, 2p=1q+ 9, Sv=24, "P=06p+ 3, pr=8Bg—1,
3q=3p+412, 3p=2q+ 5, k= 4, ?®=06p+ 9, pt=8q+ 1,

16.< 4q=5p+ 3, 4p=3q+ 1, x= 4; ¢ =qtp-V=@p427, p*=pta-H=8q+ 1.

S5q=6p+ 7, Sp=3q+14, =Gp+ 1;

6q=7p+411; 6p=4q-10, Also ist ¢¥P—)=@p 41 und zugleich pt9-V=Gq+1.
7p=5q+ 7,  Desgleichen sind Sg und S» und k und x beide gerade.
Sp=6q+ 2 Gemiifs (9. 1.).

\

Beispiel 2. Es sei

17 p=13, ¢=19, also p=4n-}1, ¢ =4m—1,
so ist
q=1p+ 6, p=0q+13, also Su=27, "'=Gp+ 6, p'=Gq+13,
Qq=2p+12, 2p=1q+ 7, Sv=27, 7t =G8p+10, pr=8q— 2,
3g=4p+ 5, 3p=2q9+ 1, k= 3, 7*=8p+ 9, pt=06q+ 4,
4q=>5p+i11, 4p=2q+}14, x= 3; *=qt¢C-U=@p— 1; pt=8q— 3,

18.{5q9=7p+ 4, 5p=3q4 8,
6q=8p+410; 6p=4q+ 2,

,)9 —_ pﬁ(’l‘l) — @ l’— 1.
Also ist qt—) = @ p —1 und zugleich pti-V=©Gq—1.

7Tp=4q+15, Desgleichen sind S und S» und k und x beide ungerade.
8p=5q+ 9, Gemiifs (9. 2.)
9p=06q+ 3;

Beispiel 3. Es sei

19. p= 11, ¢g==17, also p=4n—1, ¢ = 4mi 1,
so ist
q=1p+6, p=0q411, also Su=21, "=6p+ 6, pr=8qg411,
2q=3p+1, 2p=1q+ 5, Sv=19, *=6p+ 3, pr*=08q4 2,
3q=4p+7, 3p=1q+16, k= 3, *=8p+ 9, pt=G8q+ 4,
90, /49=6p+2, 4p=2q+10, x= 4, P=rV=Cp— 1; p*=piV=06q—1
5q=7p+8; 5p=3q+ 4, Also ist ¢}¢~V=@p—1 und zugleich pt7-Y =G q—1.
6p=3q+15, Desgleichen sind Su und $» und %k und x beide wungerade.
Tp=4q+ 9, Gemifs (9. 2.).
8p=5q+ 3; '

Beispiel 4. Es sei
2t p=17, ¢g=19, also p=4n—1, ¢q= 4m--1,
so ist oo .
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q=2p+5, p=0q+ 7, also Su=15, ' =8p+s, P =8q+ 7,
2q=5p+3, 2p=0q+14, Sv=12, *=8p+4, pr=Gqg+11,
3q=8p+1; 3p=1q+ 2, k=1, =gt V=Gp—1, pt=G8q+ 7,

dp=1q+ 9, = 4; pt=06q+11,
5p=1q+416, ' pP=pta-H=@q+ 1.

6p=2q+ 4, Alsoist pPD=G8p—1 und zugleich p¥r—)=@q+1.
7p=2q+11,  Desgleichen sind Sp und &k ungerade und Sv und » gerade.

Sp=2¢q+18, Gemils (11. 2.)
9p=3q+ 6;

Erster Beweis. A. Zufolge (§.38. 8.) ist fir zwei beliebige un-
gerade Zahlen m und n, also auch hier fir die ungeraden Stammzahlen
p und ¢,

23. Su48Sv = Lp—1)(g—1).

Dieses giebt fir die 3 Fille (Erstlich. 8.):

1. Su4-Sv = }@n)(4m) = 4mn = einer geraden Zahl;
24. 2. Su--Sv = L(n)(4m—2)=2n(m—1) = einer geraden Zahi;

3. Su+8Sv = }(4n—2)(4m)="2m(n—1) = einer geraden Zahl.
Also ist in den Fillen (Erstlich.) des Lehrsatzes Swu+Sv immer eine ge-
rade Zahl, und folglich sind Su und Sv immer 2ugleick gerade oder zu-
gleich ungerade; wie es in (9.) behauptet wird.

Fir den Fall (Zweitens. 10.) dagegen giebt (23.)

25. Sud-Sv = }(@én—-2)(4m—2) = 2n—1)2m—1)
= einer ungeraden Zahl;
also ist in dem Falle (Zweilens.) des Lehrsatzes Sv gerade, wenn Su un-
gerade ist, und S'v ungerade, wenm Su gerade isl.

B. Sodann ist nach (§.39. 6.) in (2.) & gerade oder ungerade, je
nachdem es S'w ist; denn so ist es zufolge (§.39. 6.) fir beliebige ungerade
Zahlen u und v, also auch hier fir die ungeraden Stammzahlen p und ¢.
Nach (§.41. 3. u. 4.) aber ist fiir eine beliebige Zahl z, die nicht mit p auf-
geht, also auch hier fir die Stammzahl ¢, ¢*"-) — Gp+1, je nachdem &
gerade oder ungerade ist. Also ist hier
¢t"Y = Gp-+1, wenn Sy gerade und

26. ¢ = Gp—1, wenn Su ungerade ist.
So wird es in (9. u. 11.) behauptet.
C. Aber in den Fillen (Erstlich.) sind Su und S»v 2ugleich gerade

und zugleich ungerade (A.): also ist in diesen Fillen auch zugleick, weil
23 *
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» und S eben so iber pt9-", wie & und S iber ¢**" entscheiden,
~ %ps(q-l) = ®q+41, wenn Su oder Sv gerade, und
piah = B¢ —1, wenn Su oder Sv ungerade ist.
Dieses wird ferner in (9.) behauptet.
Dagegen ist in dem Falle (Zweitens.) Sv ungerade, wenn Su ge-
rade ist; und umgekehrt: also ist in diesem Falle
og, PV = Gg—1, wenn S gerade, also Sv ungerade und
pie-Y = ®¢-}1, wenn Su ungerade, also Sv gerade ist.
Dieses wird ferner in (11.) behauplet.
Zweiter Beweis. D. In (§.36.) bezeichnet n», aus den mil v
aufgehenden Zahlen z<}uv, also aus den Zahlen

v = Gui-r,
v = Gu-r,
29. v = Gu-tr,,

%‘(u—‘l)v = ©u+r§(z:—1)a
die Anzahl derjenigen, welche zu u Reste r > ju lassen, und ny, aus den
mit # aufgehenden Zahlen z<};uv, also aus den Zahlen

: u = Gv-|o,,
u = Gov-g,,
30. Ju= Gv{g,,

Fe—Du= Gv ¢4,
die Anzahl derjenigen, welche zu » Reste ¢ = 4v lassen.
Selzt man in (29. u. 30.) statt der dortigen, unter sich theilerfremden
Zahlen u und v die gegenwirligen, ebenfalls unter sich theilerfremden beiden
Stammzahlen p und ¢, so sind die Gleichungen (29. u. 30.) diejenigen (2. u. 3.).
Also ist fir den gegenwirtigen Lehrsatz:
3. n, =k und ng = =
E. Nun ist zufolge (36. 16.)
32. 2n,—n—mng — fu—1)w—1I),
also ist Aier
33. n;—(k+4x) = }(p—1){g—1L.
Aber }(p—1)(¢g—1) ist in den Fallen (Erstlich. 8.), wie aus (24.)
erhellet, ¢mmer gerade; und nur in dem Falle (Zuweitens. 10.) ungerade. Die
Zahl 2n;, welche sie auch sein mag, ist ¢mmer gerade, also ist vermige (33.)
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k-|-z in den Fillen (Erstlich. 8.) immer gerade, und

34.
:k—{ z nur in dem Falle (Zweilens. 10.) ungerade;

woraus folgt, dafs
fk und x in den Fillen (Erstlich. 8.) beide zugleich gerade oder wun-
35

gerade sind und dafs
k und » in dem Falle (Zweitens. 10.), das cine gerade, das andere
: ungerade ist.

F. Zufolge (§.41. 3.u.4.) ist, da das dorlige » fir 3=y¢ hier £

und fir  =p und p==¢ hier x ist,
36. ¢trV=G@p-+t1, wenn &, und p29V =G ¢ 1, wenn 2 gerade isl und
37. ¢V =G@p—1, wenn k, und pi9" = @G¢g—1, wenn » ungerade ist;
also finden in den Fillen (Frstlich. 8.) vermoge (35.) die Gleichungen (36.)
oder die Gleichungen (37.) 2ugleich Statt, und in dem Falle (Zweitens. 10.) findet
die erste Gleichung (36.) mit der zweiten (37.), oder die zweite (36.) mit der
ersten (37.) 2ugleich Statt; und zwar auf die Weise, wie es (9. u. 11.) aussagen.

G. Dafs S'u und % und S'v und x zugleich gerade oder ungerade sind,
wie es (9. u. 11.) noch behaupten, folgt bei diesem zweiten Beweise aus (§.39. 6.).

H. Dafs der Lehrsaiz nur fir Stammzahlen p und ¢, nicht nothwen-
dig fir andere Zahlen, welche Theiler =1 gemein haben, Statt findet, folgt
daraus, dafs der Satz (§.41.), auf welchem er mil beruht, nur fir Stamm-
zahlen nothwendig gilt.

Anm. I. Der erste Beweis beruft sich auf die Lehrsitze (§.38.
39. und 41.), der zweite auf die Lehrsiize (§. 36., 39. und 41.); der
erste also auf den Satz (§.38.) von den Quofienten « in den Gleichungen
(1, 2, 3, 4, .... n oder }(n—1))m=pun-tr, der zweite auf den Saiz
(S.36.) von den Resten der Zahlen 1,2,3,4,.... Y(uv—1), dividirt durch
u und v; aufserdem auf dieselben Sitze (§.39. u. 41.). Die Sitze (§. 36.
38., 39. u. 41.) bereiten das Reciprocitits - oder Gegenseitigkeitsgesetz fiir
Stammzahlen vor. Sie sind aber von ihm getrennt und besonders aufgestellt
worden, theils um den Beweis des gegenwirligen Satzes an sich zu verkiirzen
und dadurch ibersichtlicher zu machen, theils weil die vorbereitenden Silze
auch fiir sich selbst noch andere Anwendungen finden.

Das Reciprocilits - oder Gegenseitigkeitsgesetz findet wieder in der
gesammten Theorie der Zahlen vielfache weitere Anwendungen und ist daher,
gleich dem Fermatsche Salze (§.40.), ebenfalls als einer der Hauptsitze der
Zahlenlehre zu betrachten.. (Die Fortsetzung folgt.)
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