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Die Untergruppen der freien Produkte
von beliebigen Gruppen.

Von

Alexander Kurosch in Moskau.

Einleitung.

Im Gegensatz zu der Theorie der endlichen Gruppen, die sich als
ein gut bearbeiteter und in vielen seiner Teile schon vollendeter Zweig
der Mathematik darstellt, bilden die Arbeiten iiber unendliche Gruppen,
genauer iiber Gruppen ohne Voraussetzung der endlichen Anzahl von
Elementen, noch’ keine entsprechende ,Theorie“. Die Untersuchungen
iiber unendliche Gruppen gehéren gewdhnlich zu einer von zwei Rich-
tungen, die miteinander keine Beriihrungspunkte haben. Man betrachtet
erstens einige ,fast endliche” Gruppen, d.h. Gruppen, in denen die Vor-
aussetzung der endlichen Anzahl von Elementen durch eine andere,
nicht so beschrinkende Endlichkeitsvoraussetzung ersetzt worden ist; z. B.
bei Abelschen Gruppen Voraussetzung einer endlichen Anzahl von Er-
zeugenden oder endlicher Ordnungen aller Elemente, bei nichtkommutativen
Gruppen Vorhandensein einer Kompositionsreihe oder Endlichkeit der
Untergruppenketten. Diese Richtung beschéftigt sich meistens mit direkten
Summen- und Produktzerlegungen.

Die zweite Richtung, deren Bedeutung fiir die Topologie der Mannig-
faltigkeiten und fiir die Theorie der automorphen Funktionen bekannt ist,
beschaftigh sich mit Gruppen, die durch Erzeugende und definierende
Relationen gegeben sind. Die Untersuchungen solcher Gruppen sind sehr
schwierig, und hier betrachtete man bis jetzt entweder einfachste Klassen
von Gruppen, z. B. Gruppen mit einer einzigen definierenden Relation,
oder sogar einzelne Beispiele. Diese Richtung ist also noch sehr weit von
jener Allgemeinheit entfernt, die fiir die heutige Algebra bezeichnend ist.

Es entsteht die Aufgabe, diesen Zweig der Gruppentheorie auf neuen
Grundlagen, okne den Begriff der Erzeugenden, aufzubauen. Diese Rich-
tung soll der ersten entgegengesetzt sein und sozusagen ,,sehr unendliche*
Gruppen untersuchen. Die Losung dieser Aufgabe liegt noch weit im
Felde; der erste Schritt ist aber schon getan, und das verdanken wir
O. Schreier.
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Schreier hat schon die lange bekannten freien Gruppen, d.h. Gruppen,
die eine Menge von Erzeugenden ohne Relationen besitzen, betrachtet und
auf eine sehr bemerkenswerte Weise bewiesen, daf jede Untergruppe einer
freien Gruppe selbst frei ist!). In der Definition der freien Gruppe
spielen noch die Erzeugenden eine Rolle, aber sie werden ginzlich eli-
miniert in dem von Schreier eingefithrten Begriffe des freien Produktes
von Gruppen; die Definition dieses Begriffes wird in § 1 der vorliegenden
Arbeit gegeben. Er kann freilich auch mit Hilfe von Erzeugenden und
definierenden Relationen definiert werden, und zwar so:

Eine Gruppe G ist in ein freies Produkt zerlegbar, wenn sie eine
Menge von Erzeugenden besitzt, die so in paarweise elementenfremde Teil-
mengen zerlegt werden kann, daB jede definierende Relation nur zu der-
selben Teilmenge gehorende Erzeugende verbindet.

In einer fritheren Arbeit?) hat der Verfasser die Probleme iiber Unter-
gruppen freier Produkte (das Untergruppenproblem) und iiber Beziehungen
zwischen verschiedenen Zerlegungen einer Gruppe in ein freies Produkt
von unzerlegbaren Faktoren (das Isomorphieproblem) gestellt und sie in
einigen Fillen unter sehr beschrinkenden Voraussetzungen gelost. Das
erste Problem ist ndmlich nur fiir freie Produkte von beliebigen zyklischen
Gruppen gel6st worden, und diese Losung hatte sich auf Schreiersche Sitze
gestiitzt. Das zweite Problem war fiir freie Produkte von Abelschen
Gruppen und von Gruppen ohne Elemente unendlicher Ordnung geldst
worden.

In der vorliegenden Arbeit wird das Untergruppenproblem fir jedes
frete Produkt, ohne 1irgendwelche Voraussetzungen viber die Struktur der
Faktoren dieses Produktes, gelost werden. Die Schreierschen Untersuchungen
werden dabei nicht benutzt, der Schreiersche Satz iiber Untergruppen
freier Gruppen wird also von neuem bewiesen werden. Von der unter ®)
zitierten Arbeit sind diese Betrachtungen auch unabhingig. Mit Hilfe
unseres Untergruppensatzes erhilt auch das Isomorphieproblem eine all—
gemeine Ldsung (§ 5).

Die Theorie der freien Produkte fordert noch viele weitere Betrach-
tungen. AuBer vielen Problemen, die nicht sehr schwierig scheinen —

1) O. Schreier, Die Untergruppen der freien Gruppen, Hamb. Abhandl.'d
(1927), S.161—183. Eine Vereinfachung bei W. Hurewicz, Zu einer Arbeit von
0. Schreier, Hamb. Abhandl. 8 (1930), S.307—314. Schon frither hatte J. Nielsen
diesen Satz bei Voraussetzung einer endlichen Anzahl der Erzeugenden bewiesen.
Spiter war die Theorie der freien Gruppen von F. Levi, Math. Zeitschr. 32, 87 foﬂr
gefiihrt worden.

2) A. Kurosch, Uber freie Produkte von Gruppen, Math. Annalen 108 (1933),
S. 26—36.
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z. B. die Bestimmung der Automorphismengruppe eines freien Produktes,
wenn die Automorphismengruppen der Faktoren als bekannt vorausgesetzt
werden — entsteht noch ein sehr schweres und sehr wichtiges Zerlegungs-
problem :

Ist jede in ein freies Produkt zerlegbare Gruppe als ein freies Produkt
von unzerlegbaren Faktoren darstellbar? Ist besonders jede Gruppe, deren
unzerlegbare Untergruppen alle unendliche zyklische Gruppen sind, eine
freie Gruppe?

Weitere Untersuchungen werden sich wahrscheinlich einerseits auf
freie Produkte mit einer vereinigten Untergruppe®) beziehen, andererseits
sich mit unzerlegbaren Gruppen, die zerlegbare Untergruppen besitzen,
beschiiftigen.

§1.
Definitionen.

Es sei eine Menge von Gruppen H, (« durchléuft eine beliebige Index-
menge) gegeben. Unter dem freien Produkte dieser Gruppen, Komponenten
genannt, versteht man eine Gruppe G,

G=HH¢:

die aus allen formalen Produkten A A, ...k, besteht, wo jeder Faktor A,
ein von 1 verschiedenes Element aus einer Komponente H, ist und wo
je zwei benachbarte Faktoren A, %, ., zu verschiedenen Komponenten
gehoren.

Ist g = h,hy...h, so nennen wir A h,...h, die unkirzbare Dar-
stellung fiir das Element ¢, die Anzahl der Faktoren n die Ldnge von g
(in Zeichen: n = I(g)). Jedes Element von G hat eine einzige unkiirzhare
Darstellung durch Elemente von Komponenten H,.

Um die unkiirzbare Darstellung fiir das Produkt von zwei Elementen
g = hhy...hy § = hihg... hpn in gegebener Reihenfolge zu bilden,
schreiben wir die unkiirzbaren Darstellungen dieser Elemente nacheinander,

g9 = h by . by hikg ... hy.

Ist by = k3%, kg = hi'y, ..., b = halisq, aber hpyy + k3l
(0 < k < min (n,m)), so werden k Ktirzungen der Reihe nach vollzogen.
Gehoéren h,—_j; und hg,, zu verschiedenen Komponenten, so ist schon
die unkiirzbare Darstellung fiir das Produkt gg’ erhalten; im entgegen-
gesetzten Falle bildet das Produkt %, ; i+, ein von 1 verschiedenes
Element aus einer Komponente, also soll eine Vereimigung ausgefiihrt

8) Vgl. Schreier, 1. c. 1).
Mathematische Annalen. 109. 43
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werden. Es ist leicht zu zeigen, dall diese Definition der Gruppen-
multiplikation assoziativ ist*).

Das Einselement 1 der Gruppe G ist ein Element, dessen unkiirzbare
Darstellung leer ist, d. h. keine Faktoren %; enthdlt; I (1) = 0. Ist
g = hhy... hy 80 wird g7 = h;'... 53" by’ sein.

Hat das Element ¢ von G eine gerade Lénge, I (9) = 2k, also

g =bh_p...h_1h ... 0y,

80 heit 2_,...k_, die erste Hilfte von ¢, h, ...h; die zweite Hdlfte.
Hat das Element g eine ungerade Lénge, [ (9) = 2k + 1, also

gzk-—-k"'h—'lkokl"'kk’

go heillt A_y ... h_, die erste Hilfte, h, ...k, die 2weite Hdlfte, h, der
Zentralfaktor von g. Es ist klar, daB die erste Halfte von g—! zu der
zweiten Hilfte von g und die zweite Halfte von ¢g—1 zu der ersten Hilfte
von ¢ invers sind.

Ein Element ¢ = h_y ... h_, hyh, ...k, ungerader Linge soll eine
Transformation heiflen, wenn seine erste und zweite Halfte zueinander
invers sind, A_; = &' (+ = 1,2,...,k), d. h. wenn ¢ zu seinem Zentral-
faktor %, konjugiert ist. Ist g eine Transformation, so wird

PR SN W 13 N 8

sein und daher sind g und %, von gleicher Ordnung. Ist aber g keine
Transformation, so ist die von g erzeugte zyklische Untergruppe gewiB
unendlich.

Aus der Definition des freien Produktes folgt sofort:
Ist @ = ]J H,, so gibt es in G keine nichtidentischen Relationen,

welche Elemente von verschiedenen Komponenten H, verbinden.
Ist G = 1] H, und ist jede Komponente H, selbst ein freies Pro-
dukt von Komponenten H,s, H, = %I H,g, so gilt

¢ = IH.,

Eine Gruppe G heifit zerlegbar, wenn sie als ein freies Produkt von
echten Untergruppen dargestellt werden kann, anderenfalls wnzerlegbar.

In der vorliegenden Arbeit wird man folgende Bezeichnungen brauchen:
g&@, wenn g ein Element der Gruppe @ ist; ' c @, wenn F eine Unter-
gruppe von & ist; F = F, N F,, wenn die Untergruppe ¥ der Durchschnitt
der Untergruppen ¥, und F, ist.

4) Vgl z. B. Schreier, 1 c. 1).
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§ 2.
Untergruppensatz. Die Konstruktion der Untergruppen &, und K,.

Ist eine Gruppe G das freie Produkt ihrer Untergruppen H,,
G = ]J H,, so enthilt G gewiB, auBer Untergruppen von Komponenten H,

und ihren konjugierten Untergruppen, auch unendliche zyklische Unter-
gruppen. Wir wollen zeigen, daB diese Untergruppen und ihre freien
Produkte alle Untergruppen von G erschopfen, und zwar:

Untergruppensatz. Jede Untergruppe F von G kann selbst in ein
freies Produkt zerlegt werden,

F = ITFy),

wo jeder Faktor Fg entweder eine unendliche zyklische Gruppe oder mat einer
Untergruppe von einer Komponente H, konjugiert st.

Es sei F eine beliebige Untergruppe von G. Wir definieren die
Untergruppen @, von F (u eine Ordnungszahl) folgendermafen:

®, = 1.

Sind Untergruppen @, von F fiir alle 4 < v schon gewéhlt und ist K,
die von diesen @, erzeugte Untergruppe von F, d.h. die minimale
Untergruppe von F, die alle @, enthilt, so betrachten wir solche zu K,
nicht gehérende Elemente von F, die eine minimale Lénge haben; diese
Léiinge bezeichnen wir mit I,, Wenn es Transformationen unter diesen
Elementen gibt, so sei g;' kg, (mit k& H,) eine solche. Wir bezeichnen
dann mit H* den Durchschnitt der Untergruppen F und g¢;' H,, ¢,

H:‘ = an;lﬂu,gv-. .

Diese Untergruppe ist zu einer Untergruppe der Komponente H,, kon-
jugiert®). Gibt es aber in der Menge F — K, keine Transformationen von
der Lénge I, (z. B. bei geradem 1,), so setzen wir H;' = 1.

Wenn es in F, aber auBerhalb der von K, und H) erzeugten Unter-
gruppe, Elemente der Lange I, gibt, deren zweite Halfte g, ist und deren
Zentralfaktoren zur Komponente H, gehdren, so bezeichnen wir mit £,
eins von diesen Elementen. Wenn H}* = 1 ist, so ist f,, ein willkiirlich
gewiihltes Element der Lange I, aus der Menge F — K,; seine zweite
Hilfte bezeichnen wir mit g,, die Komponente, in der sein Zentralfaktor
(bei ungeradem I,) aufgeht, mit H,, ‘

5) Dieses Produkt kann eventuell nur aus einem Faktor bestehen.

6) Wir behaupten noch nicht, daB der Durchschnitt der Untergruppen K,
und H* nur aus einem einzigen Einselement besteht. Das wird erst in §4 bewiesen
werden.

43*
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Es seien die Elemente f,; fiir jede Ordnungszahl 6 < ¢ schon aus-
gewahlt. Wir wiahlen dann ein Element von F der Lénge 1,, das aufler-
halb der von K,, H, und allen f,4 erzeugten Untergruppe liegt, dessen
zweite Halfte g, ist und dessen Zentralfaktor zur Komponente H, ge-
hért; dieses Element bezeichnen wir mit f,,. Dieser Auswahlproze
wird sein Ende bei einer Ordnungszahl o, erreichen. Mit @, bezeichnen
wir jetzt die von H.* und allen f,s (6 << o0,) erzeugte Untergruppe von F.
AuBler der von K, und @, erzeugten Untergruppe gibt es in F keine
Elemente mehr von der Linge I, mit der zweiten Hilfte g, und mit dem
Zentralfaktor aus der Komponente H,,

Fiir eine Ordnungszahl x wird die Gleichheit

K,=F

erreicht werden; dabei werden die Untergruppen @, fiir alle » << x auf-
gebaut werden.

Unser Zweck ist, zu zeigen, daB die Untergruppe F das freie Produkt
der Untergruppen @,, und jedes @, das freie Produkt von H.* und zykli-
schen Untergruppen {f,s} ist.

Unter den Erzeugenden der Untergruppe @, werden wir die Ele-
mente f,5 (6 < 0,), ihre Inversen f;3 und alle von 1 verschiedenen
Elemente der Untergruppe H verstehen. Die Erzeugenden aller Unter-
gruppen @, (4 << ) sind Erzeugende fiir K,.

Es sei U entweder eine von den Untergruppen @, oder eine von
den Untergruppen K,. Ihre Erzeugenden sollen durch den Buchstaben a
mit unteren Indizes bezeichnet werden.

Das Produkt a@,a, ... ay heiBt ein Wort in U, wenn keine zwei be-
nachbarten Faktoren a,, @;,, zueinander invers sind oder zu derselben
Untergruppe Hj; gehoren. Das Wort a,a,...a; heiBt Primwort, wenn
die Lénge seiner unkiirzbaren Darstellung gleich der maximalen Linge
seiner Faktoren g, ist,

la,ay...a) = maxl(a,)").

Primworte in U sollen durch den Buchstaben o mit oberen Indizes be-
zeichnet werden. Unter dem Zentralfaktor eines Primwortes o’ und seinen
ersten und zweiten Hilften werden wir den Zentralfaktor usw. seiner un-
kiirzbaren Darstellung verstehen.

Die Kiirzungen in dem Produkte o’ a” zweier Primworte o, a”’ von U
konnen mehr oder weniger weit gehen. Wir werden daher drei Arten der
Nachbarschaft zwischen o’ und o (in dieser Reihenfolge) unterscheiden:

Ist U= ¢“, 80 haben natiirlich alle Erzeugenden a, dieselbe Lange.
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Nachbarschaft erster Art, wenn I(a’a”) > max (l(a'), I (2”)) ist,
Nachbarschaft zweiter Art, wenn I(a'a’’) = max (I (a’), I(a")) ist,
Nachbarschaft dritter Art, wenn I(a’a”) << max(I(a’), l(a")) ist.

Ist z. B. I(a’) < I(a"), so driickt die Nachbarschaft zweiter Art folgendes
aus: Bei geradem [(a’) vernichten Kiirzungen die ganze zweite Hailfte
von o, aber Kiirzungen und Vereinigungen lassen die erste Hifte von o’
invariant; bei ungeradem [(a’) wird der Zentralfaktor von a' sich mit
einem Faktor von a” vereinigen. Dementsprechend wird es bei Nachbar-

schaften erster und dritter Art sein.

§3.
Die Struktur der Untergruppen &,.

Die Konstruktion der Untergruppen @, und K, fithrt uns zu folgenden
Hilfsséitzen, von denen der zweite erst im § 5 benutzt wird.

Hilfssatz 1. Je zwei Elemente f,,, und fyo, (0, << 0,) haben ver-
schiedene erste Hilften.

Dies ist klar bei gerader Linge I,, da die zweiten Halften dieser
beiden Elemente gleich g, sind; wenn f,, und f,, zusammenfallende
erste Hilften hitten, so wiirde f,, = f,, sein.

Es sei I, ungerade. Haben f,,, und f,, gleiche erste Hilften, so
werden die Kiirzungen in dem Produkte

f = fv—crll fVGg

die Zentralfaktoren, die zur namlichen Komponente H, gehoren, erreichen.
Da die erste Hélfte von f;j, gleich g;! ist, so wire bei der Kiirzung der
Zentralfaktoren f = 1 und mithin f,5, = f,0,, Wenn aber die Zentral-
faktoren nur vereinigt werden, so wird / eine Transformation, also ein
Element der Untergruppe H,. Das Element f,,, wird daher in der
von H)' und f,,, erzeugten Untergruppe liegen, entgegen der Konstruktion
der Untergruppe @,.

Hilfssatz 2. Jedes solche Element f von F, dessen erste Hdilfie der
ersten Hdlfte eines Elementes f., gleich tst und dessen Zentralfaktor (bei
ungeradem 1) zur Komponente Ho, gehort, ist selbst in der Untergruppe Ky 41
(und daher in jeder K, bei v > u) enthalten.

In dem Produkte f~1!f,, erreichen, die Kiirzungen die Zentralfaktoren,
also muB I(f~1f,,) < I, sein. Ist )

l(f_liuﬂ) < lm
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so wird f~1f,, ¢ K, da l, die minimale Lénge der auBerhalb K, liegenden

Elemente ist; daher wxrd f='fuoe K, ). und da f,“,eK,,“, so folgt
feK,,,. Ist aber

l(j—lfﬂa) = l ")

so wird die zweite Hilfte des Elementes f~1f.o gleich g, sein und der
Zentralfaktor dieses Elementes zur Komponente H, gehéren; daraus folgt

f~'fus € Kuysy und dann wieder feKy4y. Der Hllfssatz ist damit be-
wiesen.

Wir werden jetzt eine beliebige Untergruppe ®, betrachten; ihre
Erzeugenden wollen wir nun mit b, ihre Primworte mit b» bezeichnen.

Jedes aus einem einzigen Faktor bestehende Wort b, ist ein Prim-
wort. Ein Wort b, b,, wo die zweite Hilfte von b, gleich g,, die erste
Hilfte von b, gleich g;' ist, ist auch ein Primwort; in der Tat, bei
1(b,b,) <!, wird das Element b, b, in der Untergruppe K, aufgehen, also
mull eines der Elemente &,, b, zu der von K, und dem zweiten Elemente
erzeugten Untergruppe gehoren, was unmoglich ist. Endlich ist ein
Wort b,b,b;, wo b, ¢ H}, b, ein Element f,,, b, ein f;J, ist, auch ein
Primwort (sowohl bei o, = ¢, als auch bei o, = o).

Es gibt in &, keine anderen Primworte. Diese Behauptung folgt
nimlich aus dem folgenden Satz, der die Struktur der Untergruppe P,
vollig charakterisiert:

Ist f = b b, ...b, ein beliehiges Wort von ®P,, so kann man dze
Faktoren dieses Wortes so vereinigen,

f = (bl “ee b“‘) (bl'1+1 e b‘z) cee (b‘g._ﬁ'l cee b,,),

daf jedes Wort by, 4+1...b;, ein Primwort b® von obenerwihnter Art
sein wird, also s
f=080b"...b®
gilt, und zwischen je zwei benachbarten Primworten b®, bi+v Nachba'r-
schaft erster Art worhamden ist.
Der Satz ist richtig bei » = 1. Ist er schon fﬁr n—1 bewiesé';’l:
so gilt nE
byby...bp—y = 0'0"...00;
die zweite Halfte von b@ ist dieselbe, wie die von b,—,;. Ist diese Haf[ﬂ;e
gleich g¢,, besteht also 5@ aus einem oder zwei Faktoren, und hat b, die
erste Hilfte g;!, so bildet das Produkt @b, ein Primwort. In all(;n
anderen Fillen wird nach Hilfssatz 1 zwischen 5 und b, Nachbar:
schaft erster Art sein, also bildet b, allein ein neues Primwort 5¢ + 1)
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Aus diesem Satze folgt, daBl aus jedem Worte von @, nach Aus-
filhrung aller Kiirzungen gewil eine vom Einselement verschiedene un-
kiirzbare Darstellung bleibt. Hieraus erhalten wir sogleich:

Die Untergruppe @, st das freie Produkt der Untergruppe HY und
der von den Elementen f,, erzeugten unendlichen zyklischen Untergruppen.

§ 4.
Die Struktur der Untergruppen K.

Wir wenden uns nun zur Betrachtung einer Untergruppe K,; ihre
Erzeugenden bezeichnen wir mit a,, ihre Primworte mit a¢. Wir nehmen
an, daB in der Untergruppe K, folgende Induktionsvoraussetzung (A) er-
fiillt ist, deren Richtigkeit fiir K, = 1 trivial ist und fiir K, = &, schon
im vorhergehenden Paragraphen bewiesen worden ist:

(A) Ist a,a,...a, ein beliebiges Wort von K,, so kann man die Fak-
toren dieses Wortes mandestens auf eine Weise so vereinigen,

By oo @y = (G .0.@) (@ 41...85)...(Cs_ +1-.+ )
dafp jedes Wort a;_ 11...a; etn Primwort a® wird, also
a,a,...0, = a'a’"...a®
gilt, und 2wischen je zwei benachbarten Primworten a®, a®+v Nachbar-
schaft erster Art vorhanden ust.

Aus dieser Voraussetzung folgt sogleich

Hilfssatz 3. Die Linge jedes Wortes a,a, ... ayn, das kein Primwort
ist, ist grofer als die Linge jedes seiner Faktoren a;,

l(a,a, ... a,) > maxl(a;) .

Kein Wort in der Untergruppe K, kann daher dem Einselement
gleich sein; denn sonst erhielte man eine nichtidentische Relation in G.
Daraus folgt unmittelbar:

Die Untergruppe K, ist das freie Produkt aller vom Einselement ver-
schiedenen Untergruppen HY (u < v) und aller von den Elementen f,q
(v < v, 0 < o0,) erzeugten unendlichen zyklischen Untergruppen.

Um die Voraussetzung (A) fiir die Untergruppe K, ., zu beweisen,
miissen wir zuniichst zeigen, da8 der Durchschnitt der Untergruppen K,
und H} nur das Einselement enthdlt. Zu diesem Zwecke werden wir
folgende Hilfssétze beweisen, in denen die Rede von Worten der Unter-
gruppe K, sein wird.

Hilfssatz 4. Ist das Wort a,a,...a; ein Primwort, so ist auch
geder seimer Abschnitte a,ay...a, s < k (und jeder Abschwitt a ... a
t = 1) ein Primwort.
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Es sei der Abschnitt a, . .. a, s <k, kein Primwort, aber a, ... a,a, 4
Primwort. Nach (A) gilt

a,...aq, =a ...a", r>1,
also, nach Hilfssatz 3,
l(a,...aq,) >maxl(@?), j=12,...,m

Gibe es im Worte

@)oo QOyyy = 0 ...aPa,4,
zwischen den Primworten ), a, ., eine Nachbarschaft erster oder zweiter
Art, so wire die Lénge des Wortes a, ... a,a,,, groBer als die Lange
jedes seiner Faktoren, was fiir ein Primwort unmoglich ist. Gébe es
aber zwischen ¢ und a, ;, eine Nachbarschaft dritter Art, so wiirde das
Produkt aa,,,, das ein Wort ist, eine kleinere Lénge als einer von
seinen Faktoren haben, entgegen dem Hilfssatze 3.

Hilfssatz 5. Es sei a,...a, ein Primwort. In seiner unkirzbaren
Darstellung bletben die erste Hilfte von a, und die zweite Hilfte von a
tnvariant, und thre Zentralfaktoren (wenn sie vorhanden sind) konnen nur
durch andere vom Einselement verschiedene Elemente aus denselben Kom-
ponenten ersetzt werden.

Dies ist klar bei & = 1. Ist diese Behauptung schon fiir das
Wort a, ... a;—,, das, nach Hilfssatz 4, ein Primwort ist, bewiesen, so folgt
ihre Richtigkeit fiir a, ... ax—, a; aus der Bemerkung, daB zwischen den
Primworten @, ...a;_; und a; gewil Nachbarschaft zweiter Art vor-
handen sein muB.

Hilfssatz 6. Jedes Wort f won K,, dessen unkiirzbare Darstellung
eine Transformation ist, hat die Gestalt

— =¥ =1 .
f=ua;'...a7 apa,...0a,;

hier ist a, eine Transformation, also gehért es zu einer Untergruppe Hy (u << 9).
Es sei f = a,0,...a,. Wire ¢, = a;', so konnten wir die Trans-
formation
alfa, = ay... a4
betrachten. Gehéren ¢, und @, zu derselben Untergruppe H}, so konnten
wir zur Transformation A

artfa, = ag...ar—q (ara,)

iibergehen. Wir nehmen daher an, daB a, und a; keine inversen Elemente
zueinander sind und nicht zu derselben Untergruppe H} gehéren. Unter
diesen Voraussetzungen wollen wir zeigen, daB & = 1 ist, d. h. / nur aus
einem einzigen Faktor besteht.
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Es sei umgekehrt £ > 1. Ist / kein Primwort, so kann man es,
nach (A), als Produkt von Primworten darstellen,

f=4dd ...ar"1a®;

zwischen ¢’ und a” (und zwischen a*—1 und a®) ist die Nachbarschaft
erster Art. Da die erste Hilfte der unkiirzbaren Darstellung von f zu
ihrer zweiten Hélfte invers ist, muB in dem Produkte a®™a’ zwischen
den Faktoren Nachbarschaft dritter Art existieren, was aber unmdglich
ist, da a®a’ zufolge der iiber / gemachten Voraussetzungen ein Wort ist.

Es sei nun f ein Primwort. Es gibt ein solches a;, daB I(f) = l(a,)
gilt; wir konnen annehmen, daB a, entweder ein Element aus einer Unter-
gruppe H} oder eines der Elemente f,, (4 < ») ist, denn wire es ein
Element f;3, so wiirden wir die Transformation f—! betrachten. Ist
1 <<k, so werden wir die Transformation

S §
Bopree-Opf@rt e @i = Gir...0;6,...0,

betrachten; ware dieses Wort kein Primwort, so wiirden die vorangehenden
Betrachtungen anwendbar sein; ist es aber ein Primwort, so hat sein
letztes Element eine maximale Liange. Wir nehmen daher an, daB
i =k ist, also I(f) = l(a;) gilt. Die Lénge von a, ist dabei gewil
ungerade.

Gehort @, zur Untergruppe @,, so ist seine zweite Hilfte gleich g,
und sein Zentralfaktor gehért zur Komponente H,,. Dann wird, nach
Hilfssatz 5, die zweite Halfte von f auch gleich g, sein und der Zentral-
faktor von f zu Ha# gehéren; da f eine Transformation ist, so wird die
erste Hilfte von f gleich g;' sein. Ist die in &, aufgehende Unter-
gruppe H: vom Einselement verschieden, so gehort f, wie wir sehen, zu
dieser Untergruppe, so dafl

f=a,eHY

ist. Aber daraus folgt

@ ... ey =1,
was bei %> 1 gewi unméglich ist. Ist aber Hyf = 1, so geht das
Wort f in einer Untergruppe K; mit A <<y auf, liBt sich also durch
Erzeugende dieser Untergruppe darstellen,

f =a0i0;...0an,.
Es gilt aber jetzt

@y ... ant . oot =1,

was auch unméglich ist, da links ein Wort steht.
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Hilfssatz 7. Enthalt die Uniergruppe K, eine Transformation
| =g 'hg mit he H, so enthilt sie auch den ganzen Durchschnitt der
Untergruppen g-*H,g und F,

K,og*H,gNF.
Nach Hilfssatz 6 gilt némlich
f=a'. . .a'a,a,...a, mit ayeHY pn<vw
Enthilt die Untergruppe F noch eine Transformation f = g~k ¢ mit
¥eH, so muB das Element a,...a,f a;'...a;" zur Untergruppe H}
gehoren, also in der Untergruppe K, aufgehen. Daher gilt [ ¢ K,.

Hieraus folgt, da die Untergruppe H,* mindestens ein nicht in K, auf-
gehendes Element enthalt, daB der Durchschnitt der Untergruppen K,
und Hp nmur aus dem Einselement besteht, also keine Erzeugende b, der
Untergruppe @, in K, aufgeht.

§ 5.
Beweis des Untergruppensatzes. Isomorphiesatz,

Wir sind jetzt in der Lage, die Voraussetzung (A) fiir die Unter-
gruppe K, ., zu beweisen; K, ., ist die von K, und &, erzeugte Unter-
gruppe, also bilden die Erzeugenden von K, und @, in ihrer Gesamtheit
Erzeugende von K, ,. Wir schicken dazu drei Hilfssitze iiber Nach-
barschaften zwischen Primworten von K, und &, voraus; wie frither be-
deutet o’ ein beliebiges Primwort von K,, b ein Primwort von @,. .

Hilfssatz 8. Ist l(a') <I(¥), so ist zwischen o’ und b Nachbar-
schaft dritter Art unmdéglich.

In der Tat, ist ' = b, ... b, so wire bei der Nachbarschaft dritter Art

1(a'b) < L(b),
also a’b, ¢ K, und daher b, ¢ K,, entgegen dem § 4.

Hilfssatz 9. Ist l(a') = L(¥)), so kamn zwischen o' wnd b nur
Nachbarschaft erster Art vorhanden sein.

Es seien

¢ =a,ay...0,, b =0bb,...b
und
1(@) = l(a;), aber I(a)>1l(a;) bei > j.
Gibt es zwischen o' und b’ Nachbarschaft zweiter oder dritter Art, so
wird zwischen o’ und b, auch Nachbarschaft zweiter oder sogar dritter
Art vorhanden sein. Das Wort a;y;...a, ist, nach Hilfssatz 4, ein
Primwort, und es ist
Hajpr...a:) < l(a).

Es gibt zwischen den Primworten @, ... a; und @;4; ... a, Nachbar-

schaft zweiter Art, also muB zwischen a;, ...a, und b, auch Nachbar-
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schaft zweiter Art vorhanden sein (die Nachbarschaft dritter Art ist nach
Hilfssatz 8 ausgeschlossen). Daraus folgt

L(@jyq...a;b) = 1(b).

Da zwischen a,...a; und a;4,...a,b, die Nachbarschaft zweiter
Art ist, so sind die zweite Hilfte von a; und die erste Hilfte von
@j4q...a;b; zueinander invers und ihre Zentralfaktoren gehéren, bei un-
gerader Lénge, zu derselben Komponente. Daraus folgt aber, entweder
nach der Konstruktion der Untergruppen @, oder nach Hilfssatz 2
(letzteres bei a; = fi3):

@jt1...2,b0, e K,, also b ¢K,.

Hilfssatz 10. Sind zwischen b und o' und zwischen o' und b" die
Nachbarschaften zweiter Art (also 1(a’) << 1,), so kann zwischen b'a’ und b”
nur Nachbarschaft erster Art sein.

Es seien

O = by by . by, b= by, by5... byy.
Wire zwischen b ¢’ und b’ die Nachbarschaft zweiter oder dritter Art,
so miifite zwischen b,,0’ und b,, (und zwischen b,, und a'b,,) auch
Nachbarschaft zweiter oder sogar dritter Art vorhanden sein.

Dieses ist unmoglich bei der Voraussetzung, dal die zweite Hilfte
von by, gleich ¢, und die erste Hilfte von b,, gleich g, ' ist; denn die
Kiirzungen kénnten dann nicht das ganze Wort &' vernichten.

Es sei jetzt die erste Hilfte von b,, gleich g7, aber die zweite
Hslfte von b,, von ¢, verschieden; dann ist gewil die erste Hilfte
von b, gleich ¢;'. Da zwischen b;,a’ und b,, Nachbarschaft zweiter
oder dritter Art vorausgesetzt war, so muB die zweite Hilfte von b;,a’
gleich ¢, sein. Daraus folgt aber

b,a ¢ HY,

also geht b, selbst in der von K, und H,* erzeugten Untergruppe auf, was
unmoglich ist. Genau so wird es auch bei der Voraussetzung gehen, daB
die zweite Halfte von b,, gleich g,, aber die erste Hilfte von &, von g,
verschieden ist.

Es seien endlich die zweite Halfte von b,, von ¢, und die erste
Hilfte von b,, von g¢,;* verschieden. Bei unseren Voraussetzungen iiber
die Nachbarschaft zwischen b;,0” und by, wird das Produkt b,,a’d,, ent-
weder eine in H,' enthaltene Transformation oder gleich 1 sein. Da by,
von by, und von b;7 gewiB verschieden ist (die Kiirzungen sollen das
ganze &' vernichten), so kommen wir in beiden Fillen zum Widerspruch:
war das Element b,, spéter als b,, gewshlt, so wird es in der von K,, H)*
und b, erzeugten Untergruppe aufgehen. Der Hilfssatz 10 ist bewiesen.
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Wir befinden uns jetzt in der Lage, die Induktionsvoraussetzung (A)
fiir die Untergruppe K, ., zu beweisen. Jedes Wort von K, , 1aBt sich
namlich, bei geeigneter Gruppierung seiner Faktoren, als Produkt von
Worten und daher von Primworten von K, und @, darstellen. Die Hilfs-
sitze 8, 9, 10 zeigen uns, wann zwei nebeneinanderstehende Primworte
von K, und von P, zu einem Primworte vereinigt werden kénnen; in dem
Falle, der im Hilfssatze 10 betrachtet worden war, soll das Primwort o’
entweder mit b oder mit 4" vereinigt werden. Jedes Wort von K, ., ist
also als Produkt von Primworten der Gestalt o, ¥, o'V, b’ a’ und o' b’ a”,
zwischen denen Nachbarschaften erster Art vorhanden sind, darstellbar.

Die Voraussetzung (A) ist fiir die Untergruppe K, ., bewiesen. Ihre
Erfillung fiir die Untergruppe K; mit einer Limeszahl 1 folgt daraus,
daB jedes Wort von K; schon in einer Untergruppe K, mit u << 1 auf-
geht. (A) gilt daber in allen Untergruppen K,, also in der Untergruppe F
selbst, und das beweist den Untergruppensatz.

Zusatz. Jede wunzerlegbare Untergruppe eines freien Produktes
G = Il H, ist entweder eine unendliche zyklische Gruppe oder mit einer

Untergruppe von einer Komponente H, konjugiert.

Daraus folgt ohne besondere Schwierigkeiten der

Isomorphiesatz. Ist eine Gruppe G auf zwei Arten als freies Produkt
von unzerlegbaren Komponenten dargestells,

G =1I1H, =IpIF,9,

so lassen sich dive Komponenten dieser beiden Zerlegungen so einander ein-
eindeutiy zuordnen, daf entsprechende Gruppen isomorph sind. Sind diese
entsprechenden Faktoren keine umendlichen zyklischen Gruppen, so sind sie
sogar in G konjugiert.

Der Beweis bleibt wortlich derselbe, wie fiir den Satz 3 der unter 2)
zitierten Arbeit des Verfassers. Um das Lesen dieses Beweises zu er-
leichtern, wollen wir nur einige Bemerkungen machen.

Die unkiirzbaren Darstellungen und die Léngen der Elemente g,, g,
betrachtet man dort in bezug auf die erste Zerlegung. Da der erste Faktor
der unkiirzbaren Darstellung von g, als nicht zur Komponente H, gehorig
vorausgesetzt werden kann, ist das Element 2 = g,¢, der letzte Faktor
der unkiirzbaren Darstellung von g,, also kénnen im Produkte ¢, g, iiber-
haupt keine Kiirzungen vollzogen werden.

Aus dem Isomorphiesatz fiir freie Produkte folgen einige Isomorphie-
siitze fiir sogenannte freie Produkte it vereinigten Untergruppen, welche
wir hier nicht definieren wollen.

(Eingegangen am 22. 6. 1933).
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