D
[-A elt

Werk

Titel: Uber freie Produkte von Gruppen

Autor: Kurosch, A.

Jahr: 1933

PURL: https://resolver.sub.uni-goettingen.de/purl?235181684_0108 | log5

Kontakt/Contact

Digizeitschriften e.V.
SUB Géttingen

Platz der Gottinger Sieben 1
37073 Gottingen

& info@digizeitschriften.de


http://www.digizeitschriften.de
mailto:info@digizeitschriften.de

Uber freie Produkte von Gruppen.
Von

Alexander Kurosch in Moskau.

Die Gruppe G heift freies Produkt ihrer Untergruppen H,, G = ITH,

(o durchlduft eine beliebige Indexmenge), wenn jedes Element g von G auf eine
und nur eine Weise als Produkt

(1) g= hlhn SRS kn’ hi =*= 1: hi c Hap Hai ’_‘|= Hui+ 11)

darstellbar ist; es gibt also in G keine nichtidentische Relationen, welche
Elemente von verschiedenen H, verbinden. (1) ist fiir ¢ eine einzige unkiirzhare
Darstellung durch Elemente von H,2); n soll die Linge von g, n = l(g),
heien.

Jedes freie Produkt kann daher als durch die Gesamtmenge von Erzeugen-
den und definierenden Relationen aus allen Faktoren H, definierbar be-
trachtet werden. Schreier hat bewiesen, dafl diese Gruppen wirklich exi-
stieren?).

Sind alle H, zyklische Gruppen von der Ordnung Null, d. h. gibt es in G
eine Menge von Erzeugenden ohne Relationen, so heilt G eine freie Gruppe.
Ihre Bedeutung besteht darin, daB jede Gruppe als Faktorgruppe einer
freien Gruppe betrachtet werden kann (Satz von Dyck). Die wichtigste
Tatsache aus der Theorie der freien Gruppen ist der bemerkenswerte Nielsen-
Schreiersche Satz, welcher sagt, daB jede Untergruppe einer freien Gruppe
selbst frei ist4).

Uber freie Produkte beliehiger Gruppen kommen sogleich zwei Fragen
in Betracht. Erstens, welche Beziehungen gibt es zwischen zwei verschiedenen

1) Obwohl Ha‘. s Haj bei j 3= + 1 moglich ist.

%) Verschiedene Darstellungen eines Elementes A durch Erzeugende von He
interessieren uns nicht.

3) Vgl. O. Schreier, Die Untergruppen der freien Gruppen, § 1, Abhandlungen aus
dem Math. Seminar der Hamburgischen Universitat 5 (1927), S. 161—183.

4) 0. Schreier, 1. c., § 4. Vgl. auch W. Hurewicz, Zu einer Arbeit von O. Schreier,
Hamb. Abhandl. 8 (1930), S. 307—314. Siehe einen neuen Beweis bei F. Levi, Uber die
Untergruppen freier Gruppen, Math. Zeitschr. 82 (1930), S. 315—318.
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Zerlegungen einer Gruppe in freie Produkte unzerlegbarer Faktoren? Wird
der ,,Jsomorphiesatz richtig sein, d. h. sind diese zwei Zerlegungen von der-
selben Struktur oder nicht? Im Falle freier Gruppen fiihrt dies zur Invarianz
der Michtigkeit der Menge aller Erzeugenden, was schon von Schreier be-
wiesen wurde?).

Die zweite Frage, welche mit dem Nielsen-Schreierschen Satze in engster
Verbindung steht und tiefergehend als die erste ist, ist die Frage nach den
Untergruppen eines freien Produktes. Fiir eine freie Gruppe und, wie wir zeigen
werden, allgemein fiir freie Produkte zyklischer Gruppen gilt der Satz (§ 3),
daB jede ihrer Untergruppen selbst ein freies Produkt ist, dessen Faktoren
entweder zyklische Gruppen von der Ordnung Null sind oder Gruppen,
welche mit Untergruppen von einigen Faktoren H, konjugiert sind®). Die
Frage, ob das auch immer der Fall ist, bleibt unentschieden, obgleich wir
keine Gegenbeispiele kennen.

In der vorliegenden Arbeit beweisen wir den Isomorphiesatz fiir freie
Produkte von kommutativen Gruppen und Gruppen, deren Elemente alle
von endlicher Ordnung sind (§§ 1, 2), betrachten freie Produkte von unend-
lichen zyklischen Gruppen mit einer gemeinsamen Untergruppe (§2) und
untersuchen darauf die Untergruppen eines freien Produktes beliebiger
zyklischer Gruppen (§3). Gruppen der in § 2 und 3 behandelten Art treten
in der kombinatorischen Topologie und als Gruppen automorpher Funktionen
auf. SchlieBlich betrachten wir in § 4 eine besondere Klasse von Untergruppen
beliebiger freier Produkte und eine Zerlegung dieser Untergruppen in freie
Produkte.

§ 1.

Es ist klar, da8 jede Gruppe ohne Elemente von unendlicher Ordnung?)
und jede kommutative Gruppe nicht in ein freies Produkt zerlegbar ist. Wir
wollen deshalb Untergruppen ohne freie Elemente und kommutative Unter-
gruppen von einem freien Produkte betrachten und machen dabei keine
Voraussetzungen iiber die Struktur von Faktoren dieses Produktes selbst.

" Es sei G = IaIH,,. Dann gilt der
© Hilfssatz: Ist das Element g = hy hy. .. k;8). von endlicher Ordnung
und st k > 1, so muf hy, = k71 sein.

In der Tat, die Gleichheit g» = 1 gibt uns im entgegengesetzten Falle
eine nichtidentische Relation in G, da keine Abkiirzungen vollzogen wiirden.

5 Q. Schreler, 1. c, §2.

- %) Eine Untergruppe von einem freien Produkto kann eventuell nur aus einem
einzigen solchen Faktor bestehen, also unzerlegbar sein.

7) Wir werden sagen — eine Gruppe ohne freie Elemente.

8) Elemepte g, f, h, usw. gehbren zu den Gruppen G bzw. F, H .
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Satz 1. Jede Untergruppe F ohne freie Elemente von einem freien Produkte
G = II H, wst mit einer Untergruppe eines Faktors H, konjugiert.

Beweis. Es seil die minimale Lange der Elemente von F. Ist l =1,
also enthilt F ein A C H,, so soll

FcH,

gein. In der Tat, es sei f = h;hy ... hy und & > 1; dann ist, vermége
des Hilfssatzes, k, = h7*. Das Element f& widerspricht aber diesem Hilfs-
satze, also kann es nicht von endlicher Ordnung sein.

Wir setzen den Satz als bewiesen voraus fiir jede Untergruppe, deren
minimale Linge < I ist. Die unkiirzbaren Darstellungen zweier beliebiger
Elemente £, f, von F miissen das nimliche letzte Element haben, f, == A,¢, A1,
fs = h,g,h7?, um das Element f, f, im Einklang mit dem Hllfssa,tze be1-
zubehalten Aber die Untergruppe

= h; Fh,
hat die minimale Léinge | — 2 und es soll deshalb
F,=gH,qg?

mit H, C H, sein. Daraus ergibt sich, daB

= (hy9) Ha (h, 9)
ist und damit ist der Satz bewiesen.

Aus diesem Satze folgt, daBl ein freies Produkt nur dann Elemente von
endlicher Ordnung enthélt, wenn solche Elemente mindestens in einem
Faktor H, enthalten sind.

Satz 2. Jede kommutative Untergruppe F von einem freten Produkte
G = IaI H,, die keine zyklische Gruppe von der Ordnung Null ist, ist mit einer

Untergruppe eines Faktors H, konmjugiert.

Beweis. Wir diirfen sogar annehmen, da F iiberhaupt keine zyklische
Gruppe ist, weil der Fall der endlichen zyklischen Gruppen dem Satze 1
unterliegt.

Es sei f ein Element von F von minimaler Linge. Wir werden dabei
annehmen, dafl das erste und das letzte Element von der unkiirzbaren Dar-
stellung fiir f keine zueinander inverse Elemente sind. Wire in der Tat

=999
" 8o hétten wir die Gruppe F' = gF g~ betrachtet; die Richtigkeit des Satzes
- fiir F' zoge dieselbe fiir F' nach sich. Bei diesen Voraussetzungen wird unser

Satz dann und nur dann nch’clg sein, wenn die ganze Gruppe F zu einem H,
gehort,

Es sei I(f) > L. Man bezeichne mit {f} die zyklische Gruppe des
Elementes f. -. Aus der Menge F — {f} (sie ist nach Voraussetzung nichtleer)
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wihlen wir ein Element ' von minimaler Lénge. Nach iiber f gemachten
Voraussetzungen laBt entweder ff' oder f-1f' keine Abkiirzungen zu; wir
nehmen das erste an.
Da F kommutativ ist, ist
i =ff
Diese Gleichheit soll keine nichtidentische Relation sein, also muB, da

L= L) st
fl=ff1'

mit I () < I(f) sein®). f, muB daher zu {f} gehoren, aber dann gehért
auch zu {f}. Die Voraussetzung I(f) > 1 fiihrt also zu einem Widerspruch.

Es sei nun I (f) = 1, f = k., © H,, aber F enthalte ein Element f mit
I(f) > 1. Wir setzen voraus, dafl das erste Element von unkiirzbarer Dar-
stellung fiir /* nicht zum Faktor H, gehort1?). Die Relation

tHr=Frt
ist aber jetzt nichtidentisch.
§2. A

Es sei G das freie Produkt von Gruppen H, K, G = HK, und es sei H
der kleinste Normalteiler von @, der H enthilt. Nach Schreierll) erhilt
man die Faktorgruppe von @ nach H, indem man zu den Relationen von &
die Relationen 2 = 1 hinzufiigt, wobei % alle Elemente von H durchléuft,
Nach der in der Einleitung gemachten Bemerkung ist ein freies Produkt
durch die Gesamtheit der Erzeugenden und definierenden Relationen seiner
Komponenten gegeben, und hieraus folgt unmittelbar der _

Hilfssatz: K ist mit der Faktorgruppe von G nach H isomorph, K ~ G/H.

Dieser Hilfssatz und die Sétze 1 und 2 des § 1 erlauben uns Beziehungen
zwischen verschiedenen Zerlegungen des freien Produktes von Gruppen ohne
freie Elemente und kommutativen Gruppen zu finden. Es gilt namlich der
folgende , :
Satz 3. (Der Isomorphiesatz.) Isi eine Gruppe G auf 2wei Arten als
freies Produkt dargestellt,

'G=gm=gh .

wo sowohl jedes H, als auch jedes Fg entweder eine beliebige Gruppe ohne freie
Elemente oder eine beliebige kommutative Gruppe ist, so lassen sich die Faktoren

%) ff, ist eine Darstellung ohne Abkiirzungen, d. h. das letate Element von f
und das erste Element von f, sind keine inversen Elemente, obwohl sie zu demselben
Faktor H, gehoren kénnen; in diesem Falle ist die unkiirzbare Darstellung fiir ff, die
Zusammensetzung derselben fiir f und f, ,,mit einer Vereinigung*‘.

10) Sei im Gegenteil k|, dieses Element, 8o hatten wir die Gruppe F, = k-1 Fh/,
betrachtet, denn I (h;1h k) = L. )

11) Q. Schreier, L c,, S.170—-171.
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dieser beiden Zerlegungen so einander eineindeutiq zuordnen, daf enisprechende
Gruppen isomorph sind. Sind diese entsprechenden Fakioren keine unendlichen
zyklischen Gruppen, so sind sie sogar in G konjugiert.

Beweis. Es sei H, einer von den Faktoren H,, der keine zyklische
Gruppe von der Ordnung Null ist; er soll nach den Sitzen 1, 2 mit einer
Untergruppe F; von einem Faktor F, der zweiten Zerlegung konjugiert sein,

(1) H1 =91—1F1,91'
F, ist daher auch keine zyklische Gruppe von der Ordnung Null und mu

selbst mit einer Untergruppe H; von einem Faktor H, der ersten Zerlegung
konjugiert sein,

(2) F,=9¢;'H,q,,
algo ist

(3) F;=g7'H, g,
mit Hy € H,, Wegen (1) und (3) erhalten wir
(4) =97 195 Hy g, 9y

Diese Relation gibt uns nichtidentische Relationen fiir G' in allen Fillen
auBer bei g, = g;7121%), wo kb ein Element von einem H, ist. In diesem
letzten Falle ist

(5) ' H =htH/h,
was aber auch nur dann méglich ist, wenn % ein Element und Hj eine Unter-

gruppe von H, ist, also ist H; = H,.
H, ist jetzt eine Untergruppe von H, und wir haben wegen (1)

(6) H, =g 'Fyg,
@nit FycF, Aus (2) und (6) erhalten wir nun
(M Fi=9797"F) 0,9,

Ist R5=1, so wird I(g,) > l(g,) sein und (7) gibt uns gewil nichtidentische
Relationen fiir . Es soll daher A =1, d.h. g, = ¢g;7 sein. Jetzt "ist
H, = H, und folglich H; == H,, d.h. F, und H, sind einander konjugiert.

Es blexbt uns nur unendhche zyklische Faktoren zu betrachten. Es
sei K, das freie Produkt der unendlichen zyklischen Faktoren von der ersten
Zerlegung, L, dasselbe fiir alle anderen Faktoren. G ist dann ein freies
Produkt von L, und K;,, @ = L,K,; dabei ist K, eine freie Gruppe. Des-
gleichen gibt uns die zweite Zerlegung @ = L, K,. Nach dem oben Bewiesenen
bestimmen L, und L2 denselben kleinsten Normalteﬂer, a

) A

1) Darunter ist eine unkiirzbare Darstellung tiir g, zu ierstehon. .
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also gilt nach dem Hilfssatz aus § 2 der Isomorphismus

' K, ~K,.

Fiir freie Gruppen ist aber die Machtigkeit der Menge aller Erzeugenden
(d. h. die Méchtigkeit der Menge freier Faktoren von einer Zerlegung) in-
variant13).

Der Isomorphiesatz ist damit vollstindig bewiesen.

Wir betonen, dall beide in diesem Satze in Betracht kommenden Zer-
legungen nur Faktoren ohne freie Elemente und kommutative Faktoren
enthalten. Und zwar wissen wir nicht, ob fiir ein freies Produkt von Gruppen
ohne freie Elemente und kommutative Gruppen eine Zerlegung mit unzer-
legbaren Faktoren von einer anderen Struktur méglich ist oder nicht. Fiir
freie Produkte von zyklischen Gruppen wird iibrigens die Unmoglichkeit;
golcher Zerlegungen aus den Betrachtungen des §3 folgen.

Der Satz3 erlaubt uns den Invarianzsatz fiir ein freies Produkt vom
zyklischen Gruppen mit einer vereiniglen Untergruppe zu beweisen. Solche
Gruppen sind von Schreier4) bestimmt worden. Dies ist (in unserem Falle)
eine Gruppe G mit Erzeugenden %,1%); zu jeder Erzeugenden %, stellt man eine
ganze positive Zahl n,(> 1) — der Ezponent von h, — fest. Dann bilden die
Relationen :

h:“ = h;ﬁ
fir alle «, B ein vollsténdiges System der definierenden Relationen von G.
Die zyklische Untergruppe {4’} ist die vereinigte Untergruppe; sie ist offenbar
das Zentrum von G. Die Faktorgruppe von G' nach dem Zentrum ist ein
freies Produkt von endlichen zyklischen Gruppen. Es gilt also, vermdge
des Satzes 3,

Satz 4. Es sev eime Gruppe G auf zwer Arten als freies Produkt von
unendlichen zyklischen Gruppen mit einer vereinigten Untergruppe dargestellt.
Dann lassen sich die Erzeugenden dieser beiden Zerlegungen so einander ein-
eindeutig zuordnen, dap die Exzponenten von entsprechenden Erzeugenden gleich
sund, d. k. die Menge aller Emponenten n, st invariant®).

Dieser Satz 1aBt sich ohne weiteres auf einige andere freie Produkte
mit einer vereinigten Untergruppe iibertragen.

§3.
© Wir wollen jetzt die Struktur der Untergruppen von einem freien
Produkte untersuchen. Wir miissen uns dabei auf einen sehr speziellen Fall

" '18) Vgl. FuBnote 5). '
14) Vgl. FuBnote 3).
18) o durchlauft eine beliebige Indexmenge.
18) Dieser Satz ist, im Falle zweier Erzeugenden, von Schreier bewiesen. Vgl.
0. Schreier, Uber die Gruppen A®B® = 1, Hamb. Abhandl. 8 (1924), S.167—169.
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beschrinken — der Fall des freien Produktes von zyklischen Gruppen; fiir
geometrische und funktionentheoretische Anwendungen ist dieser Fall den-
noch am wichtigsten.

Unsere Betrachtungen stiitzen sich auf folgenden

Satz von Schreier'?). Es sei eine Gruppe G mit Erzeugenden {s}
und definierenden Relationen ¢ (s) =: 118) und eine ihrer Untergruppen F
gegeben. In jeder Restklasse F - g soll ein Element g als Représentant gewdhlt
werden, wobei g nicht nur ein festes Element aus F - g bedeutet, sondern auch
dessen festgewihlte Darstellung als Potenzprodukt in s andeuten soll,
Gehort das Element § = I] 8/i(e; = + 1) zu den Repriisentanten, so soll

i=1

auch jeder Abschnitt ]] s/1(k =1, 2, ..., n) unter den Reprisentanten vor-
=1

kommen??). Alle Elemente g s gs—?, welche 5= 1 sind, bilden ein erzeugendes
System fiir F.

In der Tat, ist f = s s*... ;" C F (e; = + 1) und sei k; = ﬁsf‘, k,= 1,
8o hat man = ‘
M f= I Risi B,
Aber -
ki asikit =Kk siki_187% K187 kit = (ks ks )t

Die Darstellung (1) des Elementes f durch Erzeugende 9sgs! soll mit f*
bezeichnet werden.

Die Untergruppe F wird jetzt durch die Relationen (g ¢ (s)g=)* = 1 fuir
alle g und @ bestimmt.

Dieser Satz erlaubt uns die Untergruppen des freien Produktes von
zyklischen Gruppen ohne Miihe zu untersuchen. Es gilt niamlich folgender
Satz:

Satz 5. Jede Untergruppe des freien Produktes G von beliebigen zyklischen
Gruppen kann in ein freies Produkt zerlegt werden, dessen jeder Faktor entweder
eine zylrlzsche Gruppe von der Ordnung Null oder mit einer Untergruppe von
etnem Faktor von G konjugiert ist.

Beweis. Es sei @ = II H, und jeder Faktor H, eine zyklische Gruppe
mit dem erzeugenden Element h, und der definierenden Relation AZ* =1

. (1@,, ist eine ganze positive Zahl = 2 oder Null). Wir betrachten eine beheb1ge
Untergruppe F von G und setzen voraus, da die Reprasentanten g im Ein-

17) Q. Schreier, 1. c¢. 8); W. Hurewicz, 1. c. ¢).
. w.. ') @(s) bedeuten Potenzprodukte in s.
L1 f=T=1
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klang mit den Bedingungen des Schreierschen Satzes gewihlt werden. Die
Gruppe ¥ wird nun durch die Erzeugenden gh, gh3' (# 1) und die Relationen

) (R=5-1) = 1
fiir alle « und g bestimmt.

Wir bezeichnen mit % eines von den Elementen k,, A* = 1, und mit ¢
einen von den Reprisentanten, g = g. Die Relation (2) lautet nun:

(3) (ghgh) (ghhghi—y)... (gh—1hg—1) = 1%).
Das Element (gh*h gh¥+1—1) tritt auBerdem in allen Relationen
(4) (gh? hrgh? —1)* = 1
auf, aber diese sind mit (3) gleichwertig, denn ist gh? = fghv, f C F, s0 gilt

(8) gh?h = fgh?h = fghP+1 = ghp*1.

Keine andere von den Relationen (2) enthilt diese Erzeugende, da fiir einen
Reprisentanten g’ aus gh* == g'h!

(6) g =fght-t=gh=T

folgt.

Behilt man nur eine von diesen gleichwertigen Relationen (4), z.B. (3),
bei, so wird eine Erzeugende gk g2~ in keinen zwei von den iibriggebliebenen
definierenden Relationen enthalten sein.

Man betrachte jetzt die Relation (3) néher; wenn ihre linke Seite nicht
verschwindet, so sollen mindestens zwei ihrer Faktoren verschieden von 1
sein, also wird (3) wirklich Erzeugende von F enthalten.

Wenn alle g, gk, ..., gh"—* voneinander verschieden sind, so sind
alle in (3) enthaltenen, von 1 verschiedenen Erzeugende auch voneinander
verschieden. Wirft man eine von diesen Erzeugenden ab, so gibt es unter
den iibriggebliebenen Er¥eugenden keine Relationen; die von ihnen be-
stimmten zyklischen Gruppen sind unendlich und treten als freie Faktoren

von F auf. L .
Es sei nun g = gh*, aber von gh, ..., gh*—1 verschieden. Fiir alle

l,p gilt

(™ ght = ghttpk,

In der Tat, auf Grund g = fgh* ist

(8) ghek = fghrk = f'ghP—Dk = |, =g,
also ist

(9) gRFPE = fL gl + Pk = (f, gh?¥) W = fyg bt = gL

Daraus folgt, daB % ein Teiler von n, n = km, sein muB.

20) Die Faktoren, welche durch g selbst entstehen, sind alle gleich 1, denn jeder
Abschnitt von g ist selbst ein Reprisentant.
Msthematische Annalen. 108. 3
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Das Element

(10) (ghgh=") (ghhghi=1)...(ghF=Thgh¥~1) = gh¥g~"
gehort zur Gruppe F und die Relation (3) lautet nun
(11) (ghtg=Hm = 1.

Wir werden jetzt dieses Element zu den Erzeugenden rechnen und eine in (3)
enthaltene Erzeugende abwerfen?!). Die von diesen neuen Erzeugenden
bestimmten zyklischen Gruppen treten nun als freic Faktoren von F auf.
Die Gruppe {g—'h*g} ist mit einer Untergruppe von H (= H,, wenn h = A,
ist) konjugiert (ist & = 1, so ist sie mit H selbst konjugiert); alle anderen hier
betrachteten zyklischen Gruppen sind von der Ordnung Null.

Der Satz 5 ist hiermit bewiesen.

Aus diesem Satze folgt unter anderem, dafl jede unzerlegbare (in freies
Produkt) Untergruppe des freien Produktes von zyklischen Gruppen entweder
eine zyklische Gruppe von der Ordnung Null ist oder mit einer Untergruppe
von einem H, konjugiert sein muB. Der Isomorphiesatz, welcher von uns
in §2 bewiesen worden ist, gilt daher fiir beliebige Zerlegungen des freien
Produktes von zyklischen Gruppen, Zerlegungen in ein freies Produkt von
unzerlegbaren Faktoren.

Aus dem Satze 5 folgt auch

Satz 6. Die Kommutatorgruppe eines freien Produrtes von zyklischen
Gruppen st eine freie Gruppe®?).

In der Tat, die Exponentensumme von einem jeden Elemente %, in jedem
Elemente von der Kommutatorgruppe ist = 0 (mod n,), also enthélt diese
Gruppe kein Element, welches mit einem %, konjugiert wiire. )

§ 4. >

Im vorhergehenden Paragraphen betrachteter'l wir die freien Produkte
von zyklischen Gruppen. Ist jetzt G = ITH, ein freies Produkt von beliebigen

Gruppen, so werden wir nur einige von seinen Untergruppen untersuchen,

. und zwar:

Es sei F eine Untergruppe von G. Sie enthilt im allgemeinen einige mit k,
konjugierte Flemente, welche Transformationen heiflen sollen. Wir werden
nun annehmen, daf F von seinen Transformationen erzeugt wird, es ist also
jedes Element von F gleich einem Produkte von zu F gehérenden Trans-

31) Dies ist moglich, denn man kann das abgeworfene Element durch neue Er-
zeugende darstellen.

%) Den Fall einer Gruppe mit zwei Erzeugenden &, b und definierenden Relationen
a®==b% = 1 betrachtet W.Magnus, Untersuchungen iiber einige unendliche dis-
kontinuierliche Gruppen, § 5, Math. Annalen 105 (1931), S. 52— 74.
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formationen; der kleinste Normalteiler H, iiber H, ist ein Beispiel solcher
Untergruppen.

Satz 7. Is sei F cine Untergruppe von einem freien Produkte G = {,7 H,,
die von thren Transformationen erzeugt wird. Dann ist F ein freies Produkt
von Untergruppen, welche mit Untergruppen von einigen H, kongugiert sind.

Beweis. Wir sagen, daB die Transformation [ = g-1h,g C F einer
anderen Transformation f € F vorangeht, wenn

L <)

= g"‘h;’g,h,,g
geschrieben werden kann; ¢, soll dabei dieses %, nicht als sein erstes (und
hz! nicht als sein letztes) Element haben.

Hat eine Transformation f = g-1k,g keine vorangehenden, so soll sie
Elementartransformation von F heien. Zugleich mit g-14, ¢ ist auch jedes
Element von dem Durchschnitt F ~g¢g-'H,g = H,, , eine Elementartrans-
formation von F. Wir wollen beweisen, daB alle von 1 verschiedenen H, ,
ein fretes Produkt bilden.

Dazu geniigt es, wie leicht zu sehen ist, zu beweisen, da jedes Produkt

k
T (97" higa),

=1
wo jeder Faktor eine Elementartransformation von F ist und je zwei be-
nachbarte Faktoren zu verschiedenen H, , gehoren, die unkiirzbare Dar-
stellung

ist und f’ in Gestalt von

k
‘E("f‘h«.«h) =gi kg kg .. B i

hat; hier ist g® ein Element von G,| welches, falls #; und %, zu derselben
Gruppe H, gehoren, von 1 gewiB verschieden sein muB. Fiir alle Produkte
von k — 1 Faktoren setzen wir unsere Behauptung als richtig voraus, d. h.

k—1
ig (97 higs) = g hyg'hy ... hy—1gx—13

wir wollen nun zu diesem Produkte einen Faktor gi'Z%,g; hinzufiigen.

Ist gx—1 = g1, 50 miissen, da benachbarte Faktoren zu verschiedenen H, ,
gehoren, A;_, und %, zu verschiedenen H, gehoren; unsere Behauptung ist
daher in diesem Falle bewiesen.

Ist ge—1 = g*g, gx = g**g®), wo ¢*=1, ¢**=1 und g%, g**
verschiedene letzte Elemente haben, so erhalten wir

k
z'-l_-I1 97 higs) = 97 R g oo By (9% 9** 1) Bi g
mit g*g**—1 = gk—D 4 1.

28) Unkiirzbare Darstellung.
3*
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Ist endlich g, = ggr—,23), so ist
k —
‘”(gi—lhig() = gr‘h, g' v hr—a9 1kkgk-
=1

Hatte g ein Element %;_,, das mit k;_, zu derselben Gruppe H, gehort, als
sein letztes Element, wire also

O =9"h_1qx—, = g* hi—1 Be—1 -1,
8o ginge das Element g;L , A;_, gy—, dem Elemente g%' kg voran, also wire
dieses letztere keine Elementartransformation.

Unsere Behauptung ist jetzt in allen Fallen bewiesen. Es gibt also keine
nichtidentischen Relationen, welche Elemente von verschiedenen H,, , ver-
binden.

Jede Transformation von F gehort zu ITH ., g- (F wird von seinen Trans-
formationen erzeugt und wir erhalten daher die Gleichung F = ITH, ,.)

Es sei f eine Transformation von F, aber keine Elementartransformation;
es gibt also eine solche Transformation = g7 *k,g9, von F, I(f') < l(j),
daB die Darstellung

f =97k g Ry gy
gilt. Das Element f'ff'~! = ¢;'gg, hat eine kleinere Liinge als f, und wir
setzen voraus, indem wir vollstindige Induktion anwenden, daB fff-!
und /' schon zu /7H, , gehéren; dann gehért f auch zu I7H, ,.

Der Satz 7 ist bewiesen.

(Eingegangen am 12. 5. 1932.)
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