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Einige Siitze iiber ganzzahlige Losungen gewisser
Gleichungen und Ungleichungen.

Von
Th. Skolem in Oslo (Kristiania).

Einleitung.

Die vorliegende Arbeit enthdlt Sitze iiber die Verteilung der Gitter-
punkte teils auf gewissen Kurven, teils in gewissen Bereichen, némlich
Streifen, deren Hohe (Ordinatendifferenz der beiden begrenzenden Kurven)
gegen Null abnimmt, wenn die Abszisse unendlich groB wird. Liegt eine
Kurve in einem solchen Streifen oder bildet ganz oder teilweise seine
Begrenzung, sage ich, daB der Streifen eine asymptotische Umgebung der
Kurve ist.

In §1 wird bewiesen, daB die Gitterpunktdichte = 0 wird in jeder
asymptotischen Umgebung von Kurven, die einigen sehr umfassenden Klassen
angehdren. Ich will zwei einfache Ergebnisse besonders hervorheben: Be-
deutet f,(z) die n-te Differenzfunktion von f(z), so ist in folgenden
beiden Fillen die Gitterpunktdichte jeder asymptotischen Umgebung der
Kurve y = f(z) gleich Null:

1. Es gibt ein solches n, daB lim f,(z) = C ist, C irrationale Kon-

Z—>x

stante.
2. Es ist fiir ein gewisses n lim f,(z)=0, dagegen zf,(z)abs.
z>®
> Konstante fiir alle groBen z.

In § 2 werden asymptotische Umgebungen von schwierigeren Kurven
betrachtet. Es wird bewiesen, daB die Gitterpunktdichte — 0 ist, wenn
die Hohe des Streifens mit einer gewissen Schnelligkeit gegen 0 abnimmt
fiir unendliches . Um die Erfiillbarkeit einer Voraussetzung zu zeigen, wird
an einer Stelle ein Satz von O. Perron?) iiber Annaherungswerte algebrai-

Y) Math. Annalen 83.
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scher Zahlen benutzt. Es wird in diesen Fillen durch Gegenbeispiele gezeigt,
daB die Verteilungsdichte > 0 werden kann, wenn die Hohe des Streifens
im Unendlichen nicht hinreichend schnell abnimmt. Fiir beliebige Funk-

1
tionen derart, daB f (fx(:) )

wird, wird gezeigt, wie man leicht solche Zahlen £ finden kann, daB in
gewissen asymptotischen Umgebungen von y = ¢ f(z) die durchschnittliche
Gitterpunktdichte > 0 ist. Zum Schlusse wird ein Satz iiber die Vertei-
lung ganzer Werte ganzer transzendenter Funktionen fiir ganze Werte der
unabhiingigen Verénderlichen bewiesen.

In § 3 behandle ich die Beziehung der hier bewiesenen Verteilungs-
sitze zu den Sitzen iiber die Gleichverteilung von Zahlen mod 1. Die
beiden Gruppen von Sitzen haben untereinander eine weitgehende Ver-
wandtschaft. Die Gleichverteilungssitze sagen mehr aus; soviel ich weiS,
sind sie aber nur in spezielleren Fillen und mittels bedeutend komplizier-
terer Betrachtungen bewiesen.

In § 4 beweise ich einige genauere Sitze fiir asymptotische Umgebungen

fiir unendlich wachsendes 2 selbst unendlich

der Kurven y = Zn,’ a;z%. Z.B. wird gezeigt, daB8 die primitiven Gitter-
i=0

punkte jedes Streifens |(y — e« )z | < Konst., « irrational, mindestens so

zerstreut liegen, wie die Glieder einer wachsenden geometrischen Reihe.

In § 5 beweise ich, da einige Gleichungen nur endlich viele Losungen
in ganzen Zahlen z und y haben. Diese Entwicklungen konnen als Er-
weiterungen einiger Satze von C. Runge?) angesehen werden, in dem Sinne,
daB man hier auch transzendente Funktionen beriicksichtigt. Z. B. wird
folgender Satz hier bewiesen:

o L
Die Reihe > &« » seikonvergent fiir hinreichend groBe z, » und » seien
=0 - n—r
ganz positiv und «, Zahlen eines algebraischen Kérpers. Ist y = Yo, 2 *

r=0
emne transzendente oder gebrochen-algebraische Funktion von z, so gibt

es nur endlich viele ganze Zahlen z, fiir welche auch y ganz wird.
Eine Verallgemeinerung hiervon wird angegeben.

Was die Beziehung dieser Arbeit zur iibrigen Literatur iiber Gitter-
punkte betrifft, ist noch folgendes zu sagen: Die wichtigsten bisherigen
Untersuchungen iiber Gitterpunkte bestehen entweder in der Abschitzung der
Zahl der Gitterpunkte in geschlossenen Bereichen (Landau, van der Corput)
oder griinden sich auf die Sitze Minkowskis iiber konvexe Figuren. Die
dabei entwickelten Methoden sind wohl aber kaum brauchbar, wenn man

%) Journal fiir die r. und a. Mathematik 100.
1-*
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die Gitterpunktdichte in asymptotischen Streifen beurteilen will; héchstens
kann man die Sdtze von Minkowski auf asymptotische Umgebungen von
Geraden anwenden, was ja schon Minkowski selbst gemacht hat. In diesem
speziellen Falle kann man iibrigens auch die Kettenbruchtheorie anwenden.

Die Beweise in vorliegender Abhandlung sind ganz elementar. Fast
alles ist auf folgendem einfachem Prinzip aufgebaut:

Ist f(z,, %,,...) eine Funktion derart, daBl sie einen ganzen Wert
haben muf} fiir ganze Werte von z,, z,, ..., und hat man

0 < foy; @y o)< 1,y

so muB mindestens eine der Zahlen z,, z,,... nicht ganz sein.
An einer einzigen Stelle (in § 4) benutze ich die Tatsache, daf
zwischen @ und @ 4 1, @ reell, eine ganze Zahl vorhanden ist.

§1.

Uber die Verteilungsdichte der Abszissen der Gitterpunkte in gewissen
asymptotischen Streifen.

Definition 1. Es sei N(u,») die Zahl der Elemente einer Menge M
ganzer positiver Zahlen, die >pu und <» sind, x <» vorausgesetzt.
Dann nenne ich den Quotienten

N(u,v)
y—pu+1

die Dichie der Menge M im Intervalle p bis »v.

Falls der Quotient
N(1,»)
v
sich einer Grenze g nihert, wenn v ins Unendliche wichst, nenne ich g
die durchschnittliche Verteilungsdichte der Menge M in der ganzen Zahlen-
reihe. Falls kein eindeutig bestimmter Grenzwert existiert, miissen doch

Héufungswerte fiir » — oo vorhanden sein, da die Quotienten %v—) alle

zwischen 0 und 1 liegen. Jeden solchen Haufungswert kann man eine
durchschnittliche Dichte der Menge M nennen.
Im folgenden wird oft der folgende Satz benutzt:

Satz 1.. Gibt es zu jeder positiven Zahl m eine andere positive
Zahl wu, welche eine Funkiion u(m) wvon m ist, derart, daf3 die Dichte
von M im Intervalle u bis w1 fir alle hinreichend grofen Werte von 1,

etwa 1>1(m), < % 1st, so hat M die Dichte Null.
Beweis. Es sei m > 1 und
1>2(2m—1)u(2m).
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Der Annahme zufolge ist die Dichte < ﬁ in jedem Intervalle, das nur
Zahlen > u(2m) enthilt, wenn die Linge > 1(2m) ist. Man bekommt
also, wenn zugleich I > 1(2m) ist,

N(1,l)< ,u(2m)-+l_"(2”‘)=(2"‘—1)#(2m)+l§

l
2m 2m m

und folglich
N(1,1) 1
1 <w
m
Die Dichte von M ist also < % in jedem hinreichend langen Inter-
valle 1 bis I. Da m beliebig gro war, kann M nur die durchschnittliche
Dichte Null haben.
Definition 2. Unter einem asymptotischen Streifen oder einer asym-
ptotischen Umgebung der Kurve

, : y=1(z)
verstehe ich jedes Gebiet

y=f(z)+d%¢p(z), 0ZL9<L1, lime(z)=0.

> >

Satz 2. Besitzt die n-te Differenzfunktion f,(x) esner Funktion f(z)
einen trrationalen Grenzwert C fir x— 0o, so hat die Menge der Gitter-

punktabszissen jedes asymptotischen Streifens der Kurve y = f(z) die
Dichte Null.

Beweis. Ich schreibe
(%, z)=rF(z) +%p(x), lme(z)=0,

indem der Streifen durch 0 < ¢ <1 gegeben ist.

Die Zahl m werde > 7, ganz positiv und sonst beliebig gewihlt;
weiter seien 7y, 7,,...,7 solche ganze Zahlen, daB

O=r<r<...<r,<m.
Endlich seien ¢, (4=0,1,...,7) Zahlen aus dem Intervall 0 < 8 < 1.
Aus den Gleichungen
fBpatr)=1(2)+1,(2)(T) +-- +1u(2) () + 9, (@) + %o (@ + 1)

(6=0,1,...,n),
wo

0@ =Fosa (@) (, 7)) F fare (@), 30) + oo F (@)

gesetzt ist, bekommt man durch Multiplikation mit den Unterdeter-
linanten 4, welche zu den Gliedern der letzten Spalte der Determinante
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gehoéren, und nachherige Addition aller Gleichungen
n n n
%Ai f(%, 2 +r)=Df,(2) +.->—70Aigr, (=) +_2(7) A, p(x+1y).
= 1= 1=

Wenn 7 festgehalten wird, gibt es nur endlich viele mogliche Wahlen
der Zahlen 7. Dabei kann also auch D nur endlich viele verschiedene
Werte haben. Da limf, (z) = C irrational ist, kann man eine so groBe

positive Zahl G, finden, daB fiir alle > G, der Unterschied zwischen
D f,(x) und der nichsten ganzen Zahl > d wird fiir alle Werte von D.

Nun sei
d-27=1
E= ————,
(n+1)4.3™
wobei 4 =max( 4, ,...,|4,]) fiir alle Wahlen der r gesetzt ist. Dann
gibt es eine so grofe positive Zahl G,, dafl
[f(2) = Cl<e

fiir alle # > G,. Aus der Beziehung

v v

forr@) =2 (=" () fu(z+r—1) = 3 (=17 () (fu(a+7—7)— C)

r=0 =0
folgt fiir alle > G, und alle ganzen positiven »

| fuir (7)1 <27
und also auch

01 < (2 )+ ) e

Fiir z > G, gilt deshalb, wenn man die angegebene obere Schranke fiir &

beriicksichtigt,
d
19.(2)| < smrma

AuBlerdem gibt es eine so groBe positive Zahl @,, daB

) d
o) < 3mTna
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bleibt, wenn z > G,. Fiir alle z > max (@,, G,) ist deshalb

s n
| g 3! | _d
327‘4‘5’ft(2">!<—2"’ I-../ %do(z+rn)| <3
1=0 =0

4

Dann sieht man aber, daB fiir alle z > max(@,, G,, G;) die Summe
__Z()Aif(ﬁiv z+r,)

nie ganz sein kann. Da die Zahlen 4; alle ganz sind, muB8 mindestens
eine der Zahlen f(¥;, z -~ r;) nicht ganz sein. Die Dichte der Gitterpunkt-

abszissen in jedem Intervalle x bis 2 + m ist also hdchstens gleich %,

wenn z > max(G,, G,, G;) ist. Betrachtet man ein Intervall z bis z 1,
wobei
mh<l<m(h+1), k ganz positiv,
n(h-+1)
mh

Da in dieser Betrachtung m beliebig groB war, folgt nach Satz 1 die
Richtigkeit des Satzes 2.

Korollar. Die Verteilungsdichte der ganzen Zahlen z, fiir welche
die Beziehung

so wird die Dichte darin offenbar <

, was fiir b > 1 immer < 2;? ist.

0<y—Sazm"<e(z), lme(z)=0,
r=0 Tr®

fiir ein ganzes y stattfindet, ist Null, wenn unter den Koeffizienten a,
mindestens ein irrationaler vorkommt.

Hieraus folgt speziell wieder: Ist
f(z)=

7

a, ",

g[\de

und hat die Menge der ganzen positiven Zahlen z, fiir welche f(z) ganz
rational ist, eine Dichte > 0, so mufl f(z) ein Polynom sein mit ratio-
nalen Koeffizienten?).

Ein weiteres Beispiel der Anwendung des Satzes 2 ist: Im Streifen

Yy=ax+bdblogz+d-p(z), 0<9<L1, limg(z)=0, a irrational,

T

sind die Gitterpunkte so verteilt, daB ihre Abszissen nur eine verschwin-
dende Dichte haben.

_ %) Diesen Satz habe ich in meiner Abhandlung: Untersuchungen iiber die még-
lichen Verteilungen ganzzahliger Losungen gewisser Gleichungen, S. 11 (Kristiania
Vid. selskaps skrifter 1921) bewiesen.
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Satz 3. Nimmt die erste Differenzfunktion f,(z) von f(z) fir un-
endlich wachsendes x monoton gegen Null ab, aber so, daf

zf,(z)>C, C positive Konstante,
blesbt, so hat die Menge M der Gitterpunkiabszissen jeder asympiotischen
Umgebung der Kurve y = f(z) die Dichte Null.
Beweis. Die Umgebung sei durch die Beziehung

y:f(ﬁ,x)=f(x)—{—0<p(x), Oéﬂél’ hm(ﬁ(x):O

z>®
gegeben.

Die Zahlen der Menge M sind gruppenweise mit leeren Zwischen-
raumen verteilt, wobei jede Gruppe einem bestimmten Werte y entspricht,
wenn man nur so groBe Werte von z beriicksichtigt, daB z. B. |p(2)| <}
und |f; ()] £} bleiben. Falls namlich sowohl z wie z -+ 1 zu M gehéren,
die entsprechenden y aber verschieden sind, bekommt man

fle) +d9(x) =y
fla+1)+dp(z+1)=y,
file)=y'—y—¥p(z+1)+d¢(z)
und daraus, falls |[@ () und [@ (2 +1)i beide < 3 sind,

woraus

| ¥ 1
Ifi(z)] > 3"
Es sei nun 2, die kleinste und z, die groBte Zahl in M, fiir welche
y den ganzen Wert y, hat. Allgemein sei z,,_, die kleinste und z,, die
groBte Zahl in M, fiir welche y den ganzen Wert y, hat. Dabei soll
Y, < Yo < ... sein. Dann gelten Gleichungen der Form
Yn = f(z-zn—1) -+ "9199 (zzn—ﬂ,
Un =F(%2a) + P29 (2n),
Yn+1=[(Zan+1) T P3¢ (Zan+1)-
Daraus bekommt man
[(2n) — f(Z2n-1) £ |@(22n)|  +|@(2an-a)!
f(Zant1) — F(@2n) 21— |@(Zan+1)! — | @ (22n) ;-
Weil f, (z) monoton abnehmen soll, wenn z wichst, mufl

et )
seln, woraus
Tyy — Xyp g < W(mg")}jalrz)(mz-_x)u .
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Ebenso muf it .

xen+1)"— (xﬁ’n)

Zop 41— Top gfl (an)
sein, woraus

1-— [ ¢(a'2x+l)l— l ¢(mh;)l’
x2n+1 _x‘lﬂg fl (x2n) .

Folglich wird, wenn o, die Dichte von M im Intervalle z,,_, bis
— 1 bedeutet,

=32n"z2n—1+1 < I¢(x2n)§+1¢(x2n—1)!+f1 (il?en)
Ton+1— Z2n—1 1—|@(aenss) |~ 1@ (220);

ZTon+1

Oy

Weiter sel 7 ein beliebiger ganzer positiver Wert von z und ¢ die
Dichte von M im Intervalle z, bis . Ist

Toy ST < Zayrrs
so bekommt man

o 6y (23— %) + 0 (Tg— X))+ ...+ Oy—1 (Xay—1— T2y—3) + Tay — Tav—1+1
- z—2z +1
und also
6, (g — 2, )+ ...+ 0v—1 (T2v—1— Tay—3) + Zay—Z2yv—1+1
xgy—xl-j—l

c
< Zay—x1+1

Ist dagegen
ZTay—1 __é_f < Zay,
so bekommt man

6_‘71(%—%)1'----+°v—1(I2v~1—-x-zv-3)+5:—2¢2w—1+1
Z—2z,+1 :

Nun ist wie frither
Zoy —@y-atl L@ (2x) 4+ @ (22v—1) : +f1 (22v)
Zawy Zay f1(22v)

PRLICRILITTCHEMEY ACH

und ebenso
Z—2py-1+1 _ {9 (@) |+ @ (z2v=-1) I +A(T)
z = C ‘

Ist nun ¢ eine beliebig gegebene positive GroBe, so kann man eine so
groBe positive Zahl G finden, daB fiir alle 2 > @

£ eC)
13° 713/°
Es werde z, > @ gewidhlt. Wihlt man auBerdem Z hinreichend groB,
so ist '

£ 50).

]tp(z)|<min(%, f,(x)<min(ﬁ,—1§

Z2, 222, —2 und Z=>2z —2.
Man findet dann durch leichte Rechnungen, daB

) Zay — 22y—1+1 £ Z—2Zay+y1+1
3 e

&
6, <% (n=1,2,. £ E:
n<g (n=1,2,... s —nitl — 2 F—z+1

e -
<3
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Folglich wird in allen Fillen offenbar
¢ < &.

Nach Satz 1 muB also M die Dichte Null haben, w. z. b. w.

Es liegt nahe zu fragen, wie die Sache sich verhilt, wenn f, (z) wohl
monoton abnehmend ist, aber so schnell gegen Null strebt, daB lim 21, (z)=0
z

>®
ist. Es ist leicht zu sehen, daB dann in vielen Fiallen die Dichte der
Gitterpunktabszissen in gewissen asymptotischen Umgebungen > 0 werden
kann. Dies ist z. B. der Fall, wenn f(2) fiir #— oo einen ganzen ratio-
nalen Grenzwert @ hat; denn setzt man dann z. B.

p(z) =G — f(x),
so ist lim ¢ () =0, und f(z)+ 9 @ (z) hat immer den ganzen Wert @
fiir 9= 1.

Hat f(z) fir z—co einen nicht-ganzen Grenzwert, so gibt es in
jeder asymptotischen Umgebung bloB endlich viele Gitterpunkte.

Auf die weitere Frage, wie es steht, wenn lim zf,(z)=0 ist, an-
dererseits aber f(z) mit z ins Unendliche wé.c}z;;, will ich hier nicht
eingehen.

Beispiel 1. Als ein Beispiel der Anwendung des Satzes 8 konnen
wir wieder den Streifen

y=r(9,x)=az+blogz + ¥¢p(z)

: 4
betrachten, jetzt aber voraussetzen, daB a eine rationale Zahl — :—,—, ist.
Dann kann nicht y ganz sein, ohne daB auch

a”"f(d,z)=a"x+a"blogz +a”" 9¢(z)
ganz wird, und dann wird auch
3=r(d x)=a"f(P,2)—a’z=a"blogz + 9a" ()

ganz. Hier erfiillt logz die fiir f(2) im Satze 3 erwidhnte Bedingung,
und auBerdem konvergiert a” ¢ () gegen Null, falls dies fiir ¢ (z) zu-
trifft. Nach Satz 3 haben also die ganzen positiven Zahlen z, fiir welche
fi(?#, z) und also auch diejenigen, fiir welche f(¥, 2) ganz wird fiir ein &
zwischen 0 und 1, die Dichte Null,

Beispiel 2. Es sel

sincx
dz,

f(x)=alogz+b)—
!

@, b und ¢ reelle Konstanten, [a|>|b.
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In jeder asymptotischen Umgebung der Kurve y = f(x) baben die
Gitterpunktabszissen die Dichtigkeit 0. Denn es ist

z+1

filz) = alogmj;l -+ bf?’i“xcxdx

und
z+1 z+1

%fsincxdx§<fﬂ____logx+l‘
x i z x
z

1
z

Folglich ist limf, () = 0. Andererseits wird
zr®

la|—|0]

21f, () > (Ja] — b)) log =Xt > (Jai — b)) (1 — o) > 1212

fir alle z > 1, und f, («) behilt auBerdem immer sein Zeichen fiir positive x.
Man kann natiirlich folgende Erweiterung des Satzes 3 aufstellen:
Sind auf einmal mehrere Kurven gegeben

y=f.(x) (r=1,2,...,u),

wobei die Funktionen f alle von der im Satze 3 angegebenen Beschaffenheit
sind, mit gewissen zugehdrigen asymptotischen Umgebungen, so haben die
Abszissen der Gitterpunkte, die iiberhaupt in jenen Umgebungen vor-
kommen, die Dichte Null.

Dies beruht darauf, daB, wie leicht einzusehen, die Dichte einer
Menge M, welche durch Vereinigung einer endlichen Zahl anderer Mengen
M,,..., M, entsteht, gleich Null sein mulB, wenn die Dichte jeder
Menge M, (r=1,2,..., u) gleich Null ist.

Satz 4. Nimmt die (n - 1)-te Differenzfunktion f, ., (z) von f(zx)
ber unendlich wachsendem x monoton gegen Null ab, aber derart, daf3

zf,.,(x)>C, C positive Konstante,

bleibt, so hat die Menge M der Gitterpunktabszissen jeder asymptotischen
Umgebung der Kurve y = f(x) die Dichte Null.
Beweis. Die ganze positive Zahl m werde > 7 und sonst beliebig

gewahlt. Dann wihle man 7y, 7, ..., r, als ganze Zahlen, so da8

08 r, <, <...<r,Sm.

In Zhnlicher Weise wie im Beweise des Satzes 2 bekommt man eine
Gleichung der Form

ié:Aif('ﬁv x+r)=Df, (z) +‘§{:A59ri(‘”) +,§ A;9,0(x+ 1)
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und
31
9. (2)| < e,
wenn z so groB ist, etwa z > G,, daB

s ()] <e.

Bei festgehaltenem m hat D blo8 endlich viele Werte, den endlich
vielen moglichen Wahlen der r entsprechend. AuBerdem ist llmg (z)=0

und lim ¢ (x +7)=0. Man kann deshalb fiir jede Wahl dor r

zr>x®

Z’Ag (x)* VﬂA?’( )= Oy (z)

schreiben, wobei 0 < © <1 und lim y(z)= 0 ist. Zufolge der erwéhnten

Erweiterung des Satzes 3 haben "also die Abszissen der Gitterpunkte, fiir
welche bei irgendeiner Wahl der r die Gleichung

y=Df,(2)+ Oy (z)
gilt, die durchschnittliche Dichte Null.
Nun sei M' die Menge der Zahlen z der Reihe 1,1+ m, 1+ 2m,...,
fiir welche S’A Jf(9;, ¢ +r;) ganz rational wird fiir irgendeine Wahl der »

und der 9. So oft z nicht zu M’ gehért, muB also mindestens eine der
Zahlen f(9;, x + r;) nicht ganz sein, d. h. im Intervall z bis  + m kénnen
héchstens » Werte von 2 zu M gehoren.

Es sei 8 eine beliebige positive GréBe. Da M’ auch nur verschwin-
dende Dichte hat, kann man eine von é und m abhingige Zahl L finden,
so daB fiir > L die Dichte von M’ im Intervall 1 bis 1 + lm immer

g% ist. Unter den Zahlen 1,1 +m,..., 1+ (I —1)m, 1 4 lm konnen
also hochstens
é é
a(m1)=01+—
zu M’ gehéren, wihrend wenigstens
é
(1—=96)l+1—_
nicht zu M’ gehoren. Weiter sei
14+imSpu<1+(14+1)m, I ganz positiv.

Wenn N, bzw. oy, die Anzahl der Elemente bzw. die Dichte der Menge M
im Intervalle 1 bis u bedeuten, bekommt man also

N, <m(8l42)+n(1—8)l+n—2s
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und
n n n n
u S8+ (1=8)+ o —mmd <d+ o+

Setzt man nun z. B.

6<%, m>—,

£

so wird offenbar
O < E.

Hierdurch ist Satz 4 bewiesen.

Korollar 1. Die Verteilungsdichte der ganzen (positiven) Zahlen z,
fiir welche die Beziehung

n—r

n A
0<y—Ja,z™ <¢(z), lmep(z)=0
=0 z>®

fiir eine ganze Zahl y stattfindet, ist Null, wenn die Summe nicht ein
Polynom mit rationalen Koeffizienten ist.

Korollar 2. TIst

n=r

flg)= é’)arx—"'—,

so kann f(z) nicht ganz sein fiir eine Menge ganzer positiver Zahlen nicht-
verschwindender Dichte, ohne daB f(z) ein Polynom mit rationalen
Koeffizienten ist*).

Korollar 3. Es sei F(z,y) ein Polynom derart, da8 kein Polynom
von z allein, statt y eingesetzt, die Gleichung F(z, y) = 0 identisch in z
befriedigt. Dann haben die Abszissen der Gitterpunkte, welche auf der
Kurve F(z,y)= 0 liegen, die Verteilungsdichte Null?).

Satz 5. Es ser
y(z) =.20’aif(x+n —17)
=
und
P(t)= i’ait”-‘,
i=0

wobei ay, ay, ..., a, ganze rationale Zahlen sind. In jeder asymptotischen
Umgebung der Kurve

y="r(z)
wird die Dichte der Gitterpunktabszissen =0 sein, wenn y(z)und P(t)
folgenden Bedingungen geniigen:

4) Diesen Satz habe ich schon 1. c. S. 13 bewiesen.
% le. S.18.
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Ist N eine ganze positive Zahl und sind Ay, A,,..., Ay solche
ganze rationale Zahlen, daf

N
>4,+0,

I=v
so ist die Dichie der Gitterpunktabszissen in jeder asymptotischen Um-
gebung der Kurve
N
y=24y(z+1)
gleich 0.
Ist Q(t)=2b; ¢’ ein solches Polynom, daf

n
P(’)Q(i)———‘kg)Bkt”‘, 0L 7y <1y ves S s

alle B, ganz rational, und zugleich passend gewdhlt, falls mehrere solche
vorhanden sind®), so soll eine positive Zahl a derart existieren, daf

Q(1)+0,
wenn die Differenzen r, ., —r; (1=0,1,...,n—1) alle > a sind.
Beweis. Die asymptotische Umgebung der Kurve y = f(z) sei
gegeben durch

y=f(¢z)=f(z) +dp(z), 0<4<1, limep(z)=0.

zrx

M sei die Menge der Abszissen der darin vorkommenden Gitterpunkte.
Man bekommt

S f(Oniy 2+ n—i)=Saf(z4+n—5)+3 0 iaip(z+n—i)
2=0 =0

i=0
= zp(x)—f—‘_)?’ﬁn-,-ai(p(z-{—n—i)
=
b Yaif(O-gsjox+n—1547)

=3by(z+7)+3b YO-irjaip(z+n—17i+7)

oder nach der Voraussetzung iiber Q (2)
SBf(3,,x+r)=Tbw(z+i)+6-8(z),
0<£6L1, limd(z)=0.

TH>x

und daraus

Nach der iiber die Funktion v (z) gemachten Voraussetzung, und weil
Q(1)=+ 0 sein soll, wird die Dichte der Mengs M’ ganzer positiver z,
fiir welche

2B [(9,,2+n)

%) Bei beliebiger Wahl der Zahlen r gibt es immer solche Polynome @ (¢).
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ganz sein kann fiir irgendwelche & zwischen 0 und 1, gleich Null sein,
wenn alle Differenzen r,,, —7,>a und die r sonst irgendwie zwischen
0 und m gewihlt sind.

Jetzt wahle ich die ganze positive Zahl m > an, setze fir 2 die
Zahlen der Reihe 1,1 +m, 1 4 2m, ... und wihle fiir jedes solche z alle
moglichen Reihen der r, fiir welche r, < m und alle 7, , — 7, > @ sind.
Die Dichte der Zahlen aus M', die in der Reihe 1,1+ m,...,1+Im
auftreten, wird dann, wenn ! hinreichend groB ist, etwa I > L (4, m),

<5
= m

sein, wobei J eine beliebig gewihlte positive Zahl ist. Folglich gehoren
unter den Zahlen 1,1+ m, ..., 1 4 Im hochstens
é
- poo (1+1Im)
zu M', wihrend wenigstens
)

(1—98)l+1~— =
nicht zu M’ gehéren. So oft aber z nicht zu M’ gehért, kénnen im Inter-
valle  bis z + m héchstens a@n Zahlen aus M vorkommen; denn sind

o< < ...<x,,
na -+ 1 verschiedene ganze positive Werte von z, so sind die Differenzen

Ty — Xgy Tag ™ Xgs o5y~ Tin—1)a

alle > a.
Die Anzahl der Elemente von M im Intervalle 1 bis 2, wenn

14+mliLze<l4+m(l+1),
wird also héchstens

8 )
mo(1+ml)+an(l—8)l+an(1-1)
und die Dichte von M in demselben Intervalle

5
m6l+6+an(1—6)l+an(l—z)
14+ml

an , an
<Ot T

o(l,2) <
Wihlt man z. B.

3an
P b

&
o< 3> m >
so wird fiir jeden positiven Wert von I (> L)
o(l,z)<e,

wodurch bewiesen ist, daB M nur eine verschwindende Dichte haben kann.
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Um iiber die Tragweite dieses Satzes klar zu werden, ist es wiin-
schenswert zu zeigen, daB groBe Klassen von Funktionen y(z) und P(¢)
existieren, welche die angegebenen Bedingungen erfiillen.

So ist z. B. y(«) von der verlangten Art in folgenden beiden Fillen:

1. Eine Differenzfunktion y, (z) von y(z) konvergiert gegen einen
irrationalen Grenzwert g, wenn z ins Unendliche wichst.

2. Man hat

lim ¢, (2) =0, lim Y2 (=41 _ 4

z-> zZ>® ’an (z) ?

zy, (z) > C fiir alle hinreichend grofien z.
Setzt man nimlich im ersten Falle

F(x)=2Alw(x+l)’ Fn(x)=2A,tp”(x—}—l),
lim F, (¢) =1lim y,(2)- 3 4,=g- 3 4,

> ®

so folgt

Ist g irrational, alle 4, ganz rational und 3 4, 4 0, so konvergiert also
auch F, (x) gegen einen irrationalen Grenzwert. Nach Satz 2 folgt also,

dal y(z) in diesem Falle von der verlangten Art ist.
Aus limy, (z)=0 im zweiten Falle folgt sofort lim F,(z)=0.
z-> > ®
wn (2 +1) _

Wenn lim “-—"—-? =1 ist, kann man schreiben
1w ¥a(Z)

Y =1+ (),

¥a (2)
wobei lim ¢ (2z) = 0. Dann bekommt man
n (2 +1
z F,(x) =an(x)ZAz Yw(n-”(x) ) zy,(z) (ZA1+2Azsz(x)>'

Fiir alle hinreichend groBlen z hat man z. B.

[ XA
IZAzsz(x)!< 21-
wobei 2’ 4, positiv vorausgesetzt ist (man soll ja 24, 4 0 haben). Folglich

A
2

zF () > C-

fiir alle hinreichend groBen x. Nach Satz 4 besitzt also w(2) auch in
diesem Falle die verlangte Eigenschaft.

Wenn 1w, () von der verlangten Art ist, so ist auch

v(2z) = v, () + vy (2)
von dieser Art, wenn v, (x) fiir alle hinreichend groflen ganzen positiven x
entweder ganzwertig ist oder rational mit einem gewissen groften Nenner.
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Folgende Bemerkung kann auch gemacht werden: Die Funktion f(z)
im Satze 5 erfiillt wieder die fiir die Funktion y (z) aufgestellte Forderung.
Es seien namlich 4, ..., Ay solche Konstanten, daB

N, 7
SA:+0
k=0
ist, und man setze
N’ ’ N’
Flz)=3 4if (e + k), P(2) =k§A;w(x + k).
Dann wird
Yo, F(ztn—1)=¥(z),
i=0

und auBerdem bekommt man

N N N, N+XN'
SAV(E+) =S4 S biy(@+ b+l =3 Cy(=+),
1=0 =0 k=0

t=

wobel

N+N N Ny,
2C=34,- 34 +0,
=0 i=0 k=0

wenn z‘§ A, 0 ist.
=0
Nach Satz 5 ist also die Gitterpunktdichte = 0 in jedem asympto-
tischen Streifen der Kurve y = F(z).
Weiter ist P(t) jedenfalls von der verlangten Art im folgenden Falle:
Die Wurzeln der Gleichung
P(t)=0
sind alle reell und < —1; auBerdem ist der Quotient zweier Wurzeln
auch = — 1.
Wahrscheinlich erfiillt P(¢) auch sonst die im Satze 5 aufgestellte
Bedingung; allein das mag hier dahingestellt werden.
Es soll also bewiesen werden, da8, wenn @ (¢) ein solches Polynom
ist, daB
P(t)Q(t)= 3 B,t™, O =ty < L vy £,
immer
Q(1)=+0,

wenn alle Differenzen 7, , — 7,> a sind.

Mathematische Annalen. 95. 2
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Nach der Annahme kénnen die Wurzeln von P(¢)= 0 ihrem Zahl-

werte nach in eine Reihe geordnet werden
[t >t >0 >

Dabei kann ¢, die Multiplizitit s, haben.

sel t,=1.

Dann sind ¢4, 1, ...

’ tp—l) te+1; e 00y

;trl°

Falls £t =1 eine Wurzel ist,
t, Wurzeln der Gleichung

P(t) Q(t)=0 mindestens

Mot1s +++s My, Wahrend ¢,

letzteren Gleichung ist, falls Q(1)=0 ist.

von den Multiplizititen u,, py, ..., po-y,
mindestens eine (u, + 1)-fache Wurzel der
Wegen 2, =n bekommt

man D =0, wenn D die Determinante

Tal ___grae-mty __ aoa! gr_mmr
( —f‘1+1)' 1 (f,. y g+ 1) !
_..__r"! Ta—H,+2 Tu—a! t'n—x—"x'H‘ i
(ra—p+2) 71 (Pa—y—p +2)1 1 o
t:n t,"_‘
Ta! t,.'l‘g‘H___'u 1! gia-1rgt |
( F‘!+1)l & (Fa—y- F‘i+1)' 3
! ra—tg+8 Tn_y! tr'l—l—'“i+a
(ra l‘i+2)' 8 (ra—y—pg+2)r 2
14 . _
t,."' tgu 1
bedeutet. Setzt man
P! It  Ta-a! 17— R R 2
(ra—p +1)! 12 (ra—y— l‘x+l)' 1
f.l t"‘_'“ +9 rn—1- . tr,l ‘—u +2 !
i (1' ""A“l+2)' S (rn—l"f‘l'{"g)! 1 i’
s . o . . o . o o o |
! n—1 Tn—j+1
t" t" coo g TR
'u—u,' o tr”_m——;:g+1 rn—,u,—1! . tfn_!,l_l‘/lg+l ..
(Fpep,— #g+ 1! (Ppeyy—g— M2+ 1) 2
- “..,_i“l_.__. tin—p,~H2t3
{ B #,+2)' 3
g;»—m t;n—.«u—x . z;”—m-mﬂ
usw., 8o wird
D T fatrp—~q1+t - +r,|_"‘+1—(";l) D.—T tfn—pl‘*"n—u,—l“’..-+fn—‘u,—p,+l—(';’
‘ ’ g~ *q9
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usw., wobei T, T,, ..., T, ganze rationale nicht-verschwindende Zahlen
sind, ndmlich .

T’l =1II (rs' - rk)a
wenn hier 7 und % alle Werte >n—u, — ... — gy und <n—p, — ... —py_,
durchlaufen, wihrend immer ¢ > k bleibt. Denkt man sich die Deter-
minante D entwickelt, so erhdlt man (n + 1)! Glieder und darunter

sl pa! e proma! (e + 1) Hoin! ..o !
Glieder, die auch durch Multiplikation der entwickelten Determinanten
D,, D,, ..., D, entstehen.

Weiter sieht man ohne Schwierigkeit, daBl in keinem Gliede der ent-
wickelten Determinante D der Exponent von ¢, grofer als

u
h=fs+ra 1+ ... + Tumpt1 — (5)

werden kann. Ebenso kann die Summe der Exponenten von #, und i,
in keinem Gliede grofer als

Ltlo=tatrnor+ oo+ Prmpympgtr — (/;) _ (,;2>

werden usw. Betrachtet man alle Glieder, worin ¢, seinen maximalen
Exponenten I/, hat, so kann ¢, nie einen gréBeren Exponenten als

ly= Trn—gy + To—sym1 T+ o oo Py g1 — (?>
haben usw.
Man sieht deshalb auch leicht ein, da der Quotient
G
A 7,
2 I 5

wo @ ein beliebiges Glied der entwickelten Determinante D ist, das nicht
im Produkte der Determinanten D, vorkommt, in der Form
t R

n() () )6 G
i t t) £ t_,
darstellbar ist, wobei h eine ganze (von f,, ..., t, unabhingige) rationale

Zahl und die R, S, ... U Summen der Differenzen r,,, — »; sind. Infolge-
dessen werden alle diese Quotienten

nrt,. . .T

(n+1)! =

R, R,

wenn alle Differenzen 7,,, — r, > a sind, a eine passend gewahlte positive
Zfihl. Da die Zahl der Glieder G kleiner als (n - 1)! ist, kann offenbar
die Determinante D dann nicht mehr verschwinden, und folglich muS

Q(1) < 0 sein.
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Ich gebe hier einige einfache Beispiele von Kurven, die kraft des
Satzes 5 derart sind, daB in jeder asymptotischen Umgebung von ihnen
die Dichte der Gitterpunktabszissen = 0 ist.

Beispiel 1.
y=r(z)=a(l+7V2)"+b(1—V2)"+ P(2),
a und b beliebige reelle Zahlen, P(z) ein Polynom mit mindestens einem
irrationalen Koeffizienten. Man bekommt nimlich hier

fle+2)—2f(z+1) = f(2) = P(x+2) — 2 P(z+1) — P(z) = Q (=),

und dabei ist @ () wieder ein Polynom mit (mindestens) einem irratio-
nalen Koeffizienten. Es gibt deshalb eine Differenzfunktion von @ (z)—Q, (),
wobei Q,(x) ein rationalzahliges Polynom bedeutet, welche einen kon-
stanten irrationalen Wert hat.

Beispiel 2.
= (&)= (&) + P(a),
P(xz) die friihere Bedeutung, @ und b (teilerfremde) ganze rationale Zahlen.
Hier bekommt man
bf(zx+1)—af(z)=0P(xz+1)—aP(z)=Q(z),
wo Q(z) wieder ein Polynom ist mit einem irrationalen Koeffizienten,

wenn man von dem trivialen Falla = b =1, P(z) selbst die Summe einer
irrationalen Konstanten und eines rationalzahligen Polynoms, absieht.

Beispiel 3.
y=rf(z)=a(l1 +-12)"+b(1 —¥2)*+ F(x),
wobei F{x) eine derartige Differenzfunktion F, (z) besitzt, da

lim F, (z)=0, lim 22&EXD_q

z->® z>=x F"(xj----

a F_(x)> C fir alle hinreichend groBien z.

Dies ist z. B. der Fall, wenn
Flz)= Cha*+ Csxf+ ...,
wobei «, 8, ... abnehmende reelle Zahlen sind, « nicht-ganz und die Ko-

effizienten C,, Oy, ... solche reelle Zahlen, daf die Reihe fiir F(z), falls
sie iiberhaupt unendlich ist, fiir hinreichend grofle positive z konvergiert.

Beispiel 4.
y= (2 + F(a),

F(z) dieselbe Bedeutung wie im Beispiel 3.
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Beispiel 5 (Verallgemeinerung des Beispiels 1).
y=1(z)=P,(2) (1 +12)"+ B (2) (1 — 12)"+ P(a),
P(x) ein Polynom mit einem irrationalen Koeffizienten, P, (z)und P, (z)
beliebige Polynome.

Es sei nimlich » = max (n,,n,), wobei n, und =, die Grade der

Polynome P, und P, sind. Setzt man

- n CL I P
It)y=1"—2t—1, II(t) = 3 at .
t=0

so bekommt man
2n 2n
Saf(z+2n—13)= Sa,P(x+2n —1),
i=0 i=0

und da
(1) =(—2)"+0,
ist En a,P(x 4+ 2n — 1) ein Polynom, das mindestens einen irrationalen
i=0
Koeffizienten hat.

Es liegt nahe zu versuchen, eine Erweiterung des Satzes 5 dadurch
zu erhalten, daf man die dort auftretenden Zahlen o, durch ganzwertige
Funktionen ersetzt. Der Satz von der verschwindenden Dichte der Gitter-
punktabszissen hort aber dann auf, fiir beliebige asymptotische Streifen
giiltig zu sein. Ich will einige Sétze jener Art im folgenden Paragraphen
anfstellen. .

Da die ganzen Zahlen jedes quadratisch imagindren Zahlkérpers auch
einen diskontinuierlichen Integrititsbereich bilden, bleiben die hier be-
wiesenen Sitze mit leichter Modifikation ihrer Formulierung noch giiltig,
wenn y und die Funktionen f(z) und ¢ (z) Werte aus einem solchen
Korper erhalten, wenn fiir 2 noch ganze positive rationale Zahlen einge-
setzt werden, wihrend die asymptotische Umgebung dadurch gegeben ist,
daB in der Beziehung

y=1f(z)+d¢(z)
¥ beliebige komplexe Werte, die absolut <1 sind, haben soll.

Auf Grund dieser Tatsache ist es moglich, Satz 5 auch in einem
Falle zu beweisen, wo die Funktion P(t) in diesem Satze nur komplexe
Wurzeln hat. Hat nimlich

2n
v () =‘2(7)a,-f(z—}— 2n — 1)
=
die frither geforderte Eigenschaft, und ist
Zaitgn—i': P(t)= Pl(t)2+ m P, (t)z:
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sind P, (¢) und P,(?) absolut ganzzahlige Polynome, m eine quadratfreie
natiirliche Zahl, sind die Wurzeln der Gleichung

P,(t)+V—mPy(t)=0

alle imaginar und derart, da weder eine der Wurzeln absolut =1 noch
der Quotient zweier Wurzeln absolut =1 ist, so haben die Abszissen der
Gitterpunkte jeder asymptotischen Umgebung der Kurve y = f(z) die
Dichte 0.

Setzt man nimlich
I (1) = P, (t) + V—m P, (¢) = I b;t" ",
II,(t)= P, (2) — ¥V— m Py (1) = sztn_‘:

so sieht man, daB sowohl die relativ zu II, () gebildeten Funktionen
Q, (t) (sieche den Beweis des Satzes 5) wie die relativ zu IT, (¢) gebildeten
Funktionen Q,(t) die Eigenschaft haben, daB @, (1)< 0 bzw. Q,(1) 40

ist, wenn alle Differenzen r,,, — 7, > a sind.
Schreibt man deshalb

2bflx+n—1)=zx(x),
Sbiz(z+n—i)=y(z)

wird, so bekommt man die Folgerungen:

so daB

In" jeder asymptotischen Umgebung der Kurve y = y(2) haben die
ganzen positiven z, fiir welche y eine ganze Zahl des Korpers B (Y — m)
ist, die Dichte 0. Zugleich sieht man, daB x(z) die fir y(z) im
Satze 5 aufgestellte Forderung erfiillt. (Wir haben ja friiher gesehen, daf
f(x) im Satze 5 immer wieder von derselben Art wie vy (z) ist.) Hieraus
folgt also wieder: In jeder asymptotischen Umgebung der Kurve y = f(2)
haben die z, fiir welche y eine ganze Zahl aus R (Y— m)ist, die Dichte 0.
Daraus folgt a fortiori die Richtigkeit der obigen Behauptung.

Als einfaches Beispiel kann man einen beliebigen asymptotischen Streifen
der Kurve

y=E1+V=2+1—TV=2)")+ R(2)

betrachten, wobei & eine beliebige reelle Zahl ist und R (z) ein Polynom
mit reellen Koeffizienten, unter welchen mindestens ein irrationaler vor-
kommt. Hier wird
P(t)=12—2t+3=(t—1)°+2,
d. h
Ot)y=t—1—-V—2, IL(t)=t—14+7=2.
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§2.
Uber die Verteilungsdichte der Gitterpunktabszissen in gewissen
asymptotischen Umgebungen von Karven schwierigerer Art.

Satz 6. Es seien, unter ay(z),a,(z),...,a,(z) ganzwertige Poly-
nome verstanden,

und

y(2) = Za;(z) f(z +n—1)

P(t)= Sa, (z)t""
In jedem Gebiete, das durch die Beziehungen
y="F(z)+d¢p(z), 0<LHL1, limz”o(z) =0 firjede positive Zahl »,
Z>®

gegeben ist, muf die Dickie der Gitterpunktabszissen = 0 setn, wenn
folgende Bedingungen erfillt sind:

1. Sind A,(z) solcke Polynome, daf in 2 A4,(x) die hochste in den
Funktionen A,(z) uberhaupt vorkommende Potenz won x nicht ausfdllt,
80 st in jedem Gebiete

y=SA4(2)y(z+1)+6-8(z), 06,
limz”®(z)=0 fir alle v> 0

ZzZr®
die Dichte der Gitterpunktabszissen = 0. Es geniigt also a fortiori, wenn
diese Dichte Null ist in jeder asymptotischen Umgebung.
2. Ist Q(t)= 2 b;(x)t! derart, dafs

3 Ih(@)e(a+i)t = IB,(2)1",

alle B, (z) ganzwertige Polynome, so ¢ibt es eine positive GrofPe g derart,
daf3, wenn b, der Koeffizient in b, (z) der hochsten in den Funktionen b;(z)
iberhaupt vorkommenden Potenz won x bedeutet,

2b+0
ust, wenn alle r;41 — r; > g sind.

Der Beweis ist dem Beweise des Satzes 5 ganz &dhnlich, so daf es
wohl nicht nétig ist, ihn auszufiihren. Es muB aber gezeigt werden, daB
Funktionen y(2) und P(t)in ausgedehntem MaBe existieren, die den an-
gegebenen Bedingungen geniigen.

Besitzt y (z) fiir hinreichend groBe positive z eine Entwwklung der
Form

y(x)=cox®>+c,zu+ ..., ¢>e >...,
worin entweder c, irrational oder e, nicht ganz ist, so .sicht man wegen
der uber 2 A,(z) gemachten Voraussetzung, daB

SA(2)y(z+1)=d,zbo+d b+ ..., ,B,,>/.‘31



24 Th. Skolem.

'wobei entweder d, irrational oder B, nicht ganz ist, und folglich wird
die Dichte der Gitterpunktabszissen jeder asymptotischen Umgebung der
Kurve

. y= 4 (z)y(z+1)
gleich Null sein.

Weiter hat P() die geforderte Eigenschaft jedenfalls dann, wenn die
verschiedenen Wurzeln der Gleichung

Sat" =0,

worin g; der in a,(z) auftretende Koeffizient der hochsten in den Funk-
tionen @,(z) vorkommenden Potenz von z ist, ihrem absoluten Werte
nach in eine Reihe geordnet werden kénnen

18] > 18] = . 2 B,
und auBerdem — 1 keine Wurzel ist. Man hat nimlich
S B, t= Ya " 3 b1,
wenn hier B, den in B,(z) auftretenden Koeffizienten der hochsten in
den Funktionen B, (), B, (), ... iiberhaupt vorkommenden Potenz von z
bedeutet. DaB P(¢) die geforderte Eigenschaft hat, sieht man dann wie
friiher.

Man kann fragen, ob Satz 6 nicht erweitert werden kénnte, so dafB
man die Dichte Null fiir die Gitterpunktabszissen auch innerhalb solcher
Umgebungen bekéme, deren Hohe nicht so schnell abnimmt. Folgende
Betrachtungen zeigen jedoch, daB dies nicht moglich ist.

Es sei

An
(vu)!?

\H

£ =

Il

n=0

alle @, und » ganze positive Zahlen. AuBerdem sei @, fiir jedes n so
gewihlt, daB

a,‘—-l Qn
(rn—v+1) (va—2r+2)...(vn) <7< (rn—r+1)(rn—=v+2)...(¥n)’

7 eine irrationale Zahl. Dann folgt

5'(1’77/—")’)! =h+ a"%::;’)' + an?:i’f;:). +.“ ,

(vn—»)!

—”",  AuBerdem kann man
(vr)!

n—1
wobei % eine ganze Zahl, nimlich = 2 a,
r=0

offenbar schreiben

a”.(vn—v)!_}_a (vn—y)!+”-=n+

. il
(vn)! ntl (yp+4v)! (vn)*’

0<O<,
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O eine von 7 unabhingige positive GroBe. In dem durch die Gleichung

y—El(z)—n— 02, 0<9<1,

dargestellten Streifen ist also die Dichte der Gltterpunktabszxssen = :

denn so oft x =v»n —» +1 ist, wird I'(2) = (¥vn — »)! und ‘ ”), gg;
v

Andererseits bekommt man aus der Gleichung
fle)=¢T(z)—n

flz+1) ~2f(2) =5(z —1) =y (2).

Hier hat y(2) augenscheinlich die im Satze 6 verlangte Eigenschaft.
Weiter ist hier P(t) =1 —z, so daB die Gleichung 3 a,¢" *=0 das
Aussehen 1==0 hat; diese Gleichung hat tiberhaupt keine Wurzel, so da8
die iiber P(¢) im Satze 6 gemachte Voraussetzung auch selbstverstindlich
erfiillt ist.

Bestimmt man die Zahlen @, in Ubereinstimmung mit der Beziehung

die Gleichung

a,—1 ay
<< = 5
(vm—rL1)*(vu—v+2)...0n—1)rn (rm—v+1)*vn—v+2)...(va—1)wvn

n hier beliebige reelle Zahl, 0 < « <1, so bekommt man

.ot R g::‘”)' +oo=gn—r41) 42

()t »)! (vn)”’

Genau wie oben muf also in dem Streifen

0<6<C.

y=¢I(z) —npae-t— 92 0591,

xv’

die Dichte der Gitterpunktabszissen g% sein.
Setzt man nun

f(2)=¢I(z)—naze1,
so bekommt man )
flz+1) —zf(z) =9z — (2 +1)"" =y (2),
und man sieht, daB auch hier w(z) und P(¢) die angegebenen Bedin-
gungen erfiillen.
Beispiele der Anwendung des Satzes 6:

Beispiel 1. Die Dichte der Gitterpunktabszissen des Streifens
T+ 9g(z), 0 <9 L1, yirrational, lim 2”@ (2) = 0 fiir jedes »,
zr o

ist =0. Denn setzt man
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so bekommt man
(z+1)f(z+1) —22f(z) =y =y (=),
und y(z) geniigt der Forderung des Satzes 6, wihrend hier
P(t)=(x+1)t — 2=,
so daB die Gleichung X @,t" *= 0 hier das Aussehen
t—2=0

annimmt. Also erfiillt auch P(¢) die dafiir verlangte Bedingung.
Beispiel 2. Die Dichte der Gitterpunktabszissen des Streifens

y=¢I(z)+ P(z)+dp(z), 09 L1, lima”g(z)=0 fiir jedes »,
zZr®

P(z) ein Polynom, das mindestens einen irrationalen Koeffizienten besitzt,
ist = (0. Dies folgt schon aus dem Satze 2, wenn ¢ rational ist. Mit
Hilfe des Satzes 6 konnen wir die Giiltigkeit fiir irrationales & zeigen.
Wird némlich

f(z) =& (2) + P(2)
gesetzt, so folgt

fle+1)—zf(z)=P(z+1) — 2 P(z) = y(2),

und da y(2z) anch ein Polynom wird, das mindestens einen irrationalen
Koeffizienten hat, so sieht man die Richtigkeit der Behauptung kraft
Satz 6.

Satz 7. Es se: der Streifen
y=rf(®z)="Ff(2)+d¢(2), 0L, limf(z)p(z)=0

gegeben. Wedter sex |C|>1, lim 1@+1) _ 0 und
Z>® f(m)

|fla+1)— O1(=)| < 5755

wenn x> @, (¢). Auperdem ses C derart, da zu jeder ganzen positiven
Zahl r eine positive Grofe y, existiert, so daf fir ganze rationale p
und q
lp—0C"q|>7,
wenn q > Q (r).
Dann haben die Gitterpunkiabszissen des Strecfens etne verschuindende
Dichte.

Beweis. Man hat
flz+1)=Cr(=) + 33,



Ganzzahlige Losungen. 27

wo |& (z)| <e, wenn 2 > @, (). Stellt man diese Gleichung aunch fiir
z-+1, 2+2,... auf und kombiniert die erhaltenen Gleichungen, so
bekommt man

fla+1)=C"f(=)+ 55
wo |¢,(z)| < e, wenn z > G, (). Man hat deshalb, indem
(9, z+r)f(z) — (9, z)f(z+ 1)
=(fz+7) +3,¢@@+7)f(z) = (f@) +F¢ (@) f(z+7)
=d,@x+1)f(z) —dp(x)f(z+71),

auch
f(9,, z+r)f(z) — f(9, =) (C”f(‘”) + ?((:)))
- =9,9(x+7)f(z)— dp(2)f(x+7)
(3,2 +17) — CF(3, 2) = L2 () 4 e EANIE) - So() o tr)

f(z)® f(z)
Hieraus sieht man, daB fiir alle hinreichend grofilen z, etwa =z >g,,

1S, z+17)—C"f(®, 2)| < fT;“)

Da [C|>1 ist, muB f(¥,2) mit 2 unendlich grof werden; wir kénnen
deshalb g, so groB gewihlt annehmen, da8 immer f(&, z)> Q(r) wird,
wenn 2 >g,. Dann konnen also nicht beide Zahlen f(¥,z) und
f(&.,z 4 r) ganz sein.

Ist nun 2 > max(g,, g,, ..., g,) eine solche ganze positive Zahl,
daf fiir ein ¥ zwischen 0 und 1 f(#,z) ganz wird, so konnen
f@®,,x+r), r=1,2,...,m, nie ganz werden, wenn 0 < ¥ <1 sein
soll. Da hier m beliebig groB war, folgt nach Satz 1 die Richtigkeit des
Satzes 7.

DaB Zahlen ¢ der in diesem Satze verlangten Art existieren, ist
sicher; denn jedenfalls ist jede reelle quadratisch irrationale Zahl dieser
Art, wenn man von denjenigen absieht, die bloBe Quadratwurzeln aus
positiven rationalen Zahlen sind.

Satz 8. Es set [C|>1 und C derart, daf zu beliebigen ganzen posi-
tiven Zahlen r,...,r,, fir welche die Differenzen r,, , —r; alle >a
sind, eine positive Grofe y(ry, ..., r,) existiert, so daf mindestens eine
der Grofen

|p, — C"ql, ..., |p,— O0™q|

>7~(r‘-{/_—””'2 ist fur Dbeliebige ganze Zahlen p,, ..., p,, q, wenn
q
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7> Q(ry...,7,) ist. Weiter sei lim o(z)-Vi(z)=0, lim f(f“(*;)”=0

und

V@
wenn x > G (¢). Dann haben die Abszissen der Gitterpunkie im Streifen
y=r(@ z)=f(z)+%¢(2) (0£9L1)

|f(z+1)—Cf(z)] <

die Dichte 0.
Beweis. Man bekommt fiir jede ganze positive Zahl r die Gleichung
flz+r)=0"f(a) + 22X,
. V=)
worin |¢,(z)| <e, wenn z > @, (é).
Weiter ist
f(O,, 2+ r)f(z)— (9, z)f(z+r;)
= p(x+r)f(z)—de(x)f(z+1r),
F(B, 24 7) — C™f(8, 2) = f(ﬂ,x)’zil(z) 4 ﬂriw(x+fa)f(:?<:)ﬂ9¢(z) f(2+r.-).
fa) ™

woraus

Wegen der Voraussetzung lim gv(z){/m =0 sieht man deshalb, da
zTH>®

fiir alle hinreichend groBen =z, etwa z>g(r,...,r,), fir alle 7,
(¢=1,2,...,n)

(8 2+ 1)) — O£ (D, )| < L2 Ta)

Vi@, )
Da f(9, x) gleichzeitig mit 2 unendlich gro8 wird, kann g(r,,...,7,) so
groB angenommen werden, da8 f(%,2)>@Q(r,...,7,) wird, wenn

T2 G Fysonus B, ) s

Es sei jetzt m ganz und >an, und man betrachte alle Reihen
7, <1< ...<r, derart, daB r, <m und alle , , —r; >a sind. Solcher
Reihen gibt es nur endlich viele. Es sei @ die grolte der Zahlen
g(ry,...,7,), die iiberhaupt fiir irgendwelche Reihen der r vorkommen.
Fiir alle z > @ gilt alsdann fiir alle moglichen Reihen der r

(B, z+7)— Cf(®,2)| <L) iy 9 ),
[£(, ) (&, 2)] ¥ oe) ( )
f@®,2)>Q(ry,....7,)-

Dann mu8 also immer mindestens eine der Zahlen f(#, z), ..., f(9,., x +7,)
nicht ganz sein.




Ganzzahlige Losungen. 29

Ist nun f(¥, 2) ganz, so konnen fir 2> G im Intervalle z bis
x -+ m hochstens an Werte von z existieren, welche Gitterpunktabszissen
des betrachteten Streifens sind. Gesetzt ndmlich, es gibe an+ 1 solche Werte

By =< Xy By oo K By

also alle Zablen f(8,,x+r;) ganz sein, wihrend alle Differenzen
1 — 7; = a wiirden.

Da an eine feste Zahl, m aber beliebig groB gewihlt werden kann,
ist hierdurch der Satz bewiesen.

DaB Zahlen C von der in diesem Satze verlangten Art existieren,
sieht man so: Es befriedige C' eine im absoluten Rationalititsbereich
irreduzible Gleichung vom Grade n +1, z. B. derart, da die Wurzeln
ithrem absoluten Werte nach in einer Reihe geordnet werden konnen:

NG =16 | > ... > |6, .

Dann ist sicher, daBl die Potenzen

1, @%, €%, ..., €™

linear unabhingig sein miissen, jedenfalls wenn die Differenzen r;, , —r;

eine gewisse Grofe iiberschreiten. Denn besteht eine Gleichung der Form
ho+h,C"+...4+h,C"=0

so miillte 2, ,,, — z;, = @ sein, und setzte man z;, =z 4 r,, so sollten

Tit

hys bys ..., b, alle (ganz) rational und nicht alle Null,
so muB} diese Gleichung fiir jede Wurzel C; stattfinden, und man bekommt

G e 6
\ 17" len—x e C'],rl 1

=0.

! OgF O ... O 1
Man sieht leicht, daB dies unméglich ist, wenn alle Differenzen r, , — 7,
hinreichend grof sind, weil in der entwickelten Determinante das Diago-
nalglied dabei zuletzt grofer als die Summe der iibrigen Glieder wird.
Sind aber 1, 0™, ..., C" linear unabhingige Zahlen eines algebraischen
Kérpers vom Grade n -1, so gibt es nach einem Satze von O. Perron?)
eine solche positive Zahl &, daB fiir ganze rationale p,, p,,...,2,,¢
mindestens eine der Ungleichungen

vy |p,—C™q] > 2

»—2 ", —

Ve V4

erfiillt ist, wenn ¢ hinreichend groB ist.

!p1_0hqs >

7) Math. Annalen 83, S. 79. <
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DaB die Voraussetzungen lim ¢ (2)f(z)=0 in Satz 7 und
lim ¢ (2)V7(z) in Satz 8 wesent;ic—;hm sind, damit die betrachteten Ver-
;;l:ngsdichten = 0 werden, 148t sich leicht nachweisen. Fiir Satz 7 ist

dies im Beispiel 1 unten gemacht.

Beispiel 1. Nach Satz 7 ist die Dichte der Abszissen der Gitter-
punkte im Streifen

y=e(1+12)+99(z), 0<9<L1, limg(2)(1+72)" =0,
>
« beliebige reelle Zahl, = 0.
Betrachtet man dagegen den im Unendlichen breiteren Streifen
y=a(1+7V2)°+99(z), 0<9<1, o(x)(1+7V2)*>K fir > 2,

unter K eine positive Konstante verstanden, so ist leicht nachzuweisen,
daB reelle Zahlen « existieren, fiir welche die Dichte der Gitterpunkt-

abszissen > 0 ist. Es gibt namlich einen ganzen positiven Exponenten 7,
so daf _
K> (¥2—-1)".

Wenn also fiir > %, immer ¢ (z)(1-47¥2)* > K bleibt, so bleibt auch
Immer
p(x)(1+7¥2)*>(F2—1)", dh ¢(z)>12-1)"".
Folglich wird der betrachtete Streifen
y=ec(Y24+1)°+9k(F2—-1)""*, 0<L9<L1, k>1.
Es sei nun «=(¥241)". Dann bekommt man
y=T2+ 1"+ 9k (Y2 —1)"*".
Fiir 19=-’1? wird hier y ganz, so oft 2 eine ganze Zahl = n(mod2) ist.

Die Verteilungsdichte des Streifens ist alsdann > 1.
(]/E AL l)n

Ein #hnliches Resultat bekommt man, wenn « = 75 gesetzt
wird, indem dann in derselben Weise -
[ 1 n+z — 5
e MRETRI o B (TR 1)
erhalten wird, und hier ist y immer ganz, wenn S=-_ und z eine

ganze Zahl =n +1(mod2).

Fir spezielle Werte von « wird die Dichte = 0 auch in breiteren
Streifen. Fiir « =1 geniigt es schon, da8 @ (z)(14¥2)*< 1 bleibt fiir
alle z > z,. Denn man bekommt dann

y=(1+V2)°+96(1—=V2)*, 091, |é|<1,
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und (1+V2)*+ (1 —V2)® ist immer ganz fiir ganzes z, wahrend
(1—98)(1—7¥2)* 40 bleibt und fiir —co Null als Grenze hat.
Fiir hinreichend groBe ganze z ist also y nie mehr ganz.

Beispiel 2. Es sei &= 2c0s40° Nach Satz 8 ist die Dichte der
Gitterpunktabszissen des Streifens

2
2

y=eaf" +d%p(z), 0<L9<L1, lme(z)é® =0,
z>®

« beliebige reelle Zahl,
=0; denn & ist >1 und befriedigt die kubische Gleichung
£ —88+1=0,
deren Wurzeln, auch ihrem absoluten Werte nach, verschieden sind.
Satz 9. Es sei

y(z)= Z”.'a,-f(x +n—1), alle a; ganz,
=0
und ' .
P(t)= Yat"™",
wober y(z) und P(t) folgenden Bedingungen geniigen:

Sind Ay, 4,, ..., Ay solche ganze Zahlen, daf Z,N’ AZCZ=}= 0 zst, so
ist die Dichte der Gitterpunktabszissen des Sireifens =
y=IA4y(z+)+9p(z), 0L, limg(2) (I 4y (z+1)=0,
=0. Ist Q(t) esn solches Polynom, daf

P@)Q(t)=3B,t™*, 0LZr,<r,<...<r,, alle B, ganz,
so tst mindestens fir eine Wahl von Q, falls mehrere solche existieren,

Q(C)+0,

mindestens dann, wenn alle Differenzen r;, , —r; eine positive Grofe a
tberschreiten.

Unter diesen Umstdnden tst die Dichte der Gitterpunktabszissen des
Stresfens

y=r1® z)=f(z)+d¢(z), 0Z4L1,
limo(2)"f(x +k)=0 fir jede Konstante k und alle positiven v,
=0.
Beweis. Aus dem Ausdruck fiir f(&#, z) bekommt man
2af@,_,x+n—1)=Yaf(e+n—13)+ Ya,8,_,p(x+n—1)
=y(z)t+ Ya, 9, ;9(x+n—1)
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und hieraus
25 Xa, (0, iy v+ n—1i+])
— Shy(e+)+ 35 50,0, vz +n—i+7),
oder nach der Voraussetzung iiber Q(¢):
IB, (0, a4 1)=by(z+j)+68(z), 0L6L1,
wobei lim @ (z)"( 3b;y (x +j)) = 0, wie man leicht konstatiert.

>
Weil Q(C) <40 sein soll, wenn alle r,,, — 7, >a sind, bekommt
man nach der Voraussetzung iiber w, daB die Dichte der Menge M’
ganzer positiver z, fiir welche

2B (%, x+m)

ganz sein kann fiir irgendwelche § zwischen 0 und 1 und alle Wahlen
der 7 zwischen 0 und 7 mit Differenzen >a, = 0 sein muf.

Jetzt sei m > an, und fir jede Zahl z der Reihe
1,14+-m, 1+2m, ...
wihle ich fiir r, (¢=0,1,...,n) alle solche Reihen, fir welche r, < m

und alle »;,, —r,>a sind. Wenn [ eine gewisse GroBe iiberschreitet,
etwa [ >1(d,m), wird dann die Dichte der Zahlen aus M’, die in der

Reihe 1,1-+m, ..., 1-~Im auftreten, < 7‘1— sein. Folglich gehoéren
héchstens %(1 ~+1m) Zahlen der erwihnten Reihe zu M’, wihrend
wenigstens (1 —d)/+1 — % nicht zu M’ gehéren. So oft aber z nicht

zu M’ gehért, konnen im Intervalle a bis « --m hdchstens an Zahlen
der Menge M der Gitterpunktsabszissen des Streifens y = f(#,2) vor-
kommen.

Die Anzahl der Elemente von M im Intervalle 1 bis z, wenn
l1+-mile<l+m(l+1),
wird also héchstens

) ; J
m;ﬁ(l—kml)fan(l—6)l+an(1—ﬁ),

und die Dichte von M in demselben Intervalle

3 an
<Ot

an
"’Tz .

Da 6 beliebig klein, m beliebig groB gewihlt werden kann, wird
also die Dichte von M in jedem hinreichend langen Intervalle 1 bis z
beliebig klein, wodurch Satz 9 bewiesen ist.
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Um eine Vorstellung von der Tragweite dieses Satzes zu bekommen,
ist es wiinschemswert zu zeigen, daf ausgedehnte Klassen von Funktionen
w und P existieren, die den aufgestellten Bedingungen geniigen.

Erstens kann bemerkt werden, daf w(z) von der verlangten Be-
schaffenheit ist, wenn es sich wie f(x) im Satze 8 verhilt. Es sei nimlich

yE+1)=0p()+n(=), lmy(En(=)’=0, lm2Etd_g.

Dann bekommt man, wie leicht durch Induktion zu zeigen, fiir jede ganze
positive Zahl I

v@+)=Cly(@)+n@), lmy@)n @) =o.
Setzt man nun
N
g(x)=l§f1ﬂ#(ﬂ?+l),
so erhilt man

g(z+1)=JAy(z+1+1)= T4Cy(+ 1)+, (2 +1)

=Cg(z)+ J4,n,(z+1).
Da aber
lim w(x =+ l:l)’?(x + l-z)” n (:l: e ls)v—#
" y—Uu ® y—u

—lim XEFA 2EER () (o L) (e + 1)) (v +h)n (@ +4))
y@+L)" p(+l)”

r=u

G-wE+0-1

=C ¥ .0=0,
so wird offenbar

lim g(z) (A4, (24 1))"=lim S 4,y (2+1)-(3 4,9, (z+1))"=0.
Weiter ist

y(z+1+1)
T C R VRTINS o TG L) e S I N
9(z) Z Ay (z+1) ZA,'P(:H-I) »
y(z)
und da
‘ . yw(e+l+1) oyl g
hm——-——w(z) =0"", hm——'p(z) =C’,
wird also, wenn
J4,C'+0,
augenscheinlich
lim 4D _ o
9(z)

Zweitens kann bemerkt werden, daB P(t) die verlangte Eigenschaft
hat jedenfalls in dem Falle, dass die verschiedenen Wurzeln der Gleichung

Mathematische Annalen. 95. 3
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P(t) =0 ihrem absoluten Werte nach in eine Reihe geordnet werden
kénnen, wihrend auBerdem jede Wurzel von — C verschieden ist. Es
ist wohl kaum nétig, dies ausdriicklich zu beweisen; der Beweis wiirde
eine fast genaue Wiederholung der Uberlegungen werden, welche die
Funktion P(¢) in Satz 5 betreffen.

Beispiel der Anwendung des Satzes 9:

In jedem Streifen
y=R(z)1+12)"+d¢(z), 0<8<1,  limg(z)(1412)°=0,
R (z) beliebiges Polynom, ist die Verteilungsdichte der Gitterpunktabszissen
=0.
Ist nimlich R (z) vom Grade n, und setzt man
f(z)=R(=)(1+12)°, P()=(*—2t—1)"= Ja1™,
wird
2n =
Sa,f(z+2n—1i)=K-(14+712)% K eine Konstante.
i=o
Da v (z)= K(1+12)” und P(t) den aufgestellten Forderungen geniigen,
folgt die Richtigkeit der Behauptung; es muf nidmlich K 4 0 sein, da
bekanntlich die allgemeine Losung der Funktionalgleichung

Saflz+2n—i)=0

von der Form R,(z)(14-¥2)*+ R,(z)(1—V¥2)® ist, worin B, und R,
zwei Polynome, hochstens vom Grade » — 1, bedeuten.

Ist R(z) ein ganzwertiges Polynom, 1aBt sich natiirlich mehr be-
weisen. Schon in jedem Streifen

y=R(2)1+12)+dp(a), 0LO<L, | £ (14+72)<1

fiir alle hinreichend grofBen z,
ist dann die Verteilungsdichte Null, indem y sogar, wie man leicht findet,
fiir alle hinreichend grofien ganzen z nie mehr ganz werden kann.
Satz 10. Es seien
@ [ z
_ G . T & f (x) (2% f _m_ —
=2ty e@=2 ey 2w =vEmedl),

0l yp(x) <1,

und die Zahlen a, derart, daf 2 7‘%) konvergiert und
lim ¢ ()= 0.

ZHr o
Dann st die notwendige und hinreichende Bedingung dafir, daf3
sich eine asymptotische Umgebung der Kurve y=&f(x) finden lift,
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worin die Dichte der Gitterpunktabszissen > 0 ist, die, daf eine Menge M
ganzer Zahlen mit nicht verschwindender Dichte existiert, so daf y(z)
gegen O konvergiert, wenn z die Elemente von M durchlduft.

Beweis. Man hat

§f(a)=2) =ID 4 31 8O =y (3) + ¢ (2) (mod 1).
n=0 n=z+1

Konvergiert y(z) gegen Null in der Menge M, so hat man
lim (¢ (2) +y(2)) =0,
wenn z wachsend die Zahlen in M durchlioft. In dem Streifen
y=~E&f(z)— 9 (p(z)+yp(z), 0Z4L1,
wird dann fiir beliebige # in M offenbar y ganz fiir 3 =1.
Ist andererseits
y=~£&f(z)—dx(z), 0ZLd4L1, Ilimy(z)=0,

Z>®
eine asymptotische Umgebung, worin fiir jedes z einer Menge M nicht
verschwindender Dichte y einmal ganz wird, so hat man fiir jedes z in M
und ein gewisses ¢ zwischen 0 und 1

Ef(z)=9y(z) (mod1)
@ () +y(z)=9x(2) (mod1)

v (2) =2 72(2) — ¢ () (mod 1).
Da aber sowohl lim y(z)=0 wie lim ¢(z)=10, so folgt, daB y(z)
z>®

Z—>®©

und also

oder

gegen 0 konvergieren mufl, wenn 2 wachsend die Zahlen aus M durch-
lauft.

Die Existenz einer Menge M mit einer Dichte > 0, innerhalb welcher
lim y(2) = 0 ist, ist wieder mit folgendem gleichbedeutend:

Es sei M, die Menge aller positiven ganzen Zahlen, fiir welche
0<y(x)<e ist. Dann besitzen die Mengen M, zugehorige Dichten o,,
die alle groBer als eine positive GréBe o sind.

Denn ist lim y(z)=0 in M, welche eine Dichte > ¢ hat, so ist
0< y(2) < e fir alle Elemente z von M, die > G(¢) sind, und diese
bilden eine Untermenge M,, die offenbar auch eine Dichte > o hat.
Folglich hat M, eine Dichte > .

Es habe andererseits jede Menge M, eine Dichte 6,> ¢. Dann kann
man fiir ¢ eine Reihe von Zahlen

&> >.. ., lime, =0

fn—>®o

. 3*
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wahlen. Zuerst kann man ein so langes Intervall 1 bis 2, wahlen, da
die Dichte des Teiles M, von M, , der darin fillt, > o ist; dann kann
man ein so langes Intervall z, bis z, + z, wihlen, daB der darinfallende
Teil M, von M, eine Dichte > o hat usw. Die Vereinigungsmenge
M= M + M, ... besitzt dann auch eine Dichte > o, und zugleich ist
darin lim v (2) = 0.

Nach diesem Satze kann man jedenfalls fiir solche Funktionen f, fiir
welche

f(2)
Iim %

sehr leicht eine nicht-abzihlbare Menge von Zahlen & finden, derart, daB
in gewissen asymptotischen Umgebungen der Kurve y = &f(z) die Ver-
teilungsdichte > 0 wird. Nach einem Satze von H. Weyl®) folgt aller-
dings (vgl. den Satz 12 in §3), daB diese Menge das MaB O hat. Erstens
kann man nidmlich eine Menge M ganzer positiver Zahlen wihlen mit
Dichte > 0 und dann eine Funktion y (2), welche darin gegen Null kon-
vergieri, wahrend sie sonst beliebig ist, und endlich die Zahlen @, mittels
der rekurrierenden Beziehung

Z a—'}';%) =y(z) (mod1)

bestimmen (sie werden hierdurch nur mod 1 bestimmt) z. B. derart, da8
alle |a,| eine gewisse obere Grenze >1 nicht iiberschreiten; denn dann

wird 2 Fin )absolut konvergent und hm t;o(x)_- 0. Wenn man will,

kann man y(z), so oft z nicht zu M gehort eben derart wihlen, daB
a,=0 wird. Dies gibt ein einfaches Mittel, um Umgebungen mit Ver-
teilungsdichte > 0 zu finden, deren Ho6hen im Unendlichen besonders
schnell abnehmen (vgl. die Betrachtungen S. 23—24). Ich gehe hier nicht
naher darauf ein.

Folgende Bemerkung kann passend hinzugefiigt werden:

Werden die Zahlen a, so bestimmt, daB, so oft 2 zu einer Menge M
gehort,

af(z)
”2 . = 0 (mod 1),

dagegen wenn z nicht zu M gehort

Za,.ff(‘(a;) =c¢,(modl), 0 <e<e,<f<1, « und § von z unabhingig,

%) Uber die Gleichverteilung von Zahlen mod 1, Math. Annalen 77, § 7.
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so wird im Streifen
y=Ef(z)— dp(z), 0<HLL,
y einmal ganz, nimlich fiir ¢ =1, fiir jede Zahl z der Menge M, wihrend
y fiir jede nicht zu M gehérende ganze Zahl z nicht ganz wird, jeden-
falls wenn z einen gewissen Wert iiberschreitet.
Zum Schlusse will ich eine gewisse Betrachtung iiber ganze tran-
szendente Funktionen anstellen. Es sei

f(2) = Sae
eine ganze transzendente Funktion. Unter m eine ganze positive Zahl
verstanden, sei f(z) ganz fiir die Werte z =17, (¢=0,1,...,7), wobei
O=r,<rn<...<r,<mn.

In dhnlicher Weise wie frither (S.5) bekommt man dann eine Gleichung
der Form

n ®
C n 7n+1
S Aif(r,')=a,..2Ai7i Tt @uia S A7+ ... = Y @niy Dy,
t=0 »=0
wobei
00 0 0
n—1 n+v
| 7 T ry
n n—1 n+v s o .
Dppy= D Arptr= 1 T2 -0 127 o7 I(r— 1) Dried..nt
§=0 00 e e e s e & e s o o o : . . .
........... Gttt =,
T S R (A 4 alle 7 nicht-negativ.

Dann kann man den folgenden Satz aufstellen:

Satz 11. Gzbt es zu jeder ganzen posttzven Zahl m eine ganze positive
Zahl n, so daf die Rethe = @y Dypy, ==0 (mod 1) fiir alle Wahlen der r
ist, so haben die ganzen positiven Zahlen z, fir welche f(z) ganz rational
1st, esme verschwindende Dichte.

Beweis. Denn wihlt man fiir jede gegebene Zahl m die zugehorige Zahl n,
so muB fiir beliebige Wahl der Zahlen 0 =r < r, < ... <r, im Intervalle 0 bis
mn mindestens eine der Zahlen f(7,;) nicht ganz sein. Die Dichte derjenigen

ganzen z in diesem Intervalle, fiir welche f(2) ganz ist, muf also g;,{

sein. Da m beliebig groB gewihlt werden kann, folgt hieraus die Rich-
tigkeit des Satzes. Gibt es fiir jedes m eine Zahl N, so daB fiir alle
n > N die Reihe 2 ay, Dy, fiir alle Wahlen der » == 0 (mod 1) ist, so
haben die z, fiir welche f(z) ganz ist, sicher die Dichte 0.

Natiirlich wird es in den meisten Fillen schwierig sein zu beurteilen,
ob die Bedingung des Satzes erfiillt ist. Jedoch geschieht es leicht in
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einigen Fillen, so z. B. wenn die Koeffizienten g, alle nicht-negativ sind
und so stark abnehmen, daB fiir jedes m ein % sich finden 1aBt, so da8

jaﬂ,G(m, n,v)<1

»=0
wird, wobei G (m, n, ») eine obere Schranke der Werte von D, ., fiir die
verschiedenen Wahlen der r bedeutet. Solche Schranken sind leicht an-
zugeben.
Ein anderes Beispiel ist, daB die Koeffizienten a, wohl verschiedene
Vorzeichen haben, aber so schnell abnehmen, daf fiir jedes m ein # sich
finden 1a8t, so daf

la,| D, <1, lgan+,G(m,n,v)|<ia”!D”.
»=1

Satz 11 zeigt also, daB ein zu schnelles Abnehmen der Koeffizienten
der Reibe fiir f(z) bewirkt, daB die Abszissen der Gitterpunkte auf der
Kurve y = f(z) eine verschwindende Verteilungsdichtigkeit haben miissen.

Man kann eine Abschétzung der Reithe 2 a, ., Dy, in folgender Weise
erhalten. Es ist

Dy, =2A,—n~”+y L[ ZApnir gy = x"*’dz-z A

T 2mid x—my 2n1 x—1r;’

wenn lings einem Kreise um den Nullpunkt mit Radius ¢ > 7, integriert
wird, Weiter findet man
A; D,

z—r; z(x—7)...(x—7,)
wegen der Gleichungen 2 4;ri=0, u=0,1,...,n—1,und T 4;7=D,.
Folglich wird

D, 2 dzx
Dasy= PET f z(x—1)...(x—7n)
und
« D ( ﬁ an+7zn+r)dz
Z“fm Dusr=3 ‘J“ P :
>=0 Lo z(x—1r)...(x—13)
Ist M(n, o) = max j’ an+,x"+”} auf dem Integrationskreis, dann
»=0

wird also

I\ | Dy-M(n, o)
! 2’ |
i _oa“’D'“’”!<9(9—-r1)...(9~r,.)'

Gibt es also fiir ein gegebenes m beliebig groBe ganze Zahlen n und dazu
Zahlen o > mn derart, dafl

ele—7y)...(e—1n)
M(n: Q)< ‘D,l
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fiir alle Wahlen der r wird, und wei man, daB X a,;, D+, &0 sein
muB (z. B. alle a, positiv), so muB die Menge M ganzer positiver z, fiir

welche f(z) ganz ist, eine Dichte < —1”; haben. Man kann natiirlich dies

auch so ausdriicken: Falls die Dichte (oder jede Dichte) der Menge M
> ¢ ist, konnen die Koeffizienten a, nicht zu schnell abnehmen.

Falls die Menge M eine arithmetische Reihe bildet, konnen die De-
terminanten 4; durch kleinere Zahlen ersetzt werden, weil sie dann einen
gemeinsamen Faktor bekommen. Dadurch hat G. Pélya unter Heranzie-
hung eines funktionentheoretischen Satzes von Jensen schon 1915 den fol-
genden Satz bewiesen *):

Es sei g(z) eine ganze Funktion, und M(r) das Maximum von
lg(z)| im Kreise z <r. Sind die Werte

9(0), 9(1), 9(2), --.s g(n), -
ganze rationale Zahlen, und ist
lim ZH g
z>® 2
so ist g () ein Polynom.

Dies Resultat ist spater dahin verscharft worden, daf unter allen
(auf der positiven Seite) ganzwertigen ganzen transzendenten Funktionen 27
vom kleinsten Wachstum ist?%). Beschrinkt man sich auf ganze tran-
szendente Funktionen mit positiven Koeffizienten, die fiir alle 2 einer oder
mehrerer arithmetischer Reihen ganz sind, so ist es auch nach dem obigen
Verfahren, weil die Determinanten 4, dann einen gemeinsamen Faktor er-
halten, moglich, schirfere Resultate zu bekommen als z. B. wenn die
Menge M eine Dichte > (O hat, aber keine arithmetische Reihe enthilt.
Ich muB mich hier mit diesen Andeutungen begniigen.

§3.
Uber die Beziehung der hier hewiesenen Verteilungssitze zu den Sitzen
iiber die Gleichverteilung von Zahlen mod 1.

Bekanntlich hat H. Weyl (1. ¢.) bewiesen, daB gewisse Reihen von
Zahlen sich mod 1 iiberall gleich dicht verteilen?!). Nimmt man an, da8
die Funktionswerte

(1), £(2), ---

) Rendiconti del Circolo matematico di Palermo 40.

) G. Pélya, Gottinger Nachr. 1920, S. 1—10. F. Carlson, Math. Zeitschrift 11
(1921), 8. 1-23.

1) Auch andere Mathematiker wie Bohl, Sierpinski, Bohr, Hardy und Little-
wood haben sich mit diesen Problemen beschiftigt.
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sich mod 1 iiberall gleich dicht verteilen, so ist es leicht zu sehen, daB
in jeder asymptotischen Umgebung der Kurve y = f(z) die Dichte der
Gitterpunktabszissen = 0 ist. Die Umkehrung gilt aber nicht, so daB
der Satz iiber die Gleichverteilung einen groferen Inhalt hat. Da aber
die Sitze von der Gleichverteilung, soweit mir bekannt, nur in ziemlich
komplizierter Art beweisbar sind, wihrend die hier gegebenen Sitze iiber
die Verteilungsdichtigkeit der Gitterpunkte in asymptotischen Streifen in
elementarer Weise bewiesen sind, so scheint es mir ein Umweg zu sein,
diese letzteren Sitze auf Grund der Gleichverteilung mod 1 abzuleiten.
Es ist wohl auch fraglich, ob eine Gleichverteilung in allen denjenigen
Fillen beweisbar ist, in welchen ich oben das Verschwinden der durch-
schnittlichen Verteilungsdichte in asymptotischen Streifen bewiesen habe.
Dazu kommt noch, daB die hier gegebenen Beweise ein Mittel geben, bei
gegebenem asymptotischen Streifen und beliebig kleinem ¢ eine so grofe
Zahl g wirklich zu finden, daB die Dichte derjenigen Abszissen der Gitter-
punkte des Streifens, welche in das Intervall 1 bis I fallen, immer <&
ist, so oft I > g ist, und derartiges ist wohl auf Grund der Sitze iiber
die Gleichverteilung in den meisten Fillen schwer, wenn iiberhaupt, mog-
lich. Auch ist es unzweifelhaft oft méglich, mit Hilfe der hier benutzten
elementaren Mittel Verschirfungen der Verteilungssitze zu beweisen (vgl.
§ 4); solche Verscharfungen sind aber nicht aus der Gleichverteilung mod 1
ableitbar (vgl. die Uberlegungen spiter in § 3).

DaB die Funktionswerte f(1),f(2),... mod1 gleich dicht verteilt
sind, kann auch in folgender Art ausgedriickt werden, wenn man die fol-
gende Definition aufstellt:

Definition 3. Jedes Gebiet
y=f(z)+a+9b—a), 0L4L1, a<bd,
@ und b von z unabhingig,
nenne ich einen zur Kurve y= f(z) gehorigen Parallelstreifen; b — a
heit die Hohe des Streifens.
Dann besagt die Gleichverteilung:

In jedem Parallelstreifen der Hohe % haben die Abszissen der Gitter-
punkte die durchschnittliche Dichte A.

Satz 12. Daf die Gitterpunkiabszissen jeder asymptotischen Um-
gebung der Kurve y = f(z) die Dichte 0 haben, ist damit gleichbedeutend,
daf3 die Dichte dieser Abszissen tn jedem Parallelsireifen

y=f(x)+01, 0<9 <1

< ¢ wird, ¢ beliebig klein, wenn A hinreichend klein ist.
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Beweis. Erstens gehe ich davon aus, daf die Dichte im Parallel-

streifen

y="r(z)+ 81
< & ist, wenn 1 < 6, und betrachte den asymptotischen Streifen
y=f(z)+O¢p(z), 0L60L1, lme(z)=0, ¢(z)immer >0.

zZr®
Wie klein 1 sein mag, gilt fiir alle > z,, wenn 2, hinreichend grof ist,
() <i.

Nun sei 7, die Zahl der Gitterpunktabszissen des Streifens y =
f(z)+ @¢@(z), die > 0 und < z, sind, wihrend n (z) die Zahl derjenigen
desselben Streifens ist, die >z, und <z sind. Die entsprechenden
Zahlen fiir den Parallelstreifen y = f(z) 4 ¢4 seien ng und n’(z). Weiter
sei o(z) die Dichtigkeit der Abszissen >0 und <z der Gitterpunkte
des asymptotischen Streifens und o¢’(z) die entsprechende Dichtigkeit im
Parallelstreifen. Dann bekommt man fiir alle hinreichend grofien z, etwa
z>g(i), o'(z)<e, und es ist

o'(2)=STME (g =BEE g (2) <w'(a),

woraus fiir alle 2 > g (1)
Ny~ N Ny —ng

z

o(z)="TM | g (z) <M 1

Da ¢ beliebig klein und z nachher unabhingig von & beliebig grof
gewihlt werden kann, wird deshalb o(z) kleiner als eine beliebig gegebene
positive GroBe fiir alle hinreichend groSen 2, d. h. die durchschnittliche
Dichte ist Null im asymptotischen Streifen.

Zweitens gehe ich von der Existenz einer solchen positiven Zahl ¢
aus, daB die durchschnittliche Dichte im Parallelstreifen y = f(z) + ¢4
fiir beliebiges 4 groBer als ¢ ist. Dann gibt es also fiir jeden Wert von

A eine positive GroBe & derart, daB
o' (A, z) >0

fiir alle z > £; dabei soll o’(4, ) die Dichte derjenigen Gitterpunkt-
abszissen des Streifens y = f(x)-- 91 bedeuten, welche >0 und <2z
sind. Diese Zahl £ kann man fiir jedes 1 so klein als méglich gewahlt
denken; man kann dann &= &(4) setzen. Die hierdurch definierte
Funktion & (1) kann nie abnehmen, wenn 4 abnimmt. Ist nimlich 4, > Z,,
so ist fiir jedes z

6'(1‘2’ x) g G'(ll’ x)’
und weil 6’(4,, z) > o ist fiir aile 2 > £(4,), folgt auch

o' (L, 2) >0
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fir alle > £(4,). Nach der Definition von &(4,) muB also &(4,) > &(4,)
sein.
Schreibt man nun z. B.

y() = £+ 7,

so wichst y(4) ins Unendliche, wenn i gegen Null abnimmt. Bedeutet
@ die inverse Funktion von vy, so ist also @ (z) eine bei wachsendem z
monoton abnehmende Funktion und lim ¢ (z)=0. AuBerdem ist

zZr®

o'(d,2) >0
fiir alle z > y(2).
In dem Streifen

y=rF(z)+ Op(z), 0L6L1,

besitzen dann die Gitterpunktabszissen eine durchschnittliche Dichte > o.
Wahlt man ndmlich 2 beliebig und setzt x = (1) und also 1= ¢ (z),
so wird

o(z)=d'(2,2) >0,
wenn o(z) die Dichte in diesem Streifen fiir das Intervall 1 bis z ist.
Hierdurch ist Satz 12 bewiesen.

Man sieht hieraus, daB, wenn die Funktionswerte £(1), (2),... mod1
iiberall gleich dicht verteilt sind, die Verteilungsdichte in jeder asymp-
totischen Umgebung der Kurve y=f(2) gleich Null ist; umgekehrt
folgt aber aus dem letzteren nur, daf im Parallelstreifen y = f(z) 4 94
die Gitterpunktdichte beliebig klein wird bei hinreichend kleinem 1.

Nun kénnte man vermuten, weil der Satz von der Gleichverteilung
einen groBeren Inhalt hat, mit dessen Hilfe genauere Sitze zu erhalten
liber die Schnelligkeit, mit der die Gitterpunktdichte eines asymptotischen
Streifens gegen Null abnimmt, wenn man ins Unendliche geht. Dies
ist jedoch nicht der Fall, wie die folgenden Uberlegungen zeigen.

Es ist klar, da man f(2) so wihlen kann, daB die Funktionswerte

F(1), F(2), .
mod 1 einer Reihe beliebig gewdhlter Zahlen >0 und < 1
A A ook
kongruent werden. Nun sei die Zahlenreihe in zwei Teile geteilt; die
Teilmengen seien M, mit den Elementen a,, a,,... und M, mit den Ele-
menten b, d,,.... Die Dichte von M, soll 0 sein. Weiter setze ich
7a,.=an’ 7bn=ﬂn‘

Die Zahlen e, kénnen natiirlich auf unendlich viele Weisen derart
gewihlt werden, daB sie mod 1 iiberall gleich dicht verteilt sind. Weiter
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kann man die Zahlen B, so wihlen, daB fiir ein gewisses ¥ zwischen
0 und 1 .
Bo=—3¢(b,)(modl),

wobel ¢ (z) eine beliebige Funktion ist, derart, daf lim ¢(z) =0 ist.

zZ>®

In dem asymptotischen Streifen
y=r(x)+d9(2)

muB dann die Verteilungsdichte = 0 sein; denn die Gitterpunktabszissen a,,
fir welche die Funktionswerte f(a,) mod1 gleich dicht verteilt sind, haben
natiirlich darin die Dichte 0, und die Zahlen b, haben der Annahme zu-
folge iiberhaupt die Dichte 0. Zugleich sind aber die Zahlen

f(1), f(2), ---
mod 1 iiberall gleich dicht verteilt; denn die Dichte der Zahlen b, ist
ja 0, so daB sie keinen Einfluf auf das Verhéltnis der Dichten der Gitter-
punkte in zwei gleich hohen Parallelstreifen ausiiben konnen.

Dies zeigt also, daB in beliebigen asymptotischen Streifen, deren
Hohen also im Unendlichen so schnell gegen 0 abnehmen konnen, wie
man will, die Dichte der Gitterpunktabszissen beliebig langsam gegen 0
abnehmen kann, wihrend trotzdem die Werte f(1), 7(2),... mod1 gleich
dicht verteilt sind.

In § 4 werde ich einen anderen Dichtigkeitsbegriff einfithren, nédmlich
die Flachendichte (Def.5). Mit Hilfe dieses Begriffs kann die Gleichver-
teilung mod 1 auch so ausgedriickt werden:

In jedem Parallelstreifen ist die durchschnittliche Flichendichte = 1.
Betrachtet man aber wieder asymptotische Streifen, so lat sich aus der
Gleichverteilung nichts in bezug auf die Flichendichte ableiten; das sieht
man sofort aus den Sitzen in § 4.

§ 4.

Versehirfungen der Verteilungssitze in einigen hesonders einfachen
Fillen.

Obwohl die unten angegebenen genaueren Verteilungssitze zum Teil
auch mit Hilfe anderer bekannter Mittel zu erhalten sind, wie Ketten-
bruchentwicklungen, Sitze iiber Gitterpunkte in konvexen Figuren usw.,
mdchte ich doch gern zeigen, wie sie in dhnlicher Art wie die friiheren
Resultate beweisbar sind.

Satz 13a. Sind (z,,y,) und (z,, y,) zwei Gitterpunkte des Streifens
1

Osy—eszopmy
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@ (z) monoton ins Unendliche wachsend, wenn z ins Unendlicke wdchst,

und %#%, z, >z, 50 ist immer
1 3

z, = ¢(x,)-
Beweis. Aus den Gleichungen
TR Ty
e —_— ’8'2
Yo T E% =012

bekommt man
zy

? (z ) @)
woraus, da z,¥y, — Z, ¥, + O sein soll, und beide & > 0 sind,

Tyl — 2y Yo =

entweder ¥, >1 oder 9, A >,
( 1) @ (zz) —

Da beide # <1 sind, und auBerdem z,>z,, ¢(z,) > ¢ (2,), bekommt
man in allen Fillen

2:2 =@ (:I: )-
@ (2)
Ist (zg) <1
und also
z, > qp,(;‘)

Dies kann vielleicht am schénsten so ausgedriickt werden:
Sind (z,,y,) und (z,, ¥, ) zwes Gitterpunkte derart, daf x, y, — x, y, &0
ist, und
0Lz (y,—ez,) L1, 0L 2 (y—ez,)<1,
so st
2, (9 —ez) 21 oder z (y,—eaz,)=1
entsprechend den beiden Moglichkeiten xz, > z, bzw. z, > x,.

Satz 13b. Gehoren (z,, y,) und (x,, y,) besde zum Streifen
ly—ez|= —tp(z)’
so ist, wenn sie auf verschiedenen Seiten der Geraden y = ax liegen,
Z5 x5
P@) | pm)=

Der- Beweis ist duBerst leicht, wenn man nur bemerkt, daB die ¥
hier verschiedene Vorzeichen bekommen.

Einen wichtigen Spezialfall dieser Sitze erhalt man, wenn ¢ (2) = C2
gesetzt wird. Fiir den Streifen

Ogy—axSC 3 C>1
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wird
Cz,
z,> Cx, oder sogar z,> 3.
1
Fiir den Streifen
1
] Yy—« x‘ é Cz’ C>2
bekommt man
z, _ C+V 0 —4
Z > __*2——_ -

Denn man hat ja nach Satz 13b
Xp , %
z, + z >C,

woraus man durch Auflosung die angegebene untere Schranke fiir % erhilt.

1

DaB es nicht moglich sein kann, die angegebene untere Schranke fiir

Z, . . . . - .
= allgemein zu vergréBern, jedenfalls nicht wesentlich, wenn sie von den

1 5
2 unabhéngig sein soll, ist leicht nachzuweisen. Man kann z. B. « = 75;1

F4

setzen und die Gitterpunkte mit positiven Koordinaten des Streifens

, & beliebig kleine positive Grofe,

i ¥o+1 | 1
Kt ad A sy

betrachten. Man findet leicht, daB unter diesen Gitterpunkten alle hin-
reichend groBen ganzzahligen Losungen der Gleichung

Yy —zy—az*=+1

vorkommen. Der n-te dieser Gitterpunkte ist

GE%X:‘G%EYH _CéﬁY—C;ﬁf

T, = = —— - — & Y= = ’
¥5 B
folglich
lim Tats __ 1435
z>o Tn 2 ’
Nach der oben gefundenen unteren Schranke des Quotienten ?;ﬁ hat man

Zuir _ Vo—e+V1—2)5e+22
T > 2

¥5+1

2
In dhnlicher Weise kann man zeigen, daB die Abschitzung % > C fir
1

3

dessen Grenzwert fiir ¢ = 0 eben ist.

den Streifen 0 <y — ez < ——1; nicht allgemein verbessert werden kann.
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Satz 13c. Liegen die Gitterpunkte (z,,y,) und (z,,y,) beide im
Strezfen

m m+1 ope
0-SYy—erx< (5, m ganz positiv, C>1,
wahrend x, > x, und x, Y, — 2, Y, + 0 ist, so mup
Z 2m+C
z, 2m+1
sexn.
Beweis: Schreibt man

9, 3, 2
yl-—axlr_C;I, y‘_,—aa:2=0;, beide 4>m und <m-+1,

so wird

Zy Z.
C(x-z%_'xxy‘z):'ﬁl?;—ﬁef{;

x, x 2, x
= (O —m) 2~ (F—m) 2 m(2—2).
Gesetzt nun, es sei
Za 2m+C
_lé 2m+1°

so erhielte man
z _ x_2m+C _ 2m+1 __ (2m+C)—(2m+1)°
7, Z=2m+1 2m+C (2m+1)(2m+C)

_ (dm+C+1)(C=1) _2(C-—1)
T (2m+1)(2m+0) 2m+1°

woraus
D 5 2m(C—1)
”"(’x’i‘z)< 2m+1
und
z, Zy i 2m
!("91 "m)',}i_ (8, — m)'x_:} > (2,9, — %, 9s) _W—i_—_l(o_ 1)
2m+ C
; 2m+1
. 2m-L-C :
Da 4, —m und 9, —m beide <1, z, >z, und MT>1 sind,
folgt
Zy 2m+ C

z, 2m+1
entgegen der Voraussetzung.

Man kann auch Satze aufstellen, die eine untere Grenze der Dichtig-
keit der Gitterpunkte in Umgebungen einer Geraden angeben; ich erwihne
hier ein paar derartige Sitze.

Definition 4. Ich nenne einen Gitterpunkt primitiv, wenn die
beiden Koordinaten relativ prim sind.
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Satz 14a. Ist (z,y) esn primitiver Gitterpunkt, so daf

3 | 1

y—ez=—, [¥ <35,

so gibt es eimen primitiven Gitterpunkt (', y’) derart, daf
y'—ax'=i,, 4" <1,

wahrend

’ x
r <z <"I—0—l—.

47

Beweis. Es seien » und » solche ganze Zahlen, daB fir 4 >0

bzw. 3 < 0
yu —zv=1 bzw. yu—av= —1.
Setzt man
z'=u-+zt

und fiir 9 > 0 bzw. 4 < 0

x

3 x§u+xt<§ bzw. —g—-:cgu—}—xt<—£,

so ist hierdurch ¢ als ganze rationale Zahl eindeutig bestimmt.

erhilt
—9zx <Pz’ —xz<0 bzw. 0<d2'+2<L — dz.

Setzt man dann
(F2' — z)x'=8'z® bzw. (¥2'+z)a'=d'2?
so bekommt man in beiden Fillen
|9 <1.
Setzt man weiter
y =v-tyt,

so wird
yr'—xy’'=+1 bzw. ya'—ay = —1

und in beiden Fillen

x’(y—ax—%)—x(y'—az'—%)=0.

Aus der Gleichung y — ax =% folgt also

29/
Y —ex'=.
Zugleich ist offenbar
’ k4
r < < ;_19_!.

Der Satz ist hierdurch bewiesen.

Man
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Mittels &hnlicher Betrachtungen kann man auch folgenden Satz be-
weisen :
Satz 14b.. Ist (z,y) ein solcher primitiver Gitterpunkt, daf

? 2
y—ez=2,  |9]<},

so gibt es einen primitiven Gitterpunkt (', y') derart, daf
, 9’ 2
y—ex'=, |¥|<3.
wahrend
’ 1 1
<< < (1—79{ + §> x.
Definition 5. Ist =(z,,z,) die Zahl der Gitterpunkte eines
Streifens, deren Grenzabszissen >z, und < =z, sind, wihrend 4(z,, z,)
der Fliacheninhalt dieses Streifenstiickes ist, so kann man den Quotienten

n (2, 2,)
s(xn z‘.’s) = A(z:, x:)

passend die Fldchendichte der Gitterpunkte im Gebiete nennen. Hat dieser
Quotient einen bestimmten Grenzwert, wenn das Intervall z, bis z, un-
endlich lang wird, so kann dieser Grenzwert die durchschnittliche Flichen-
dichte in dem unendlichen Intervalle heiflen.

Satz 15a. In jedem Streifen
0y—az< é
blesbt die Flachendichte s,(1, z) der primitiven Gitterpunkte fir alle z
unterhalb einer endlichen Schranke.
Beweis. Ist I=[k], so ist C>1, wenn C’:llk1 gesetzt wird.
Es geniigt dann offenbar zu zeigen, daB die Flichendichte nach oben be-
schrinkt ist in jedem Gebiete
1
o Sy—ex <o
Es sei (z,,y,) der m-te primitive Gitterpunkt. Dann mufB nach
Satz 13c —
m
Tp+1 = mxn
sein. Folglich wird die Zahl n, der primitiven Gitterpunkte
logz
2m O’

n, (1, 2) < ,
Bomt1

wihrend andererseits

A1, z)='—”?+llogx— %—'logx: -(lj,log:c.
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Folglich
5L, 2) < —2m+ 0’

BTm+1

woraus die Richtigkeit der Behauptung ersichtlich ist.

Man findet leicht, daB ein solcher Satz nicht besteht fiir Umgebungen,
deren Héhe schneller gegen Null konvergiert, wenn  ins Unendliche wichst.
Man braucht nur « derart zu wahlen, daB die Teilnenner seines Ketten-
bruches hinreichend schnell wachsen. Andererseits gibt es aber auch
irrationale Zahlen « derart, dafl die Flichendichte in jeder Umgebung der
erwihnten Art = 0 ist. Dies ist ndmlich jedenfalls so, wenn die Teil-
nenner nach oben beschrinkt sind.

Im allgemeinen werden die Gitterpunkte eines Streifens nicht alle
primitiv sein. Sind (z,, %,) (n =1, 2, ...) die nach wachsenden Abszissen
geordneten primitiven Gitterpunkte, so sind die Gitterpunkte iiberhaupt
in der Form (z,u,, y,u,) enthalten, wobei u, fiir jedes n gewisse Werte
1, 2,...,», durchliuft.

Betrachtet man den Streifen

0<y—ez< %
so sieht man, weil (z,7,, y,7,) noch darin vorkommt, dagegen
(z,(»,+1), ¥,(»,-+1)) nicht darin vorkommt, dafl

Fpvn <1, 19”(7"+1)2>1
sein muB, indem y, —az, = g—; gesetzt ist, d. h.

=[L]

Betrachtet man das Gebiet

1
ly — 0417i = Tz’
bekommt man in derselben Weise
1 1
Yy, = ===l
o= [z
Satz 13d. Im Sireifen
0<y—wr<y, O>1,

28t

Cratn > Oy Crl gy
- 5 = Cvpz, (oder auch >’9"(V0_. 1) 2.

Mathematische Annalen. 95. 4

N
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- . . Z, . .
Beweis. Da die Quotienten 17“ und %*1 verschieden sind, bekommt

n Yn+1
man durch Betrachtung der beiden Gitterpunkte (z,»,, y,»,) und
(%,415 Yusq) In derselben Weise wie frither
G Ve Ty |
C" <C.xn+1 VaYn — Yns17a® }“lﬁn ”n+1_ "+!-x—n_+:E;

dabei sind ¢, und ¢, , beide >0 und <1. Weiter mub 2z, , >z,7,

sein; denn sonst wiirde folgen
Vu &,
== >Cv, >,

Tntq

woraus x, >, ,, was ein Widerspruch ist. Deshalb wird

%at1 =0Cv,,
” YaZn
d. h.
Cvl 2,
xn+1 = —;9,. >
w. z. b. w.

Sind (2,,%,), +.., (Zu, y.) diejenigen primitiven Gitterpunkte z. B.
des Streifens 0 <y — wx < 6,1; , deren Abszissen >1 und < m sind, so
bekommt man

2, >C (v vy, ) e,
und also auch
m>C* vy vy v ) e,
Die Zahl n(1,m) der Gitterpunkte ist <» v, ...+, Fir die
Dichte o(1,m) der Gitterpunktabszissen (man konnte sie die lineare
Dichte nennen) bekommt man deshalb die Ungleichung
Py Vot .o T Vu
CH V(v v N2y

Der Flacheninhalt des betrachteten Gebietes ist

m
d:c_ll
Tz~ ¢ 8™

1

Folglich hat man fiir die Flichendichte die Ungleichung

Cyy+vy+...+vu)
(u—1)logC+4(logw, +...+logvu—1)+loga,
Satz 15b. Sind die Zahlen © nach unten beschrinkt, so bleibt im
Gebiete

o(l,m)<

s(1,m) <

0§y-—-ux<—g,;, C>1, 1Zz<m,
die Fldachendichie fir alle m nach oben beschrinkt.
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Beweis. Aus der oben gefundenen Beziehung zwischen v, und 9,
folgt, daB die Zahlen » nach oben beschrinkt sein miissen, wenn die @
nach unten beschrinkt sind. Die Richtigkeit der Behauptung sieht man
dann fast unmittelbar aus der gefundenen oberen Schranke fiir s(1, m).

Natiirlich gilt der Satz auch, wenn man einen Streifen |y —az| < Z'IE
betrachtet.

Sind aber die # nicht nach unten beschrinkt, konnen unendlich groBe
Flachendichten vorhanden sein. Dies ist z. B. ,sicher der Fall, wenn
lim 9, = 0 ist, wie ich zeigen will.

n->x

Ich betrachte die Gitterpunkte (z, y), fiir welche

3
y—-ax:;

,  [9<],

und nehme an, daB die ¥, gegen O konvergieren. Es seien dann
(2, 4,)> (2,5 ¥5)> - -. diejenigen primitiven Gitterpunkte, nach wachsenden
Abszissen geordnet, fiir welche schon alle ¥ < 1 sind. Dann folgt aus
Satz 14a, daB immer

Ta .2
%41 < —g—» und also Ty < (v, +1)7z,.

Betrachtet man nun das Gebiet

= "m"m?

!y——ax[<%, R LW

so ist die Zahl der darin vorkommenden Gitterpunkte — zmjv
. r=1
der Flicheninhalt des Gebietes gleich

wiahrend

r?

Yo Zm
d 'm Lm mt ) 2
2 f-;-: 210g"_9T < 2logva(vr—T—1) ‘
z, r=1
Folglich wird die Flichendichte in diesem Gebiete
m
PIE S
r=1
8(21’ ymxm) > m—1 *
2log vy +4 3 log (#,+1)
r=1

Da aber die Zahlen v, ins Unendliche wachsen miissen, wegen
lim 4, = 0, sieht man, daf s(,, v,,,,) unendlich groB wird fir m — co.

n>w»
Genau ebenso geht es natiirlich, wenn man einen Streifen
1
|y —ez| < &5 betrachtet.

4%
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Satz 16. Es gebe unendlich viele rationale Anndherungswerte %der
trrationalen Zahl « derart, daf

) 1
ly —ez|< 7(z)’
wober @ (z) esme monoton wachsende Funkizon ist. Es sei @ die tnverse

Funktion von @, w(z) derart, daff lim 7 (2)
z—»mw(z)

Funktion von y. Wester seten (p,,q,) (r =1, 2, ...) die nach wachsenden
Abszissen geordneten primitiven Gitterpunkte, fiir welche

=0 ist, und T die inverse

1
iq_apl <w(p)'
o (2)

Dann kommi zwischen “5— und 9 (22) hochstens ein p, vor.

Beweis. Aus den Gleichungen

)
9"—“7’—@, —1<dé< 41,
€ 1
y—uz—m, —"1<8<—T1,
bekommt man
) £
TE=PI=3" s

Setzt man nun fiir » und ¢ zwei aufeinanderfolgende Wertepaare
(p,-’ qf) und (P,.+1, q,+1), so muf

entweder ¢,z —p,y+0 oder ¢, ,z2—p, ,¥y+0

sein; denn sonst bekime man auch %z%"i, was unmoglich ist, weil
7 r+1

(p,,9,) und (P,,4,9,,,) zZwei verschiedene primitive Gitterpunkte sind.
Ist aber

. . qz—py+0,
so wird
) £
'w(mx_«p(x)p =1,
woraus
[z 1 [} 1
entweder w(p)gz oder ¢(z)pgz,
d. h.
@ (z)

entweder p <%(22) oder p=>*".

Die Beziehung
@ (2)
2

ist also entweder fiir » = p, oder fiir p = p_ ., unméglich.
Hierdurch ist der Satz bewiesen.

>p>7p(22)
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Weil man umgekehrt, daB primitivé Gitterpunkte (p,, g,), fiir welche
lg—eap|< ( 505 % dicht verteilt sind, daB fiir jedes 2 > A4 zwischen

#(2z) und %—) mindestens zwei Werte von p vorkommen, so kann die

Ungleichung

|y — ax|<¢(x>

nur eine endliche Zahl von Losungen in ganzen positiven Zahlen z und y
haben; denn z muf < A4 sein.

Offenbar ist es nicht ndtig, daB die Gitterpunkte (p, ¢) primitiv
sind, wenn nur p,9,,, — p,,,9, =+ 0 ist fiir jedes 7.

Dies Prinzip ist — mit kleinen Modifikationen — von A. Thue in
den Beweisen seiner beriihmten Sitze iiber Anndherungswerte algebraischer
Zahlen benutzt worden, obwohl er das Prinzip selbst, soweit mir bekannt,
nie allgemein formuliert hat *%).

Zum Schlusse will ich einige genauere Abschatzungen der Verteilungs-
dichtigkeit der Gitterpunkte des Streifens

0<y— Z’a Zn—r < (z), @ () monoton wachsend,
r=0

erwihnen. Sind (z,, y,),..., (2,25 ¥,+.) darin vorkommende Gitter-
punkte, 2z, <, <...<Z,,,, S0 erhilt man

¢ n I 19
: Yy oz ...z, 1 99(;1) z, z, 1
{ Yy, xr % 11 % 2. z, 1
il L 2 €9 I 2 |
.. ‘
i n } 79n+9 n
| Ynte Tniz oo Zpy2l |  (ayg) TR o T2l |
) ) )
=D -—*-+D,—2* 4+ ...+D, ,, 2%z
’w(x1)+ ”<p(x2)+ + nt2 ¢ (Zata)’

alle # >0 und <1. Falls also die » - 2 Gitterpunkte nicht auf der-

selben Kurve y — Zn’arx“" liegen, mufl

’9n+2
!D‘¢(x)+ <P(ér)T +D"+"¢(x.+g) 21

sein. Hieraus folgt, da die Unterdeterminanten D abwechselnde Zeichen

') Vgl. z. B. seine Abhandlung: Uber Anniherungswerte algebraischer Zahlen
(Journal £. d. r. u. a. Math. 135).
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haben, daB mindestens ein Glied links > ["131 sein mufl, d. h. fiir ein r
2 4
zwischen 1 und = 4 2
{ @ (=)
l Dr{ g. {'” + 31 *
L2
Weiter ist
n+1
(znse—2)5) > |D,,
woraus
)
2 r)
Zpra— % > V%
2]

Folglich hat man auch in jedem Falle

n+1
‘P(xl
n-r.._x1> Vn 3"

Durch genauere Uberlegungen kann man natiirlich bessere Ab-
schitzungen bekommen, besonders wenn man nicht verlangt, z,., — 2,
nur mit Hilfe von z, abzuschitzen. In dem folgenden Satze liBt sich
ein besseres Resultat erreichen.

Batz 17. Es seien (2, Pi)s » 5 Zpras Ynis)s Ta S8 Lo in < By g5

Gitterpunkte der Kurve y= 5]:4, xn=7, die Rethe konvergent fir hin-
r=0

reschend grofe x,. Dann gilt fiir alle hinreichend groPen x tmmer eine
Ungleichung der Form

2(m+n+1)
xn+2 S xl > ﬂxl(ni'l)(ﬂ'l—'l) s ﬁ > O’
wenn ¢, ., der erste der Koeffizienten «,,,, ¢, o,... 28, der + 0 2st.

Beweis. Es ist

] Emiatr

| H 1
n ; [ 7
!yl X, R 1 1| [Ty eee Xy mer i
i | T [
n H i
Y2 Za R ) 1 ! o« [ i
o ; 7=0 | {
i i
n n Uop g
Ynte Tnr2 -+ Tnia 1 o B
Zate |
T -
n 1
. X ==
Z, 1 1 x,
n 1
. cee X3 1 =
- Zs (am+nSm—1+“m+n+ISm+"')’
n 1
Tptye-r Tnya 1 P
n+2
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wobel .

Si= 2
wenn die Summation iiber alle nicht-negativen j ausgedehnt wird, fiir

welche nj‘g j, =1 ist. Da augenscheinlich
r=1

(m+n+r+1>
1 \ m-+r
Sm-lgW——;’ Sm+7'<’——;m:T-— ('I‘=0,1,2,...),

Zy 1

kann man, wenn 7 eine beliebige Zahl > 1 ist, eine so groBe positive
Zahl ¢ finden, daB, wenn z, (und also auch z,,z,,...,z,.,) > g ist,
e 18
{am+n+lsm+“m+n+‘.‘.Sm+1+"‘[ %‘Ll'
Wenn z, > g ist, kann deshalb die Determinante

I N A

e
YntaZnto-o-Tntal |

nie verschwinden und muf also absolut > 1 sein. Hieraus folgt

(1_{_%)!%”!.2@.3%121,

Py . o B e

(m+n\
-1/
woraus, da = Sp_, < = ,
= m-1
1
mn
n-xlx,...x, .,
(z; — x,) > —= 7:;‘.”,
(n+Diemea (2F7)
m—1
2
. : 1) (n+e :
und hieraus wieder, wenn ———"——W— LA B gesetzt wird,
1+ 1)l emsa! (2 F7)
2(m+n+l)
~ (n+1)(n+2)
Tyio— & > B2y >

Ww.Z. b. w.
Man findet leicht hieraus, daB die Reihe

> 1
2z
»=1

konvergent sein muB (falls iiberhaupt unendlich viele Gitterpunkte auf der
Kurve liegen). Dies driickt natiirlich mehr aus als die friihere Aussage
(Satz 2), nach welcher die z, eine verschwindende Dichte haben; denn



56 Th. Skolem.

die Verteilungsdichte 0 einer Menge ganzer positiver Zahlen t, reicht ja
nicht hin, um behaupten zu kénnen, daB die Reihe Z’ £ konvergent ist.

Man denke z. B. an die Relhe der Primzahlen.
Schreibt man

x;:+y(n+1)=Jy,i (i=1,2,...,n+1; 1’=0,1,2,...),

so beweist man leicht durch Induktion, daB fir jedes » und 7 jedenfalls

(n+1) (n+2)

-4
Jv,i S (,, — Gi) nZ+n—2m

ist, wobei ¢ eine beliebig kleine positive Grofie ist, und die ¢; gewisse

positive Konstanten sind.
n+1

9 ), so bekommt man

Betrachtet man z. B. den speziellen Fall m = (
z,,,>Cx, C>1,

woraus folgt, dal die Gitterpunkte auf der Kurve wenigstens so
zerstreut liegen wie die Glieder von n -+ 1 wachsenden geometrischen
Reihen 13).

Betrachten wir wieder den Streifen

0<y Za xﬂ—1'< (z)$

so ist iibrig geblieben zu untersuchen, wie es geht, wenn n 4 2 oder mehr
Gitterpunkte auf derselben Kurve y = Z”'ar 277 liegen. Obwohl ich nicht
=0

weill, ob die folgenden Abschitzungen viel wert sind, will ich sie doch
angeben.

Es mégen (z,,9,),..., (2, ¥,,) auf der Kurve y = Zn'a,x"—’ liegen,
r=0

(Zp+ 1> Ym+1) dagegen nicht, z, <z, <... <z, .,. Fir beliebige Zahlen r
und s der Reihe n + 1,7 42, ..., m miissen dann die Unterdeterminanten

Dl.r’ RS Dn+2,r
der letzten Zeile der Determinante

n n-—-1

I Y1 1y cee Xy 1
i n n—1
Y2 X2 x> cee X3 1

n—1
Yn Tn Ty .. Xy 1
n

-1

Yr Ty Ty  wee Xy 1
n -1

Ys Ty Xy ... x5 1

%) Fir den speziellen Fall n =1 habe ich dies schon 1. ¢. S. 44 bewiesen.
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immer proportional bleiben. Bedeutet also f, den gr. gem. Teiler der

; D
Zahlen D, (s=1,2,..., n+ 2), so miissen die Quotienten ;” fiir alle
r dieselben Zahlen d, bleiben. Also

'Ds,r = da fr’
und weil augenscheinlich Dy, > D, , ist, wenn 7 > ', folgt, daB auch

ff>f7'

sein muB.
Da (2,15 Ym+1) Dicht auf der Kurve y = 3 a a7 liegt, ist

| Yy xr ... X 1
’ Y2 Z2 ... X3 1

D = .
i Yn Zy ... 2, 1 i
| .
i Ym Ty eer Tm 1
' Ymta Tgat - oc gy 1

Die Unterdeterminanten D, ..., D, ,,, der Glieder der letzten Zeile
sind alle durch f,, teilbar, und zuglelch mufl nach dem oben gefundenen

. fom—mn.
gein, woraus
|D|=m—mn.

Hieraus bekommt man in #hnlicher Weise wie friiher

2

@D @r9)
T, 1— 2, >[M+3 o (z, )] .
5]

Betrachtet man die Punkte (2, 9,), (%1415 Yr41)s -+ (Zysn_15 Yesn—1)>
(Zps Y)s (Zps1s Ymsq)> bekommt man ebenso

2

—_n—t41 (n+1)(n+2)
i1 — T4 > [%3_1-_ ?(z t)]
12 ]
Folglich wird
2
zm+1>max (xt_!-[w‘_—[,l%t]—i-_l ( t:'(n+1)(“+2))’ (t=1)21 ...,m—'n).\,
2
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§5.
Uber einige ziemlich umfassende Fille, in denen nur endlich
viele ganzzahlige Losungen einer Gleichung oder Ungleichung
vorhanden sind. ‘

Bisweilen ist es moglich, nachzuweisen, dafl die Zahl der ganzzahligen
Losungen einer Gleichung oder Ungleichung nur eine endliche sein kann.
Bisher ist es aber — soweit mir bekannt — blof gelungen, zwei all-
gemeinere derartige Fille zu finden. Erstens ist es A. Thue (1. c.) gelungen,
zu beweisen, daBl in jedem Streifen

6 und ¢ beliebige positive Grofen,

ly—ex| < s
y [ -g-+e
4

o algebraisch irrationale Zahl n-ten Grades, nur endlich viele Gitterpunkte

vorkommen konnen. Dieser Satz ist spater von C. Siegel verschirft und
verallgemeinert worden **). Zweitens hat C. Runge !*) bewiesen, dall gewisse

Klassen von algebraischen Gleichungen — z. B. solche mit zwei Un-
bekannten, deren hochster homogener Teil durch mindestens zwei verschie-
dene irreduzible Funktionen teilbar ist — nur endlich viele ganzzahlige

Lésungen haben; fiir diese Satze habe ich in einer kleinen Abhandlung?f)
einen anderen Beweis gegeben. Wihrend die Beweise der Sitze von Thue
und Siegel sehr kompliziert sind, sind dagegen die Beweise der Runge-
schen Satze sehr einfach. Ich will hier einige Satze beweisen, die mit
den Rungeschen verwandt, aber nicht auf algebraische Gleichungen be-
schrankt sind.

Satz 18. Es sel

e,z ¢, die Reihe abs. konvergent fiir hinreichend grofe |zl

r

[‘48

y.—:

r=0

]

wober n und q positive ganze Zahlen sind, und die Koeffizienten e, esnem
algebraischen Korper K vom Grade m angehdren. Ist dann y eine tran-
szendente Funktion, so gibt es nur endlich viele ganze positive x, fiir welche

y rational = »E wird, wenn zugleich

u < x2, o tm voraus gegebene positive Zahl,
sein soll.

1) Math. Zeitschr. 10.

1) Journsal fiir d. r. u. a. Math. 100.

16) Uber ganzzahlige Losungen einer Klasse unbestimmter Gleichungen (Norsk
matematisk forenings skrifter, Serie 1, Nr. 10).
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Beweis. ES Sei W, = 1, Woy eoey O eine Ba.sxs deS Kdl' TS K. Dann
1 29 m
ka.nn man

absolut rational,

m
o, = Z/Iar,:ws’ alle ¢ _,
8=

schreiben, wodurch man
n-r n—r

oo @ —_—
y=w1-20ar_1x —,'—...—f—wm-z(')a,,mx e
r= r=

erhilt. Durch Potenzieren dieser Gleichung bekommt man weiter Glei-
chungen der Form
Yu—r Y-

D —— O —
» (¥)
"=, Yo ¢ +...+ o, S;a,,mx q
r=0 r=

und also auch
m o ug+vn—r
7 {») -
m"y’=2ws~2%3$ ¢ )
§=1 r=0

wo alle a,(,’,), absolut rational sind.

Man kann nun die letzte Gleichung fiir alle ganzen Zahlen ux und »
bilden, fiir welche ©# >0, » > 0 und x4+ » < N ist. Dabeihat ug+»n
einen Maximumswert M. der < Nmax(g,n) ist. Man bekommt hier-
durch (NT%N
Exponenten > — N vor (der Einfachheit halber nehme ich an, daB o

ganz ist, was augenscheinlich erlaubt ist):

Gleichungen; darin kommen folgende Potenzen von z mit

_Ni’ -—NQ-Q-L -N0+_‘J_ _i ° _1_ 5_[
x S ¢, z 9, ceey & 1, 2°, 22, ...y T,

deren Zahl = Nog -+ 1-- M ist. Wihlt man N so groB, daB

T > (Wog+1+uym — [T],

was wegen der erwahnten Beziehung zwischen den Zahlen M und N sicher
moglich ist, so sieht man, daB sowohl alle Potenzen von z mit gebrochenen
Exponenten > — N wie die Potenzen mit ganzen Exponenten > — No,
ausgenommen die mit Exponenten >0 und zugleich rationalen Koeffi-
zienten, zwischen den Gleichungen eliminiert werden konnen. Wird gleich-
zeltlig mit einer passenden ganzen Zahl multipliziert, erhilt man das
Eliminationsresultat in der Form

20y, zty” = P(z) + B(z),
wo die (), ganze rationale, nicht simtlich verschwindende Zahlen sind, P(z)

ein ganzzahliges Polynom, R () nicht identisch Null, weil y sonst algebraisch
sein wiirde, und auBerdem R () nur Potenzen von z mit Exponenten
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< — o N enthilt. Es gibt dann bekanntlich eine so groBe Zahl g,, da8
R (z)= 0 ist, wenn 2 >g,. AuBerdem gibt es eine Zahl g, derart, da8
B ()] < =¥

ze¥’
wenn z > g,. Fiir alle 2 > max(g,, g,) ist also
0<z¥e|R(z)|< 1,

und folglich konnen nicht gleichzeitig z ganz und y = 5, z und u ganz
und % < x¢, sein.
Hierdurch ist Satz 18 bewiesen.

Man kann den Inhalt dieses Satzes auch anschaulich in folgender
Weise ausdriicken: Gibt es unendlich viele ganze (positive) z, fiir welche

y rational = % ist, so muB der Nenner u (selbst wenn die Briiche in

irreduzibler Gestalt geschrieben werden) schneller als jede Potenz von z
ins Unendliche wachsen, wenn man die betreffenden x durchlauft.

Korollar. Wenn y die Bedingungen des Saizes 18 erfillt, gibt es
nur endlich viele ganze x, fiir welche y ganz ist.

Dies bleibt aber noch giiltig, wenn y algebraisch ist, wenn es nur
gebrochen-algebraisch ist, wie ich jetzt zeigen will.

Ubrigens bekommt man dies nach dem obigen Eliminationsverfahren
auch dann noch, wenn y ganz-algebraisch ist, wenn nur die algebraische
Gleichung niedrigsten Grades in z und y mindestens vom Grade N, 1
ist, wobel N, die kleinste ganze positive Zahl N bedeutet, fiir welche

N+1)N M
@Y 5 (1 1) [
ist.

Definition 6. Ich nenne eine algebraische Funktion y von 2 ganz-
algebraisch, wenn eine Gleichung

y*+ P (z)y"1+...+ P,{z)=0
stattfindet, worin 7,, 7,, ..., P, Polynome sind. Alle anderen algebraischen

Funktionen nenne ich gebrochen-algebraisch. Entprechendes fiir mehrere
Variablen.

Satz 19. Es seten x und y durch die Gleichung verbunden
. yr=A4,(2)y"*+... + 4,(2),
worin

A (z)=a_, ,a" + ...+ a0, + 2T+ ..., konv., wenn |z|>g,,

1.7
x

die Koeffizienten a, , alle rational. Gibt es keine ganz-algebraische Funk-
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zion von x, welche, statt y eingesetzt, die Gleichung identisch befriedigt,
so gibt es nur endlich viele ganze x, fiir welche y ganz ist.

Beweis. Durch Multiplikation der gegebenen Gleichung beiderseits
mit ¥, ... und darauffolgende Elimination von y#, y»+1, ... rechts
bekommt man Gleichungen der Form

| P = A () A0 (),
worin
(v)

AP (z) = PP (2) + 27

)

z?

a

*

P?(z) ein Polynom mit rationalen Koeffizienten und alle al) rational.

Nun 1aBt sich jede Wurzelfunktion y der gegebenen Gleichung fiir
alle hinreichend grofen z nach fallenden Potenzen einer Wurzel von z,
etwa XQ/E, entwickeln; also

? p-1
y=cyz?! +eoz? +....
Zwischen den Ausdriicken fiir y», y»+1, ..., y?»*m konnen nun, wenn m
hinreichend grof} ist, alle Quotienten A
i (r=1,2,...,n—1;r218)
xs =
eliminiert werden. Das Eliminationsresultat 148t sich schreiben
m
S Cyrt*=P(z,y)+ R(z, y),
r=0
wobei alle O, ganze rationale Zahlen sind, die nicht alle =0 sind,
P(z,y) ein Polynom mit ganzen rationalen Koeffizienten, das hdchstens
vom Grade » —1 in bezug auf y ist, und

R(z,y)= y"“( %

k
281 +x3n—1+1 T )

, e 1y l
T~y z(“;—“ e

z5a—2 2%~

+..:)+...,

271

wobei s; die kleinste ganze positive Zahl ist, fiir ‘welche £1 < s;,. Setat

man fiir y seine Entwicklung ein, so erhilt man R(z, y) nach fallenden
1

_Potenzen von z% mit ganzen negativen Exponenten entwickelt. Zugleich
1st sicher, daB R (z, y) nicht identisch — 0 sein kann; denn dann erhielte

man die Gleichung
20, y*” — P(x,y)=0,

Woraus folgen wiirde, da y eine ganz-algebraische Funktion von z wire
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entgegen der Voraussetzung. Bekanntlich gibt es also eine so groBe po-
sitive Zahl g,, daB fiir alle z > g,

B(z,y)+0
ist. AuBerdem hat man fiir alle z >g,, g, hinreichend groBe positive

Zahl,
[B(z,y)| <1

Fiir alle z > max(g,, g,) konnen also 2 und y nicht gleichzeitig ganz sein.

Da blo8 endlich viele, ndmlich n, Wurzeln y existieren, ist der Satz
hierdurch bewiesen. .

Satz 19 fallt mit dem Korollar des Satzes 18 teilweise zusammen.
Gibt es ndmlich iiberhaupt keine algebraische Funktion von x, welche,
statt y in die gegebene Gleichung eingesetzt, diese identisch befriedigt, so
erfiilllt offenbar jede Wurzel y die Bedingungen des Satzes 18, und es
gibt also nach eben diesem Satze nur endlich viele ganzzahlige Losungen
(z,y). Satz 19 geht aber insofern iiber das Korollar des Satzes 18 hin-
aus, als y eine gebrochen-algebraische Funktion sein kann.

Dal aber Satz 18 selbst fiir gebrochen-algebraische Funktionen y

nicht giiltig bleiben kann, sieht man schon aus dem Beispiel y = % Man
kann aber fiir algebraische Gleichungen folgenden Satz aufstellen:

Satz 20. Es seiten x wund y durch die irreduzible algebraische
Gleschung
Ady(2)y"+ ...+ 4,(z)=0

verbunden, worin A, ..., A, ganzzahlige Polynome sind, A,(x) wvom
Grade n. Es gibt dann blop endlich wviele ganze x, fir welche y ratio-

u—=e
n

nal =§ ist, wenn zugleich u <z " sein soll, 6> 0.

Beweis. Man bekommt

y = Bi”)(x) y"* +... 4 By(=).
wobei
» »

a Q
B (z) =P (2)+ 2+ 55+

x2

P (z) rationalzahliges Polynom, alle a,‘fi rationale Zahlen. Jede Wurzel

besitzt fiir hinreichend groBe = eine Entwicklung der Form
2 p=1
y=e2? ez +....
Man betrachte die Gleichungen
. 2y =" B (2)y* '+ ... +2"BY (2)
(r=0,1,..., u—1; »=0,1,..., m).
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Wihlt man s hinreichend groB, z. B. so gro8, daf
p(m+1)> (u = 8)(m+n)+ £ 2070,

so konnen zwischen den u(m 1) Gleichungen alle Quotienten i—’;, wo ¢
und s der Beziehung

o<s§§t+<ﬁ:”‘—)("—‘—Q (t=0,1,..., n—1)

n

geniigen, eliminiert werden. Das Eliminationsresultat kann in der Form

1

s

“.5:‘ C,,z"y*t*=P(z,y)+ R(z, y)
r=0 0

k4

]

geschrieben werden, wobei alle C, , ganz rational und nicht alle 0 sind,

P(z,y) ein ganzzahliges Polynom, das hochstens vom Grade » —1 in

bezug auf y ist, wihrend R(z,y), wenn fiir y seine Entwicklung nach
1

fallenden Potenzen von z? eingesetzt wird, die Form hat:

(n+m)(u—3)
T

R(x,y)=—ﬂ—_‘/—+——l—{—..., q.

8
el
8

AuBerdem kann R (z, y) nicht identisch = 0 sein. Es la8t sich ndmlich
leicht beweisen !?), daB in dem Integrititsbereiche, der aus z und y er-
zeugt wird, wenn y einer Gleichung der im Satze 20 erwahnten Form
geniigt, jede Funktion auf eine und nur eine Weise in der Form

Q. (z)y™+Q(z,y)

geschrieben werden kann, wobei @, (z) Polynome sind, die hichstens vom
Grade 4 —1 sind, und Q(z, y) ein Polynom vom Grade » —1 in y.
Speziell kann ein solcher Ausdruck nicht = 0 sein, ohne identisch = 0
zu sein, sowohl in bezug auf 2 wie in bezug auf y.

Es gibt deshalb eine positive Gré8e g, so da immer
(n+m) (u—3) (n+m) (u—3)

¢z " R(z,y)+0 und 2 " R(z,y)| <1

ist, wenn z > g. Hieraus folgt die Richtigkeit des Satzes 20, wenn man
bemerkt, daB hochstens n reelle, ins unendliche gehende Zweige der Kurve
vorhanden sein kénnen.

%) Vgl. z. B. meine Abhandlung: Integrititsbereiche in algebraischen Zahlkérpern,
S.83 (Kristiania Vid. selskaps skrifter 1923), wo das Analoge fiir Zahlringe be-
Wiesen ist.
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Folgende Bemerkung kann passend hinzugefiigt werden:
Sollen in der speziellen Gleichung
zy*=2x+1
z ganz und y rational sein, so muBl 2y ganz sein, und da z und 2z 41

relativ prim sind, muf
r=u% 2z-+1=9?2

-

fiir ganze » und v stattfinden. Hieraus folgt

vi=2u%+1,
und so oft %, v eines der unendlich vielen ganzzahligen Losungspaare dieser
Gleichung ist, ist z =12 ¥ =% eine Losung der gegebenen Gleichung,

Man sieht hieraus, daf der Exponent E;—‘s im Satze 20 nicht allgemein
durch einen groBeren ersetzt werden kann. Ubrigens sieht man dies
auch bei Betrachtung einer Gleichung, welche vom ersten Grade in bezug
auf y ist.
Satz 21. Es ses
y= 57 «, x—q—,
r=0
wober alle o, algebraische Zahlen sind, aber nicht alle einem algebraischen
Korper endlichen Grades angehoren. Es sei m(M) der Grad des Korpers

RM=R(“0’ dl’ ey aM),
wo M die frihere Bedeutung hat. Gibt es dann einen solchen Wert
von N, daf
N+1)N M
C2E >+ ym(n - [¥],

so gibt es nur endlich viele ganze x, fiir welche auch y ganz ist.
Beweis. Die Funktion y von z muB hier transzendent sein. Wire
sie ndmlich algebraisch, hitte man eine Gleichung

Py(2)y'+ ...+ P(z)=0,
worin alle P Polynome sind, und die Koeffizienten dieser Polynome
miiften offenbar algebraische Zahlen sein. Da sie aber in endlicher Zahl
vorhanden sind, gehérten sie alle einem Korper von endlichem Grade an,
und dasselbe miiBte also mit den Koeffizienten der Entwicklung jeder
Wurzel y der Fall sein.

Schreibt man nun

YR—T

yvzzay’)x q ,
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so sieht man, daB fiir alle » die Koeffizienten o, &, ..., ¢y alle im
Korper Ry enthalten sind. Jetzt bedeute N eine dera.rtlge Zahl, daB

FEON > U4-1)m(y) — [J

und man betrachte die Glelchungen

ug+vn—r

z 3/—2 oz * , p+r<N pu>0,»>0.

Dann kann man eine Basis w,=1, w,, ..., oy des Korpers Ry finden,
wobeli L < m(M). Man kann also schreiben

z wqt+rn—r

xﬂyv=2w 2“(7) q ,

s=1 r=0
wo alle &), fiir welche r < g -+ »n ist, absolut rationale Zahlen sind, weil
dies némlich sogar gilt, wenn » < M ist. Zwischen diesen Gleichungen
konnen aber alle Potenzen von z mit gebrochenen positiven Exponenten
und auch alle mit nichtnegativen ganzen Exponenten, aber irrationalen
Koeffizienten, eliminiert werden. Das Eliminationsresultat kann in der

Form
Y Cpyxty”=P(x)+ R (z)
geschrieben werden, wobei die C,, ganze rationale, nicht alle verschwin-

dende, Zahlen sind, P(z) ganzzahliges Polynom, R(z) nicht identisch
Null, weil y eine transzendente Funktion war, und auBerdem lim R (z) = 0.

Z>x
Hieraus sieht man die Richtigkeit unseres Satzes.

Anmerkung. Man kann diesem Satze eine allgemeinere Fassung
geben. Fiir jedes ganze positive » sei u, eine ganze positive Zahl. Die
Summe u,q 4 »n hat dann fiir alle » <N und >1 einen Maximal-
wert M. Weiter bedeute wie frither m (M) den Grad des Korpers
By=R(¢y, &, ..., ). Gibt es dann einen solchen Wert von N, da8

N
X +N 2 M+ 1)m () ~ [7],

80 gibt es nur endlich viele ganze z, fiir welche auch y ganz ist. All-
gemein bekommt man durch ein dhnliches Verfahren wie beim Beweise des
Satzes 18, daB, wenn ein solches N gefunden werden kann, daB

2#v+N>(Neq+M+1)m(M) [M}

r=1
s nur endlich viele ganze z gibt, fiir welche y rational =% ist, wenn

% <z¢ sein soll. Weiter kann man folgenden Satz beweisen:
Mathematische Annalen. 95. ° 5
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Satz 22. Ist

n—r
2 ]
y==‘29a&x s
r=0

alle ¢, algebraische Zahlen, die micht eimem Korper endlichen Grades
angehoren, m (M) der Grad des Korpers R (e, ..., ty), M mit der friher
(Satz 21) angegebenen Bedeutung, und ist

lim 200 _

b

Morw M

80 gibt es nmur endlich viele ganze z, fiir welche y rational =5 18t, wenn
u < xe sein soll, p beliebig grofe positive Zahl.

Beweis. Denn wenn lim o)

M->x M
lich, wie grof o sein mag, N so grof wahlen, daf3

WEDE> Wog+ M-+1)m(M+ Nog) [%q

wird. Man betrachte dann die Gleichungen
Eﬂ+v@:}

shy= Sz ', utvSN uy, 00,

= ( ist, so kann man augenschein-

die in der Form
Elfvn—l

L
Loy — 22 N ) q
2y = lws._:“r,ex
8=

geschrieben werden konnen, wobei w, =1, w,, ..., wz, L <m(M+ Nog),
eine Basis des Korpers R («,, ..., @u+x5oq) iSt, und verfahre weiter wie
im Beweise des Satzes 18.

In gewissem Sinne ein Gegenstiick zu diesen Satzen ist der folgende

sehr einfache Satz:

Satz 23. Es ser
Eo) 51! LR 2

etne beliebige unendliche Reihe reeller Zahlen. ~Wez’ter seien
(Z3, 41)5 - > (25 )
1 beliebige reelle Wertepaare. Dann gibt es unendliche Rethen,

n

y=Sa,z
derart, daf fir jedes n =
R(Ggserer8,)=R{Ey5ee0n &)
ust, die Reihe konvergent ist fir alle z, die absolut > min(z,, z,, ..., %)

stnd, und, wenn man will, auch fir kleinere Werte von z, wdhrend ¥
fir x=1x; (1=1,2,...,1) eben den Wert y, annimmd.
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Beweis. Man setze

f@)= (=2 (-2 (12 (1= D (a b+ 2Bt
(6=1,2,...,0)

und bestimme die Zahlen «; ;, ¢, ;... derart, daB

. fi(z)=y;
wird, und zugleich
!
) 2t +0
=1

und jedes &, ; mit » >1 dasselbe Vorzeichen wie &, erhilt, was offenbar
alles moglich ist. Man kann auch die ¢ so schnell abnehmend wihlen,
daB die unendliche Reihe fiir jedes ¢ absolut konvergent ist, wenn |z | > o,
o beliebig kleine positive GroBe, die wir also jedenfalls < min(z,, ..., z;)
annehmen konnen. Setzt man dann

l @
y=2f(x)=a,z""
=1 n=0

so ist diese Reihe auch absolut konvergent, wenn |z !> p. AuBerdem
ist augenscheinlich y =y, fir z =2, (¢=1,2,...,1). Weiter ist

anzAmn£n+ App-18niseo +An,050:

l
wobei alle 4 rationale Zahlen sind und 4, , = Y«
* =1

i Ymd

= 0. Daraus folgt,

daB immer R(ay,...,a,)= R (&, ..., &,) sein muB.
Aus diesem Satze folgt, daB man fiir beliebige ganze positive Zahlen

n—~r

n und ¢ die Koeffizienten « der Reihe S ¢,z ? so bestimmen kann, da8
die Kurve

n—r

q

@
y=2azx
r=0

durch beliebig endlich viele im voraus gegebene Gitterpunkte (z,,9, ). .- (z;, ¥,)
geht, wahrend zugleich R(«,, ..., ¢) = R(&,, ..., &) ist fiir jedes », und
die Reihe konvergent ist fiir alle x, die absolut > min(x,, ..., z,) sind.
Man kann versuchen, die Sitze 18—22 zu verallgemeinern. Ich be-
gniige mich hier damit, die folgende Verallgemeinerung zu erwahnen:
Satz 24. Es set o,, w,, ..., o, die Basis eines algebraischen
Korpers K. Weiter seien fiir r=0,1,2, ...

Tr(x)za;g/: Tr,s(x) ws’ Nr(x)——"z-:er,a(x)w:’

wober alle Tr,s und N

T

s ganzwertige Funktionen sind. Der Funktions-
5*
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ring, der aus allen T, , und N, , erzeugt wird, heife J. X(x) sei eine

derartige fir grofe positive x ganzwertige Funktion von x, daff fir jede
Funktion F(x) aus J

Weiter sei immer F(x) == 0 fir alle hinreichend grofen ganzen ( positiven) x,
wenn F (z) zu J gehort und nicht identisch 0 ist. Ist dann

® n—r
— Sl T,-(Z) q
Yy _‘;:(/, TVr (z) X(.’t) ’

n und q ganz positiv, die Rethe konvergent fir alle hinreichend grofien x,
und besteht keine Gleichung der Form

14
Poy'= 2 F(X)y,
t=1

alle P, Polynome mit Koeffizienten aus J sind, P, Element von J, so
9ibt es nur endlich viele ganze z, fir welche y auch ganz ist.

Der Beweis kann ganz analog den Beweisen der Sitze 18 (fiir o = 0)
und 19 gefithrt werden, wenn die Rolle der Konstanten jener Beweise
hier von den Funktionen aus J iibernommen wird, und man bemerkt,
daB kraft der Voraussetzung iiber die Funktionen F aus J eine Reihe

_ V14, (%) v 4
R(X)= / _B,_('x—)X ,

alle 4  und B, Elemente von J, nicht alle 4, identisch 0,

fiir alle hinreichend groBen ganzen (positiven) x nie mehr verschwinden kann.

Ein bemerkenswerter einfacher Fall dieses Satzes ist der, daB die
Funktionen 7,  und N, , ganzwertige Polynome sind, wahrend X (2) fiir
— oo stirker unendlich wird als jede Potenz von z, z. B. X(2)=2°".

SchluBbemerkung.

Natiirlich ist es moglich, die in dieser Arbeit entwickelten Betrach-
tungen auch auf den Fall mehrerer Variablen auszudehnen, und man wird
dadurch gewi viele interessante Resultate erhalten konnen. Ich gehe
hier nicht darauf ein. Ebensowenig gehe ich hier auf die interessanten
Anwendungen ein, die man daraus auf die Theorie der Reduzibilitats-
eigenschaften algebraischer Funktionen machen kann, wie ich in der S. 6
zitierten Abhandlung gezeigt habe.

Kristiania, 31. Juli 1924.

(Eingegangen am 20. 9. 1924.)
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