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Mathematifche Exiftenz.

Unterfuchungen zur Logik und Ontologie mathematifcher
Phinomene.

Von Oskar Bedier (Freiburg i. B.).






Vorbemerkung.

Der Ausdruck »Mathematifche Exiftenz« entftammt der mathe-
matifchen Fachfprache und diefe Hrbeit gebht auch von diefem
Wortgebrauch innerbalb der pofitiven Wiffenfchaft aus. Hber ibhve
Abficht ift nichtsdeftoweniger eine pbilofophifche; fie ift namlich
auf die Ergriindung des Seinsfinns der mathematifden
Phidnomene gevichtet. Sie umfafit nicht nur logifche, fondern
gevade in den Teilen, auf die ich am meiften Gewicht legen mddhte,
ontologifche Unterfuchungen. Der Husdruck »ontologifch« ift
nicht gemeint im Sinne des Rationalismus des 17. und 18. Jabt-
bunderts, auch nicht im Sinne einer Wefensbetrachtung, die fich kon-
ftitutiv-pbdnomenologifcher Unterfuchung noch enthilt, fondern erv
foll gerade die konftitutive Frageftellung felbft und in gewiffem
Sinne fogar noc mehr oder wenigftens eine befonders konkrvete
Form konftitutiven Fragens bezeichnen. Es wird in diefer HArbeit
weitgebend aufler den natiitlich gerade bei mathematifchen Gegen-
ftandllchkeiten zundchit grundlegenden Methoden der formalen,
tranfzendental-konftitutiven Phianomenologie (fo?“wie in Huffercls
»Logifchen Unterfuchungen« und »Ideen zu einer reinen Phino-
menologie« ibren bheute beveits klaffiich gewordenen HAusdruck ge-
funden bat) die von Heidegger begriindete Forfchungsweife der
bermeneutifichen Phinomenologie verwandt. (Vergl. deffen
Abbandlung »Sein und Zeit« in diefem Jahrbuchband). Heidegger
bezeichnet mit »Ontologie« die »Hermeneutik der Faktizitit«, die
Auslegung menfchlihen Dafeins. Und fo ift auch in der gegen-
wirtigen Unterfuchung immer wieder verfucht worden, die »mathe.
matifche Exiftenz« in den Zufammenbang meniclichen Dafeins
bineinzuftellen, der als der allentbalben grundlegende Interpreta-
tionszufammenbang iibethaupt anzufehen ift. Freilich ift damit von
vornberein die Frage nach dem Seinsfinn des ud9qua, des »Matbhe-
matifchen« im allgemeinften Sinn, bingedringt auf den HAnfaty des
udYque als uddryorg als »Mathematifierendes Dafein«. Das »Mathe-
matifieven» (uadquarineieodar) analog dem Philofopbieren felbft oder
etwa auch dem Mufizieven, als eine Weife des lebendigen Dafeins
des Menfcen, ift das Thema phianomenologifcher Intevpretation
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und kann allein nur Thema einer witrklichen Interpretation fein.
Die Mathematik erfcheint als der Niederfchlag »mathematifierenden«
Lebens, fo wie die Kunft Niederfchlag des kiinftlerifich {chaffenden
Lebens ift.

Hber, fo fehr fie das ift, ift die Mathematik fonft nichts? Gebht
fie nicht gerade am ebeften von allen menfchlichen Betdtigungen
auf Gegenftindliches, Ob-jektives, An-fich-ewig-Seiendes? Es lafit
fih nicht leugnen, daBl »udIyua« (troty aller feiner Gebundenbeit an
verbale parddyewr, die es zum vévjua ftempelt) auch diefen vein
gegenftindlichen Sinn bat. Es ift die Frage nicht abzuweifen,
was es denn befage, dafl die »auBlere Welt« doch offenbar von
mathematifcher Harmonie in ungeabntem, fich mit jedem neuen
Fortfchritt der Wiffenfchaft fiir uns ins Unermefliche fteigernden
MaBe durchhereicht und duvdleudhtet ift. Diefes grofie Problem
der Exiftenz des Mathematifchen in der Natur, das duvch die fchon
feit Jahrbunderten andauernden, gar nicht felbftverftindlichen E v -
folge der theoretifches Phyiik geftellt wird, bleibt als ungeldfter
Reft unferer konftitutiven und bermeneutifchen Unterfuchungen be-
fteben. Prinzipiell in ganz dbhnlicher Weife folgt audh in der Kan~
tifch en Philofophie die Kritik der teleologifchen Urteilskraft noch auf
die Kritik der teinen Vernunft (die im Grunde die [kantifchen] Kon-
ftitutionsprobleme alle fchon erledigt bat). Fiir diefes Reftproblem
ift weder die konftitutive noch die hermeneutiiche Analyfe eine zu-
reichende Methode; es verdient den Namen einer im eigentlichen
Sinn metapbhyfifcen Frageftellung, der man fich — vielleicht —
auf dem Wege der Natur-Deutung, ecines Verfahtens, das nicht
mit irgend einer Hrt von Huslegung zufammenfillt, nibern kann.
In der gegenwirtigen Sdrift bezeichnet diefes Problem nur die
Grenze, die von der Unterfuchung nicht iiberfchritten wird. —

Wenn auch das eigentliche Thema der Hbbhandlung, wie ange-
deutet, ein pbhilofopbhifch -prinzipielles ift, fo geht die Betrachtung
doch aus von der aktuellen und bis zu einem gewiffen Grade natiix-
lich zufilligen Problemlage der gegenwirtigen mathematifchen Grund-
lagenforfchung. DerStreit zwifchen dem »Intuitionismus«(Brouwe )
und dem »Formalismus« (Hilbert) dient als Anfagpunkt der
Unterfuchung. Das Ergebnis entfcheidet fiir den Intuitiorismus und
feine »fachlidhe« Mathematik, die allein wirkliche Phinomene ent-
dedkt, die orginidrer und addquater Hnfchauung zugédnglich und exiften-
tialer Auslegung fibig find. Insbefondere erweift fich das Unend-
liche in der Form des Prozeffes, undzwarnichtblofdes
indefinitenfondern aucd destransfiniten, als ein echtes
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Pbdnomen des reinen formalen Bewufitfeins und aud fogar des
konkveten biftorifchen Dafeins; es ift fowohl der konftitutiven HAna-
lyfe wie der ontologifchen Interpretation erveichbar. Hber es ift
freilich nicht zu verkennen, dafl diefe Enticheidung von den Schranken,
die fich die Unterfuchung felbft auferlegt, bedingt ift. Es ift keines-
wegs gefagt, dal die »Sadlidbkeit« fiir das »metaphyfifche«
Problem der Natur-Deutung, das im vorigen beriihrt wurde, noc die-
felbe entfcheidende Rolle fpielt wie fiit die Interpretation im Zu-
fammenbange bhiftorifchen Dafeins. Es mufl insbefondeve fpdtever
Forfchung vorbebalten bleiben, die Rolle zu kldren, die der neuer-
dings von H. Weyl auf Grund der Hilbettfidhen Forichungen
vertretenen Idee einer rein fymbolifcdhen Mathematik im
Zufammenbang mit der Frage deutenden Naturerkennens zukommt.
Die zum Teil {harfe Kritik, die an Hilberts Philofophie der
Mathematik in diefer Arbeit geiibt wird, 146t alfo nicht nur (was eigent-
lich felbftverftindlich ift) die hobe Bedeutung der tiefen mathe-
matifen Gedanken Hilberts unangetaftet (fie gibt ihnen nur
eine von dev eigenen Huffaffung Hilberts vielfach abweichende Deu.
tung, die aber zeigt, in wie erftaunlichem Mafie gerade die »forma-
liftifchen« Forfchungen Hilberts zum Kontinuumproblem von fadch-
licher Bedeutfamkeit find), fondern fie bilt auch die Mdglichkeit einer
»metaphyfifchen« Bedeutung der Hilbertficden transfiniten Mathe-
matik offen. Nur darf man die »Seinsart« der »tranizendenten« meta-
phyfifhen Gegenftindlichkeiten, die jenfeits der phanomenologifch aus-
weisbaren »immanenten« Sachlichkeit liegen, nicht mit eben jener uns
aus den bisher angefteliten konftitutiven und bermeneutifchen Unter-
fuchungen vertrauten pbhanomenologifchen Sachlichkeitver wedfeln.

Es bandelt fich da um »Gegenftinde«, die in gewiffem Sinne nach
Platons Worten {nézewve i odolag, »jenfeits des Seinsfinnse — —
find, fo paradox dies auch klingt; Dinge die eine von der bisher
betrachteten radikal verfchiedenen transpbinomenale, wenn auch viel-
leicht nicht metaphdnomenologifiche »neue Sacdhlich keit« an fich
tragen.

Und fo ift es ein Hauptziel diefer Hrbeit, ein unbefonnenes
Hineingleiten in eine methodifch unklare »Metaphyfik« zu ver-
bindern, das Einfchneidende der Grenze, die vor jenem »Jenfeits«
liegt, zu betonen und die Gefchloffenbeit, die auch hier den kontfti-
tutiv-bermeneutifchen Problemkreis auszeichnet, zur Geltung zu
bringen. Der Weg iiber jene Grenze hinaus, den die Forichung
vielleicht fchon bald zu befchreiten gendtigt fein wird, foll und wird
dadurdh nicht verfperrt werden.
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Wie jede phanomenologifche Hrbeit, ift audh die vorliegende
den methodifch und inbaltlich in fo weitem Umfang grundlegenden
Forfchungen Hufferls (die leider nur zum kleinften Teil verSffent-
licht find) in evfter Linie verpflichtet. Dies gilt von faft allen Teilen
der Hbbhandlung; befonders bervorgehoben fei die Urteilstheotie
(§ 4a), die Unterfcheidung von »Wabrbeit« und »Konfequenz« (§ 4 b)
und der Begriff der »Stufencharakteriftik« (bei der pbhinomeno-
logifchen Hnalyfe des transfiniten Prozeffes in §5a).

Fiiv die hbermeneutifchen, d.bh. die wefentlich ontolo-
gifchen Teile (insbefondere § 6a, b und teilweife auch § 5a und 6c)
gebiibrt mein Dank den bahnbrechenden Unterfuchungen Heideggers.
Sie konnten im allgemeinen noch nicht in der jetst vorliegenden,
ablchlieffenden Faffung, wie fie in »Sein und Zeit« fich darftellt, be-
nut werden, fondern geben auf Vorlefungen und Ubungen vor
allem feiner Freiburger Lehrtidtigheit 1919 — 1923 zuriick. Trogdem
babe ich nachtrdglich einige wenige Einzelbinweife auf »Sein und
Zeit« zur Erleichterung des Verftdndniffes fiivr den Lefer bhinzu-
gefiigt. Die hermenecutifche Analyfe der Zeitlichkeit ift nadh einem
im Juli 1924 in Matrburg gebaltenen Vortrag darvgeftellt. Es fei
noch bemerkt, dafl aus verichiedenen Griinden meine Terminologie
nicht iiberall den oft fubtilen Unterfcheidungen Heideggers genau
folgt; fo z. B. untericheide ich niMogifd)« und »ontifch« und
gebrauche die Termini »Dafeine«, »Exiftenz« u. 4. nicht in dev fcharfen
Begrenzung wie er.

Was am Schluffe der HArbeit (im § 6cIV, am Ende) iiber die
Idee einer fymbolifchen, Natur deutenden Mathematik gefagt wird,
verdankt entfcheidende HAnregungen der neuften philofophifchen
Schrift H. Weyls! und auBerdem mit liebenswiirdiger Weife zu-
teil gewotrdenen brieflihen HAufierungen. Fiir wertvollfte Hilfe
zum Verftindnis Leibnizens (vgl.§6c III E) bin ich endlich
D. Mabnkes bekannten Hrbeiten, die ibr Verfaffer durd einige fiic
mich febr lebrreiche briefliche Mitteilungen freundlicherweife ergédnzte,
zu grofiem Danke verpflichtet.

1) »Philofophie der Mathematik und Naturwiffenichaft« (Handbuch der
Philofophie, ber. v. A. Baumler u. M. Schrster, Miinchen u. Berlin 1926, Abt.I],
Beitrag A.); die Schrift erichien leider zu fpdt, um auBer in § 6cIV noch
fyftematifch benutit werden zu konnen. — Ebenfo konnte die wichtige Abband-
lung J. v.Neumanns »Zur Hilbertichen Beweistheorie« (Math. Zeitfch. Bd. 26,
S. 1ff. [1927], die gerade in einem fiir mich bedeutfamen Punkte den Hilbert=
Bernayfden Standpunkt modifiziert, nur noch im »Matbematifchen
Anbang« am Schluf der Arbeit beviickfichtigt wevden.
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§ 1.
Der gegenwirtige Streit um die Grundlegung der Mathematik.

Der Begriff der mathematifichen Exiftenz ift derjenige
unter allen mathematifchen Begriffen, der am deutlichften verrvit,
wo die philofophifd en Fragwiirdigkeiten in der mathematifchen,
fcheinbar fo feft gegriindeten Wiffenichaft beginnen. Et gewidbrt
daber am ebeften die Mdaglichkeit, zu unterfuchen, welches die philo-
fophifchen Wurzeln der mathematifchen Theotrienbildungen find, d. b.
was den Sinn des Seins mathematifcher Gegenftindlichkeit und mathe-
matifcher Frageftellung ausmadht.

Man datf nicht hoffen, diefen Grundbegriff in den programmatifchen
Erkldrungen philofophifcher Farbung, welche die um die Grundlagen
ibrer Wiffenfchaft bekiimmerten Mathematiker ibren Darlegungen zu-
weilen vorauszufchicken pflegen, voll zu erfaffen. Er wird nur da
klar ans Licht treten, wo er in der ihm eigentiimlichen Leiftung fiir
das Entftehen der Theorie beobachtet werden kann. Deshalb ift es
ecforderlich, eine Sdilderung und Wiirtdigung der tatfichlichen
Leiftungen der gegenwirtigen mathematifchen Grundlagenforfchung
den weiteren Darlegungen vorauszuichicken. Im Verlaufe diefer
kritifchen Bemiibungen zeigt fich dann, daB die leitenden Gefichts-
punkte fiiv die Forfchungen der gegenwirtigen Mathematiker nicht
etwa unferer beutigen Zeit eigentiimlich find, fondern aus hiftorifchen
Wurzeln entfpringen, die bis in die griechifche Philofophie und Mathe-
matik hinabreichen. Sofern eine edhte philofophifche Klarung obne
richtig verftandene hiftorifche Befinnung niemals wird geleiftet werden
kdnnen, ecvweift fich damit eine Unterfuchung der antiken Anfichau-
ungen iiber mathematifche Exiftenz als unentbebrlich. Ecft nach
diefen Vorunterfucdhungen wird man geniigend vorbereitet fein, um
an die eigentlichen philofophiichen Fragen herantreten zu kdnnen.

Die gegenwirtige geiftesgefchichtliche Lage der Philofophie der
Mathematik ift nun am fdhirflten gekennzeichnet durch eine gewiffe
Streitfrage, die um das Prinzip der Grundlegung der mathematifchen
Wiffenichaften entftanden ift. Es eticheint daber geboten, mit einer
Darftellung diefes fundamentalen Streitpunktes zu beginnen, den
man duvch die Doppelfrage kennzeichnen kann: »Soll die Mathematik
intuitiv oder formal-axiomatifd begriindet werden?«
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Nachdem es in den 70etr Jahten des 19. Jahrhundetts anfcheinend
gelungen war, die hdheve Hnalyfis nach langen vergeblichen Ver-
fuchen mit derfelben Strenge zu begriinden wie die elementare
Mathematik (G. Cantor, Dedekind, Mervay, Weiecftrap),
{chritt man zu dem Unternebmen fort, die Lebhre von den natiiclichen
Zablen im Zufammenbhang mit der von Cantotv mit erftaunlicher
Kiibnbeit gefchaffenen Lebre von den unendlichen Mengen ihrer-
feits auf eine angemeffen erweiterte formale Logik zu begriinden
(G.Frege, B. Ruffell). Dies miilang jedoch, indem fich innec-
balb der anfcheinend ungebiibrlich ausgedebnten formalen Logik feibft
unlésbare Widerfpriiche ergaben, die fogenannten »HAntinomien det
Mengenlebre« (Burali-Forti, Ruffell ufw.). Tro mannig-
facher, mebr oder weniger gegliickter Verfuche von feiten der fot-
malen Logiker, diefe Widevipriiche aus der Welt zu {haffen (Frege,
Ruifell, J. Kénig u. a.), wurde dadurch das Vertrauen in die
Moglichkeit einer vein logifchen Begriindung der gefamten Mathe-
matik ftark ecvidiittert., Man fuchte einen Husweg teils in Be-
griindungen nach axiomati{cher Methode (Z ermelo fiir die Mengen-
lebre, Hilb et t fiir die Arithmetik), teils brach fich die liberzeugung
Babn, dafl Logik und Aritbmetik eine unldsbare Einbeit bilden und
daber nur gemeinfam begviindet werden kdnnen (H. Poincarté,
Hilbert, Brouwer, Weyl), ecine Hnficht, die {chon immer in
den Kreifen der {chdpferifichen, der Grundlagenforfchung ferner ftehen-
den Mathematiker verbreitet war. Hier ift nun der gemeinfame
Ausgangspunkt der verichiedenen Richtungen der gegenwiédrtigen
Grundlagenforichung erveicht, die nun in ibrver Gegenféglichkeit zu
{childern und zu wiirdigen {ind. Es bandelt {ich bierbei um zwei
einander gegeniiberftehende Grundauffaffungen dev Hufgaben und
Léfungsmethoden des Grundlegungsproblems der Mathematik, die
man mit den Namen des »Intuitionismus« und des »(axio-
matifierenden) Formalismus« zu bezeichnen pflegt.! Diele
find nun der Reibe nach zu erdrtern.

a) DevIntuitionismus.

Wie ibv Name fagt, legt diefe Auffaffung entfcheidendes Gewicht
auf die Anf{dauung (intuitio), die allerdings nict als »finnliche«
oder »empivifche« Bnichauung verftanden wird, fondern die Weife
der unmittelbaren Gewifiheit bezeichnet, in der uns dielogifden,

1) Wobl im Anfcbluf an den Titel von Brouwers Hntrittsrede
»Intuitionisme en formalisme« Amfterdam 1912. (Engl. Ubetf.: Bull. of the
Am. Math. Soc. 20, S. 81—96, [1913].)
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avithmetfichen und kombinatorifchen Grundtatfacdhen'
gegeben find; wie fie etwa in den iiblihen Darftellungen der Zabhlen-
theorie zu Anfang mebr feftgeftellt als begriindet oder gar bewiefen
zu wevden pflegen. Es ift fiiv die intuitioniftifhe Anfchauung des
mathematifchen Grundlegungsproblems wefentlich, daf man jene
logiich -aritbmetifchen Grundtatfachen witklich als folche auffafit, nicht
etwa als zwedimiflige oder gav willkiirliche an die Spitte der Et-
Orterung geftellte Annabmen.

Die eben bezeichnete Grundauffaffung kann eine fachliche?
genannt werden, denn fie beftrebt fich, die »Sachen felbft« vor Augen
zu bhaben und nicht blofle Vorausfeungen, die erit von der beutigen
Wiflenichaft ber ibre nachtrdgliche Redbtfertigung erhalten. Es er-
gibt fich aus diefer Anfchauung gewiffermaflen von felbft der ungefdhre
Inbalt des allem Weiteren zugrundeliegenden Urgebiets: die Lehre
von den arithmetifchen und kombinatorifchen Eigenichaften dev end -
lichen und endlofen (daber notwendig diskreten) Mannigfaltig-
keiten, zufammen mit dem, was an formaler Logik zu ihrer geord-
neten Darftellung unumgingtich ift.

Das Endlofe? ergibt fich von felb{t mit der unbeichrankt fort-
febbaren Reibe der natiivlichen Zablen 1, 2, 3, 4, ... in inf,, die
als der Gegenftand einer »arithmetifchen Urintuition« (Weyl) an-
gefeben wird. Die merkwiirdigen Eigenfchaften von dervartigen
endlofen Folgen ftehen im Mittelpunkt der intuitioniftifchen
Lebre und bedingen ibren eigentiimlichen Inbalt. Sie find der eigent-
liche Grund ibres Gegenfaties zur hergebrachten Mathematik, wibrend
das Endliche, fobald man fich einmal zur Anerkennung avithmetifcher
Urtatfachen entfchloffen hat, keine grundidglichen Schwierigkeiten
mebr berveitet.

Im elementaren Sinn anfchaulich vorliegen kénnen nur endliche
diskrete Gefamtheiten. Das Unendliche ift nady der intuitioniftifchen

1) Der Husdruck »Tatfache« foll demgemadf duvchaus nicht im Sinne
eines pbilofophifchen Empirismus verftanden werden, fondern als gleich-
bedeutend mit »Tatbeftand«, »Sachverbalt«, »Wefensverhalt« u. dgi. ganz farb-
los gebraucht werden. — In pbdnomenologificher Redeweife bandelt es fich
offenbar um Wefensverbalte.

2) Damit ift nicht das, was Hufferl als ~»fachbaltige bezeichnet,
fondern nur ein gewiifer Gegenfaty zum »Formalen«, fo wie es der »Formatis-
mus« auffaflt, gemeint.

3) Diefe Bezeichnung fiir die unbefchrankt fortfepbave»offen unendliche-,
im Sinne Cantors »abzdblbar unendliche« Mannigfaltigkeit ift Frege nach-
gebildet, der die »Anzabl« der natiirlichen Zablen (Cantors w,) die »Anzabl
Endlos« nennt,
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Auffaffung nur in der Form der Folge zugidnglich, die nicht ift,
fondern wird. Die einzig als rechtmiBlig zugelaffene Hrt des Un-
endlichen ift alfo das Endlofe (potentiell Unendliche). Das maf-
gebende Vorbild ift die Reibe der natiiclichen Zabhlen; alle anderen
endlofen Gebilde find von hier aus zu vetfteben.

Indeffen ift hierbei noch ein enticheidender Punkt zu beachten:
die Folge detr natiirlichen Zablen ift eine gefegmédfige. Es ift
genau beftimmt, welche Zabl auf jede vorgegebene unmittelbar folgt.
Mit der Zabl # ift auch #' = % -+ 1 beftimmt. Das Gefey des »Immer
noch eins«, das aus 7 das %' evzeugt, ift das Urbild einer jeden
gefetmaifigen Folge, die durch ein allgemeines Glied gekennzeichnet
werden kann, das dann feinevfeits die allgemeine Zahl 7 entbilt.

HAls Beifpiele kdnnen etwa die Reibe der Quadratzablen (2:?),
der Partialfummen irgendeiner unendlichen Reibe (geometrifche
Reihe, Potenzreibe) ufw. dienen. Ein Gefefy kann auch vekurrent
fein, d.b. angeben, wie man das (72 1)'* Glied aus dem n'*" Glied
erhilt.

Es gibt aber im Gegenfay zu den gefegmifBig beftimmten Folgen
noch eine davon grundfaglich verichiedene Hrt: die fogenannten
»frei werdenden Wablfolgen«: Zuniddit die villig freie
Wablfolge, bei der die einzelnen Zahlen ganz beliebig nacheinander
gewdblt wevrden, dann Wablfolgen mit gewiffen einichrdnkenden
Bedingungen, endlich folche Folgen, bei denen Sdhritt fiivx Schritt
nach beftimmten Regeln, gemdB anderweitig vollzogener Wabhlen,
Wiirfen, Beobadhtungen, Redchnungsergebniffen ufw. die einzelnen
Glieder feftgelegt wetrden.

Beifpiele. 1. Die Wiirfelfolge mit einem Wiirfel: Man
wiirfelt mit einem gewdbnlichen fechsfeitigen Wiirfel und fchbreibt die Zablen,
die fich ergeben, nieder. Diefe Folge kann offenbar nur die Zablen 1, 2, 3,
4, 5, 6 enthalten, fie mufl mindeftens eine diefer Zablen entbalten, aber nicht
notwendig mebr als eine.

2. DieSummenfolge zweier vdllig freien Wabhlfolgen:
Man addiert die beiden erften, die beiden zweiten etc. Glieder der beiden
freien Wablfolgen, die Summen bilden eine Zabl der gewiinichten Folge.
— Diefe Folge kann offenbar alle mdglichen Zablen entbalten auier 1. Denn
felbft wenn beide Summanden 1 wiren, fo ergibe fich doch fchon 2, andern-
falls eine gréfiere Zabl.

Es ift wefentlich fiiv diefe Folgen zweiter Art, dad fie niemals
als vollendet oder auch nur bis ins Unendliche beftimmt gedacht
wetrden konnen, fondern als Sdritt fiiv Schritt werdende. Die
Zukunft diefer Entwicklung ift ftets zum mindeften nadh gewiffen
Seiten hin unbeftimmt. Es kdnnen alfo nur folche Eigenichaften
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finnvollerweife von einer devartigen Folge ausgefagt werden, fiic
welche die Enticheidung, ob fie der Folge zukommen oder nicht zu-
kommen, fchon fillt, wenn die Folge in ibrer Entwicklung bis zu
einer gewiffen Stelle gekommen ift, obne daf die Weiterentwidklung
iiber diefen Punkt des Werdens hinaus, wie fie auch ausfallen mdge,
die Enticheidung wieder umftofien kann. Mit anderen Worten: man
kann wobl iiber Gefchebenes ficher urteilen, nicht aber iiber die Zu-
kunft. Prophezeihen kann man nur infoweit, als Gefeymifigkeiten
bekannt find, die den zukiinftigen Gang der Ereigniffe (das Ent-
ftehen der Glieder der Folge) mebr oder weniger beftimmen,
(Wablfolge mit Nebenbedingung, Grenzfall der durchgehenden Be-
ftimmtbeit: gefegmiBige Folge.)

Beifpiel: Die augenblicklich vorliegenden Glieder einer Wablfolge F
feien: 1, 6, 28, 3, 9, 11 ... Man kann im gegenwirtigen Augenblick diefer
Folge die Eigenfchaft zufprechen: »F enthdlt die Zabl 9«, nicht aber »F ent-

balt die Zabl 4« noch auch »F entbilt die Zabl 4 nicht«. (Denn dariiber ift
noch keine Entfcheidung gefallen.)

Diefe Uiberlegung zeigt, daB die Folgen zweiter
Art obne Zeitlichkeit nicht gedacht werden kdnnen.
HAusfagen iiber folche Folgen find auf keine Weife von der augen-
blicklichen Lage, dem Stande detr Entwicklung unabhingig zu machen.

Nun find die vdllig gefetmifig (durch ein »allgemeines Glied«
u. dgl.) beftimmten Folgen erfter Art zwar auch nicht ibrem eigent-
lichen Seinsfinn nach zeitlos oder iiberzeitlich, aber alle iiber fie
mdoglichen Husfagen laffen fich unabbdngig von irgendeinem Zeit-
punkt ausfprechen, fo daB fie in einem gewiffen logifchen Sinn in
ibrer ganzen unendlichen Erftreckung wirklich gegeben find. Bei
den Folgen zweiter Art find devartige zeitunabbhidngige HAusfagen
lediglich in genau dem Mafle mdglich, als manche ihrer Eigen-
{haften (durch Nebenbedingungen oder die Regel ihver {chrittweifen
Erzeugung) gefepmifig beftimmt find.

Aus diefer Sachlage ergeben fich einige merkwiirdige Folgerungen
beziiglich der logifchen Eigentiimlichkeit von Urteilen iiber Folgen:

Es fcheint namlich, dafl dev Sag vom ausgefchloffenen
Dritten, nach dem von zwei kontradiktorifch entgegengefetiten
Urcteilen eines wahr fein muf und eines falich, im Gebiete der end-
lofen Zablfolgen gewiffe Husnabmen erleidet.

Die Urteile:

1. Es gibt in der Folge F eine Zahl von der Eigenidaft E,
2. Alle Zablen der Folge F bhaben die Eigenfchaft E,
baben ndmlich unter Umftinden beide kein »eigentliches« kontra-

diktorifches Gegenteil, d.h. das vrein formal gebildete kontradikto-
Hufferl, Jabrbuch f. Philofophie. VIIIL 29
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rifche Gegenteil gehorcht nicht dem Sae vom ausgeidloffenen Dritten,
weil es namlich gar keine fachlih greifbare Bedeutung bat.
In der Tat: Die negativen Urteile:
1. Es gibt in der Folge F keine Zabl von der Eigenichaft E,
2. Nicht alle Zablen der Folge F haben die Eigenidaft E,

baben fiiv frei werdende Folgen F im allgemeinen keinen fach-
lich klaven Sinn. Es UiBt fich ja — was das exfte Ucteil betrifft —,
falls nicht eine geeignete einichrinkende Gefeymiigkeit vorliegt,
bei einer frei werdenden Folge nicht fagen, was fiir Zablen in ibt
noch auftreten werden, und deshalb auch nicht, ob etwa eine Zahl
mit der Eigenichaft E nicht doch noch ericheinen wird. Hbhnlich ift
es beim zweiten Urteil: es befteht unter den gemeinten Umftinden
ftets die Moglichkeit des Evicheinens einer Husnahme, aber ob diefe
je zur Wirklichkeit wird, ift offenbar ganz unbeftimmt.

Die Disjunktion: sEntweder gibt es in der Folge eine Zahl mit
der Eigenichaft E oder nicht« ift alfo keine echte vollftdindige Dis-
junktion bzw., wenn man fie aus formalen Griinden fiiv eine voll-
ftandige Disjunktion balten will, erleidet fiir fie der Saf vom aus-
geichloffenen Dritten eine Husnahme.

Wobhlgemerkt, diefe Schwierigkeiten treten nur ein bei frei
werdenden Folgen, nicht bei gefetmiflig beftimmten. Bei diefen
letiten ermdglicht das Gefets einen Uberblick iiber fimtliche »un-
endlich vielen« Glieder.

Das fiibrt dann weiter zu dem eigentiimlichen Vechalten der
Folgen felbft, wenn man ihnen gegeniiber die Frage ftellt »Gibt es
eine Folge F mit der Eigenichaft E?«,

Diefe Frage kann man dann bejahen, wenn F eine gefegmaifige,
vorliegende Folge ift, oder eine frei werdende Folge mit gewiffen
gefetmifigen Eigenichaften, dever Konftruktion in ganz beftimmter
Weife vorgelegt werden kann. Ibre Verneinung bat keinen Sinn,
folange man die Folge noch als eine gefemiBige auffafft. Denn
ein Uberblik iiber alle »mdglichen« Gefeie, die jemals aufgeftellt
werden kénnen, fcheint nicht gewonnen wetden zu kdnnen.! Wendet
man aber die negative Hntwort auf die in Rede ftehende Frage
pofitiv: »Jede Folge bhat die Eigenichaft nicht-E«, fo hat das nur

1) Die im Text angegebene Meinung wird von intuitioniftifcher Seite
zumeift vertreten. Wir werden indeffen fpéter (in § 5b) im Anfchluff an die
neueften Forichungen Hilberts zum Kontinuumproblem (»llber das Un=-
endliche«, Math. Ann. Bd. 95) darlegen, daf} die geleugnete Mdglichkeit einer
Uberficht iiber »alle mdglichen« Gefeje fiir eine endlofe Folge im gewiffen
Sinne doch beftebt.
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Sinn, wenn man unter Folge cine freie Wablfolge (mit gewiffen

Nebenbedingungen) verftebt; nicht aber fiiv gefetmifige Folgen.

Beifpiele: »Jede Wiirfelfolge (mit einem Wiirfel) bat die Eigen-
f{chaft, die Zabl 21 nicht zu entbalten«. Das gilt natiirlich auch fiir alle ge-
fepmidfigen Folgen, die innerbalb des »Rabmens« der Wiirfelfolge betrachtet
werden kénnen. (Wenn z. B, an das Ruftreten gewiffer regelmafliger Wurf-
folgen eine gewiffe Spielregel gekniipft ift, fo liegt das Konftruktionsprinzip
einer devartigen Folge »im Rabmene« des Begriffes der Wiirfelfolge.) — Ein
befferes Beifpiel bietet das Schach{piel dar. Eine Schachpartie kann als
eine frei werdende Folge mit Nebenbedingungen angefeben werden, die u. U.
abbricht (wenn einer der Spieler Matt fetit), die aber auch endlos fein kann
(bei gewiffen Arten von Remis). Unter befonderen Umftinden kann fie aber
auch, nathdem eine endliche Anzabhl von Gliedern vorliegt, in eine gefepmiflige
Folge iibergeben (bei gewiffen Arten von Zugzwang, wie »ewiges Schach«).
In diefem leten Fall liegt eine gefetmiflige Folge »im Rabmen« einer frei
werdenden Folge mit Nebenbedingungen vor.

Die foeben dargeftellten Betrachtungen bhidngen eng zufammen
mit der Frage der Enticheidbarkeit eines beftimmten
mathematifchen Problems. Die Frage ift, ob jedes vein
matbematifche Theorvem, alfo zunddhit fchon jeder klar formulierte
zablentheovetifche Satj, entweder bewiefen oder widerlegt werden

kann.

Beifpielsweife kann man fragen: «Gibt es mebr als 5 Primzablen von
der Form 22+ 1? (Bekannt find beute nur 5 Primzablen diefer Form, nim-
lich fiiv n=1, 2, 4, 8,16.)' Man kann diefe Frage nicht mit ja oder nein ents
fcheiden durch Probieren, denn die Anzabl der Zahlen von der Form 2" +1
ift unendlich, und man kann doch immer nur eine nach der andern auf ibre
Teilbarkeit bin unterfuchen. Die Beziebung zur Lebre von den
endlofen Folgen wird klar, wenn man folgende Zu o rdn un g ftiftet:
Man erzeuge eine werdende Folge nach der Regel: Man probiert die nach
der Grofie geordneten Zahlen der gefepmifigen Folge mit dem allgemeinen
Glied 2™ +1 auf ibve Teilbarkeit der Reibe nach durch: erweift fich eine der
erwibnten Zablen als teilbar, fo wible man die Zabl 1, wo nicht, die 2;
fo erhilt man eine echte werdende Folge, die nur die Zablen 1 und 2 ent-
balten kann, von der man aber nicht weifl, ob fie mebr als 5 oder gar un-
endlich viele Zweien entbdlt. Und zwar kann man dies etftere gar nicht wiffen,
bevor nicht eine fechfte Zwei aufgetreten ift (was bisher noch nicht der Fall
war), — und ob es in ibr unendlich viele Zweien gibt, kdnnte man iiberbaupt
nur dann jemals erfabren, wenn die Folge einmal durch ein Gefety dargeftelit
wiirde, alfo ibren Charakter als »frei werdende« Folge verlsre.

Ein anderes Beifpiel ift die bekannte F e rm a t fcbe Bebauptung, es gdbe
fiiv # > 2 keine vier ganzen Zablen n, z, y, » die die Gleichung

xn_!_yn:xn
befriedigen. Ob diefe Behauptung richtig oder falich ift, 148t fich offenbar
nicht durch Probieren entfcheiden; man kann auch bier den fyftematifch an-

1) Dies Beifpiel nach Fraenkel, Einleitung in die Mengentehre

(2. Bufl. Berlin 1923) S. 170.
29%*
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geordneten Proben (nachdem man alle Zablenquadrupel (», x, ¥, %), fiir die
n>>2 ift, in eine eindimenfionale Folge geordnet bat, was bekanntlich ftets
ausgefiibrt werden kann,) eine echte werdende Folge der Zablen 1 und 2 zu-
ordnen, indem man bei Befriedigung der Gleichung jeweils die 1, bei Nichts
befriedigung die 2 wiblt; es ift dann bisbher (fiir # > 2!) noch keinmal die 1
etichienen, ob fie das jemals tun wird und wie oft, ift z.Zt. gdnzlich unbekannt.

Der intuitioniftifche Standpunkt der Entfcdheid-
bavkeitsfrage gegeniiber ift nun der, daBl, fofern eine arith-
metifche Frage zur Zeit tatfdchlich unentichieden ift, fich wiffenfchaft-
lich iiber die Mdglichkeit oder Unmdglichkeit, jemals zu ibrer Ent-
fcheidung zu gelangen, gar nichts ausfagen 14ft.!

Auf Grund diefer Anfchauung verlangt der Intuitionift, dal der
Sa vom ausgefchloffenen Dritten, auf dem das Verfabren des in-
divekten Beweifes bevubt, auf unendliche Gefamtheiten, die in dev
geichilderten Art mit endlofen Wablfolgen zufammenbingen, nicht
angewandt wevrden diicfe. Dies bringt fiit die Moglichkeit der
Fiibrung mathematifcher Beweife und det Definition matbematifcher
Begriffe und Gegenftindlichkeiten empfindliche Einfchrdnkungen
gegeniiber der bisherigen Ubung mit fich.

So find z. B. Begriffe, wie der der Gefamtheit aller mdglichen
Zablfolgen nicht zuldffig; womit auch die Mdglichkeit wegfillt, etwa
die Menge der Dual- oder Dezimalbriiche zwifchen 0 und 1 zu
bilden oder die Menge der transfzendenten Zablen zwifchen 0 und 1
und iiberthaupt die meiften nicht abzdblbaren Mengen. Der Begriff
einer willkiivlichen veellen Funktion (im Sinne Divichlets) erweilt
fich als unbaltbar, ebenfo der einer beliebig zufammengewiicfelten un-
endlichen Punktmenge mit beftimmten defkriptiven Eigenichaften und
davaus abgeleitete Begriffe, wie der der »oberen Grenze«. Die Can-
toriche Definition des Linearkontinuums als einer beftimmt gekenn-
zeichneten Punktmenge fillt audh in fich zufammen. — Die gefamte
Analyfis, die ja mit dem Begriff der veellen Zahl beginnt, bedarf
einer neuen Begriindung, obwohl damit nicht gefagt ist, daB nicht

1) Es find natiirlich in manchen Fillen fozufagen »gefiiblsmédflige« auf
HAnalogie mit gewiffen bekannten Tatfachen berubende Vermutungen mdglich.
So kann man etwa nach der HAnalogie mit dem bekannten von Euklid
(1X, 20) bewiefenen Saf iiber die Exiftenz unendlich vieler Primzablen in det
natiiclichen Zablenveibe vermuten, dafl allgemein in jeder arithmetifchen
Reibe erfter Ordnung, die aus ganzen Zablen beftebt, unendlich viele Prim-
zablen entbalten find. Diefe Vermutung wurde, wie bekannt, durch den Be-
weis von Dirichlet beftitigt, allerdings unter Zubilfenabme infinitefimaler
Betrachtungen. Solange der Divichlet fche Beweis aber nicht vorlag, war
jene Vermutung, vom ftreng mathematifchen Standpunkt aus gefeben, ledig-
lich eine ganz leere logifche Mdglichkeit.
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erhebliche Teile, vielleicht die erheblichften, nach Anderung der Be-
weisform wieder iibernommen werden kénnen. Immerchin erleiden
Analyfis wie Mengenlebre empfindliche Einbufien (» Amputationen«).

Gewonnen wird andrerfeits eine ganz neue Theovrie des Konti-
nuums als eines »Mediums freien Werdense, die im Gegenfaty zu
dem abftrakten »atomiitifchen« Kontinuumsbegriff der iiberlieferten
Mengenlebre, die begriffliche Erfaffung des anfchaulichen Stetigen,
in dem es keine »Punkte« gibt, ermdglicht.!

Es ift begreiflich, daf diefe »Amputationen« am Korper der
iiberlieferten Mathemik {feitens der intuitioniftifchen »Putichiften«
beftigen Widerftand der auf ibre Traditionen ftolzen Matbematiker
gefunden bhaben. Der hervorragendfte Gegner detr intuitioniftifchen
»Revolution« ift Hilbert, deffen Anfchauungen nunmebr zu fchil-
dern find.

b) Hilberts axiomatifdher Formalismus.

Obwohl Hilbert und fein Mitarbeiter Bernays gewifl nicht
die einzigen find, die die Mathematik auf ein notwendig formales
Syftem von Axiomen griinden wollen, fo haben fiec dodh diefes Ver-
fabren mit einer bis ins Lefite gebenden Folgerichtigkeit ausgebaut
und deshalb ift es fiiv eine grundfasliche Unterfuchung der Sachlage
das Zweckmifigite, an fie anzukniipfen.

Hilbert untericheidet von vornberein »inbaltliche« und »for-
male« Mathematik.? Die evfte ift auf das Endliche befchrankt und
ift nicht ibrevfeits auf HAxiome gegriindet, fondern auf die fachliche
Feftftellung von gewiffen Grundtatfachen. Die Notwendigkelt dafiic
ergibt fich davaus, da Hilbetrt zum Zwedie der Begriindung der
»formalen« eigentlichen Matbhematik einer (»metamathematifchen«)
»Beweistheorie« bedarf, die jeden mathematifchen Beweis felbft als ein

1) Vergleiche dariiber und iiber den bierfiiv gebhdrigen Begriff der
»entfcheidungsdefiniten Mannigfaltigkeit« meine HAbbandlung im 6. Bande
diefes Jabrbuches; ferner die dort angefiibrten Arbeiten Brouwers und
W ey 1s (am wichtigften find die Arbeiten Brouw ers in den Abbhandlungen
der HAmftevrdamer Hkademie des Jabres 1918 und 1919 [in neuer Faffung
Math. Ann. 93, 95, 96], und Weyls in der Matbematifchen Zeitfchrift Bd. 10
u. 20), zu denen inzwifchen noch der Huffap Weyls im »Sympofion«
I. Band, 1. Heft, gekommen ift. — Uber den intuitioniftifchen Standpunkt
wefentlich hinaus gebt W ey 1s neuefter Auffaty im »Handbuch der Philofopbie«
(Miinchen 1926). Ein Verzeichnis der gefamten neueften Litevatur iiber Grund:
lagenfragen findet man bei A. Fraenkel, Zebn Vorlefungen iiber die Grund-
legung der Mengenlebre (Leipzig u. Berlin 1927).

2) Die erfte beiit auch »Metamathematike, die zweite Mathe-
matik im engeren Sinne.
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mathematiiches Gebilde auffafit, beftehend aus einer endlichen HAn-
zab! in gewiffer Anovdnung und Gruppierung vorliegender Zeichen.
Dabei ift vorausgefetit, daBl die Beweife begriffsichriftlich dargeftellt
find, als eine Reihe von Formeln, die auseinander nach beftimmten
formalen Regeln bervorgeben.

Der Grundgedanke Hilberts ift nun folgender: Ein matbe-
matifcher Beweis als ein endliches Gebilde ift durch die keine
grundfdglichen Schwievigkeiten darbietende Lebre von den end-
lichen Gefamtheiten (endliche formale Logik, HAritbmetik, Kombina-
torik) vollftindig behercichbar., Insbefondere befteht die Mdglich-
keit zu zeigen, dafl aus beftimmten Hxiomen nach beftimmten
Regeln gefiibrte Beweife nicht auf die einen Wideripruch darftel-
lende Zeichenkombination fiihren kdnnen. Richtet man alio die
Beweife der hdheven (formalen) Mathematik fo ein, daff ibr Hb-
bild in Formeln jene Eigentiimlichkeit hat, nicht auf die Formel
filc eine widerfpruchsvolle Husfage fithren zu kdnnen, fo weifl
man damit, dafl jene Begriffe und Hxiome der hdheren Mathe-
matik auf Grund der benuBten logifchen SchluBweifen niemals zu
widerfprechenden Satien fiibren konnen, — obhne dafl es dazu nétig
wive, jene Begriffe und Hxiome ibrem Inbalt nach zu verftehen
und etwa auf ibve fachliche Wahrheit zu priifen. Die Entbehrlichkeit
einer fachlichen Nadhpriifung ift der enticheidende Punkt; daraufbin ift
es geftattet, axiomatifche Vorausfeungen einzufiibren, deren fach-
liche Tragweite gewiffermaBen den »endlichen menfclichen Verftand «
ibecichreitet, die alfo mit Recht als »transfinit« oder »tranfzendent«
zu bezeichnen find. So gelingt es, den Herrichaftsbereich mathemati-
fcher Wiffen{chaft weit liber das von Seiten der Intuitioniften zu-
gelafiene Mafl binaus auszudebnen, obne jemals befiiccdhten zu
miiffen, durch f{ich einftellende Widerfpriiche Liigen geftraft zu wet-
den. Und Wideripriiche find, wie fchon Kant bemetkte, das Ein-
zige, was die iiber die Schranken der Etfabrung (bier der matbhe-
matifchen Intuition) binausichweifende menfichliche Vernunft in ibrem
Laufe zuriickbhalten kann. Huf diefe Weife wird das gefamte von
der iiberlieferten Mathematik eingenommene Forichungsgebiet erv-
balten einfchlieBlich der Cantovr~Zermelofchen Mengenlehre.

Es ift nun kurz davzuftellen, wie es Hilbert gelingt, 1. die
Widerfpruchslofigkeit eines beftimmten Axiomenfyftems zu beweifen,
und 2. das Transfinite durch eine ibrer formalen Befchaffenheit nach
endliche Begriffsbildung zu erfaffen.

1. Nachweis der Widevfprudslofigkeit einerend-
lichen Anzabl endlicher Formeln. — Wie aus der foeben
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gegebenen allgemeinen Darftellung bervorgebt, ift ftreng zu fcheiden
zwifchen dem formalen Abbild der atritbmetifchen Sitie und Be-
weife als dem »Gegenftand« der Theorie und dem inbaltlichen
Denken iiber diefen Formalismus als dem »Inbalt« der Theorie.

Der Schwerpunkt diefer Beweistbeorie liegt in dem genauen
Studium der Art und Weife, wie aus beftimmten vorliegenden Fot-
meln andeve neue hervorgehen. Dies gefchiebt einmal durch »Ein.
feten « (Subftitution) von fpeziellen HAusdriicken in »allgemeine«
Formeln, alfo — ganz wie in detr bergebrachten Mathematik — durch
Ecrfeien eines einen Hllgemeinbegriff andeutenden Zeichens duvch
eine fpezielle, einen unter jenen Hllgemeinbegriff fallenden Gegen-
ftand darcftellende Zeichenkombination. Zweitens entftehen neue
Formeln durch Sdhliiffe nach dem Schema:

S
S—>g
TS

Das heifit: 1. Die Formel S gilt. 2. Es gilt: Aus S folgt ¥,
Alfo: 3. Es gilt X,

Auf diefe beiden Hrten, durch »Einfegen« und »Schliefen« (das
dann nodh in verwickelteren Formen vor fich gehen kann) entftehen
alfo nacheinander alle beweisbaren Formeln aus den Axiomen. Man
kann u. U. iiberfehen, aus dem formalen »Gefefg« des Verfahrens
beraus, dafl eine beftimmte Endformel, etwa 00, niemals erveicht
werden kann.

Gelingt es andeverfeits, die Formulierung des Widerfprudhs
immer auf die Geftalt 0=F0 zu bringen, fo ift der Nadbweis der
Unmdglichkeit des Huftretens der Formel 00 im Beweife gleich-
bedeutend mit dem Nachweis, daf in den Beweifen der vorliegenden
Art eine wideripruchsvolle Ausfage nicht formuliect wevden kann; d. b.
daB ein dervartiger Beweis nicht zu einem Widerfprud fiihren kann.

Man kann die zundcft befremdende Sachlage duvrch einen Ver-
gleich mit gewiffen beim Schachipiel auftretenden Mdglichkeiten er-
ldutern: Es gibt bekanntlich beim Schach gewiffe »Endfpiele«, bei
denen ein Matt von keiner Partei erzwungen werden kann bei vich-
tigem Spiel. Der einfachfte Fall ift der, daBl nur noch die beiden
Kdnige fich im Spiel befinden. Dann ift eine Mattftellung niemals zu
ecreichen, wie auch gefpielt werden mdge. Verwidkelter ift etwa der
Fall: Weifler Kdnig mit zwei Springern gegen den fchwarzen Kdnig.
In diefem Falle kann Weil bei korrektem Spiel von Schwarz das
Matt nicht erzwingen. Fiigt man alfo zu der iiblichen Spielrege!
des Schadh die Zufagbedingung binzu, dal Schwarz beftimmt ge-




456 Oskar Bedker. [16

kennzeichnete »feblecrhafte« Ziige nicht fpielen darf, fo kann man
ficher fein, dafl Weifl niemals Matt fet, — wie im iibrigen das Spiel
auch verlaufen mdge. In beiden Beifpielen ift alio das Huftreten
einer Mattftellung ausgefchloffen, die offenbar einer widetfpruchs-
anzeigenden Formel im mathematifchen Beweis entfpricht, wahrend
die nacheinander entftehenden Stellungen auf dem Schachbrett etwa
den nacheinander auftretenden Formeln des Beweifes gleichzufetien
find; beide Male gebt ja ein Gebilde aus dem andern gemifl ge-
wiffer Regeln bevvor.

Nun fei ein Beifpiel fiir eine Hilbe vt fche Beweisfithrung gegeben.'
Es werde gezeigt, dafl aus den gleich anzufiibrenden fiinf Axiomen die Formel
a % a niemals gefolgert werden kann.

Die Axiome follen wie folgt lauten:

l.a=a
a=b->a+1=0b+41
ca+1=0+1—>a=">
ca=c—>b=c—>a=1">)
ca+11.

Die Zeichen «, b, ¢ find allgemeine Zeichen fiir Zablen und aus Zablen
zufammengefetite Ausdriicke (Funktionen). Das Zeichen » —> « bedeutet »folgt«
oder »wenn — fo« (»Implikatione).

Es wird zundcdhft der folgende Hilfsfa bewiefen:

a) Hilfsfag: Eine beweisbave Formel kann das Zeidhen
»—>« b8chftens zweimal enthalten.

Beweis: Liage ein Beweis fiiv eine Formel mit mebr als zwei » —> «»
Zeichen vor, fo miifite es in ibm notwendig eine Formel geben, wo dies zum
erften Male der Fall ift. Diefe Formel kann unmittelbar durch Einfefen in
die Axiome offenbar nicht entftanden fein. Denn fiir die Zeichen a, b, ¢
kénnen Husdriicke, die bereits ein »—> «sZeichen entbalten, nicht eingefetyt
werden. Sie kann aber auch nicht als Endformel £ eines Schluffes auftreten,
denn dann wire die zweite Pramiffe des Schlyffes, namlich © —> &, auch fchon
eine Formel mit mebr als zwei »—> «=Zeichen, gegen die Vorausfegung, dafl ¥
die evfte derartige im Beweife auftretende Formel ift. —

Nunmebr ift der Beweis des eigentlihen Sages moglich:

b) Hauptfat: a4-a ift keine aus den Axiomen 1-5 beweis-
bare Formel

Beweis: Um eine das »--«-Zeichen enthaltende Formel zu gewinnen,
muft man Axiom 5 beranzieben. Hlle davaus durch Einfeten entftehenden
Formeln baben die Geftalt o’ +1 =1 und biervon ift ¢’ +1 gewif nicht das-
felbe Zeichen wie 1. Es bleibt alfo nur die Mdglichkeit, daB @ -k a die End-
formel eines Schluffes ift. In diefem Falle miifite deffen zweite Pramiffe
lauten © — ¢ =-a. Da diefe offenbar nicht direkt duvch Einfeen aus den

Gk LN

1) Nach Hilbert, Abbhandl. d. Math. Sem. d. Hamburgifchen Univerfitat
(1922), Bd. I, Heft 2, S. 157 (leicht verdndert).
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Axiomen entfteben kann, fo miifite fie ibrerfeits Endformel eines Sdhluffes
fein, deffen zweite Pramiffe dann
T > (& —>a4a)

fein wiirde. Bber auc diefe Formel kdnnte wiederum nicht anders zuftande
kommen als duvch einen Schlufi, deffen zweite Pramiffe notwendig die Ge-
ftalt bitte: N> {E—> (G —> a-f a)}.

Diefe Formel enthidlt aber mebr als zwei »—>«=Zeichen, ift alio nach
dem »Hilfsfa« unmdglich. — Damit ift aber auch die Unmdglichkeit eines
Beweifes fiir die Formel ¢ 3= a nachgewiefen.

Das angefiibrte Beifpiel zeigt wobl zur Geniige, dal dervartige
Unmdglichkeitsbeweise unter gewiffen Umftanden moglich find. Derx
vollftindige Nachweis der Wideripruchslofigkeit der endlichen Hrith-
metik ift von Hilberts Schiiler W. Ackermann in feiner Differtation
Abfcdn. I u. 1l erbracht worden. (Abgedruckt: Math. Annalen Bd. 93,
S.1ff., 1924 1)

Es wird nun wefentlich datauf ankommen, diefen Nachweis der
Widerfpruchslofigkeit auf die »transfinite« Mathematik auszudehnen.

2. Die begriffliche Evfaffung des Transfiniten
und dev Nachweis ibrer Wideriprudslofigkeit. —

Nachdem die Hxiome der finiten Hrithmethik neben den all-
gemeinen logifchen Axiomen formuliert find,?) fiigt Hilbert als

»transfinites Axiome« die Formel V (11) binzu:
. . »Wenn 4 dem 7(4) zukommt,
A (@ d)— A(a): fo kommt es allen a zu.«
Hier bedeutet: A ein Préadikat, 4 (a) die Ausfage »« befigt das
des Pridikat A«, 7(4) einen beftimmten Gegenftand, der zum Pri-

1) Dal fachlich damit nichts Neues gewonnen ift, weil ja Hilbert
filr feine eigene Beweistbeorie bereits die endliche Arithmetik und Kombi-
natorik vorausfeen muB, ift klar. Immerbin ift mit dem Umftand, dafl die
endliche Arithmetik de facto wideripruchsfrei ift, noch nicht gefagt, daB das
auch in der Brt Hilberts bewiefen werden kann. Wefentliche Verein-
fachungen und Berichtigungen find neuerdings von v. Neumann (»Zur
Hilbertfchen Beweistbeorie«, Math. Zeitfchrift, Bd. 26, S. 1ff.,, 1927) gegeben
worden. Vgl. auch H. W ey l, Handbuch der Pbilofophie (ber. von Baumler
u. Schrdter, Miinchen 1926), Abt. 11, A, S. 12f., 14 ff.

2) Es wiirde bier zu weit filbren, diefe Axiome fimtlich aufzufiibren,
fie find in vier Gruppen eingeteilt: 1. (1-4) Axiome der Folge (Zufiigen
Weglaffen, Vertaufchen von Vorausfeungen, Elimination von Ausfagen, d. i.
Kettenfchliiffe). 1I. (5 u.6) Axiome der Negation (Sap vom Widerfpruch
und ausgefchloffenen Dritten, vein formal fiir Ausfagen). Il (7 u. 8) Hxiome
der Gleichbeit (Identitdt mit fich felbft, Exieung durch Gleiches). IV. (8 u.9)
Axiome der Zahbhl (Offenbeit der Zablenvreibe, Beziebung einer Zahl zur
folgenden). — Im iibrigen vgl. Hilberts Originalarbeit: »Die logifchen
Grundlagen der Matbematik«, Mathem. Annalen Bd. 88, S. 151 ff. (1922) und
W. Ak ermanns foeben zitierte Differtation.
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dikat 4 gehdrt und folgende Eigentiimlichkeit hat: Falls nicht das
Prddikat 4 {chlechthin allen Gegenftinden (worauf es feiner Kate-
gotie nach iiberhaupt finnvollerweife angewandt werden kann) zu.
kommt, fo ift z(4) eine fichevre Ausnabme, d. b. ibm kommt 4

nicht zu.

Beifpiele: A = beftechlich fein.
A = feige fein.
A = Klein fein.

Oder aus der Mathematik:
4 = teilbar fein.
4 = eineralgebraifchen Gleichung mit
ganzen Koeffizienten geniigen.
A == ein Zablquadrupel fein, fo daf
die Fermatfde Gleichung

7 (4) : Ariftides.
7 (4) : Acbilles.
7 (4) : Goliath.

7 (4): die Zabl 7.
v (4) : die Zabl e.

7(4):ein beftimmtes Fermatiches
Zablquadrupel.

nicht ecfiillt ift.

A =ceine Fliche mit Innens und
HAuflenfeite fein.

4 =mit einer von 3 verichiedenen
Zabl befefst fein (ausgefagt von Stelle der Wablfolge.
den Stellen einer Wablfolge). ufw. ufw.

Das HAxiom madt auf den erften Blick einen evidenten Ein-
dvuck. In der Tat ist es, falls fimtliche Gegenftdinde o
eine endliche Gefamtheit bilden, felbftverftindlich. Das
Wefentliche ift aber, dafl es auf beliebige unendliche Ge-
famtheiten angewendet wetden foll. Hlio auch auf folche, die nach
der intuitioniftifchen Auffaffung ibm nicht geniigen, wie etwa die
Zablquadrupel beim Fermatichen Problem oder die Zablen von
der Form 2"+ 1 (mit Hinblick auf die Frage, ob unter ihnen mebr
als 5 Primzablen find) oder die Stellen einer Wablfolge ufw. Fiiv
devartige Gefamtheiten ift alfo die Geltung des Hxioms nach der
»fachlichen« intuitioniftifchen Anfchauung durchaus zweifelbaft. Nun
ift es gerade der wefentliche Gedanke des Hilb e v t ichen Verfahvrens,
daBl in eine fachlich-inbaltliche Erdrterung der Frage der Giiltigkeit
des transfiniten Axioms gar nicht eingetreten wird, fondern nur nach-
gewiefen wird, dafl es zufammen mit den vorangehenden »finiten«
Axiomen auf keinen Widerfprudh fiibren kann. Wenn diefer Beweis
gelingt, ift nach Hilberts HAniicht die Begriindung der Hnalyfis
und Mengenlehre im iiberlieferten Umfang mdglich.

In der Tat ftellt das transfinite Fxiom einerfeits jene von den
Intuitioniften bekdmpfte verichdrfte Form des Sajes vom aus-
gelchloffenen Dritten fiir unendliche Gefamtheiten dar, andrerfeits
ift es mdglich aus ihm das Z e v m e lo fche Ruswablprinzip, eines der
Grundprinzipien der transfiniten Mengenlebre, zu folgern.

7 (4):das M&biusfche Blatt.

7 (4) : eine beftimmte mit 3 befeite
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Man braucht in der Tat nur das »logifche« transfinite Axiom
V (11) geeignet zu fpezialifieven.'

Der Beweis der Widerfprudslofigkeit des um das transfinite
Axiom vermebrten Syftems wird von Hilbertt fiivr die einzelnen
Spezialfdlle des transfiniten Axioms gefondert gefiibrt. Der Gedan-
kengang des von ihm einzig ausgefiibrten Spezialbeweifes® fei im
folgenden wiedergegeben. (Math. Ann. Bd. 88, S. 158 —160.)

Man fpezialifiere das »logifche« transfinite Axiom

A(r 4)—> 4 (a)
in d e r Weife, daf} anftelle von A (¢) die Gleichung f(a) = 0 tritt, wo f(a) eine
gewdbnliche ganzzablige Funktion der ganzzabligen Variablen a bedeutet.
7 (f)=7a [f(a) = 0],

ift alfo eine der Funktion f(¢) zugeordnete ganze Zabl und das transfinite
Axiom nimmt die Geftalt an:

flr)=0 —> f(a)=0.

Es ift beifpielsweife erfiillt, wenn man f(a) und r (f) folgendermagien
definiert:

a) Ift f(a) =0 fiir alle a, fo foll 7 (f) =0 gefetyt werden.

b) Ift f(e) nicht Null fiir alle Zablen a, fo ift unter 7 (f) die kleinfte Zabi
zu verfteben, fiiv die f(2) von Null verichieden ausfdllt. (Siebe Fig.1).

f

t
!

/ '\
l '/ |
Ol

S 3
()

Fig. 1.

1) Fiir das Zermelofche Prinzip fei dies kurz angedeutet; diefes befagt:
1ft M eine Menge von elementenfremden Mengen », von denen jede Elemente
entbhalt (keine eine Nullmenge ift), fo gibt es eine Menge S, die fog. »Aus-
wablmenge«, die mit jedem m gerade ein Element gemein bat. — Set man
nun im transfiniten Axiom fiir das Pradikat 4 » nicht zu der Menge m gebdrige,
fo lautet es: Es gibt ein beftimmtes Element 7 (1) zu jedem m, devart, daf
entweder alie Elemente zu m nicht gebdren oder 7 () zu m gebdrt. Die
Menge diefer Elemente 7 (m) fiir alle 72, die keine Nullmengen find, ift dann
die von Zermelo geforderte Ruswablmenge (S).

2) Der Beweis ift fpiter (1924) fiir ganze grofie Gruppen von trans-
finiten Axiomen von Adiermann (a.a.0.) zu geben verfucht worden, doch
entbalten feine HArgumentationen noch Liicken. Ibrve Wiedergabe ift bier
unmdglich. Vgl. dazu die zitierten Schriften von v.Neumann (1. c. S. 41 ).
und Weyl (bel. L c. S. 48, 25—49, 2).
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Das transfinite Axiom befagt dann: Entweder f(a) verfchwindet fiiv alle
Zablen a, oder es gibt (zum mindeften) die Husnabhmezabl 7 (f), fiir die
das nicht der Fall ifi. (Unter den Rusnabmewerten des HArguments a ift z (f)
eindeutig chavakterifiert als der kleinfte.)!

Der Beweis fiir die Widerfpruchslofigkeit des Axioms
flr(f]=0 —> f(aj =0

in Verbindung mit den finiten Axiomen wird von Hilbert gefiibrt durch
die Betrachtung geeigneter Spezialfdlle. Es fcheint bei oberflachlicher Betrach-
tung, dafl damit nicht mehr gezeigt ift, als eben die Widerfpruchslofigkeit
des betreffenden Spezialfalles. HAber dem ift nicht fo. Denn wenn ein Be-
weis fiir die widerfpruchsvolle Gleichung 0=:0 vorldge, der in gewiffen,
Variablen enthaltenden, formalen Sdbliiffen fortfchreitet, fo miifite diefer Be-
weis auch nach der Erfegung der allgemeinen Variablen durch fpezielle
Zablen befteben bleiben, da ja durch die Subftitution die SchluBiform als
folche nicht angetaftet wird. Es ift etwa fo, wie wenn man irgend eine
algebraifche identifche Formel, etwa die des binomifchen Satyes, dadurch nach-
priift, dal man fiir die allgemeinen Grdfien beftimmte Zablen einfest und
dann zufiebt, ob die beiden Seiten der Gleichung dasfelbe Zabhlenrefultat
beim Austechnen ergeben. Falls fich beiderfeits verfchiedene Zablen ergeben,
fo ift die allgemeine Formel ficher falich. Nun handelt es fich beim Nachweis
der Widerfpruchslofigkeit ja um den Beweis, daf} ein beftimmtes Gefiige von
Formeln mit der Endformel 0==0 unmdglich ift. Das kann offenbar genau
fo wie im Falle der algebraifchen Identitit dadurch dargetan werden, dafd
ein beftimmter fpezieller Fall als unmdglich erwiefen wird.

Hilbert fpezialifiert nun in der zu erdrternden Form des transfiniten
Axioms die beliebige (variable) Funktion f, die eine unbeftimmte Menge
von Sondetfailien ¢, ¢', ¢ ... als »Werte« umfaft, auf den beftimmten Sonder-
fall ¢. Ferner fett er die Zabl 7(y) etrftens, fozufagen verfuchsweife,
gleich Null. Dann gewinnt das transfinite Axiom die befondere Geftalt:

@0)=0 > ¢(3)=0,

wo fiiv eine beftimmte Zabl 3 aud ¢ (3) eine beftimmte Zabl ift. Es fragt
fragt fich nun, ob ¢ (3) fiir alle 3 gleich Null ift, oder ob es auch einmal ein
von Null verichiedenes j gibt. Ift das erfte der Fall, fo ift die obige Formel
offenbar richtig, denn das Hinterglied ift vichtig. Ift das zweite der Fall

1) Die Beziebung auf die friiber, bei der Schilderung der intuitioniftifchen
Huffaffung, gebrauchten Beifpiele fiiv nichtsenticheidbare Disjunktionen ift
leicht einzufeben. Nebhmen wir etwa die Frage, ob in der Form 2" +1 fiir
n >> 16 Primzablen entbalten find. Man kann offenbar eine zablentheoretifche
Funktion wie folgt definieren: f(n) ift fiir n=1,2...16 Null; fiic n=17,
18, 19... ift es dann gleich Null, wenn 2"+ 1 eine teilbare Zabl ift; dagegen
ift f(n)=1 fiir alle », fiir die 2"+ 1 eine Primzabl darftelit. Nimmt man
nun fiiv /(n) die Giiltigkeit des transfiniten Axioms im obigen Sinne an, fo
befagt das: Entweder alle Zablen der Form 2" +1 (»n > 16) find teilbar oder
es gibt eine beftimmte Zabl 7 [f(n)], fiir die die Form 2°4+1 zum ecften-
mal (nach den fiinf bekannten Primzablen, die unter n=17 liegen) eine
Primzabl darftelit.
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(ift alfo u. W. ¢ (3)=0), fo fege man zweitens 7(p) =3 Dann nimmt die
transfinite Formel die Geftalt an:

P@E=0—> ¢ (8=0,

wo 3 und 3 Zablzeichen find, Diefe Formel ift aber ficher vichtig, weil das
Vorderglied falich ift (denn ¢ (3) ift ja nicht allgemein gleich Null!) In jedem
Fall — ob ¢ (3) immer verfchbwindet oder nicht — 146t fich alfo ein befonderver
Fall konftruieren, in dem das transfinite Axiom vichtig ift. In diefen Fillen
kann alfo auch kein Beweis vorliegen, der mit den (als widerfpruchsfrei vor-
ber nachgewiefenen) finiten Axiomen und dem transfiniten geeignet fpezia-
lifievten Axiom die Endformel 0 4=0 bervorbrdchte. Infolgedefien ift aber
auch ein allgemeiner Beweis diefer Art unmdoglich.

Das Hilbertiche Verfabren lauft alfo auf eine Hrt doppelter
Negation binaus: es wird die Unmdglichkeit eines zu der unmdg-
lichen Formel 050 fiibvenden Beweifes aus den fraglichen Axiomen
bewiefen,

Hilbert bemerkt zu diefem Beweife ausdviicklich, dafl er nicht
die Auffindung odetr Huswabl des Gegenftandes 7 (4) untetr den un-
endlich vielen Gegenftinden feinet Kategorie tatfadhlich bewerkitelligen
kdnne, »wobl aber, da man obne das Rifiko eines Irrtums ftets
fo tun kann, als wire die Auswabl getroffen.«!

Bbnliche Beweife find dann noch fiiv andere Formen des trans-
finiten Hxioms zu fiibren, die aber famtlich von dem »logifchen«
transfiniten Axiom ibren Urfprung nebmen. Indem damit einerfeits
gezeigt ift, daf} die Einfiibrung diefetr transfiniten Annabmen nicht
auf Wideripriiche fitbren kann, andverfeits aus diefen Annabmen
die traditionelle Analyfis und Mengenlebre fich herleiten laffen, ift —
die endgiiltige Ausfiihrung der bishevigen Skizzen votausgefetit® —
die Neubegriindung der Mathematik geleiftet und der vevolutiondre
Anfturm der Intuitioniften endgiiltig abgefchlagen. Das ift der Kern-
punkt der Hilbertichen Auffaffung.

Damit ift der Grundlagenftreit in feinen wefentlichften Ziigen
gelchildert und eine Ausgangsitellung fiir die weiteren Evdrterungen
gewonnen.

§ 2.
Formulierung des Problems der matbematifcben Exiftenz.

Es bandelt fich um die Frage, wie fich das das eigentliche Thema
diefer Ausfiihrungen bildende Problem der mathematifhen Exiftenz

1) In ganz analoger Weife gibt der Z ermelo fche Woblordnungsfag
nicht die aktuelle Konftruktion fiir eine Woblordnung des Kontinuums.

2) Nach v.Neumann (L. c. S.46) ift bis jet nur die Wideripruchs-
freibeit der fog. »balbintuitioniftifchen« Matbematik (vgl. Weyl, Das Konti:
nuum, 1918) bewiefen.
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durch die im Vorigen gefchilderte geiftesgeichichtliche Lage des
Grundlagenftreits als beftimmt erweift. Um diefen Streit nach den
in ihm zutage tretenden Tendenzen zu verftehen und fiir die Pro-
blematik der mathematifchen Exiftenz fruchtbar machen zu kdénnen,
ift es zundchft notwendig fich iiber diejenigen Punkte, iiber die kein
Streit befteht, klar zu wevrden. HAuf dem fo herausgeftellten ge-
meinfamen Boden it fich dann die Entftehung und Fortbildung
der gegenfdglichen Huffaffungen klarer erkennen. Ferner mufl von
vornbherein der Gang der gefchichtlichen Entwicklung beriickfichtigt
werden, der in der Weife verlaufen ift, dal der Intuitionismus einen
HAngriff gegen die hergebrachte Begriindungsweife der Matbhematik
gemacht bat, gegen den dann Hilberts Formalismus fich ecthob.?!

Doch liegt die Sache keineswegs fo, daBl Hilbert etwa den
Vetrfuch gemacdht hitte, die sklaffiichen« Method en derBegriindung
der Mathematik (von Cantor,Dedekind, Weierftraf) gegen-
iiber den intuitioniftifhen Einwdnden zu ftiigen. Vielmebr feft
auch er neue Methoden anftelle jener dlteren Begriindungsweife,
nur erhebt er den Anipruch auf dasfelbe umfangreiche Gebiet
filv die geficherte mathematifiche Forichung, das die »klaffifche«
Mathematik des 19. Jahrbunderts zu befigen glaubte. Huf diefe
Weife kommt es dazu, da gewiffe Gefichtspunkte und Evgebniife
den b eutigen Intuitioniften und Formaliften gegeniiber den dlteren
Mathematikern gemeinfam find.

Man orientiert fich am beften daviiber bei Hilbert, der ja
bei Hufftellung feiner eignen Thefe auch immer gleichzeitig fchon
den intuitioniftifchen Standpunkt vor Hugen hat.>

Der erfte Punkt, der in diefem Zufammenbang zu nennen
ift, ift die Grundtbefe von der Notwendigkeit einer gemeinfamen
Begriindung von Logik, Hrithmetik (nebft Kombinatorik) und
Mengenlebre, und zwar zunidchit mit Befdhrdnkung auf das End-
lihe. Diefe Thefe rvichtet fich gegen den Verfud der »Logiftiker«
(Peano,Frege, Ruffell ufw.), die Arithmetik und Mengenlebve
aus der formalen Logik berzuleiten. Daf dies unmdglich fei, und
zwar f{chlechterdings unmoglich, weil ndber betrachtet widerfinnig,

1) Dies ift der Verlauf feit der zweiten Hilfte des 19. Jahrbunderts.
Gebt man weiter zuriick in dev Gefdhichte der Matbematik, fo #ndert fich
das Bild betrichtlich und man erkennt, dal der Intuitionismus eine bis auf
die kiafiifche Antike (Hriftoteles, Euklid) zuriidkreichende Vorgelchichte bhat.
Davon wird fpiter noch ausfiibrlich zu veden fein,

2) Vgl. auch die #bnliche Darftellung Weyls, Math. Zeitiche. Bd. 20,
S. 146 ff. :
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das ift die gemeinfame Uberzeugung von Brouwetr, Weyl und
andeverfeits Hilbert. Die Begriindung diefer Ulberzeugung be-
rubt auf dem einfachen (iibrigens fchon friiher von Henti Poincaté
betonten) Gedanken, dafl in allen formallogifchen Séaien (befonders
deutlich, wenn fie in der Geftalt »begriffsichriftlicher« Formeln aus-
gedriickt find) fchon eine Reibe von atithmetifch-kombinatorifchen
Momenten enthalten find. (In der »Begriffsichrift« davgeftellt durch
die »Klammern« und andere Interpunktionszeichen, bei Peano
und Ruffell durch Punktgruppen, bei Frege durd fih zwei-
dimenfional verzweigende Strichfyfteme.) Gleichgiiltig, ob jene for-
mallogifchen SchluBketten auf inbaltlich leiten Endes begriindete,
fiicr evident angefebene Grundfifie zuriickgehen, oder ob an ihver
Spise nur »Konventionen« fteben follen, der ftillichweigenden Be-
nugung atithmetifch-kombinatoriicher Verfahrungsweifen entrinnt
kein Logiker. Durch diefe ibre faktifche Benutung werden fie
zu (ftillichweigend) anerkannten Grundtatfachen, deren Begriindung
mittels eines logifchen Formalismus zu verfuchen ein offenbacer
Zitkel ware. (Von bier aus liefle fich eine ausfiibrliche Kritik det
Frege-Rufifellfchen logifchen Begriindung der Arithmetik geben,
die aber nicht hierher gehdrt.)

Fiic den Intuitioniften ift diefe Ectkenntnis nicht verwunder-
lich, fondern nur eine Folge feiner Huffaffung, dafl die reine Mathe-
matik iiberhaupt auf eine Reibe von intuitiv zu erkennenden Hkten
und kategorialen Gegenftidndlichkeiten berubt, wie Kolligietren, Ord-
nen, Zuovdnen, Vertauichen ufw., die fogar eine Husdebnung ins
Endlofe geftatten.?!

Fiir den Intuitioniften gibt es innerhalb der reinen Mathematik
iiberhaupt keine axiomatifche Begriindung, denn nichts ift fiiv ibn
willkiitlich anfeggbar, alles »fachlich« d. b. gemidB einem »Wefensver-
balte, beftimmt. HAxiome konnen hochitens auftreten als Definitionen
einer zu betrachtenden Mannigfaltigkeit, um f{ie als Thema der For-
fchung gegen andeves abzugrenzen; — wobei dann die Motive fiiv
die Wabl gerade diefes Themas nicht in den Rabmen einer mathe-
matifchen ErOrterung fallen.

Aber audh Hilbert verteidigt in feinen neueften, bier allein

1) Neuerdings ift diefe gegen die axiomatifd e Begriindung der
Britbmetik (nicht etwa der Geometrie) gerichtete Auffaffung von O.Hs1lder
(Die matbematifche Metbode, Berlin 1924) in febr griindlih durchdachten
Rusflibrungen verfochten worden. H31d e ftebt in vielem den Intuitioniften
nabe, obne dod eigentlich zu ibnen zu gebdven.
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in Betracht gezogenen Schriften keineswegs einen tein axiomatifchen
Standpunkt in Sachen der Begriindung der Hrithmetik®.

Die »inbaltliche« Metamathematik wird bei ibm auch genetifch,
d. h. auf Beobachtung der elementaren, mathematifchen Tatigkeiten
und Gegenftinde aufgebaut. Wenn fich Hilbett auch iiber den
pbanomenologifchen Charakter diefer endlichen Gegenftinde, die et
und Bernays als der finnlichen Hnichauung voll zugidnglich
auffaffen, nicht im klaven ift,2 fo werden fie doch in ihrer eigent~
lichen Tatfdchlichkeit bingenommen: fie werden als Vorausfeungen
weiterer logifcher Bearbeitung anerkannt,

»Als Vorbedingung fiir die Anwendung logifcher Schliiffe und
die Betdtigung logifcher Operationen mufl fchon etwas in der Vor-
ftellung gegeben fein, gewiffe aufletrlogifche diskrete Objekte, die
anfchaulich als unmittelbares Erlebnis vor allem Denken da find 3.«
Es bandelt fich um etwas Lefites, nicht weiter Zuriickfiibrbares.
»Sollen die logifchen Sdhliiffe ficher fein, fo miiffen fich diefe Objekte
in allen Teilen iiberblicken laffen und ibre Hufweifung, ihre Unter-
fcheidung, ihr Aufeinanderfolgen ist mit den Objekten zugleich an-
fchaulich fiir uns da als etwas, dafl fich nicht noch auf etwas an-
deves reduzieven lifit.« Es wird alfo ausdriicklich eine intuitive
Grundlage anerkannt.

Es bestebt alfo anfcheinend fiit das Gebiet der endlichen
Gefamtheiten volle Ubereinftimmung zwifchen Hilbert und feinen
intuitioniftifchen Gegnern.

Ecft wenn das Unendlid e in Betracht gezogen wird, treten
die Unterichiede der Buffaffungen zutage. Hber auch hiev ift das
Verhiltnis zwifchen Hilbert und den Intuitioniften nicht einfach
zu kennzeichnen. Siebt man zuniddft nur auf das »inbaltlich« duvrch-
forfchte (metamathematifche) Gebiet, fo ift Hilb e v t zuriickbaltender

1) In einer friiberen Schrift «Uber den Zablbegriff« (1900), Math. Ver.
Bd. 8, S. 180 = Grundlagen der Geometrie, Anb. VI) batte Hilbert noch
eine rein axiomatifche Begriindung der Aritbmetik befiirtwortet. Gegen diefe
Hilbertfce Unterfuchung richtet fih O.H31ders vorhin genannte Kritik
(1. c. § 117), die ein febr lebrreiches Beifpiel fiir die Aufweifung verfteckter
arithmetifch - kombinatorifcher Verfabrungsweifen in einer angeblich rvein
logifchen Hbleitung darftellt.

2) Seit Hufferls Untericheidung etwa zwifchen »figuralem Moments«
(Philofophie der HArithmetik, S. 227) oder »finnlichem Einbeitsmoment« (Lo=
gifche Unterfuchungen, II. Bd., VI. Unterf. § 51) und Kollektivum ift es nicht
mebr angingig, auch nur die einfachfte Menge als vein finnlich konftituiert
anzufeben. (Vgl. auch des Verf. Bemerkungen in ds. Jabrb. 6, S. 418/9.)

3) Hilbert, Neubegriindung der Aritbmetik. (Erfte Mitteilung), Ab-
bandl. d. Math. Seminars d. Hamburg. Univerfitat (1922), Bd. I, S. 157—163.
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als feine Gegner. Evr macdht (in ausdriicklicher Weife!) nur
Bniprudh auf die »inhaltliche« ErkenntnisdesEndlichen;Brouwer
und Weyl dagegen debnen diefe Hrt der Betrachtung (und fiiv
fie ift ja, nach Hilberts Redeweife, alle Mathematik eigentlich
»Metamathematik<«!) auch auf das Endlofe aus. Sieht man ge-
nauer zu, fo lebnt Hilbert die Moglichkeit, das Endlofe inbaltlich
zu erfaffen, nicht gevadewegs ab, nur ift es nach ihm in Anbetracht
anderer fruchtbarer Moglichkeiten nicht notwendig, diefen miihfamen
Weg inbaltlicher Etrkenntnis so weit zu gehen. Bernays fagt in
feinem Vortrag »Uber Hilbetrts Gedanken zur Grundlegung der
Arithmetik«!, eine Berufung auf ein anfchauliches Erfaffen der un-
endlichen Zabhlenteibe fei mdglich, aber es konne fich dabei nicht
um Anfchauung im »primitiven« Sinne handeln, »und wenn es auch
ganz vorteilig wére, jede weitergehende Hrt von anichaulicher Evi-
denz von vornberein abzuftreiten, werden wir doch derjenigen Ten«
denz der exakten Wiffenfchaft Rechnung tragen, weldhe davauf ge-
vichtet ift, die feineren Otrgane der Etkenntnis nach Mdglichkeit aus-
zufchalten und nur die primitiviten Exkenntnismittel zu Hilfe zu
nebmen.« Der Hilbert-Bernaysiche Standpunkt untericheidet
fich alfo von dem Brouwetr-Weylicdhen viel mehr durch die ver-
fchiedene methodifche Hbficht als in der Beurteilung der vot-
liegenden Sa chlage.?

Das tritt nodh viel eindringlicher vor Hugen, wenn man
auf die Theorie des »Endlofen« etwas ndber eingeht. Es ift in
evfter Linie Brouwers grofie Leiftung, die Idee des Unend-
lichen wieder auf ibven fpezifilchen »spotentiellen« Urfprung im
Ariftotelifchen dmwegov drvdue ov (Phyfik IlI, 6) zuriickgefiibrt
zu baben, indem er 1. die endlofe Folge als Urbild des Unendlichen
anfprach, 2. die echte Zeitbedingtheit diefer Folge, als einer werdenden,
durch die eingebende Betrachtung der »frei werdenden Wablfolgen«
dactat (dabei aufler Hriftotelifchen auch Kantifh e Gedanken
iiber das Wefen der natiitlichen Zablenreibe und des Unendlichen
wieder aufnebmend. — Vgl. datiiber § 6 bll). Diefen pofitiven und in
der Tat unwiderleglichen Hufftellungen der Intuitioniften iiber die
endlofen Folgen bhat Hilbert feine HAnerkennung ebenfalls nicht
verfagt. Ev bemerkt ausdriicklich in feinem HAuffat [in den Math.
Ann. 88], da man das »tertium non datur« nicht obhne weiteves

1) Jabresbericht der Deutichen Matbhematiker-Vereinigung, Band 31,
S. 10 ff. (1922).
2) Kiirzlich bat fich Hilbert allerdings gegen die Berechtigung des
»inbaltlichen« Unendlich iiberbaupt ausgefprochen (Math. Ann. 95).
Hufferl, Jabrbuc f. Philofophie. VIII. 30
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von endlichen auf unendliche Gesamtheiten ausdebnen kdénne. »Bei
unendlich vielen Dingen bhat die Negation des allgemeinen Urteils
(a) A (a) {= alle a haben das Pridikat 4} gar keinen prizifen Inbalt,
ebenfowenig wie die Negation des Exiftenzialucteils K(a) 4 (a) { = es gibt
ein ¢ mit der Eigenfchaft A}. Hllerdings kénnen gelegentlich diefe
Negationen einen Sinn evhalten, nidmlich wenn die Bebauptung
(@) A (@) durch ein Gegenbeifpiel widerlegt wird oder wenn aus der
Annabme (a) 4 (@) bzw. E(a) A(a) ein Widerfprudh abgeleitet werden
kann. Diefe Fille find aber nicht kontradiktorifch entgegengefetit;
denn wenn A(a) nidht fiiv alle o gilt, wiffen wir noch nicht, dafd
ein Gegenftand mit der Eigenfchaft Nicht-4 witklich vorliegt;
ebenfowenig diitfen wir obne weiteres fagen: entweder gilt (@) A(a)
bzw. F(a) A(a) oder diefe Bebauptungen weifen einen Wider-
fpruch wirklich auf. Bei endlichen Gefamtheiten find »es gibt« und
»es liegt vor« einander gleichbedeutend; bei unendlichen Gefamt-
beiten ift nur der letere Begriff obne weiteres deutlich« Il c.
S. 155]. Diefe Darlegungen kdnnte wortlich ein Intuitionift gefchrieben
baben. In der fadhlichen Beurteilung der Problematik des End-
lofen ift ebenfalls kein Unterichied in den Auffaffungen der beiden
Parteien feftzuftellen. Hber die Folgerungen, die jede Partei aus
diefer einmiitig feftgeftellten Sachlage ziebt, find duvchaus verichie-
den. Sdon hier zeichnet fich ein Tatbeftand ab, der nodh weiter-
bin unfere f{chirfite Beachtung fordern wird: das Motiv fiir das Ein-
fchlagen fo verfchiedener Wege kann nicht einfach in der feststell-
baren identifchen mathematifchen Sachlage liegen, fondern mufl von
andevsartigen Uberzeugungen, die man als philofophifde wird
anzufprechen bhaben, ausgehen.

Das Weiterichreiten von dem jeit erveichten Punkte aus erfolgt
fchon dem Problemfaf nacdh in ganz vervichiedenen Ridchtungen.
Die Intuitioniften febhen fich vor die Notwendigkeit geftellt,
die eigentiimlichen Verhidltniffe bhinzunehmen, die die wefentliche
Zeitbeftimmtheit oder, was fonft das Endlofe als folches kenn-
zeichnet, mit fich bringt; d. h. fie fuchen ibre Begriffe und For-
fchungswege diefer eigenartigen Gegenftindlichkeit und ihvem Sinn-
gehalt anzumeffen; — mag das aud noch fo unbequem fein, nod fo
viel Arbeit der Neubegriindung angeblich fchon feit langem geficherter
mathematifcher Ergebniffe erfordern und nodh foviel fchmerzlichen
Verzidht auf fchon Errungenes in der Mengenlehre und verwandten
Difziplinen bedeuten. Hilbert, der » Formalift«, weicht da-
gegen diefer bitteren Notwendigkeit aus, indem er von vornberein
auf die »inbaltliche« Evkenntnis des Unendlichen iiberhaupt vert-
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zichtet; [man denke an die oben angefiibrte eigenartige Begriin-
dung von Bernays mit der angeblichen »Tendenz der exakten
Wiffenfchaft«!] Ev erblickt feine HAufgabe lediglich davin, »zu er-
kennen, worin und inwiefern die Anwendung transfiniter Schiufd-
weifen, fo wie fie in der Bnalyfis und Mengenlebre gefchieht, doch
ftets ,vichtige® Refultate liefert. Fuf dem Boden des Finiten foil
alfo die freie Handbhabung und volle Beberrichung des Transfiniten
erreicht werden!« (1. ¢. S. 156). Es liegt ibm alfo vor Allem an der
Evbaltung des Befijftandes der matbematifchen Wiffenfchaft, an dev
Moglichkeit, eine Reihe hetrgebrachter Beweisfiibrungen unter Um-
deutung ibrev f{ritheren Meinung in der neubegriindeten Wiffenfchaft
beizubebalten. Das unter diefer Bemiibung fich das Thema, der
Gegenftand und das Ziel mathematifcher Forfchung unvetrfehens
verichoben bhat, bekimmert ibn wenig. Nidt etwa, daf} ibm
die Tatfache diefer Verfchiebung entginge: es finden fich bei ihm
(fpdter noch niher zu befprechende) Husfiibrungen, in denen ev
ausdriicklich ablehnt, »Wabrbeiten im abfoluten Sinne« iiber Trans-
finites auszufprechen. Und Bernays, deffen quafi-philofophifche
Huslegung der Hilbertichen Abfichten diefe vielleicht doch etwas
tiberfpannt, maht gewiffermafien aus der Not eine Tugend und et-
blickt den Vorzug des Hilbervtfichen Verfahrens gerade darin,
»dafl die Probleme und Schwierigkeiten, welde fich in der Grund-
legung der Mathematik bieten, aus dem Berveich des Etkenntnis-
theovetifch-Philofopbifchen in das Gebiet des eigentlich Mathema-
tifchen iibergefiibrt werden. Die Mathematik {chafft fich hier felbft
ein Schiedsgericht, (infolge der Mdglichkeit, die Widerfpruchslofigkeit
vorgelegter Hxiomenfyfteme zu beweifen), vor welchem alle grund-
faglichen Fragen in fpezififch mathematifcher Weife zum Ausdruck ge-
bracht werden kdnnen, obne dafl man es ndtig hat, fich iiber fub-
tile logifche Gewiffensfragen den Kopf zu zerbrvedhen . . . «!

Buf Grund diefer vorliufigen Skizze der Gemeinfamkeiten und
Gegenfdfje der Parteien im Grundlagenftreit kann der Zufammen-
hang mit dem Problem der mathematifchen Exiitenz heraus-
geftellt werden.

Der Terminus »Exiftenz«, im allgemeinen eine Weife des Seins
bezeichnend, hat in der bhergebrachten Mathematik eine befondere

1) Abnlich ZuBert fih Hilbert felbft in feinem letten Auffag (Math.
Ann. 95). Er leugnet dott das Sein des Unendlichen iiberbaupt, es ift fiir
ibn eine blofle »Redensarte. Tropdem gewinnt man, fobald er fich mit
mengentbheoretifchen Dingen befdhiftigt, den zwingenden Eindruck, daB er
dodh insgebeim an das Unendliche irgendwie »glaubte.

30"
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Bedeutung gewonnen. Dies tritt befonders hervor, wenn man
den Gebrauch dev Husdriicke »Exiftentialaxiom«, »Exiftentialfa« und
»Exiftenzbeweis« (und feinen Gegenfat: »Unmdglichkeitsbeweis«)
ndber priift.

Zu Beginn einer ftreng, d. h. auf Axiome aufgebauten, mathe-
matifchen EvSrterung, wird die » Exiftenz« der matbematifchen Gegen-
ftindlichkeiten gefordert, die in den nadhfolgenden Hxiomen eine
Rolle fpielen. So beginnt etwa Hilberts heute fchon klaffifche
Axiomatik der Geometrie mit den Worten »Wir denken drei ver-
fchiedene Syfteme von Dingen . . .« (Punkt, Gerade, Ebene genannt).
»Wir denken die Punkte, Geraden, Ebenen in gewiffen gegenfeitigen
Beziebungen . . .” Unter diefem »Wir denken« ift gemeint: wit
denkenfieals mathematif{ch exiftierend, unter Umftinden, die
in den folgenden Hxiomen noch genauer beftimmt werden. Unter
diefen Axiomen find namlich noch explizite »Exiftentialaxiome« wie
z. B. 1,3 »HAuf einer Geraden gibt es ftets wenigftens zwei
Punkte . ...« uflw. Huch wenn in manchen Darftellungen fo allge-
meine Exiftentialaxiome wie die genannten mit »Wiv denken« be-
ginnenden Sife Hilberts nicht vorvangeftellt werden, fo find fie doch
ftets ftillichweigend mitgemeint. Die bdufig verwendete implizite
Definition der einer beftimmten Theovie zugrunde liegenden
mathematifchen Gegenftindlichkeiten macht baufig ins einzelne
gehende Exiftentialaxiome iiberfliiffig. Es ift dann immer ftill-
fchweigend vorausgefetst, daf es die implizit definierten »Dinge«
gibt, d. b. daB es folche »Dinge« gibt, die den in den Hxiomen
ausgedriickten Bedingungen geniigen. '

Was bedeutet aber nun diefes »exiftiert« oder »es gibt«? Zu-
niachit doch wobl nur das, daB jene »exiftievenden Gegenftindlich-
keiten« zum Thema der weiteren Betrachtung gemacht wevden”.

Aber freilich ift dies nicht binceichend. Denn von allem andeven
abgefeben kdnnte es fich ereignen, daf diefe barmlos zum Thema
gemadhten »Dinge« im Laufe der Theorie widerfprechende
Eigenichaften echielten. Das wiirde die Theorie unmdglich machen.
(Die genaueren Griinde fiirv diefe fiit gewdhnlich als felbftverftind-

1) Man konnte einwenden: Die implizite Definition befagt nur: »fofern
folche Gegenftinde exiftieven, fteben fie in den und den Beziehungen«. Hber
das ift angefichts des bypotbetiichen Charakters der gemeinbin verwendeten
Hxiome kein wefentlicher Unterichied.

2) Vgl. A. Fraenkel, Einleitung in die Mengenlebre. Berlin 1923, S.188:
»Die Bebauptung ,m exiftiert’ will alfo nichts andeves ausdriidken, als daff m
eine der fiit uns in Betracht kommenden Mengen bezeichnet,«
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lich angefehene Annahme werden fpiter auseinandergefetyt werden.)
Man wird alfo von den »mathematifch exiftierenden« Gegenftinden
zum mindeften verlangen miiffen, da} fie in widerfpruchsfreier
Weife in einer Theorie figurievren kdnnen. Hiermit find wir in der
Tat zu einem evften denkbaren Begriff von mathematifcher Exi-
ftenz gelangt.

Def.I. Mathematifch exiftent heiflien Gegenftiand-
lichkeiten, die zum Thema einer mathematifchen
Theorie gemadt werden und in diefer Theorvie
widerspruchsfrei fungieren kdnnen.

Wichtig ift, das lediglich dies implizite »Fungieren«, »in Funk-
tion ftehen« notwendig ift. Ob die »Gegenftindlichkeit« als folche
zugidnglich, d. b. ob fie iiberbaupt ein eigentlicher Gegenftand
ift (wozu gehdrt, daBl fie ein mdgliches Phinomen ift), das bleibt
zunidchft ganz dabingeftellt.

Gegeniiber diefem, in fidh allem Hnidhein nach unanfechtbaren
erften Begriff von Exiftenz ift fchon feit der Antike ein zweiter
aufgetreten, der das Kennzeichnende des exiftierenden mathematifchen
Gegenftandes in feiner Konftruierbarkeit gelegen fein lifit.
So wird etwa im I. Buche Euklids gleich zu Beginn (I, 1) das gleich-
feitige Dreieck konftruiert und damit als exiftierend hingeftellt.
Soll diefe Forderung der Konftruierbarkeit einen prizifen Sinn
haben, fo ift es notwendig die Konftruktionsgrundlagen und Kon-
ftruktionsmittel anzugeben. Diefe find bei Euklid (fiir die Plani-
metrie), vob gefprochen, durch die beiden airjuare (» Poftulate «
in der urfpriinglichen, jett verblaften Bedeutung) gegeben: » Um
jeden Punkt der Ebene kann man mit beliebigem
Radius den Kreis fchlagen.« Und: s Duvrch zwei be-
liebige Punkte der Ebene kann man eine Gerade
zieben.« Betradhtet man das Verfabren Euklids genauer, fo fieht
man, daB er nur folche Punkte als exiftierend annimmt, die von
einem gewiffen Ausgangspunkt und einer gewiffen Einbeitsftrecke aus
mit Zirkel und Lineal konftruierbar find. (Alfo fo, dafl in den Koordi-
naten der exiftierenden Punkte hdchftens aus Quadratwurzeln zufam-
menfetbare Irrationalititen vorkommen.) Nadh diefem (nun wieder
binteichend zu verallgemeinernden) Prinzip muf man alfo folgende
zweite Erklivrung des Begriffs der matbematifchen Exiftenz geben:

Def.I. Mathematifch exiftent find foldhe Gegen-
ftinde, die von einem feftgelegten Husgangspunkt
aus mit beftimmt umfdbriebenen Mitteln konstruiert
werden kdnnen.
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Die Angabe der Konftruktionsgrundlagen odev -mittel beftimmt
dann im einzelnen Fall den jeweils vorliegenden Exiftenzbeveich.
In jedem Fall witd dann die Zugidnglichkeit (d. b. in gewiffem
Sinn die »Phdnomenalitdt«) des Gegenftands dutch die Konftruktion
zum mindeften velativ auf die Konftruktionsgrundlage gefichert,
d. h. ift der Ausgangspunkt »felbft gegeben«, fo ift es auch das
Konftruiecte.

Es ift offenfichtlich, daB die beiden im Vorigen fkizzierten
Auffaffungen der Grundlegungsfrage diefen beiden »Definitionen«
der matbhematifchen Exiftenz in gewiffer Weife entfprechen. Die
evfte dem axiomatifchen Formalismus, die zweite dem Intuitio-
nismus.

Diefen Definitionen entfprechen dann aud zwei verichiedene
hiftorifche HAuffaffungen der Exiftenzbeweife bzw. der Exiftenztheo-
veme. Wibrend die antike Huffaffung (II) die aktuelle Konftruktion
des Exiftierenden im Exiftenzbeweis verlangt und es auch in der
neueren Mathematik vielfach devacrtige konftruktive Exiftenzbeweife
gibt, fo ftehen dem doch gerade in der neueften Mathematik auch
hiufig Exiftenzbeweife und Exiftenzprinzipien gegeniiber, die keines-
wegs geftatten, die als »exiftierend« nachgewiefene Gegenftandlich-
keit wirklich »vorzulegen«. Zuerit gefchiebt das vielleicht in Rie-
manns fogenanntem Dirvichletichen Prinzip'

Ein andeves beviihmtes Beifpiel ift der erfte (von P. Gordan
als »theologifch« bezeichnete) Beweis der Endlichkeit des vollen In-
variantenfyftems von Hilbervt. Ein einfacheves, febr inftruktives
Beifpiel mit Gegenbeifpiel gibt ebenfalls Hilbert in feinem Huf-
fay »HAxiomatifches Denken« (Math. Ann. Bd. 78, S. 412-5). Nach
Toeplit (im Hilbert~Heft der »Naturwiffenichaften« Bd. 9) find
devartige Beweife iiberbaupt fiit Hilb e v ts mathematliches Denken
befonders charakteriftifch, und es ift daher feine prinzipielle Stellung
zu der ganzen Frage von befonderem Inteveffe. Hilbert meint
auch fiiv feine Auffaffung aus den konftruktiven Tendenzen Brou-
wetrs oder Weyls Nugen ziehen zu kénnen. »Das Hindernis fiir
die Vereinigung der beiden Ziele (der konftruktiven und der axio-
matifchen Methode) liegt nur in der vorgefaBten Meinung . . ., daB...

1) Riemann, Gefammeite Werke, 1. Aufl,, S.30-35,90—93. Hiftorifch
ift die Benennung »Divichletfches Prinzip« nicht ganz korvekt; das Prinzip
gebt, wie Bolza in feinem Huffa »Gaul und die Variationsrechnung=
Il Teil, § 2) in Gauf’ Gefammelten Werken, Bd. X, 2) gezeigt hat, auf
GauB’ Unterfuchungen zur Potentialtbeorie (1834/40) zuriick. Vgl. auch
F. Klein, Gefammelte Abbhandl., Bd. III, S. 493, Anm. 2.
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im Gebiete der Avithmetik jede Konftruktion durchaus eineZahlen-
konftruktion fein miiffe.« Diefe Hnficht evachtet Hilbervt fiiv ein
Vorurteil. »Eine konftruktive Umdeutung der Exiftentialaxiome ift
nicht nur in der Weife mdglich, daB man fie in Erzeugungprinzipien
zur Konftruktion von Zablen umwandelt, fondern die duvch ein
folches Axiom ermdglichte SchluBweife kann als Ganzes duvcd einen
formalen Prozef} erfetyt werden, derart, dal an Stelle der HAllgemeinbe-
griffe wie Zabhl, Funktion ufw. beftimmte Zeichen treten. »Wo Begriffe
feblen, da ftellt ein Zeichen zur vechten Zeit fich ein.« Dies ift das
methodifche Prinzip der Hilbertichen Theotie.«! Man kdnnte auf
den SdhluBBgedanken mit Bezug auf diefe eigentiimliche »Theovie«
mit dem andeven Fauft-Zitat antworten »Spottet ihrer felbft und
weif nicht wie«! Denn Jewpla heifit doch »Schau« und diefe wird
fozufagen grundfiglich abgelebnt! Selbft wenn man diefe Darftel-
Iung in ibren Formulierungen nicht ganz ernft nimmt, fo ift doch fo viel
ecfichtlich, daBl jene Erfegung des Exiftenzfaes durch einen forma-
len Prozef gar nichts mebhr mit der Herftellung eines witrklichen
Zugangs zu dev fraglichen Gegenftindlichkeit zu tun hat, fondern
gevade fich der Dringlichkeit der Zugangsforderung (der Forderung
der »Phdnomenalitdt«<) zu entzieben fudt durch den Schleichweg
einer S ch ein - Konftruktion, eines Konftruktions-Evfages!

Es ecrbhellt aus dem Vorftehenden der fundamentale Zufammen-
bang zwifchen dem pbhilofopbhifchen Problem des Sinns der Mathe-
matik iiberbaupt, und dem mathematifhen Grundlagenftreit.

Sofern namlich Philofophie Wiffenfchaft vom Seienden als folchem
(dem v 7) v des Hriftoteles oder dem Urvrws v Platons) ift,
beftehbt ihre Grundaufgabe gegeniiber dem Mathematifchen, wie
gegeniiber jedem Gegenitindlichen darin, feinen Seinsfinn, das Wie
feines Seins aufzudecken? Hlio ftellt fie die ontologifche
Fundamentalfrage nach dem Sinn der »mathematifdhen Exi-
ftenz «. Auf diefe Frage geben aber die beiden Parteien im
Grundlagenftreit wefentlich vevrichiedene Hntworten. Diefe Hnt-
worten der »Sachverftindigen« werden nun dem Philofophen als
Unterlagen dienen miiffen fiir feine kritifche Unterfuchung des Wie
der mathematifchen Exiftenz.

Aus diefem Grunde kniipft die folgende Darftellung immer
wieder an die Formulierungen der Gegner im Grundlagenftreite an,

1) Zitiert nach Betrnays, Jabresber. d. D. Math. Ver. Bd. 31, S. 16.

2) Der Terminus »SeinssSinn« ftammt von Heidegger als Uberfeung
des Hriftotelifchen »oioia« (entftellt in der fcholaftifchen Tradition mit »Sub-
ftantia« wiedergegeben).
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»Was befagt, nicht nur in mathematifcder, fon.
dern in philofophifcher Strenge gefragt, mathema.-
tifcdhe Exiftenz? Wie find die beiden in den »Defi-
nitionen« zutagetretenden »Léfungen« jenes Pro-
blems zu beurteilen?« — Das find die Fragen, die im
folgenden bebandelt werden follen.

§ 3.
Immanente Kritik der Hilbertichen Theorie.

Der Grundlagenftreit, deffen Zufpifung auf die Idee der ma-
thematifchen Exiftenz foeben gezeigt wurde, fcheint zuniddit keiner
unpartteiifchen Schlichtung fiabhig. Man mag eben Hilberts grund-
faglichen Verzicht auf philofophifche Klarung nod fo fehr bedauern,
man wird deswegen feine eigene, in philofophifcher Hinficht febr re-
fignierte, in mathematiicher febr kiihne Grundftellung in ibrer inneven
Folgerichtigkeit nicht eridhiittern kdnnen. Insbefondere wird es
unmdglich fein, ibhm die Aufgabe philofophifcher Kliarung von aufien
aufzuzwingen. Man wird daber zweckmidBigerweife verfuden, fich
zundchft auf feinen Standpunkt zu ftellen und zu erwigen haben,
ob fich nicht auch innevbalb feines eigenen Gedankenganges Fragen
erheben, die bis ans Ende verfolgt, fchlieBlich zur Hufgabe oder
wenigftens Modifikation des utfpriinglichen Frageanfaties fiihrven.

a) Die Bedeutung der Forderung der
Widevrfprudsfreibeit.

Aud wenn man fich Hilberts Gefichtspunkt ganz zu eigen
macht, kann man fragen: Sind die »Probleme und Schwievigkeiten,
welche fich in der Grundlegung der Mathematik bieten« witklich
damit erledigt, daB man die Widevrfprudcsfreibeit eines zur
Begriindung der hergebrachten Hnalyfis und Mengenlebre hinteichen-
den HAxiomenfyftems nachgewiefen bat?

Was ift mit diefer Widerfprudhsfreiheit gewonnen? Welde
Bedeutung bhat fie fiiv die Grundlegung der Mathematik? Warum
foll man ibr eine foldhe Bedeutung beilegen?

Man konnte geneigt fein, diefe Frage fiir blof} thetorifch zu
balten. Denn, fo kdnnte man fagen, was ift felbftverftindlicher als
die Forderung der Widerfprudhsfreibeit? Ift fie nicht die von jeber be-
kannte conditio sine qua non jeglichen wiffenfchaftlichen Denkens iiber-
baupt? Hber man beachte genau, um was es fich hier bei Hilbert
bandelt! Nicht um die Widerfpruchsfreibeit der inbaltlich erforfch-
baren »Metamathematik«, fondern um die der nur formal, in dem
Zufammenbang ibrer Konfequenzen und fonft nict irgendwie
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gegebenen, inbaltlich vollig finnleeren eigentlichen Mathematik. Man
gebe fich iiber die vdllige Inbaltslofigkeit diefer Hilbe vt fchen
Mathematik keiner Tdufchung bin. Wobhl gibt Hilbert felbft zur
Erlduterung feines transfiniten Axioms das Beifpiel des unbeftech-
lichen Ariftides. Hbet es bandelt fich offenbat um nichts mebr als
um eine dazu nodh ziemlich vage Hnalogie. Denn die Menge der
Menidhen ift zwar in gewiffem Sinne konkret uniiberfebbar, aber
fiber endlich. Und die Mengen, die Hilbertt »eigentliche meint,
find nicht nur nicht endlich, fondern im eigentlichen Sinne trans-
finit; »iiberendlich«, nicht bloB endlos.!) Durdh diefe Erfchleichung
(fubreptio) wird die inbaltliche Bedeutfamkeit des transfiniten Axioms
vorgetdufcht. Nun foll bier diefer Merkwiirdigkeit, daB nacbHilbert
die gefamte Mathematik eine gdnzlich inbaltsleere Wiffensfchaft fein
foll, noch nicht weiter nachgeforicht werden. Hber es bleibt die Frage
zu beantworten, was denn ein Widerfprudh in diefer Kette von
Sdhliiffen zwifchen zugeftandenermafien leeren Begriffen zu bedeuten
pabe. Dafl Sdtie mit irgend einem fachlichen Gebalt?) nicht wider-
fpruchsvoll und zugleich wabhr fein konnen, ift freilich evident, —
zum mindeften in der hier allein betrachteten mathematifchen Sphire.
Und ebenfo evident ift, daB faliche und iiberhaupt nicht wahre und
nicht verifizietbare Sdge ohne wiffenfchaftlichen Wert find. Hber die
Sige im Hilbervtihen logifchen Formalismus find weder wabe
noch falich. Von ibnen gilt in aller Strenge das Ruffellfche Wig-
wort, die reine Mathematik bandle von Dingen, die véllig unbekannt,
und von Sidfien, von denen niemand wiffe, ob fie wabr oder falfch
1) Es fei der Klarbeit und Kiirze des Ausdrucks wegen geftattet, folx
gende Bezeichnungen anzuwenden:

1. endliche oder finite Mengen.

2. endlofe oder indefinite Mengen. (In Cantors Redeweife ents
fprechen ibnen die abzdblbaren Mengen, und befonders die vom Ord-
nungstyp .)

3. iiberendliche oder transfinite Mengen. (Die nicht abziblbaren
Mengen Cantors, wie das Kontinuum [2%] oder auch die 2. Zablenklaffe
mit der Mddchtigkeit: x,.)

2. und 3. kdnnen unter der Bezeichnung »unendliche« (infinite) Mengen
zufammengefafit wevrden.

2) Es ift bierder »fachliche Gebalt« durchaus noch zu fcheiden von
der Sachlichkeit im Sinne des 1. Bbichnitts der Huffer1fchen »Ideen-.
Bei der Unterfcheidung der matevialen (fachbaltigen) Ontologie und der
formalen Ontologie fteht natiirlich auch die »fachliche« reine Mathematik
(alfo in Hilberts Redeweife »Metamathematik«) auf der Seite der forma-
len Ontologie und macht fogar deren wichtigften Teil aus.
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feien'. Die einzelnen Theoveme der Hilbertfichen Mathematik
machen fozufagen gar keinen Anfpruch darvauf, verifizierbar zu fein.
Man kann ibnen gegeniiber diefe Frage gar nicht ftellen; — fondern
nur die andeve, ob fie (aus den vorausgefegten Axiomen) beweis-
bar find oder nicht.?

Dafl ein beftimmtes Theorem der Hnalylis beweisbar ift und
ein beftimmtes andeves nicht, das find alfo auch fiir Hilbervt
wabre (bzw. faliche) Husfagen, — nur find fie keine mathematiichen,
fondern »metamathematifche« Husfagen. Und iiberbaupt gilt: nur
metamathematifche, nicht eigentlich mathematifche Sifie find der
Wabhrheit bzw. Falichheit fidbig.

Es fei nun die Frage wiederholt: Welche Bedeutung vermag die
Forderung der Widet{pruchslofigkeit in der Hilbertichen Theovie
zu haben? Offenbar keine matbematifche, fondern nuv eine meta-
mathematifche Bedeutung. Beweisbarkeit ift eine metamatbematifche
Eigenichaft eines einzelnen Theorems, Widerfpruchsfreibeit eine folche
des ganzen Syftems der Mathematik. Es bhandelt fich ja keines-
wegs um die Widerfpruchsfreibeit der Gefamtheit der metamathema-
tifhen Husfagen felb{t, — davin lige kein Problem, fondern um
Widetfpruchsfreibeit in bezug auf die eigentliche Mathematik. Was
kann es abet fiir einen Sinn baben, von der Wahrheit bzw. Falfch-
beit unfibigen Sidgen und Satfyftemen Widecripruchsfreibeit zu for-
dern? Sie kann doch jett nicht mebr in ibrer Funktion als conditio
sine qua non der Wahtheit von Wert fein!®

Die HAntwort ift einigermaflen mevrkwiirdig; fie lautet: ift die
Widerfpruchsfreibeit der formalen Hilbervtichen Mathematik auch

1) Vielleicht miifite man noch ichdcfer fagen, nicht nur wiffe man nichts
iiber ibre Wabrbeit oder Fallchbeit, fondern »an.fich« fei eine Frage danach
finnlos. HAber wir find nicht ficher, ob wir damit Hilberts Meinung treffen
wiirden.

2) Diefe Eigentiimlichkeit teilen die Hilber t f{chen Theoreme bekannt-
lich mit allen Theovemen eines bypotbetifch-deduktiven Syftems (beifpiels-
weife des Syftems der verichiedenen Geometrien), aber neu ift, dafl die Ana-
lyfis felbft, die Grundlage der bh&beren Mathematik iiberbaupt, jeder Mdg-
lichkeit der Verifikation ermangeln foll.

3) H. Weyl ftellt die ndmliche Frage in feinen »Randbemerkungen zu
Hauptproblemen der Matbematik« (Math. Zeitichr. 20, S. 148): »Huf diefem
(Hilbertichen) Standpunkt darf man nicht nach einem tieferen Grund fiic
die angenommenen Axiome und Operationsregeln fragen; auch ift nicht abzu-
feben, warum man gevrade Wert darauflegt, dafi das »For:
melfpiel widevfprucsfrei ift, oder warum man das inbaltliche
Denken fich nicht noch mit anderen aus dem Spiel entfpringenden Fragen
befchiftigen ldBt.« Er verfucht aber keine L&fung.
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nicht die unerldfliche Bedingung der Wabhrheit der Theoreme, fo ift
fie doth die conditio sine qua non devr Forttfiibhe-
bavrkeit desDeduktionsprozeffes. Durch die Widerfprudhs-
freibeit und duvch fie allein ift alfo das mathematifche »Formelipiel«
vor dem vorzeitigen Hbbreden geldiigt. Dies ift der
metamathematifche Sinn der Forderung der Wideripruchslofigkeit.

Was befidbigt die Widerfpruchsfreibeit zu diefer Leiftung? Wiefo
bemmt der Widetfpruch die Deduktion, wo es doch gar nicht auf
die Wabhrheit des Deduzierten ankommt?

Weil nach einem bekannten Theorem der for-
malen Logik ein »falfcher« (und daber a fortiori ein
»widetfpruchsvoller«) Sats alle denkbarven Sidte nad fich
zieht. Das viibrt daber, daBl ja zugleich mit dem »falichen« Sate
auch fein kontrvadiktatovifches Gegenteil »gilt«. Zwei kontradik-
toviich entgegengeicte Sdtie erfiillen aber das »All der HAusfage«
d. b. fie find #quivalent mit allen Sidgen iiberhaupt (der betreffen-
den deduktiven Region). Bei Hilbert gilte im befonderen zu-
gleich mit 0 == 0 (der Formel des Widetfpruchs) auch die »tichtige«
Formel 0 = 0. Die »Richtigkeit« diefer Formel bat einen forma-
definierten Sinn, hat alfo mit »Wabhrheit« im inbaltlichen Sinn nichts
zu tun.! Ebenfowenig die Falichbeit des kontradiktorifchen Gegen-
teils. Die Sache ift die: es folgen aus den zugleich vorausgefet;-
ten Formeln 0 =0 und 0 &= 0 alle Sidie zugleich mit ibren kontra-
diktorifchen Verneinungen, alfo immer mit irgend einem p zugleich
fein Gegenteil p (nicht-p). Damit bat es aber jeden Sinn verloven,
noch von irgend einem Saty p zu behaupten, et fei beweisbar; denn
da ja doch ftets entweder p oder 7 beftehen muB, fo weil man ja
von votrnberein, dafl jeder Saty beweisbar ift%. Die Beweisbarkeit
verliect daher vdllig ibren auszeichnenden Charakter; man kann
von keinem (innerbalb der vorliegenden mathematifchen Region)
denkbaren Sat; meht bebaupten, ev folge irgendwie eber aus den
vorausgefetiten Axiomen als fein Gegenteil oder irgend ein andever
Safy. Man kann alfo alles beweifen, und daB heifit foviel als
man kann nichts mebr beweifen. Das Spiel der formalen Deduk-
tion ift zu Ende?.

1) Vgl. W. A &k e v m ann, Mathematifche Annalen Bd. 93, S. 4.

2) Im Hilbertidhen logiichen Kalkiil gilt formal der Saty vom ause
gefchloffenen Dritten.

3) Vgl. zum ganzen Gedankengang O. HSldevr, Die mathematifche
Methode (Berlin 1924), S. 276f.

-
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Somit bat fich herausgeftellt, daB allerdings die Widetfpruchs-
freibeit von hddhiter Bedeutung ift fiiv jedes deduktive Verfahren
aus axiomatifchen Grundfdgen iiberbaupt, mag ibm nun ein inbalt-
liher Sinn zukommen oder nicht. Sie ift fozufagen eine notwen-
dige Lebensbedingung fiit den Deduktionsprozefl felbft. Damit ift
ibve zentrale Stellung unter den Hufgaben der Metamathematik,
die fie in Hilberts Theorie einnimmt, gevechtfertigt.

b) Das Transfinite und das Imaginidre.

Nachdem es als gefichert betrachtet werden kann, daf} die
Hilbertiche Forderung der Widerfprudhsfreiheit auch bei ftrenger
Innehaltung feines vein formaliftifchen Standpunkts ibren guten
Sinn bat, ndmlich als unerlidfliche Bedingung der Mdaglichkeit
der Deduktion, erhebt fich die weitere Frage, ob man dariiber
binaus den fo als moglich erkannten wideripruchsfreien Gegen-
ftindlichkeiten der Hilbertiden Mathematik nicht auch eine po-
fitive Bedeutung zuichreiben mufl. In der Tat liegt doch die Frage
nabhe: Wozu eigentlich diefes wideriprudslofe Dedu-
zieven? Mit feiner Moglichkeit ift doch noch nicht feine Notwen-
digkeit, feine pofitive Sinnbaftigkeit gezeigt. Hilbert felbft hat
auf diefe Frage, deren Dringlichkeit er fich nicht bat entzieben
kdnnen, folgende HAntwort gegeben:! »In meiner Beweistheorie
werden zu den finiten Axiomen die transfiniten Axiome und Forv-
meln binzugefiigt, dhnlich wie in der Theovie der komplexen Zahlen
zu den crveellen die imagindren Elemente und wie in det
Geometrie zu den witklichen die ideellen Gebilde. Und auch der
Beweggrund dafiic und der Erfolg des Verfahrens ift in meiner
Beweistheorie der gleiche wie dort: namlich die Hinzufiigung der
transfiniten HAxiome gefchieht im Sinne der Vereinfachung und
des Hbichluffes der Theotrie«% Es ift nun zu priifen; ob diefe
Thefe Hilberts einer Kritifchen Betrachtung ftand bilt. Uber die
Bedeutung der imagindren Zablen ift nach allgemeinem Urteil fchon
von Gaufl das Wefentliche gefagt worden, an jener beviibmten
Stelle der MAnzeige der Theoria residuorum biquadraticorum, Com-
mentatio secunda vom 23. April 18313, wo von ibm »die wabre
Metaphyfik der imagindven Grdflen in ein neues helles Licht ge-
ftellt« wird. Gauf geht davon aus, dafl die Hrithmetik fich erft

1) Math. Annalen Bd. 88, S. 160/61.

2) Spiter (in Matb. Ann. 95) bat fogar Hilbert diefen »pragmatiftifchen«
Gedanken zum Leitfaden feinet gefamten Beweistheorie gemacht!

3) Werke, II. Band, S. 175fF.
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in neueter Zeit entwickelt babe, im Gegenfaf zur Geometrie. Der
Begriff der Zabhl fei ftufenweife von den ganzen zu den gebrochenen
Zablen, dann zu den negativen und endlich zu den imaginidvren et-
weitert worden. »Diefes Vorfchreiten ift aber immer anfangs mit
furchtfam zagendem Sdritt gefcheben. Die ecrften Hlgebraiften
nannten nod die negativen Wurzeln der Gleichungen falfche Wur-
zeln, und fie find es auch, wo die HAufgabe, auf welche fie fich be-
ziehen, fo eingekleidet vorzutragen ift, daBl die Befchaffenheit der
gefuchten Grofle kein Entgegengefetjtes zuldaflit. Allein fo wenig man
in der Allgemeinen Hrithmetik Bedenken hat die gebrochenen
Zablen mit aufzunehmen, obgleich es fo viele zdhlbare Dinge gibt,
wobei eine Brudzabl ohne Sinn ift, ebenfowenig ducrften in jenetr
den negative Zablen gleiche Rechte mit den pofitiven desbalb ver-
fagt werden, weil unziblige Dinge kein Entgegengefeites zulaffen:
Die Realitat der negativen Zablen ift binveichend gevechtfertigt, da
fie in unzibligen andeven Fillen ein addquates Subftrat finden. Da-
vitber ift man freilich feit langer Zeit im klaven: allein die den
reellen Groflen gegeniibergefteliten imagindven — ebhemals und hin
und wieder noch jetit, obwobl unfchicklich, unmdgliche genannt
— find noch immer weniger eingebiirgert als nur geduldet, und er-
fcheinen alfo mebr wie ein an f{ich inbaltsleeres Zeichenipiel, dem
man ein denkbavres Subftrat unbedingt abfpricht, ohne doch den
veichen Tribut, welchen diefes Zeichenfpiel zuleit in den Schaty der
Verhiltniffe der veellen Grdéflen fteuert, verfchmdben zu wollen.«
Gaufl betrachtet nun im weiteren die Sache »aus einem andeven
Geficbtspunkt.« Etr legt dar, wie fchon pofitive und negative Zablen
nuct da Anwendung finden kénnen, »wo das Geziblte ein Entgegen-
gefegtes bat, was mit ibm vereinigt gedacht der Vernichtung gleich-
zuftellen ift.«

»Genau betradbtet findet diefe Vorausfefung nur da ftatt, wo
nicht Subftanzen (fiiv fich denkbare Gegenftinde), fondern Relationen
zwifchen je zwei Gegenftinden das Gezidblte find.« In dbnlicher
Weife zeigt er dann, daB wenn die Gegenftinde derart find, »dafd
fie nicht in eine, wenngleich unbegrenzte, Reibe geordnet werden
kdnnen, fondern fich nur in Reihen von Reiben ovdnen laffen«, d. h.
wenn fie eine »zweidimenfionale Mannigfaltigkeit« bilden, es neben
der pofitiven und negativen Einbeit +1 und —1 noch »zweier an-
dever unter fich auch entgegengefeten« Einbeiten +¢ und — ¢ bedarf.
Davauf wird dann die uns heute fo woblbekannte Vorftellung der
komplexen Zahlenebene entwickelt und am Schluf} ftehen die bedeut-
famen Worte: »Hat man diefen Gegenftand bisher aus einem falfchen
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Gefichtspunkt betradhtet und eine gebeimnisvolie Dunketheit dabei
gefunden, fo ift dies grofienteils den wenig fchicklichen Benennungen
zuzufchreiben. Hitte man +1, —1, V-1 nicht pofitive, negative,
imagindre (oder gar unmdgliche) Einbeit, fondern etwa direkte, in-
divekte, laterale Einbeit genannt, fo bitte von folcher Dunkelbeit
kaum die Rede fein kdnnen.« Die an fich fehbr bekannten Gaufd-
fchen Rusfiibrungen wurden deshalb mit folcher Rusfiibrlichkeit
wiedergegeben, weil fie wirklich verdienen, klaffifch genannt zu
werden. Es ift darin mit aller Klarheit alles Entfcheidende iiber
die Frage des Imagindren vom Standpunkt des Mathematikers aus
gefagt. HAucd die neueve Begriindung des Rechnens mit komplexen
Zablen mittels des Begriffs des »Zahlenpaares« bringt kein wirk-
lich neues Moment in die Diskuffion.! Den philofophifch enticheiden-
den Kernpunkt der Gauffchen Huffaffung kann man fo aus-
driicken: das »Imagindve« bildet zufammen mit dem »Reellen« ein
»komplexes« Gebiet, das ebenfo real, d. b, wicklichkeitsnab ift,
wie das Gebiet devr urfpriinglich allein »teell« genannten Zahten. Die
Leiftung von Gaufl beftebt gerade darin, dem gefamten komplexen
Zabliyftem nicht nur ein sdenkbares« Subftrat fondern fogar eine »an-
fchaulichfte Verfinnlichung« gegeben zu haben?. Das befagt, phdinomeno-
logifch angefehen, dafl er das Imagindre nicht als leer, obgleich
vielleicht widerfprudhslos Vermeintes bat ftehen laffen, fondern zu
feiner erfiillten Anfchauung gebracht hat. Dabei braudt man iibrigens
nicht an die geometrifche »anfchauliche Verfinnlichung« in wortlicher
Bedeutung zu denken; pbdnomenologiich gefehen bhandelt es fich
dabei ja doch um »kategoriale Anfchauung«’; die »atithmetiiche«

1) Zur Theotie des Imagindren vgl. Hold e, L c. X. Abichnitt, iiber die
Zablenpaare insbef. § 80; ferner F. Klein, Vorlefungen iiber Elementar-
Mathematik vom hdberen Standpunkt aus. I. Teil, 1. Hauptteil, Abfchn. IV.
(Urfpriinglich autograpbiert 1908 und 1911, neuerdings im wefentlichen un-
verdndert gedruckt, Berlin 1924.) Diefe Werke find auch zur Orientierung
fiir Nichtmatbematiker befonders geeignet.

2) Vgl. dazu noch die folgende HuBlerung von Gaufl (lc. S.174):
»Die Verfepung der Lebrevon den biquadratifchen Reften in das Gebiet der kom=
plexen Zablen kdnnte vielleicht manchem, der mit der Natur der imagindven
Groflen weniger vertraut und in falfchen Vorftellungen davon befangen ift,
anftéBig und unnatiivlich fcheinen, und die Meinung veraniaffen, daf die
Unterfucbung dadurch gleichfam in die Luft geftellt fei, eine fchwankende
Haltung bekomme und fich von der Anfchaulichkeit ganz entferne. Nichts
wiirde ungegriindeter fein als eine folche Meinung. Im Gegenteil ift die
Avithmetik der komplexen Gréfen der anfchaulichften Verfinnlichung fabig . . .«

3) Vgl. Hufferl, Log. Unterfuchungen, Bd. II, 2 (VI. Unterfuchung)-
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Vorftellung der doppelt endlofen Reibe ift phinomenologifch durch-
aus erfiillte Anfchauung, wenn aud »kategoriale«, — wihrend
noch Leibniz die refignierten Worte fchrieb!: Der gottliche Geift
babe »cine feine und wunderbare Husflucht gefunden in jenem
Wunder der Hnalyfis, dem Monftrum der idealen Welt, faft einem
Hmpbibium zwifdhen Sein und Nidht-Sein, daf wir die imagindve
Wurzel nennen.« Diefe »{chwankende Haltung des Imagindren« hat
Gauf von Grund aus und fiit immer gefeftigt. Das Imaginire als
» Latevales« hat keinen prinzipiell anderen Seins-Sinn als etwa
das Negative (»Inverfec).

Wie ftebt es nun mit dem Hilbecrtichen Transfiniten?
Bedarf es da auch nur einer zweckmiBligen Vevdnderung der Be-
zeichnungsweife, um alle Dunkelbheit verfchwinden zu laffen?

Man fiebt nach einiger Uberlegung leicht, daB beim Transfini-
ten Hilbetrts die Dinge ganz anders liegen als beim Imaginéren.
Die Hilbert{iden transfiniten HAxiome find offenbare Hnalogie-
bildungen zu GefeymiBigkeiten, die fiir endliche Mengen gelten.
Das Arviftides-Beifpiel, das fchon befprodhen wurde, beweift dies
Klat.” Das leitende Prinzip ift, mdglichft viele Eigenfchaften end-
licher Mengen aud fiir die unendlichen als giiltig anzufehen®. »Mdg-
lichft viele« befagt dabei: fo viele ibver fich anfetien laffen, ohne
daB man zu widerfprechenden Konfequenzen kommt. Wenn man
in der Geidhichte der Lehte von den imagindrven Zahlen nach einem
entfprechenden Standpunkt fucht, fo {t68t man auf denjenigen, den
Hankel das »Prinzip der Permanenz formaler Gefete« genannt

1) Leibniz, Math. Schrift. (Gerbard) V., 357. Die ganze Stelle lautet
im Urtext:

»Verum enim vero tenacior est varietatis suae pulcherrimae Natura
rerum aeternarum varvietatum parvens, vel potius Divina Mens, quam ut
omnia sub unum genus compingi patiatur. Itaque elegans et mirabile
effugium reperit in illo Analyseos miraculo, idealis mundi monstro, pene
inter Ens et non:Ens Hmpbibio, quod radicem imaginariam appellamus.«

2) Buch Hilbe vt felbft ift fich daviiber keineswegs im Unklaren, man

vgl. W. A dtermanns Aufferung (Math. Ann. Bd. 93, S. 8).

3) Vgl. Weyl, Math. Zeitichr. 20, S. 143,147 (das iiber den »Exiftenzial-
abfolutismus« Gefagte) und 150: »Vielleicht ift es aber ja doch fo, wie Hil-
bert zu meinen {cheint, daf fiic den matbematifchen Teil der theoretifchen
Weltkonftruktion das Prinzip der Widerfpruchslofigkeit zufammen mit der
Fotdetung, dievomneuen Exiftentialabfolutismusiiber
das Unendliche nach Analogie des Endlichen aufgeftellten
Bebauptungen fo weitgebend wie mdglich fymbolifch zu
tecdhtfertigen, als einziger Leitfaden geniigt.«
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bat!. Es ift dies zugleich diejenige Auffaffung, die, obne explizite
formuliert zu wevrden, die Anfinge des Redhnens mit den Imagini-
ven geleitet hat, die bis in das 16. Jabrhundert zuriickreichen®. Man
fiibrt etwa ¢ = V —1 alfo 2= —1 ein und vechnet mit diefem zu-
nidcft ganz bedeutungsleeren Symbol nach den fachlich fiiv veelle
Zablen finnvollen Rechenregeln. Dabei erweift fich im Verlaufe einev
ausgedebhnten Beniifung die mathematifche Frudhtbarkeit diefes
zundchft ganz willkiiclichen Verfabrens. Det erfte Fall, indem es
fich als fruchtbar erwies, war der fog. Cafus irrveducibilis der kubi-
fchen Gleichung, den Bombelli zuerft mit Hilfe des Imaginidren
behandelte®. Indeffen tritt nun bei der naiven Anwendung eines
folchen Verfabrens fofort das Gefpenft eines mdglichen Wider~
fpruds auf, der fich bei dem fortgefeiten Gebrauch des neuen
Verfahrens ergeben konnte. Es entfteht damit die HAufgabe, die
Widerfprudhslofigkeit des Rechnens mit den neuen Zablen nacdhzu-
weifen. Diefer Nachweis gefchieht in der Zeit vor Hilbert ftets
dadurch, dal man das Rechnen mit den neuen Zabhlen abbildet
(in eineindeutiger Weife) auf das Rechnen mit beftimmten Kom-
plexen fchon eingefiibrter Zahlen. (Dabei geniigt es bekanntlich,
fiic die gebrochenen, negativen und komplexen Zablen »Zablenpaare«
einzufitbren®. Dagegen liegt der Fall bei den irrationalen Zablen
ganz anders und viel fchwieviger.) Es ift dann zumeift leicht, fiic
die befonderen eingefiibrten Komplexe eine anfchauliche Deutung auf-
zuzeigen. Hiftorifch und auch finngenetifch im Sinne der geiftesge-
fchichtlichen Entwicklung liegt die Sache natiirlich umgekebrt. Das
anfchauliche Subftrat ift das evite, was in das wiffenfchaftliche Be-
wufdtfein tritt, Dann erft wird es formalifiert und damit fiibrt es
alleverft zu den abftrakten Zablkomplexen, die dann den neuen
Zablenarten zugeorvdnet werden.

Diefer Umftand verdeckt nun den Untevfichied, der zwiichen
dem abftrakten Nachweis der Widerfpruchslofigkeit durch Abbildung

1) Vgl. H. Hankel, Theorie der komplexen Zablenfyfteme, Leipzig
1867, S. 10. — Hiftorifch tritt diefes Prinzip zuev{t im 14. Jabrhundert bei
Ovresme auf. S.Hankel, Zur Geichichte der Mathbematik im HAltertum und
Mittelalter, Leipzig 1874, S. 350/351.

2) Bei Oresme (14. Jabth.) dient das fragliche Prinzip zur Erweites
rung des Potenzbegriffs durch die Zulaffung gebrochener Exponenten.

3) In feinev Hlgebra von 1579. Vgl. dariiber Holder, l.c. §78.

4) Eine zufammenbingende Datftellung diefer Dinge gibt z.B. H5ldet

in feinem akadem. Programm »Die Hrithmetik in ftrenger Begriindung.
(Leipzig 1914).
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auf eine als widerfpruchsfrei bekannte abftrakte Mannigfaltigkeit und
derv Bereitftellung eines konkreten »Subftrats« befteht: alfo etwa
zwifchen der Hbbildung der gebrodchenen, negativen, imagindren
Zablen auf gewiffe »Zablenpaare« und ibrer anfchaulichen Deutung
mittels der Teilung von Gegenftinden, der Richtungsunterichiede in
der Geraden und in der Ebene. Wir bhaben alfo, um ganz deut-
lich zu fein, dvei verichiedene Momente bei der Einfithrung neuer
Zablenarten zu untericheiden:

1. den HAnfay der formalen Redhenregel; zumeift nach dem
Prinzip der (gréftmdglichen) Permanenz der formalen Gefege,

2. den Nachweis der Widerfprudslofigkeit des eingefiihrten
Redhnungsverfahrens; i. A. gefiibrt durch HAbbildung auf bereits als
widerfpruchsfrei bekannte Syfteme,

3. die HAufweifung eines anichaulichen Subftrats, in dem die
neueingefiibrten Zablenbeziebhungen konkret (befonders in ibrem Zu-
fammenbang mit den bereits bekannten Verhiltniffen) gedeutet
wevrden kdnnen.

Die vor Hilbert iiblihe Beweismethode fiirx den zweiten
Punkt bringt es, wie fchon ausgefiibrt, mit fich, daf zugleich mit
dev Erledigung des Problems (2) auch das Problem (3) geldft ift:
zugleich mit dem Nachweis der Widerfprudslofigkeit ift der Huf-
weis eines anfchaulichen Subftrats gegeben. Das Neue am Hilbert-
fchen metamathematifchen Beweisverfabhren ift dagegeu, daff durch
es nur das 2. aber nicht audh das 3. Problem geldft wird: die
Widerfpruchsfreibeit des avithmetifchen Hxiomenfyftems einfchlieBlich
der transfiniten Axiome wird nachgewiefen, obne daf fich aus ibrem
gelungenen Nachweis auch nur die leifefte Hindeutung auf ein kon-
kretes Subftrat evgdbe, an dem das Transfinite gedeutet werden
konnte.

Logifch ift gewiffermafien alles in Orvdnung, und die Unterv-
fuchung leidet keineswegs an einer »{chwankenden Haltung«, abet
in ontologifcher Hinficht ftellt das Transfinite Hilberts
eine fehr merkwiirdige Gegenftindlichkeit dar, auf die man febr
wohl die Leibnizfde Bezeichnung »Ampbibium zwifchen Sein
und Nichtfein« anwenden kann. Es lifit fich aud nicht leugnen,
daBl die vorhin angefiibrte G aufl fche Huferung vom »inbaltsleeren
Zeichenfpiel, dem man ein denkbares Subftrat unbedingt abfpricht,
obne doch den reichen Tribut, weldhes diefes Zeichenipiel zuletit in
den Schatp der Verbiltniffe der veellen Grdfen fteuert, verfchmihen

zu wollen« genau auf das Hilbert fche Transfinite pait. Hch-
Huffer1, Jabrbuch f. Philofophie. VIII 31
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ftens kdnnte man fich gegen den Husdruck »ein denkbares Sub-
ftrat« wenden, der von Gaufl ziemlich gleichbedeutend mit »an-
fdhaulidh « gebrauht wird, wahrend gerade hier eine tiefer ge-
hende phdnomenologifche Unterfuchung einen grundlegenden Wefens-
unterichied aufdecken wiirde.

In der Tat liegt die Sache, phianomenologifch betrachtet, fo, dafl
man dem Hilbervtidhen Transfiniten fehr wobl die »Denkbarkeit«
zuerkennen muf}, die jeder komplexen Bedeutungsintention zu-
kommt, fofern fie nur widecvipruchsfrei ift; aber damit ift noch
keineswegs die Moglichkeit der anfchaulichen Erfiillung jenet leeren
Bedeutung gefichert. Vielmehr kann f{ich jener in der Bedeutung
gemeinte, proleptifch fupponierte Gegenftand »transfinite Menge«
bei dem methodifdhen Verfud, zu ibhm einen phanomenologifchen
Zugang zu finden, als »widecfinnig« bevausftellen, d. h. als
wefensmafig unzugidnglich, audh fiic die kategoriale Anfchauung.

Freilich ift zu betonen, daBl es fich beim Transfiniten um eine
ganz eigenartige Sachlage bhandelt. Man kénnte etwa meinen, den
bekannten Siebenflichner odev den rveguldaren Taufendflichner zum
Vergleich heranziehen zu diiefen. Hud da, fo kénnte man dagen,
ligen Gegenftinde vor, die als blos vermeinte ihrem »Begriff« nach
ducdhaus wideripruchsfrei feien. Verfudhe man aber zu einer echten,
erfiillten Anfchauung jener Gegenftinde fortzufchreiten, fo erweife
fich diefe als evident unmdglich, man ftofle auf einen »matevial-
ontologifchen« (anichaulich-vaumlichen) Widerfinn. Indeffen ift die
Gleichfegung diefes Vorkommniffes mit der Sadhlage beim Trans-
finiten irrig. Denn die Unmdglichkeit jener Polyeder 4Bt fich be-
weifen, aus den Axiomen der euklidifchen Geometrie des drei-
dimenfionalen Raumes, d. h. die — aucdb ganz in abtsracto (obne
Rekurrenz auf irgendwelche HAnichaulichkeit) — gemachte Annahme
ibrer »mathematifchen Exiftenz« wiirde auf Widerfpriiche im Syftem
der euklidifhen Raumgeometrie fiibven.! Nicht nur miflingt dev
» Exiftenzbeweis«, fondern ev {chlidgt in einen echten »Unmdglichkeits-
beweis« um. Es liegt alfo audh ein formal-ontologifcher Widerfinn
vor, wenn man die betr. Polyeder als auf Grund dev abftrakten
euklidifchen Axiome abftrakt definiecte Gegenftinde betrachtet. Beim
Hilbertichen Transfiniten verhidlt es fich aber gevade fo, daBl die
Unmdglidhkeit devartiger Widerfpriiche in aller Stringenz durdh

1) Beim Taufendfiichner geriete man etwa mit dem Sap iiber die Summe
der »Seitene« einer »kdrperlichen Edte« in Konflikt. Vgl. WebersWellftein®,
(Enzyklopddie der Elementar-Matbematik) Bd. 11, §o1.
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Hilberts ecigenartige Methode nachgewiefen ift. Man muf alfo
zufammenfaffend fagen: die Hilbertfden transfiniten Mengen find
mit allen ihbren Eigenichaften:

1. widerfprudhslos denkbar, d.b. im Sinne der Bedeutungs-
Logik »exiftierende Gegenftindlichkeiten«,

2. auch im Sinne der formalen Ontologie nicht »wider-
finnige,

3. trogdem prinzipiell der (das Sein in der formal-ontologifchen
Sphire konftituierenden) »kategorialen Anichauung« nicht zuging-
lich, alfo formal-ontologifch nicht pofitiv exiftierend.

Die Untericheidung von (2) und (3) ift ein Novum®., Bisher
wurde angenommen, dafi die Eigenfchaft (2) ftets (3) nadh fich zdge.
Die Moglichkeiten »formal-ontologifcher Widerfinn — formal-ontolo~
gifche Exiftenz« fchienen eine vollftindige Disjunktion zu bilden.
Und nun hat fich herausgeftellt, dafl gewiffe Gegenftindlichkeiten
im Sinne der formalen Ontologie weder widerfinnig nodh exiftent
find.? Zu diefen merkwiirdigen Gegenftindlichkeiten gehdren eben
Hilberts transfinite Mengen.

Hieraus echellt, dafl ein grundfidglicher ontologifcher
Unterfchied zwifchen ibnen und den imagindren
Zahlen beftebt. Denn diefe find — als »laterale Zahlen« im
Gauflfhen Sinn — der Kkategorialen Anfchauung obne weiteres
zuganglich. Damit ift alfo dem Hilberttichen Vergleich zwifchen
dem Transfiniten und Imagindven feine wefentlichfte Stiite entzogen.
Die Funktion des Imagindren® in detr geklirten G auf fchen Auf-
faffung 148t fich nicht mehr mit der des Transfiniten auf ein Stufe
ftellen.

Will man den gegenwirtig (feitens der fog. »Philofophie des
Als-Obe) fo viel gebrauchten Begriff der Fiktion einfithven, fo
kann man fagen: beim Transfiniten bandelt es fich um eine echte,
beim Imagindren um eine blof {cheinbare Fiktion. Die zweite
ift durch ecine geeignete Anderung der Bezeichnung zum Ver-
fdhbwinden zu bringen, die ecrfte nicht. (Die transfiniten HAusfagen
find prinzipiell nicht anichaulich verifizierbar.)

1) Man kdnnte hdchftens die Kantifc e Unterfcheidung von ens ima.
ginariun, ens rvationis und nibil negativum (Kritik der reinen Vernunft?
S. 347f. vergleichen. (Siebe unten § 6c1ll D und IV.),

2) Sie find alfo wirklich »Ampbibien zwifchen Sein und NichtSein «!

3) Das Gleiche gilt mutatis mutandis von den >idealen« Gebilden det
Geometrie und ebenfo von den »Idealen« der béheren HArithmetik.

31*
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Indeffen muf} entgegen der Meinung der »Fiktionaliften« gefagt
werden, daf hier auch bei den »echten Fiktionen« Widerfpriiche nach-
weislich nicht vorkommen. Eine Philofopbie des Hls-Ob im Sinne
Vaibingers kann fich alfo keineswegs zur Beftdtigung ibrex
Lebre von der »Fiktion in der Mathematik« auf Hilbetts Trans-
finites becrufen.

Hus der Ablebnung des Hilb e r t fchen Vergleichs zwifchen Trans-
finitem und Imagindrem ergibt fich aber aud eine evnitere Konfe-
quenz: die Frage nach einem bevechtigten Mo ti v fiiv die Einfiihvung
des Transfiniten bleibt offen. Die Analogie mit dem Imagindven ift
nicht wirklich vorbanden, alfo kann auch dies fiiv die Einfiibrung
des Imagindren mafigebende Motiv sder Vereinfachung und des
Hbfdhluffes der Theorie« nicht mehr fiir das Transfinite in Anfpruch
genommen werden. Wozu alfo das Hilbertiche Formel-
fpiel?

Diefe Frage mufl troty ibrer Dringlichkeit vorldufig unbeant-
worttet bleiben

1) Hilbert bat in feiner fchon zitierten neuen Arbeit »lber das Unend-
liche« den Gefichtspunkt der Analogie feiner Einfiibrung des Transfiniten mit
der des Imagindven ufw. duvch friibevre Mathematiker an die Spie feiner
gefamten Betrachtung des Unendlichen geftellt. Er fagt (Math. Ann. Bd. 95,
S. 174): »Wenn wir im Berveich der finiten Ausfagen bleiben... fo walten
da febr uniiberfichtliche Verbiltniffe ob, und diefe Verbiltnifie fteigern fich
bis zur Unertrdglichkeit, wenn das »alle= und »es gibt« kombiniert und in
eingefchachtelten Sden auftritt. Jedenfalls diejenigen logifchen Gefetie, die
die Menichen, feit fie denken, ftets gebraucht haben, und die eben Arifto-
t el e s gelebrt hat, gelten nicht. Nun kdnnte man darauf ausgeben, die fiir den
Berveich der finiten Husfagen giiltigen logifchen Gefeje aufzuftellen; aber damit
witre uns nicht gedient, da wir eben auf den Gebrauch der einfachen Gefetye
binauswollen. . . Gerade wie i=}—1 eingefiibrt wurde, um die Gefepe der
Higebra ... in der einfachften Geftalt aufrecht zu erbalten, gerade wie die
Einfiltbrung der idealen Faktoren gefchabh, um auch unter den algebraifchen
Zablen die einfachen Teilbarkeitsgefee beizubebalten, ... fo baben wir bier
zu den finiten Husfagen die idealen Husfagen zu ad-
jungieren, um die formal einfachen Regeln der iiblichen ariftotelifchen
Logik zu etbalten.«

Bei der Hufftellung diefer Analogie ift, wie im Text gezeigt, ein ent-
fcheidender Punkt iiberfeben: Wibrend die imaginir-komplexen Zablen
durch Paare gewdhnlicher Zablen, die unendlich fernen »idealen« Punkte
durch Parallelbiifchel, die Zablideale durch gewiffe gefeymiflig gebildete Zabl
fyfteme aus gewdbnlichen Zablen abgebildet und im Sinne der uripriing-
lichen, »wirklichen« mathematifchen Gegenftindlichkeiten interpretiert werden
kdnnen, — ift dies bei den »idealen Ausfagen« nicht dev Fall. Diefe find viel:
mebr veine »Gefettheiten«, die k einert irgendwie inbaltlichen Interpreta-
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¢) Dieimmanente Unvermeidlichkeit des Unendlichen
in der Metamathematik.

Blickt man auf die bisher gegebenen Erdrterungen iiber die
Hilbertihe Theorie zuriik, fo erkennt man, daB das ibr zu.
grundeliegende Prinzip der Widerfpruchsfreibeit zwar feinen guten
Sinn bat, infofern es die unbefchrinkte Moglichkeit weitever De-
duktionen gavantiert, dafl aber andeverfeits jede pofitive Motivation
vermifit wird, iiberhbaupt zu deduzieren. Indeffen, troty diefer eigen-
tiimlichen Zwedklofigkeit fcheint doch die Mdglichkeit einer fozufagen
auf eigenen Fiilen ftehenden, mit lediglich finiten Mitteln operie~
rvender Theovie des Transfiniten gefichert und der immanenten
Kritik entzogen. Eine Entfcheidung zwifchen der intuitioniftifchen
und der formaliftifchen Auffaffung des mathematifchen Grundlegungs-~
problems wird fo nicht erreicht.

Sie wiirde indeffen erveichbar fein, wenn es gelinge zu zeigen,
daBl das Endlofe auch in Hilberts Theorie eine (wenn audh ver-
fthwiegene) »inbaltliche«, metamathematifche Bedeutung hat. Denn
der Streit zwifchen Brouwer und Hilbert gebt eigentlich um
das Endlofe. Hilbert lebnt die Bemiibungen der Intuitioniften um
das Endlofe als iiberfliiffig und bedenklich ab. Denn einerfeits kann
feines Evachtens fogar das Tranfinite, alfo erft recht das blofl Inde-
finite, vrein finit »begriindet« wevrden. Hnderverfeits {cheint ibhm eine
Erweiterung der Intuition iiber das Finite hinaus mit einem ge-
wiffen Unficherbheitsfaktor bebaftet, und deshalb foll fie vermieden
werden. Diefen beiden Gegenargumenten gegen den Intuitionismus
widte nun in dem Hugenblick der Boden entzogen, wo gezeigt
wiirde, daB das Indefinite in dem metamathematifchen Teil detr
Hilbertichen Theotrie felbft notwendig eine Rolle fpielt. Denn
alsdann wiare es offenbar ficher nicht iiberfliiffig und, wenn vielleicht
auch bedenklich, jedenfalls mit Hilberts eigenen Mitteln nicht
vermeidbar.

Im Folgenden foll nun gezeigt werden, dafl das Indefinite
auch in den metamathematifchen Uberlegungen der Hilbert-
fchen Theorie tatfichlich nicht vermieden wird und nicht vermieden
werden kann.

tion fabig find. Man verfchleiert einfach durch Einfiibrung dev idealen
Rusfagen den tiefgehenden Unterfchied zwifchen der Logik des Endlichen und
der des Unendlichen, die — darin weichen wir vom Finitismus Hilberts
ab —, wenn man nur die vichtigen Urpbdanomene zugrunde legt, gerade fo
teal und konkvet entwidkelt werden kann, wie die Logik des Endtichen.
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Das Indefinite tritt ndmlich fchon in der grundlegenden Frage-
ftellung Hilberts fo offenfichtlich bervor, daf man fich wun-
dern mufl, daB kaum jemand darvauf aufmerkfam gewotrden iftl.

Wie ift denn das Problem der Widetipruchsfreibeit eines be-
ftimmten Hxiomeniyftems felbit genauer zu formulieven? Dodh wohl
fo: »Es ift zu zeigen, dafl aus dem vorgelegten HAxiomenfyftem
keine einander widecrfprechenden Theoreme gefolgert werden kdnnen,
wie weit man auc die Deduktion fortfetzen mag-«.
Odev: »Die Reibe der aus den Axiomen deduzierten Formeln kann
unbefcheinkt verlingert werden, ohne dal 030 als Formel auf-
tritt, — unbefchrdnkt, d.h. bis ins Endlofe. Man kann die i. A.
nicht lineavre, fondern nach Hrt eines Stammbaumes oder beffer eines
Neges verzweigte Mannigfaltigkeit der Axiome durch Zerlegung in
unverzweigte »Fidden«<® in eine endliche HAnzabhl linearer »Folgen«
von Formeln verwandeln. Nun kann man diefer Formelfolge eine
Zablenfolge nach der Regel eindeutig zuordnen, daB fiiv jede von
0=+ 0 verichiedene Formel die 1 und fiit die Formel 0540 die 2
gefet wird. Dann kann man die Husfage der Wideriprudsfreibeit
in die Form kleiden: In der zugeorvdneten, frei werdenden, nur die
Zablen 1 oder 2 enthaltenden Zablenfolge, die mit 1111... beginnt,
kommt die 2 niemals vor. Die Zabhlenfoige ift in der Tat eine
frei wervdende, denn die Entwicklung der zugeordneten Formelfolge
exfolgt Schritt fiiv Schritt, je nach dem Fortichritt der Entwicklung
der mathematifchen Theorie.

Wie ift nun eine folche Bebhauptung, die 2 komme in jenev Folge
niemals vor, zu beweifen?

Der nidditliegende Gedanke ift: duvrch eine Het vollfitdn-
diger Induktion. So fagt wirklih H. Poincaré?: »Man
miilte feftftellen, daB man fich, foweit man auch die Reibe detx

1) Zu den wenigen Husnahmen gehdrt H. Poincaré, defien Hus-
fiibrungen aber gegenwirtig nur noch wenig Beachtung zu finden fcheinen.
(Siebe die in Anm. 3 gegebenen Zitate.) Nur A. Fraenkel (Einleitung in
die Mengenlebre, S. 240) erwidbnt die Husfiibrungen Poincarés.

2) Durch Wiederbolung von Saten ufw. vgl. W. Ak e rmann, Math.
Ann. 93, S.6; Hilbert, Math. Ann. 88, S. 157/58.

3) Vgl. H. Poincaré, Wiffenfchaft und Metbode (deutfch von F.u.L.
Lindemann, Leipzig u. Berlin 1914), S. 138, 147/48, 151, 155, 157/58. Das Zitat
ftebt auf S.147/48. Es ift leicht verdndert und ftebt im Original in einem
anderen Zufammenbang. Hilberts Theorie ift S.151—158 bebandelt, allet”
dings nur in der Faffung von 1904.
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SdluBifolgerungen verfolgt, niemals dem Widerfpruche ausfetit. . . .
Wir kénnen verifizieren, dafl die Operationen der Logik, wenn
fie auf widerfpruchsfreie Pramiffen angewandt wevrden, nur Folge-
rungen evgeben konnen, die gleichfalls von Widertfpriichen frei find.
Wenn wit alfo in n Opervationen auf keinen Widerfprudh ftoBlen, fo
werden wir einem folchen aud nicht in der (n-+1)'*" Operation
begegnen. Es ift demnach unmdglich, dafl der Widerfpruch be-
ginnt, was beweift, dal wir ibm niemals begegnen wevrden ... «.
Bbnliche Argumentationen finden fich nun wirklich bei Hilbertt?,
aber »wenn zwei dasfelbe tun, fo ift es nicht dasfelbe«. Denn in
Hilberts Schule® untericheidet man »zwei Formen von vollftindiger
Induktion:

1. Die »engere Forme«, die fich nur auf etwas konkret und
abgefchloffen Vorliegendes bezieht.

2. Die »weitere Forme«, die entweder den HAllgemeinbegriff
der Zabhl oder das Operieren mit Variablen benutt.«

»Wibhrend die weitevre Form eine hdhere SdhluBweife ift,
deren Begriindung eine der Hufgaben der Hilbertichen Theovie
bildet, gehdrt die engevre Form den primitiven anfchaulichen Ev-
kenntnisweifen an und kann daber als Hilfsmittel der inbaltlichen
Beweisfiibrung angewandt wevrden.« (Bernays.)

In der Tat beginnt jeder Hilb ertiche Widerfprudhsfreibheits-
beweis mit den Worten »Wir nehmen an, es fei uns ein Beweis
vorgelegt, der zur Endformel 00 fiihrt«. Und dann wird gezeigt,
da dies unmdglich ift.

Hber, was ift damit eigentlich gezeigt? Oder vielmebr: was
ift damit eigentlidh vorausgefetyt?

Es wird gefagt: »es liege ein Beweis abgeichloffen vor«. Ge-
nauer miifite es heilen sirgend ein Beweis«, mit dem Neben-
gedanken »das gilt von jedem beliebigen Beweis« (der iiber-
baupt der Menge der auf Grund des in Frage ftehenden Hxiomen-
fyftems zu fiibrenden Beweife angehdrt). Denn nur, wenn man
diefe Interpretation des unbeftimmten Hrtikels »ein« zuldft, wicd
die Hilbertiche metamathematifche Beweismethode zwingend.
Wird hierbei aber nicht beveits die »weitere Form« des Prinzips
der vollftindigen Induktion angewandt? Spielt hierbei nicht beveits
»der Allgemeinbegriff der Zahl oder das Operieren mit Variablene«

————

1) f. oben §1b. (S.16.)
2) Betrnays, Jabresber. d. D. Math. Vereinig. Bd. 31 (1922), S. 10 ff.
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eine Rolle? Ift nicht gerade das fcheinbar fo barmlofe »ein« ein
verichleierter Ausdruck fiiv eine logifche Varviable!?

In der Tat ift ja die Menge der aus einem beftimmten Axiomen-
fyftem zu fithrenden Beweife — trogdem jeder einzelne Beweis aus
einer endlichen Anzabhl von »Zeichen« befteht — unendlich®. Das be-
rubt wefentlich davauf, daff man fiit den einzelnen Beweis I3, zwar
eine Zahl M, angeben kann, die die Anzahl feiner einzelnen For-
meln {ibertvifft, aber daB es keine devartige obere Schranke M
gibt, die fiir alle Beweife gleichzeitig gilt, fodaB fie alfo alle mit
ibrer Formelzahl unter derfelben feften Schranke liegen wiirden.
(In dbnlicher Weife liegt die Sache etwa bei der allgemeinen Formel
filt (¢-+b)", dem binomifchen Sat;. Bis zu einer beftimmten Zahl
n, etwa fiit n=1,2, 3..., 34 kann man ibn durch finite (engere)
Induktion beweifen, aber nicht allgemein, obwobl doch auch im legy~
teven Fall jedes einzelne vorlegbare n endlich ift.) Indem Hilberxt
bei feiner metamathematifchen Beweisfiibrung immer nur auf den
einen, als Beifpiel dienenden finiten Beweis binblickt, vergifit er,
daB er die weitere (verichwiegene) Annahme macht, es kdnne die
gefamte unendlid e Menge folcdher mdglichen Beweife mit einem
Blicke erfafft werden. Hber das ift eine petitio principii: es wird
die »inbaltliche« (metamathematifche) Erfaffung der unendlichen
(freilich nuv indefiniten, nicht im engeren Sinne transfiniten) Menge
vorausgefett.

Man kann dies leidht nodh weiter im einzelnen dartun, wenn
man fich der vorhin gemadhten Zuovdnung zu der aus Einfen und
Zweien beftehenden Zabhlenfolge bedient.

Ein »Beweisfaden« werde dargeftellt durch die Formelfolge:
(A : Bxiom, &, &, .. .: Konfequenzen.)
AR, K, K .... K

Zugeordnet fei jeder Formel die 1, wenn fie nicht 0 =0 ift; die 2,
wenn fie 0=F0 ift. Dann bat man alfo bei jedem einzelnen
»tichtigen« Beweis:

AR, R, R, . ... &

1111 ....1
1) Es fei daran erinnert, daf auch B. Ruffell den logifchen Sinn der
mathematifchen Variablen durch das englifche Wort »any« (irgendein) fprachlich
wiedergibt. Vgl. The principles of mathematics (Cambridge 1903), § 87, p. 89.
2) Wenigitens ift das Problem des Nachweifes der Widerfpruchslofigkeit
nur in diefem Falle finnvoll oder wenigftens nicht trivial. Es kdnnte viels
leicht (1) fein, daB aus beftimmten Axiomenfyitemen nur eine endliche Anzabl
voneinander verfchiedener Folgerungen gezogen werden kdnnte (die fich dann
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Beim Widevriprudslofigkeitsbeweis handelt es
fich nun aber nicht um eine derartige endlidhe
Folge, fondern um jede mogliche dervartige Folge,
wie weit diefe Folgerungsketten {ich aud ausdebh-
nen mdgen. Hlfo um:

(AR, K R ... &Ry ... .. in indefinitum
11111 ... 1 1 ...... in indefinitum.

Wie kann man zeigen, dafl in der unteven Folge niemals (!)
die 2 auftritt?

W. Ackermann bat die Methoden im einzelnen angegeben.

Wie gebt er vor?

Zundadhft fiibrt er nad beftimmten formalen Gefichtspunkten
eine Unterfcheidung von »tichtigen« und »falfchen« Formeln ein.
Dabei bandelt es fich um »numerifche Formeln«, d. h. folche, die
aufler den elementaren logifchen Zeichen (fiir »und«, »odere«, »folgts,
»nichte«, »gleich«, »ungleich«) nur Zablzeichen enthalten.

»Der Beweis der Widerfpruchsfreibeit vollzieht fich nun auf
folgende Weife. Man gibt ein Verfahren an, das die Formeln einer
vorliegenden Beweisfigur, deren Endformel eine numerifiche Formel
ift, famtlich in numerifche Formeln verwandelt, fo weit fie nicht
fchon folche find, und zeigt dann, daB auf Grund diefes Verfahrens
eine vorliegende Bewecisfigur in ein Syftem von lauter rvichtigen
Formeln iibergeht. Da 030 falich ift, ift damit die Widerfprudhs-
freiheit des betreffenden Hxiomenfyftems gezeigt!.«

Das Verfahren kann hier nicht im einzelnen gefchildert werden.
Es verlduft im grofien fo: Man geht von der Endformel des Be-
weifes {chrittweife riickwirts, indem man alle Variablen Sdhritt fiiv
Schritt fortichafft und gelangt fo fchlieSSlich zur HAnfangsformel, die
offenbar ein Hxiom ift. Schliefilich befteht die ganze Beweisfigur
aus numerifchen Formeln. Dann heifit es weiter:

»Die Verbindung der Formeln durdch das Schlufifchema bleibt
unberiibrt. Sdmtliche Formeln der Beweisfigur find in ridhtige
iibergegangen, falls diefes mit den Axiomen der Fall ift. Detr Be-
weis der Widerfprudchsfreibeit eines Axiomenfyftems ift alfo erbradt,
wenn es gelingt zu zeigen, dafl bei der Verwandlung der Beweis-
figur in numerifche Formeln die Axiome in richtige Formeln iiber-

allenfalls in der SchluBlkette wiederholen wiirden), aber dann kann man ja
diefe Folgerungen einzeln duvchgeben, um ibre Widerfpruchsfreibeit feftzu-
ftellen, wodurch die Ldfung des Problems trivial wird.

1) Matb. Ann. 93, S. 4.
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gehen.« (Dies zu zeigen, bietet aber bei der endlichen Anzahl der
Axiome keine Schwierigkeiten.)

Ift man foweit gelangt, fo ift die Fortiettung des Beweifes leicht:
Hus der »Richtigkeit« der Axiome (die nach gewiffen rein formalen
Kritevien beurcteilt wird) folgt Schritt fiir Schritt die »Richtigkeit«
der Konfequenzen. Die »Richtigkeit« iibertrdgt fich alfo in der Vor-
wirttstichtung bis zur Endformel des Beweifes. Diefe kann alfo
nicht »030« fein. (Denn diefe Formel ift formal »falich«:) Da-
mit ift der gewiinichte Beweis erbracht.

Diefer metamathematifche Beweis ift {tichhaltig fiit jede vot-
gelegte konkrete »Beweisfigur«, die ja notwendig endlid ift.
Denn man braucht alsdann nur die »engere Form« der vollftdn-
digen Induktion. Hber davaus folgt keineswegs, daB ev fiir alle
Beweisfiguren, die iiberhaupt mdglich find, gilt. Man mufl forg-
filtig zwifchen den beiden Fillen untericheiden. Wenn man fich
auch jedes einzelne Glied einer unendlichen Menge vorftellen kann,
fo ift damit noch keineswegs gefagt, da man fich die ganze Menge
als aktual unendliche vorftellen kann. So kann man fich von
jeder einzelnen natiirlichen Zabhl einen deutlichen Begriff macdhen
(fie in beftimmter Weife auch kategorial anfchauen). Hber man
kann fich von der aktual unendlichen Menge allexr Zablen durch-
aus keinen Begriff machen, fondern nur von dem ins Endlofe
gebenden ZiblprozeB, der diefe Menge als &eipoy dvvauer oy
erzeugt.

In dbnlicher Weife kann man f{ich {dmtliche auf Grund eines
beftimmten Axiomenfyftems m & gli en Beweife nicht »nebenein-
andeve«, als aktual unendliche Menge denken. Sondern man kann fich
nur einen (verzweigten) unendlichen Prozefl vorftellen, der von
den Hxiomen ausgebend zu immer neuen Folgerungen fiibrt. Be-
ziiglich diefes Prozeffes befteht aber nicht einmal die vollftdndige
Disjunktion: entweder kommt im Verlauf des Prozeffes die Formel
040 irgendwo vor oder fie kommt niemals und nirgends vor.
(Denn im analogen Fall der fchrittweife werdenden Folge gilt eine
devartige Disjunktion offenbar nicht.)

Die Sachlage erinnert an eine #hnliche, die eintritt, wenn man
den Sat von der (weiteren) vollftindigen Induktion auf folgende
Weife zu »beweifen« verfucht:

Man nebme an, ein Lebrfat, in den eine ganze Zabhl m eingeht,
und dev ecftens fiiv m = 1 vidhtig ift, zweitens ftets vichtig ift
fiit m =mn 4 1, wenn er fiit m = n gilt, fei nicht fiiv alle Zablen
m=1,2,3,4... wabr. Denn miifite es eine evfte Zahl » geben,
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fiiv die der Safy nicht gilt. Erv ift dann aber ficher fiic v—1 vich-
tig. Setit man nun v—1 =n, fo ift » =2 4+ 1 und man kommt zu
einem Widerfpruch e,

Es fcheint zunidcft, als ob diefer »Beweis« die »weitere Form«
der Induktion auf die »engeve« zuviickfiibrt. Hber das ift eine
Taufchung. Denn er fegt (nach Hélder, L c.) »gewiffermaBien
als logifches HAxiom voraus, dal, wenn nicht alle Glieder einet
nur nach einer Seite unendlich ausgedebnten Folge eine beftimmte
Eigenfchaft befigen, ein e vrites Glied da fein muB, das die betref-
fende Eigenfichaft nicht befitt>

Diefes logifche »Hxiom« ift aber nichts andeves als das auf
endlofe Folgen (indefinite Mengen) angewandte Prinzip des aus-
geichloffenen Dritten. Denn offenbar ift es gleichbedeutend mit
folgendem Safy: »Entweder befigen alle Glieder der endlofen Folge
I’ die Eigenichaft E, oder es gibt ein Glied (und fogar ein »erftes«
Glied), das die Eigenichaft F nicht befist. Tertium non datur3.«
Man kommt alfo nicht darum berum, fich mit der endlofen Folge in
»inbaltlicher« (metamathematifcher) Weife zu befaffen und das lduft
dann auf das Induktionsprinzip in der sweiteren« Form hinaus.
Denn jenes »tertium non datur« fiiv endlofe Mengen gilt ja eben,
wie fowohl von intuitioniftifcher wie von formaliftifcher Seite zu-
geftanden wird, nicht allgemein.

1) Vgl. H. Poincarvé, Wiffenfchaft und Hypothefe (deutich von F. u. L.
Lindemann, Leipzig 1904), S.12. — O. Ho ld e v, Die mathematifche Methode
(Berlin 1924), § 120, S. 344.

2) Hdlder fiigt noch folgende Anmerkung binzu (L. c. Anm. 3): »Da
iiberbaupt ein Glied, das die Eigenfchaft ni cht befipt, in der Reibe vor-
kommen foll, d. b. nach einevrendlichen Zabhl von Schrittenin
der Reibe auftreten mufl, fo geben diefem Glied nur Glieder in
endlicher Zabl voran, und man kann, wenn man die vorangebenden, die
Eigenichaft nicht befienden Glieder ins Auge faft, die auf Erichdpfung dev
Menge gegriindete Betrachtungsweife durchfiibren«, d. b. man kann unter
diefen endlid vielen die Eigenichaft nicht befihenden Gliedern ein evftes
finden. — Indeffen ift dies eben, wie im Text erldutert, ein Safy iiber end-
lofe Folgen; denn jenes zuer{t genannte Glied, »das nach einer endlichen
Zahl von Schritten (fagen wir s) auftreten mufi», ift keineswegs in finiter
Weife vorgegeben; man kann keineswegs a priori eine fefte obere
Schranke A angeben, unter der die Zabl s liegen mufl. Vielmebr kann s jede
beliebige vorgegebene fefte Zahl M iiberfteigen. — Etwas ganz @bnliches
batten wir oben fiiv die Beweisfiguren gezeigt.

3) Vgl. Hilberts eigene, fchon friiber angefiihrte Formulierung,
Math. Ann. 88, S. 155.
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Nun verfihrt der Hilbertithe Beweis fiiv die Widerfprudhs-
freibeit offenbar ebenfo, wie der foeben zergliederte angebliche
Beweis des Induktionsprinzips. Hilbert nimmt an, die Formel 040
komme irgendwo in der deduzierten Formelfolge vor. Dann muf fie
an einer beftimmten Stelle zum evften Mal vockommen. Dann
kommt fie ficher unmittelbar vor diefer Stelle nicht vor.

Damit bat man dann ein endliches HAnfangsftiick dev an fich ins
endlofe laufenden Deduktionskette gewonnen und man kann dann
mit Recht das vorbin im HAnfhluf an W. Hckermann gefdil-
derte finite Verfabvren anwenden. — Hber, das fei zum Sdhlufl
nochmals wiederholt, der SchluBl, die Formel 0 3 0 miiffe an einer
beftimmten, vorlegbaren Stelle vorkommen, — wenn fie iiber-
baupt je vorkommen kann — ift falfch! —

Man fieht aus diefen Uberlegungen, da Hilbervrt im Irrtum
ift, wenn er meint, fiir die Widerfprudhsfreibeit des Hxiomenfyftems
der HAritbmetik und Analyfis einen finiten Beweis gegeben zu bhaben,
d. b. einen Beweis, der nur die »primitiven HAnichauungstatfachen«
der endlid en Mengenbeziehungen verwendet. Evr braucht wefent-~
lich zu feiner Beweisfithrung das Endlofe.

Das Schema feines Beweisverfahrens mufl fo umgeftaltet werden,
daB ecfichtlich wird, dafl das Verfahvren unbegrenzt fortgefetit
werden kann. So allein ift es mdglich, feftzuftellen, dal 0 &0 nie-
mals (1) als Konfequenz auftreten kann.

Die Umformung des Hilbervtichen Beweisverfahrens ift febt
einfach. Die endlofe Folge der Konfequenzen aus einem beftimmten
Axiomenfyftem ift zundcit eine vielfach verzweigte, in viele endlofen
Folgen auslaufende offene Mannigfaltigkeit nach Hrt eines Stamms-
baumes. Schneidet man ein beftimmtes Anfangsftiick ab, fo kann
man es als »vorgelegte« endliche Beweisfigur F; wie bei Hilbertt
behandeln. Das Refultat der Bebandlung ift dann, dafl die End-
formel diefer Figur »tichtig« (alfo nicht 0 == 0) ift. Dann kann man
um ein beftimmtes endliches Stiick F,, in dem endlofen »Stammbaum«
der Deduktionen weitergehen und nunmebr die vorhin als richtig
erwiefenen Endformeln als Prdmiffen benutien. Huf diefe Weife
werden famtliche Beweisfiden (nach devr feftgefetiten Zerfillung)
verlingert, und damit kommt man zu einer »verlingerten Beweis-
figuce (F, — F,). Diefe kann man wieder auf diefelbe Weife »ver-
lingern« (¥, — F, —> F}) und diefen Prozefl der Verlingerung einet
Beweisfigur kann man unbegrenzt oft anwenden. Man evhilt dadurch
die offene endlofe Beweisfigur F,— F, > F,—> F,— ... F
—> Fy 4 —> ... in indefinitum, mit lauter » richtigen « Formeln;
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allo eine gefeymiBige endlofe Folge von vichtigen Formeln. Damit
ift dann ein korrekter Widerfpruchslofigkeitsbeweis zuftande gebracht,
der jenes faliche Axiom iiber die vollftindige Disjunktion nicht vor-
ausfegt, — aber an feiner Stelle das Prinzip der vollftindigen In-
duktion (im weiteren Sinne). Das ift auch ganz natiiclich, denn
jenes HAxiom gilt eben nur, wo »gefeymifige«, der Induktion untec-
wotfene Folgen vorliegen.

Was leiftet nun der fo umgeftaltete Beweis der Widerfprudhs-
freibeit? Sofern ev fich auf die Theorvie dev finiten und indefiniten
Mengen (obne Benutung des tertium non datur) be-
fchvdnkt, offenbar inbaltlich nichts. Ev zeigt ja nur, daf das, was
»inbaltlich« in der metamathematifchen Darlegung benugt wicd, auch
in formal-mathematifcher Hinficht widerfpruchsfrei ift. Hber der
Beweis felbft wite offenbar unficher, wenn man diefe Widerfpruchs-
lofigkeit des materiell in der metamathematifchen Uberlegung ver-~
wandten Beziebungsmatevials nicht vorausfet. Der Beweis gilt alfo
nur, — wenn das zu Beweifende gilt, — ein immerhin etwas gro-
tesker Sachverhalt.

SchlieBlich lduft die ganze Sache davauf binaus, dafl eine fo
offenfichtlich die Endlofigkeit begrifflich implizierende Frageftellung
wie die nacdh der Widerfprudhsfreibeit eben audh nur unter Ver-
wendung diefes Begriffs des Endlofen beantwortet werden kann;
im Grunde eber eine Trivialitdt als eine Pavadoxie. Hud ift diefer
Sachverbalt von H. Poincaré! fchon vor Jahren klar erkannt
worden. Hber angefichts des blendenden Scheins der Hilberct-
{chen Hrgumentation bedurfte es wobl diefer langwierigen und
pedantifchen Widerlegung? —

1) Vgl die oben (S. 46) angefiibrten Stellen. — Ferner auch: A. Fraenkel
(Einleitung in die Mengenlebre, 2. Hufl,, Berlin 1923) S. 239/40: »Ein ernfteves
Bedenken [gegeniiber der Hilbertichen Theorie] beziebt fich darauf, ob iiberall
bei den inbaltlichen Sdbliiffen die Benutzung folcher logifchen Prinzipien
ftreng vermieden wird und fich vermeiden ldft, deren Begriindung eben das
Ziel jenevr Sdbliifie ift, alfo ob z. B. in bezug auf das logifche Schliefien, das
fich in zwar endlichen, aber nicht befchridnkten Prozeffen vollzieht, Gefee
wie die von der vollftandigen Induktion [in der »weiteren Form«] oder vom
ausgefchloffenen Dritten [in bezug auf endlofe Mengen] niemals verwendet
zu werden brauchen, bevor fie durch die neue Methode endgiiltig gevecht-
fertigt find.« — (Die Zufite in [] find von mir.)

2) Zur Ergdnzung fei noch die Kritik des der Hilbertichen Argu-
Mmentation analogen Schachbeifpiels bei Weyl (Sympofion I, S. 22-26;
Matb. Zeitichr. 20, S. 147 ) angefchloffen. Es beifit bei We y 1, zum Beweis
dafiir, »dal beim Schachipiel 10 Damen einer Farbe in einer fpielgerechten
Stellung unmdglich find«: »Die Zugregeln lebren, dafl ein Zug die Summe
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Indeffen ift mit der Sicherftellung der eben genannten Trivia-
litdit noch bei weitem nicht alles gefagt. Vot allem ift damit doch
nur ein Teil der Hilbertihen Beweisfiihrung getroffen: namlich
der, der fich auf die (»intuitioniftifche«) Theovie der finiten und inde-
finiten abzdblbar unendlichen Mengen bezieht, dagegen nicht der-
jenige, der vom allgemeinen tertium non datur und von der
Theovie der eigentlich transfiniten (nicht abziblbar unendlichen)
Mengen bandelt. Diefer leite Beweis ift weit davon entfernt, tri-
vial zu fein, wenn er die widetfprudslofe »HAnfebatrkeit« des Trans=«
finiten zeigt, unter Verwendung lediglich finiter und indefiniter
Begriffsbildungen. — HAndrverfeits ift das Endlofe als notwendiges
Thema inbaltlicher (fachlicher) Unterfuchung erwiefen. Der extreme
Finitismus Hilbevtts ift alfo abzulebnen und das gute Redht der
intuitioniftifchen Fovichung anzuerkennen®.

§4.
Logifche Analyfe der intuitioniftifichen Tbhefen.
a) DieLeugnung desSages vom ausgefdloffenenDritten.

/ Nachdem die im Vorigen gegebene immanente Kritik detv
Hilbertichen Theotrie die Unentbebrlichkeit der Theovie des

(B + D) der Hnzabl der Bauern (B) und Damen (D) einer Farbe niemals
vermebren kann. Im Anfang ift diefe Summe gleich 9, alfo kann fie — hiev
vollziehben wir einen anfchaulich:-finiten (?) Schluf durc vollftindlige
Induktion — bei keiner Stellung in einer Partie diefen Wert iiberfchreiten.«
— Diefer Beweis ift nicht »anfchaulich=finit«, fondern anichaulich-indefinit
(endlos). Zwar kann man (wenn man von gewiffen Remis:Partien, die in
der Beweistbeorie kein vechtes Analogon baben, abfiebt) fagen, daf jede
einzelne Partie aus endlich vielen Ziigen beftebt. Hber man kann Kkeine
fefte obere Schranke M angeben, unter der auf jeden Fall die Zahl der Ziige
zu bleiben hat. Es gibt daber unendlidc viele mogliche Schachpartien;
d. b. man kann keine obeve Schranke M fiir ibrve Anzabl angeben. Will man
alfo eine Uberficht iiber alle mdglichen Partien gewinnen, fo muff man
dazu eine endlofe werdende Folge von Ziigen aufftellen (die dann im ein-
zelnen fiiv ein endliches Anfangsftiick der Folge, fagen wir von s Gliedern,
eine endliche Anzabl Ks Kombinationsmdglichkeiten von elementaren Ziigen
entbilt). — Wenn alfo in dem Weylfchen Beweis von »keiner Stellung« die Rede
ift, fo kann nur gemeint fein, »keine aus der endlofen Folge von mdglichers
weife in irgend einer mdglichen Partie nodh zu fpielenden Stellungen«. Der
Beweis berubt dann darauf, daB fich die Konftanz der Summe 84 9 von
der nten Stellung allgemein auf die (n-- 1)te {ibertrdigt. Hierbei ift nach
dem Gefagten aber welfentlich, dafl diefe Ubertragung ins Endlofe (in die
offene Unendlichkeit hinein), in indefinitum, ftattfindet.

1) S. bierzu den »Mathematifchen Anbang«, befonders iiber
neue Unterfuchungen von J.v.Neumann,
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Endlofen innecbhalb gewiffer Grenzen dargetan bat, ift die logifche
Klarung diefer Theovie von ausfchlaggebender Bedeutung fiiv die
Grundlegung der Mathematik geworden. Brouwervr hat bekannt-
lich diefe Klidrung in Hngriff genommen mit feiner Thefe, dafl
der logifche Satz vom ausgefdhloffenen Dritten
fitrt unendliche Mengen keine Geltung mebhr bhabe.
Ev fagt:' »Meiner Uberzeugung nach find das Ldsbarkeitsaxiom?
und der Safy vom ausgeichloffenen Dritten beide falih, und ift der
Glaube an fie hiftorifch dadurch verurfacht worden, da man zunichft
aus der Mathematik der Teilmengen einer beftimmten endlichen
Menge die klaffifche Logik abftrahiert, fodann diefer Logik eine von
der Mathematik unabbidngige Exiftenz a prioti zugefchrieben und
fie {blieflich auf Grund diefer vermeintlichen Hpriovitdit unbetvecdh-
tigterweife auf die Mathematik der unendlichen Mengen angewendet
bat.« Der Tatbeftand, auf den fich diefe Thefe ftiit, ift im Vorigen
wiedevholt davgeftellt worden: In einer unendlichen Folge von
Zablen etwa befteht nicht die Alternative, dafl entw ederv alle Zabhlen
det Folge die Eigenichaft £ haben odet es (mindestens) eine Zahl
der Folge gibt, welche die Eigenfdhaft £ nicht befift.

Diefer Tatbeftand kann nun aber verichieden interpretiert
werden; man kann etwa folgende Auffaffungen anfiihren:

1. Das genannte »entweder — oder« bezeichnet witklich eine
vollftindige Disjunktion im formalen Sinn. Hber der Saty. vom aus-
gefdhloffenen Dritten gilt nicht. (Brouwer.)

2. Es bezeichnet nur fcheinbar eine vollftindige Disjunktion: in
Wahrtheit ftehen die beiden disjunktiven Glieder fich nicht wie Pofi-
tion und Negation gegeniiber (Weyl), d. h. rein formell befteht
nur die Alternative »entweder alle Zabhlen haben die Eigenfchaft £
oder nicht«. HAber daB nicht alle Zabhlen die Eigenichaft ¥ haben,
und daf es eine Husnahme pofitiv gibt, das ift nicht dasfelbe!

3. Wenn es aud immer eine folche Ausnahme in abstracto
»gibte, fo kann fie doch nidht immer »vorgelegt« werden. (Hil-
berts Formulietung).

Vielleicht ift die dritte Interpretation diejenige, die die tatfachlich
ftattfindenen Verbhiltniffe am beften zu charakterifieren fcheint. Denn
es kommt doch vor allem auf folgenden Punkt an: Weifl man, daf
in einer Zablenfolge nicht alle Zahlen von Eins vervichieden find,

1) In feinem HAuffa »Intuitioniftifthe Mengenlebhre«, Jabresber. d. D.
Math. Ver., Bd. 28, S. 203 ff. (1919).

2) d. b. die Annabme, daff jedes matbematifche Problem grundfilich
sbar fei. (Vgl. Hilbert, Math. Ann. 78, S. 412; 95, S. 180.)



496 Oskar Bedker. [56

fo ift gewifl, dafl nach einer endlichen Hnzahl N von Wablen die
1 auftritt, abev es kann a priori durchaus keine fefte
Zabl M — fei fie aud nod fo grofl gewdbhlt — ange-
gebenwerden,devart,daB NniemalsgrdfBevalsMift!

Immerhin kann man gerade gegen diefe Auffaffung der Sachlage
Bedenken haben. Denn man erwige die folgende Disjunktion und
frage fich, ob fie notwendig entfdheidbar fein mul: Von zwei
Fallen mufl einer ftattfinden: »entweder mufl die Husnahmezahl
niemals auftreten oder nach einer endlichen Hnzahl N von
Wablen, wenn auch keineswegs fiir diefe Anzabl NV eine fefte obere
Schranke M angegeben werden kann.«

Ift dies wirklich eine finnvolle Hlternative? Offenbar ift doch der
(in gewiffem Sinn »dritte«) Fall denkbar, dal man, fo lange man
auch wartet, niemals zu einer Ausnahmezahl kommt. Da man
aber offenbar nicht unbegrenzt lange warten kann, so ldft fich in
diefem Fall durchaus nicht enticdheiden, ob in einer endlichen
Zukunft die Ausnabmezabhl erfcheinen wird oder nicht.

Dagegen lafit fich febr wobl (im Prinzip) die Sache enticheiden,
wenn man eine — wenn auch noch fo grofie — obeve Schranke M fiir
die Ovdnungszabl detr »entfcheidenden« Wahl kennt. Die Entichei-
dungswahl kann dann konkret ins Auge gefafit werden und fie ift
dann offenbar der Hlternative »ja-nein« unterworfen.

Man bitte alfo nur eine finnvolle vollftindige Disjunktion:
entweder ericheint nach einer beftimmten, unter einer feften
oberen Schranke M liegende Anzahl N von Wahlen die Ausnahme-
zabl odev fie ift auch nach der Mten-Wabl nicht ervichienen. Tertium
non datur. Innecbalb der zweiten Mdglichkeit noch Unterichiede zu
machen, entbebhrt des verifizierbaren Sinnes.

Indeffen bei diefer Auffaffung ift das »nicht alle Zabhlen der
Folge befiien die Eigenichaft K. nicht eindeutig beftimmt und die
rein formal gebildete vollftindige Disjunktion ohne vechten Sinn.
Die Hilbert{d e Untericheidung zwifchen dem »es gibt eine Aus~
nahme, fie ift aber nicht vorlegbar« und »es gibt keine Ansnabhme«
ift nicht vervifizierbar.

Man mufl verfuchen, die ganze Sache prinzipieller zu erwigen.

Es fei gegeben ein Saty p. Denkt man fich fein kontradikto-
rifches Gegenteil, den Sa 7 (nicht-p) binzu, fo beftebt die vollftin-

1) Wie fich derartige Verbidltniffe u. U. bei konkreten mathematifchen
Problemen auswirken konnen, dariiber bat Hilbert (Math. Ann. 78, S. 412 —15)
in feinem Auffa » Axiomatifches Denken« febr lehrreiche Ausfiibrungen gemacht.
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dige Disjunktion p oder P, tertium non datur. Das ift der iibliche
logifche Standpunkt.

Indeffen, bei genauever Erwidgung erkennt man, dafl die nega-
tive Ausfage P mebrteilig, ndmlich z w eiteilig ift: Fiir p kann man
auch fagen »p gilt«. Oder wenn man einen pridikativen Sag nimmt:
Fiit »4 ift b« kann man aud fagen »Es gilt der Saty ({4 ift b))«.

Wie ftebt es aber mit dem p? Man kann dafiiv offenbar in
analoger Weife fagen: »p gilt« oder in der ausfiibrlichen Faffung:
»Der Satg ({4 ift nicht b)) gilt«. Aber das ift nicht die
einzige Mdglidbkeit, p zu negieren. Es gibt nodh die
zweite folgende: Man fafit als das kontradiktoriiche Gegenteil
des Saftes p oder »p gilt« ufw. die Husfage auf: »p gilt nicht«
bzw. »der Say ({4 ift b)) gilt nichte.

Rein formal bhat man alfo nach dem bisher Entwickelten fol-
gende drei Mdglichkeiten:

1. »p gilte fymbolifch etwa s tpe.... (1)

2. »P gilte , w »F(=pP)e.... (2)

3. »p gilt nicht« " w 2= (TPl (3)
bzw.:

1. »Der Satp ({4 ift b)) gilt« fymbolifch: A eb

2. »Der Saty ({4 ift nidht b)) gilte " Aeb

3. »Der Saty ({4 ift b)) gilt nicht« " Aeb
oder allgemeiner: B o

1. 4(a) 2. 4(a) 3. A(a)

Weldhe logifchen Beziehungen befteben zwifchen diefen 3 Hus-
fagen (1), (2), (3)? —

a) (1) ichlieBt fich mit (2) und auch mit (3) aus. Dagegen find

(2) und (3) vertriglich.

b) Bus (2) folgt (3), aber nicht umgekebrt aus (3) (2). (2)
und (3) find daber i. A. nicht dquivalent. Doch kann
dies in befondeven Fillen eintreten.

c) Es gilt entweder (1) oder (2) oder (3); die 3 Mdglich-
keiten bilden eine vollftindige Disjunktion; quartum non datur.

Zufammenfaffend kann man fagen: es beftehen folgende Mdg-
lichkeiten:

I. (1) gilt; (2) und (3) gelten nicht.

I. (1) gilt nicht; (2) und (3) gelten.

I (1) und (2) gelten nicht; (3) gilt.

Die iibrigen rein formal denkbaren Kombinationen des Geltens
bzw. Nichtgeltens von (1), (2), (3) ftellen keine finnvollen Mdglich-.
keiten dar.

Hufferl, Jahrbuch f. Philofopbie. VIII. 32
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Um die Bedeutung diefer formallogifchen Beziehungen deutlich
zu madhen, untevicheidet man am zweckmifigften zwei Fille: einen
normalen und einen abnormalen.

@) Der normale Fall findet ftatt, wenn die mdgliche aber nicht

notwendige Hquivalenz zwifchen (2) und (3) beftebt. (vgl.b). —

Dann bhat man nur eine zw eifache vollftindige Disjunktion,
(Did otomie, tertium non datur).

8) Der abnormale Fall findet ftatt, wenn (2) und (3) nicht
dquivalent find. (HAlsdann folgt, nach b, (3) aus (2), aber
nidt umgekebrt.)

Hier findet eine dreifache vollitindige Disjunktion ftatt.

(Trichotomie; quartum non datur.)

Der Fall (@) ift verwirklicht fiic die Betrachtung von Eigen-
fchaften endlicher Mengen, genauer der Teilmengen einer endlichen
Menge. Das ift derjenige Fall, von dem nach Brouwers vorhin
zitierten Worten »die klaffifhe Logik abftrabiert« ift.

Der Fall (8) ift dagegen vealifiert z.B. bei der Betrachtung von
Eigenicdhaften endlofer Zablfolgen. Diefer Fall ift alfo noch nidber
zu kldven. Bei ibm muf man, wie gefagt zwifchen den beiden
moglichen Negationen (2) und (3) des pofitiven Saties (1) forgfiltig
untericheiden .

Die Notwendigkeit diefer Unterfcheidung kann
in konkveter Weife klar gemacht werden mittels der
Huffecvlfdhen Lebte vom Urteil?

Damit ein Urteil mit der den Forderungen logifcher Vernunft
entfprechenden Evidenz gefillt werden kann, muf ibm ein mittels
dev kategorialen erfiillten Hnichauung zur Evidenz gebrachter Sach-
verhalt zugrunde liegen®. Diefer Sachverbalt kann ein pofitiver
oder negativer fein. Hud negative Sachverhalte find der Etfiillung
in einer ganz beftimmten Modifikation zugédnglich. Es fei an fol-
gende Husfiibrungen der sLogifchen Unterfuchungen« ervinnert:
(VL. Unterfuchung § 11; Bd. II, 2, S. 41): »In der weiteren Sphire
der Hkte, welche iiberbaupt Unterichiede der Intention und Etfiillung
zulaffen, veibt fich der Erfiilllung, als ibr ausfchliefender Gegeniat,
die Enttdufdung an. Der zumeift negative Ausdruck, dev hiet-
bei zu dienen pflegt, wie z. B. auch der Ausdruck Nidhterfiillung,

1) Uber den Formalismus der Brouwerfchen Logik f. den mathe-
matifchen Anbang.

2) In devr VI. logifchen Untetfuchung. (Bd. 1], 1.)

3) Vgl. Hufferl, 1. c. § 39 (Log. Unterfuchungen 11, 2, S. 122 ff.).
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meint keine blofle Privationder Ecfiillung, fondern
ein neues defkviptivesFaktum, eine fo eigenartige
Form der Synthefis wie die Ecfiillung. .... Die Syn-
thefis der Erkenntnis war Bewufitfein einer gewiffen »Ubeveinftim-
munge«. Der Ubereinftimmung entfpricht aber als korvelate Mag-
lichkeit die »Nidchtiibeveinftimmung«, der » Widevftreit«. Die
Anidhauung »ftimmt« zur Bedeutungsintention nicht, fie »ftreitet« mit
ihr. Widerftreit »trennte«, aber das Erlebnis des Widerftreites fetit
in Beziebung und Einbeit, es ift eine Form dert Synthefis. War
die friibere Synthefis von der Hrt dev Identifizierung, fo ift die
jeige von der Hrt der Unterfcdheidung. .. .. In der hier
fraglichen »Untericheidung« ericheint der Gegenftand des ent-
tdufchenden Hktes als snichtderfelbe«, als »anders« wie
der Gegenftand des intendievenden Hktes. . . . . Vdllig gleich-
geovdnet find die beiden Synthefen allerdings nicht. Jeder Wider-
ftreit fetit etwas vorvaus, was der Intention iiberhaupt die Richtung
auf den Gegenftand des widerftreitenden Hktes gibt, und diefe
Richtung kann ibt legtlich nur eine Ecfiillungsfynthefis geben. . . . .
Eine Intention enttidufdt fidh in der Weife des
Widercftreites nur dadurdh, dal fieeinTeileinerum-
faffendeven Intention ift, deven ergdnzender Teil
fich evfiillt«, DieLebre Hufferls befagt alfo zunddh{t: Ecfiillung
und Enttaufchung vechalten fich wie Pofition und Negation: Ent-
tauichung ift Nichterfiillung; damit gleichbedeutend ift das Bewuftfein
der Nidhtiibereinftimmung zwifchen Intendiertem und Hngefchautem,
des Widerftreits. Um dies Bewufitfein entftehen zu laffen, ift
es aber offenbar notwendig, Intendiertes und Hngefchautes gleicher-
maflen gegenwirtig zu baben; deshalb ift auch die Enttdufchung
eine »Synthefis«, die »Syntbefis des Widerftreits«. Damit aber feft~
geftellt werden kann (was doch offenbar fiiv das Zuftandekommen
der Synthefis notwendig ift), dafl ein beftimmter intendierter Gegen-
ftand einem beftimmten angefchauten sentfpricht«, mit weldhem er
nacdh der vorwegnehmenden Erwartung, die in jeder auf Ecfiilllung
»ausfeienden« Intention liegt, iibereinftimmen follte, — dazu ift
erforderlich, da die Intention wenigftens in Etwas etfiillt wird’.

1) Zur Erlduterung diene ein einfaches Beifpiel: Wie kommt etwa das
Urteil »Das Bud liegt nicht auf dem Tifch« zuftande? Erwartet wird, daf§
das fragliche Buch auf dem beftimmten Tifch liegt. Der Hugenfchein (eine
Weife der Anfchauung) zeigt: 1. den betreffenden gemeinten Tifch, 2. den
Sadchverbalt, daB das gemeinte Buch nicht davauf liegt, d.b. das Leerfein
des Tifches. Zur evidenten Fillung des obigen Urteils ift der erfte Punkt

32*
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Die Ubereinftimmung zwifchen Intendiertem und Angefchautem muf
binceichend fein, um die Identitit des angefchauten Gegenftandes
mit dem in der Intention vermeinten zu fichern; erft auf Grund
diefer Identifizievrung hebt fich dann die untevichiedliche witkliche
Beichaffenbeit des angefchauten Gegenftandes von der ibm vect-
meintlich zukommenden ab. Im Grunde ift alfo jeder Wider-
ftreit ein partieller Widerftreit ',

Erwidgt man diefe ganze Huffevlfiche Lebre, fo ericheint die
vothin vollzogene Gleichfefung der Termini »Enttdufchung« und
»Nichterfilllung«, »Widerftreit« und »Nidhtiibereinftimmung« nicht
gevedtfertigt. Wenn die Enttdufchung und der Widerftreit pofitive
Phidnomene sui generis find, weshalb dann diefe negativen Bezeich-
nungen? Diefe find nur am Plate, wenn binter der Gleichfetung
detr Husdriicke auch eine Gleichheit der damit bezeichneten Gegen-
ftande fteht. Dies ift aber gevade wegen des durchaus pofitiven
Charakters jener Sachverhalte nicht dev Fall.

Genauer gefagt: Eine einfache Nidterfiillung ift
durdcdhaus nodh keine pofitiv erlebte Enttdaufchung.
Denn es kann doch fein, dafl es weder zu einer Etfiillung no cb
zu einer Enttiufchung kommt. Das evbellt aufs klacfte davaus, dafl
jeder Enttdufichung eine partielle Ecfiillung zu Grunde liegen muf.
Wie nun, wenn es zu gatr keiner Erfilllung kommt? Hnalog
fegt »Widerftreit« eine teilweife Ubeveinftimmung vorvaus. Wenn
es nun aber zu gar keiner Ubereinftimmung kommt, — und das
ift doch wohl der ausgeprigtefte Fall der Ni ch t-Uibereinftimmung —
wo ift dann der Widerftreit?

Alfo haben doch wobl »Nicht-Erfiillung« und » Nicht-Uberein-
ftimmung« ibven guten rein negativen (bzw. privativen) Sinn?
Oder vielleicht doch nicht? Vielleicht ift in diefen {cheinbar vein ne-
gativen Fillen das iibereinftimmende und fich erfiillende Moment
nur eine Stufe weiter zuriidkgedringt??

ebenfo ndtig wie der zweite. Der erfte gibt die Erfiillungsfyntbefis (Identi-
fizierung des gemeinten und gefebenen Tifches), auf Grund deven alleverft
das Nicht-Liegen gerade auf diefem Tifch zur Gegebenbeit gebracht wer-
den kann, indem es zu einer Synthefis des Widerftreits (der »Nichtiiberein-
ftimmung« der Intention auf das auf dem Tifch liegende Buch mit dem wabr-
genommenen leeren Tifch) kommt.

1) Diefe Verbiltniffe find von Hufferl genauer in § 12 der zitiecten
VI. Unterfuchung auseinandervgefeit worden (l. c. S. 44 f.).

2) Auch nach Hufferl (L. c. S.44f) beftebt die »totale und reine«
Enttdufchung in dem pointierten Herausgebobenfein lediglich des unterfchied-
lichen Teilmoments ¢ (bzw. ¥) am Ganzen 0. Hber das Ganze © ftebt doch
mit feinen iibereinftimmenden Momenten u«,¢... im Hintergrund.
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Man wird diefe Fragen nur an der Hand einer konkveten HAna-
lyfe enticheiden koénnen.

Man nehme als Vorbereitung den einfachen Sadhverbalt »das
Bud liegt nicht auf dem Tifch«, — 1. Enttdufdung bedeutet bier:
der Tifh wird gefehen, aber das Budh ift nicht darauf; alfo Erfiillung
in Bezug auf das orvigindre Gegebenfein des vermeinten Tifches;
pattielle Enttauichung binfichtlich des fupponierten Daraufliegen des
Budhes. !

2. Nidht-E cfiillung befagt (oder kann dodch befagen): Weder
der Tifch noch das Buch werden gefeben. Der Sachverbalt ift alfo
ficher nicht als mit der Intention iibereinftimmend gegeben. Hber
ev ift auch nicht im Widerftreit (im eigentlichen Sinne) mit ibr ge-
geben. Ert ift eben gatr nicht gegeben.

Aber ift dies ftreng genommen rvichtig? It denn wirklich gar
kein Sadhverhalt gegeben? Ift gar nichts gegeben? Kann iiber-
paupt gar nichts gegeben fein?

Offenbar nicht. Es ift vielleicht das Zimmer gegeben, worin
der Tifch und das Bud fich gewdhnlich befanden, wovaus fie aber
entfernt find, Oder das Haus ift verfchloffen und das Zimmer nicht
betretbar und alfo auch nicht »origindr gegeben« ufw.ufw. In allen
foldhen Fillen wird man auf die Frage: »Liegt das Bud auf dem
Tifch?« nicht etwa die HAntwort geben: »Es liegt nicht auf dem
Tifch« fondern etwa: »Dev Tifch ift iberhaupt nicht da« oder: »Ich
weifl nicht, ich kann nicht in das Zimmer binein. «

Bber eine gewiffe, wenn auch »fchwichere« Etfiilllung der In-
tention ift doch auch hier vorhanden; das Zimmer bzw. das Haus
ift »libereinftimmend« mit dem vermeinten Zimmer und dem verv-
meinten Haus, die im Falle »totaler Etfiillung« fundierend gewefen
wiren fiit das Dafein des Tifches und Bucdhes, — nicht etwa nur
»objektiv kaufal«, fondern durchaus im phdnomenologifchen Sinn
als »Hintergrund«, umichlieBende pbianomenale Ortlichkeit, als ort-
liher Zugang im Sinne des praktifchen Lebens ufw.

Man nehme felbft einen extremen Fall: Fiir den in einem
tiefen Kerker Eingefchloffenen ift der grdfte Teil der Welt unzu-
gianglich, nicht »origindr gegeben.« Fiir ibn find alfo die Intentionen
von Wabhrnehmungsurteilen (auf folche befchrinken wir uns der
Einfachheit halber) zumeift nicht ecfiillbar. Indeffen irgendwie be-
fteht doch auch ein denkbaver Zugang zu den Wahrnebhmungs-

1) Diefe Enttaufchung kann natiirlich noch auf verichiedene Weife zuftande-
kommen. Einmal etwa wird das Buch iiberbaupt nicht gefeben, das andere
Mal fiebt man es z. B. auf dem Boden liegen ufw.
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fachverbalten, wenn er auch de facto verfperet ift. Und das »An-
fangsftiick« diefes Zugangsweges fiit den Gefangenen, etwa, um
ganz konkvet zu fein, der Weg von feinem Lager bis zur freilich
verichloffenen Kerkertiive, ift ovigindvr gegeben und durdichreitbar.
Ev veprifentiert alfo die partielle Etfiillung des im Urteil Vermein-
ten — in gewiffem Sinne. Denn — daran mufl man ftreng feft-
balten, dann wird auch der Schein des Pavradoxen verfchwinden —
ein konkret und origindtv gegebener Sachverhalt 148t fich nicht von
feinem pbhdnomenalen Zugang trennen, der Zugang gehdvt
mit zum Pbhidnomen. Er fillt nur zumeift nicht ins Auge, wenn
er leicht und »felbftvecitindlich« ift.!

Man mufl fich davor biiten, diefen »Zugangsfachverbalt« als
»fubjektiv« aufzufaffen, etwa prinzipiell zu fcheiden den »objektiven«
Sachverhalt: »das Buch ift nicht auf dem Tifch« und den »fubjekti-
ven«: »Ich kann nicht in das Zimmer bhinein«. Das wire eine ganz
fchiefe Gegeniiberftellung. Man kann den etrften Sachverhalt auch
fubjektiv wenden: »Ich fehe, daB auf dem Tifich kein Buch liegt«
und den zweiten (was fiit uns wichtiger ift) objektiv: »das Zimmer
ift nicht gegeben«. Natiirlich kann man einen Unterichied der
Fille danach machen, ob die in der Husgangsfrage: »Ift 4 b?«
oder: »Hat a die Beziehung R zu b?« explizit angefiibrten
Gegenftindlichkeiten zum Teil wenigftens im ovigindr gegebenen
Sachverhalt vorhanden find odev nicht. Hber man darf iiber diefer
berechtigten Unterfcheidung nicht vergeffen, daB der wirkliche Sach-
verhalt, dem nachgefragt wird, auch noch eine Fiille von impli~
ziten, fundietenden Momenten entbdlt. Von den expliziten Mo-
menten kann u. U. keines gegeben fein. Hber von den impliziten
Momenten, die f{dlieBlich ftets bis zum faktifchen

1) Es liegt der gefchilderten Analyfe ein allgemeines metbodiiches Grund-
prinzip der Phanomenologie zugrunde, das in einer friibeven HArbeit des
Verfaffers als »Prinzip des tranfzendentalen Idealismuse«
bezeichnet wurde. (S. Jabrb. f. Philof. u. pbéan. Forich., Bd. 6, S. 387/88, S. 405,
Bam. 2, S. 412, S. 413.) Man kann es kurz mit den Worten andeuten: »Zu
je d et Gegenftandlichkeit gibt es (im Prinzip, d. h. abgelehen von »tech-
nifchen« Schwierigkeiten) einen Zugang«. Damit erft ift jegliche Gegenftind-
lichkeit als Pbdnomen charakterifiert und dem fchlechthin univerfalen
Anfpruch der tranfzendentalen Phidnomenologie (fiir die jedes Sein
mit Konftituiertfein gleichbedeutend ift) Geniige gefcheben. — Dies ift der zu-
ndch(t fich darbietende Afpekt des »pbdnomenologifichen Zugangs:-
prinzipse« (diefer Terminus foll im folgenden vorzugsweife verwandt
werden). Uber die nibere Explikation und Weiterbildung bzw. Umgeftaltung
diefer Auffaffung kann bier nicht gefprochen werden.
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Leben (Dafein) des Urteilenden felbft fiibren?!, miiffen
immer irgendwelche gegeben fein. — Im Schlafe kann man nicht ein-
mal fagen: »Von dem betreffenden Sachvechalt ift nichts gegeben«.

Hufler diefem elementaren und vielleicht zu trivialen Beifpiel fei nodch
ein andeves, mathematifches gebracht, bevor das eigentliche Brouweriche
Problem zur Sprache kommt. Wir entnebmen es der feinfinnigen Hnalyfe,
die O. Holder kiirzlich? vom indirekten Beweisverfahren gegeben bat.
Er braucht den (indirekten) Beweis des fog. archimedifch e n Hilfsfates
aus dem Dedekindfden Stetigkeitsaxiom als Beifpiel.

Die Strecke A B fei ein Teil von 4 C (f. Figur).

| | !
! 1 i
4 B C

Angenommen, es wiirde 4 C von keinem Vielfachen von 4 B iibertroffen
(oder erveicht), fo kann man die Punkte P vechts von 4 einteilen in folche,
daBl AP iibertroffen und folche, dafl AP nicht iibertroffen wird von einem
geniigend vervielfachten A B. Die Einfiibrung des D e d ek in d fchen »Schnitt-
punktes« X zwifchen diefen beiden Punktmengen ergibt einen Widerfpruch®,

Folglich exiftiert der Punkt X garnicht. — Wiefo kann man aber doch
mit ibm operieren? Hier ift ebenfalls nicht »nichts« gegeben! —

Man denkt fich ftatt des Vielfachen von AB gewiffe wachfende Strecken
AA, A4,, A4,,..., die nicht gerade Vielfache von 4B find. Dann kann es
zwei Punktklaffen, diejenigen Punkte, die von der Folge iibertroffen werden
und folche, die nicht iibertroffen werden, geben und alfo auch den Punkt X.
»Witr kdnnen nun diefen Fall einmal an Stelle des urfpriinglichen feen und
ibn als Abbild des fritberen (unmdglichen) Falles betrachten, freilich mit der
Einfchrankung, dafl bier nicht zu jeder Relation des abzubildenden Sachver-
balts eine entfprechende Relation im Abbild zu finden ift.«

Man erbidlt dann, wenn X der Trennungspunkt der Klaffen ift und X,
links und X, vechbts von X in kleinerem Hbftand als 4B liegt, die Figuren:

1) Hier tritt wieder das fchon erwidbnte pbhanomenologifche Zugangs-
prinzip bevrvor.

2) S. »Die matbematifche Methode« (Berlin 1924), § 118, S. 329-31.

3) Denn (vgl. 1. c. § 30, S.90) wiblt man zwei Punkte X, und X, vechts
und links gleichweit von X, in geringerem Hbftand als die Linge von 4 B,
fo wird X, nach Vorausfehung von einem Vielfachen von 4B iibertroffen:
uw-AB> AX, aber: X X=XX,<4B . . . . . . ... @®

Alfo ift: (u+1)-AB=pu-AB+ AB> AX, 4+ X, X=AX.

Es witd alfo AX iibertroffen.

Bnderfeits ift fiiv X, nach Vorausfepung fiir jede Zabl »:

AX,>v-AB . . . . . . . ..
Es ift aber AX 4+ XX, — 4X,B,, folglich wegen (1) und (2)
AX+AB>v-AB,

d.bh. 4X ift geoBer als das (v—1)fache, fomit grdfer als jedes Vielfache
von 4B. — Damit ift ein Widerfpruch erreicht.

2
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.A!L -A-V
1 1 i —) 1 Il
I T ) I I LI
X, X X X,

Nimmt man nun die vorbin fallengelaffene Bedingung, dafl
A‘uA[u-}-l =Ay_14,=AB
fein foll, wieder auf, fo ergeben fich (da doch X, X =X X, << 4B ift), folgende
Bilder:
L Ay Ap41 Av—1 Ay
] +— t F—— f
X, X X X,

Diefe Figuren find jede fiiv {fidh mdglih. Nimmt man aber binzu,
dafl u ein geniigend bober und » ein beliebiger Index fein foll, fo kann
man v —1=u -1 feen; alfo 4y —1=Au+1.

Dann ift aber derfelbe Punkt bald vechts, bald links von X, was una.
mdglich ift, fobald man fich die Figuren wieder zufammengefegt, d. b. fo aufs
einander gelegt denkt, dafl X mit X zufammenfillt. »Miv {cheint demnach
der Beweis einer Unvertraglichkeit ftets davauf zu beruben, dafl der voraus-
gefeite, unmdgliche Sachverbalt wenigftens in Teilen real abgebildet werden
kann, wobei wir dann im Grunde nur mit den darftellenden Zeichen der
Begriffe operieren und einen im darftellenden Gebiet realen Verfuch machen.«

Dies entipricht — abgefeben von der Terminologie — durchaus unferer
Auffaffung. Huch bier tritt an Stelle eines unmdglichen, d. b. leeren Sach~
verbalts ein »Rabmenverbalt«, in dem gewiffe Momente des urfpriinglich
vermeinten Sachverbalts fich wiederfinden!. So ift der Sachverbhalt mit der
beliebigen wadfenden Streckenfolge A4, A4,, A4;... ein (i. a. mog~
licher) Rabmenfachverbalt des unmdglichen urfpriinglich veérmeinten Sach-
verbalts mit der Folge von Multiplen von 4B.

Freilich wiirden wir nicht von darftellenden Zeichen, fondern genauer
von vermeinenden Intentionen ufw. veden. Das »darftellende Gebiet«, der
»Qberbaus, ift die leere Intention, der »Unterbau« der Erfiillung (1. c. §§114,116).

Nach diefen Vorbereitungen werde nunmehr wieder die Brou-
w et fche Frage nach dem Vorkommen einer beftimmten Zahl in
einer endlosen werdenden Wablfolge ins Huge gefafit:

Die Folge beginne etwa fo: 2 4 25 3 6 6 7.... ohne erkenn-
bares Gefets,. Kommt die 1 in ibr vor? Darauf kann man wederx
einfichtig antworten: »die 1 kommt vor« (p) noch: »die 1 kommt
nicht vor« (F). Vielmebr nur: »ein Sachverbalt diefer Stufe ift nicht
einfichtig gegeben«. Oder genauer: »weder der Sachverbalt {(die
1 kommt vor)) noch der Sachvechalt ((die 1 kommt nicht vor))
ift (einfichtig) gegeben« (9). Dagegen ift diefer eben genannte
Sadhverhalt »g« febr wobhl einfichtig gegeben. Erv ift aber gewiffer-

1) Im erften Beifpiel war das leere Zimmer, aus dem Tifch und Buch
entfernt find, der Rabmeniachverbalt, fiir die unmdglich fii v fi ch vorftellbare
Leeve, die im Gegenfaty fteht zu den beiden konkreten entgegengefetten
Sachverbalten: »Das Buch liegt auf dem Tifch« — »Das Budh liegt nicht auf
dem Tifch« (fondern etwa am Boden!)
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maflen ein Sachverhalt hoberer (zweiter) Stufe. (Denn ibm wiirde
ja entfprechen: »der Sachverhalt ((die 1 kommt vor)) ift einfichtig
gegeben.«  Die ineinander gefchachtelten Zeichen » ...« und
{....)) deuten dies an.)

Ziebt man nur die Sacdhverhalte 1. Stufe in Riick-
ficht, fo muB man die trichotome Disjunktion fo fymbolifch dar-
ftellen ([ -.] bezeichnet den angefchauten Sachverbalt):

N rn B v R

Man hat alfo, wenn man Urcteile als Intentionen mit »freiene,
die ertfiillenden Sachverhalte mit umvrabmten Budftaben
bezeichnet, folgendes Schema:

P nicht p (p) Dichotomie

.

+p T N
(deb) (Aeb) (420) | Trichotomie!

|
o )
1)

Ziebt man aber die Sachverbalte 2. Stufe mit hinzu, fo hat man:
1. 2. +p]| 3 [=(pVD)|
d. b. »1. Der Sachverhalt {(p ift (einfichtig gegeben))) befteht«.

»2. Der Sadhverhalt ((p ift (einfichtig gegeben))) befteht«.

»3. Der Sachverbalt ({weder p nodh P ift (einfichtig gegeben)))

beftebt«.

Dabei find (1), (2), (3) felbft als Sachverbalte (2. Stufe),
nicht aber als Urteile gemeint.

Das eigentlih Wefentliche find die Sachverbhalte erfiter
Stufe), alfo die Trichotomie (3 fache Disjunktion) mit zwei ecfiillten
und einem leeren Glied. Konkret im Falle der werdenden end-
lofen Folge find die beiden ertfiillten mdglichen Sachverhalte die-
jenigen, die eine Entfcheidung geftatten, der (dritte) leere der,
der dem Fall der Unenticheidbarkeit entfpricht. In diefem dritten
Falle wird man (wie bei den anderen beiden Befpielen) auf einen
unerfiillbaven »Rabmenfachvechalt« zuriickgeworfen, dem die wer-

1) Man miifite eigentlich fchreiben — (), denn aus — (- p) ergibt

fich »fachverbaltlich « — (— p) und umgekebrt. (Anders dagegen S. 57!)
— Vgl. zum Ganzen die Ergdnzungen im Math. Anbang.

Trichotomie.
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dende Folge zugrunde liegt, die irgendwie wird, deren Werden
unbeftimmt in der Zukunft liegt, die fich aber gegen die Erwartung
(Suppofition) entfcheiden kann — oder die fich auch vorldufig nicht
enticheiden kann.

HAllerdings darf man den Pavallelismus zwifchen den drei Bei-
fpielen nicht iibertreiben. Die Brouwervihe Sadchlage bhat noch
ihbve fpezififche Eigenart. Schon die beiden erfiillbaren Mdglichkeiten
(1 kommt vor, 1 kommt nicht vor) ftehen niamlich im Brouwert-
fchen Fall nicht auf einer Linie. Die erfte Moglichkeit, die pofi-
tive (1 kommt vor) kann bei einer vdllig frei werdenden Folge
votliegen’. Die zweite nicht: fie ift ftets auf Grund einer — fei
es auch nur als Unterbedingung fungietenden — Gefegmidfig-
keit gegeben (etwa: 7 kommt nicht vor, bei einer Wurffolge mit
nut einem Wiitfel ufw.). HAndrerfeits kann die erfte Moglichkeit
aucdh auf Grund cines Gefeties ficher vealifiert fein., Trennen wir
die Fille nodh genauer:

1. Im Falle einer frei werdenden Folge gibt es eigentlich nur
eine erfiillbate Mdoglichkeit, ndmlich das »empirifche« Vorkommen
von 1. Man miifite fie konkreter formulieven: »die 1 ift beveits
evichienen«; ibr Gegenteil: »die 1 ift noch nicht erichienen« bildet
dazu den echten kontradiktovifchen Gegenfats. Es gibt daber — bei
diefer natiivlicdhiten und fachgemiédfBeften Formulie-
rung — nur diefe beiden Moglichkeiten, gerade bei det freien
Wablfolge, fodaB alfo das tertium non datur gilt und jede
Pavadoxie verfchwindet.

2. Nimmt man anderverfeits eine vollig gefegmiflige Folge, d. h.
eine foldhe, durch deren Gefety iiber das Vorkommen der 1 ent-
fchieden wicrd, fo hat man ebenfalls eine zweigliedvige vollftin-
dige Disjunktion: »1 kommt vor« — »1 kommt nicht vore«,

Bemetkenswert ift, daB im 1. Falle die fachgemée Formulierung
die Vergangenbeits- und Zukunftsform des Verbums verwenden
mufl, alfo die Zeit eine wefentliche Rolle fpielt,
wibrend das im 2. Fall nicht ftattfindet. Diefer Umftand ift in det
Tat ein Hinweis darauf, in welcher Richtung eine weitere »onto-
logifche« Klartung der Sachlage zu erwarten ift. Zum 2. Fall ift
ferner zu fagen, dafl der Begriff »vdllig gefeymifige« Folge eigen-
tiimlich fchwankend ift Eine Folge kann nimlich »vdllig gefet-
mifig« fein in Bezug auf eine beftimmte Eigenfchaft £, und nicht
gefepmiflig in Bezug auf eine zweite Eigenichaft F,. Z. B. kann

1) alfo quasi »empirifche; fie ift wirklich, alfo mdglich.
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man duvech ein vollig beftimmtes Gefey die Folge der Zahlen von
der allgemeinen Form 2" + 1 definieten. Ob aber diefe Zabhlen-
folge fitt 7 > 16 eine Primzabl entbilt, (wie fliv 7 = 1, 2, 4, 8, 16);
ob etwa 2% + 1 fiit p > 4, ebenfo wie fiit p = 1, 2, 3, 4 Primzabl
wird (Gold bachs Vermutung), ift ganzlich unbekannt und mit der
bekannten Gefetimdfligkeit der Folge nicht gegeben. Dagegen find
andeve Eigenichaften der Zahlenfolge, z. B. dafl jede ihrer Zablen
kongruent 1 mod 4 ift, offenbar beftimmt. Damit ift alfo, felbit
bei einer Folge, deven Zahlen man durch ein allgemeines Glied
(aifo nicht blofi rvekurrent) darftellen kann, die »vdllige Gefetymifig-
keit« durchaus velativ auf beftimmte Eigenichaften. Das gilt
a fortiori fiiv vekurrent definierte Folgen, wie etwa die Ziffern
der Dezimalbruchentwicklung von 7z, die Primzablen, die algebra-
ifchen Zablen, nach ibrem »Rang« geordnet ufw. ufw.

Davaus ergibt fich nun eine merkwiirdige Annédberung zwiichen
den beiden zuniddft fcharf unterichiedenen Fillen der freien und
der gefepmifigen Folge — auch wenn man von den Zwifchenfillen
bei frei werdenden Folgen mit die Freibeit z. T. einfchrinkenden
Nebenbedingungen abfieht. Nennen wir die Folge determinierct
beziiglich der Eigenichaft F,, wenn fie zu enticheiden geftattet,
welche ihrer Glieder diefe Eigenfchaft befijen, beziiglich andever
Eigenichaften F,, E;, wo dies nicht der Fall ift, indeterminiect,
fo ergibt fich, daB die vollig gefegmidfigen Folgen den frei werden=
den im wefentlichen gleichfteben, fobald man fie beziiglich detjeni-
gen Eigenichaften betrachtet, velativ zu denen fie indeterminiert
find, Die freien Folgen find gewiflermaBen dadurch gekennzeichnet,
daf fie allen Eigenichaften gegeniiber indeterminiert find. Man kann
fie daber als abfolut indeterminiert bezeichnen’. Bei Folgen
mit gewiffen Nebenbedingungen gibt es ficher gewiffe Eigenfchaften,
gegeniiber welchen fie determiniert find. Folgen, die allen Eigen-
fchaften gegeniiber, allo gewiffermaflen abfolut determi-
niect find, gibtes nicht. Denn nicht einmal die »Urfolge« der

1) Diefe Formulierung kdnnte mifiverftanden werden. Es gibt audh bei
vollig freien Wablfolgen gewiffe Eigenichaften, iiber deren Zutreffen, nach-
dem eine endliche Anzahl von Wablen vollzogen ift, entichieden ift, wie z. B.
die Eigenfchaft, daB eine beftimmte Zabl » in der Folge vorkommt. Das
find eben die oben genannten »empirifchen« Eigenichaften. Diefe hédngen
eben gewiffermafien von der »Zeits, genauer von der Entwidilungs-
phaife, in der die Folge fich gerade zur Zeit der Frageftellung befindet, ab.
— Die im Text gemeinten Eigenichaften, binfichtlich deren eine Folge »deter:
minievt« oder »indeterminiert« ift, find aber f{dmtlich als zeitunabs-
bingig gedadht.
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natiirlichen Zablen 1, 2, 3, .. ift ablolut determiniert z. B. nicht beziig-
lich der Eigenfchaft Zwillingsprimzahlen zu entbhalten und dgl.; ja, im
Grunde kann man die teilweife Indeterminiertheit zum mindeften
aller durch ein nicht-rekurrentes Gefety beftimmten Folgen auf die
Indeterminiertheit der Urfolge zuriickfiibren.

Diefe Eigenichaft der endlofen Folgen, immer (teilweife wenig-
ftens) indeterminiert zu fein, macht die mathematifche Problematik
beziiglich des Endlofen iiberthbaupt erft mdglich. Denn es ergibt fich
vermdge diefer partiellen Indeterminiertheit die Aufgabe, durdh eine
endliche SchluSkette das allgemeine Glied der gefetimifigen Folge
fo umzuformen, daf} die Folge in der neuen Form beziiglich neuer
Eigenichaften determiniert wird, hinfichtlich weldher fie bisher in-
determiniert war. Von diefem Gefichtspunkt aus erfcheint als eine
Hauptaufgabe der Mathematik die forvtichreitende Deter-
minievung der Folgen. Das beriihmte Fermaticde Problem
kann man etwa fo formulieven: Es ift die Folge der (in einer ab-
zdblbaren Reibe geordneten) Zahlenquadrupel z, ¥, z, n (n > 2) fo
umzuformen, daf} fie determiniert wird in bezug auf die Eigen~
fchaft, die Gleichung ="+ y™ = 2" indentifch zu befriedigen®.

Die Tatfache der teilweifen Indeterminietrtheit madht alfo die
matbematifche Forichung beziiglich diefes Problemtypus iiberhaupt
exft finnvoll. Die Mdglichkeit der Indeterminiertheit hangt aber
davon ab, dal die endlofen Folgen nicht bis ans Ende iiberblickt
werden konnen. Wire die Uberblickung der endlofen Mengen
moglich, fo gdbe es keine Indetermination und damit keine finnvolle
avithmetifche Problematik. Wer folche Fragen mit Sinn ftelit, mufl
alfo ein endliches Wefen fein. In diefer Beleuchtung ervicheint
das dictum: ,,6 $edg dorFunrile als gevadezu widerfinnig?

1) Die fortichreitende Determinierung mit dem Fortichreiten der Fors
fchung bat eine eigentiimliche Konfequenz, an der man nicht vorbeifeben
darf. Sie macht unenticheidbare Hlternativen entfcheidbar. Da nun aber
unentfcheidbare Hlternativen nach dem phanomenologifchen Zugangsprinzip
auch »an fich« nicht befteben (als Sachverbalte, wie oben erldutert,
nicht vorbanden find), fo ergibt fich mit Notwendigkeit die Folgerung, daf
mathematifche Sachverbalte mit dem Fortfchritt des mathematifchen Wiffens
der Menichbeit fich verdndern — was fiicr die bergebrachte Auffaffung
den Gipfel der Abfurditat dacftellt. Tropdem find wir der Meinung, daf
jene »Abfurditdt« die Wabvrbeit ift, womit allerdings die Pflicht
der pbilofophifchen Klirung diefer fo paradox anmutenden Sachlage not-
wendig verbunden ift. lbr werden wir in § 6 zu geniigen fuchen,

2) Schon Hufferl bat fich in der »Philofophie der Hrithmetik«, 1. Bd.,
(Halle a.S. 1891), S.214, Anm. 1, gegen diefen G auffchen Ausfpruch aus
ganz dbnlichen Griinden gewandt.
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Allein das fiibrt geradewegs auf eine tiefer liegende philofo~
pbifche Frage, die hier nodh nicht erdrtert werden kann.

b) Konfequenz und Wabrbeit.

Verfucht man fich von der in den bisherigen Entwicklungen
davgeftellten logifchen Sadhlage zufammenbidngend Redhenfchaft zu
geben, fo wird man dazu getrieben zwei grundverichiedene, den
Gang der Unterfuchung jeweilig beftimmende Ziele zu untericheiden,
das der Konfequenz und das der Wahtrheit. In einem
folchen Sinne kann man gevadezu von einer »Logik der Konfe-
guenz« gegeniiber einer »sLogik der Wabhrbheit« fprechen,
wie das Huffetl tutl, Durch diefe Unterficheidung wird man be-
fabigt die grundlegenden Fragebhaltungen des axiomatifchen Forma-
lismus (Hilbert) gegeniiber der des Intuitionismus (Brouwer)
in ibrem Gegenfaty kurz zu kennzeichnen: fiic Hilberct ift die veine
Mathematik eine Weiterbildung der Logik der Konfequenz, fiic
Brouwert eine Logik der Wahrtbheit.

Der grundlegende Unterichied beftebt darin, dafl die Logik der
Wabhrheit fich auf Sachverbalte formal-ontologifcher Natur be-
zieht, diefe Sachverbalte felbft einfichtig (natiitlich »kategorial«) an-
zuichauen, d. b. in ibrer urfpriinglichen (ovigindren) Gegebenheit zu
erfaffen ftrebt.

Sie gebt fomit aus auf Seins- und Wefensverbalte?, die allev-
dings formaler Hrt find, nicht durch einen Prozefl der Generalifierung
aus dem konkreten Material (das, damit diefer Prozefl mdglich ift,
notwendig von einer beftimmten eingefchrankten Hrtung fein muf3,
namlich »dinglich « im verallgemeinerten Sinn) zu gewinnen,
fondern durch die eigentiimliche »Operation« der »Formalifiecung«2,

Dagegen rvichtet fich die »Logik der Konfequenz« (und damit auch
Hilberts Mathematik — nicht feine Metamathematik!) im ftrengen
Sinn gar nicht auf Gegenftinde (die doch irgendwie zuginglich, in
itgendeiner Weife Pbhdnomene fein miiffen), fondern auf bloSe
»Gefetitheiten«, die in ibrer inneven Struktur undurchdringlich find.

1) In einer (nicht verdffentlichten) Vorlefung iiber <«Einleitung in die
Pbhilofophie« im Winterfemefter 1923/24.

2) Es kann bier noch nicht erldutert werden, fondern wird erft an
fpdterer Stelle zur Sprache kommen, daB nicht etwa nur »dafeinsfreie«
Wefensverbalte in Frage kommen, fondern gerade echte Dafeinsver-
balte. Das bedeutet allerdings einen gewiffen Bruch mit der hergebrachten
pbinomenologifchen Thefe von der reinlichen Trennbarkeit von »Dafein« und
»Wefen« (im Sinne von »Eidos«).

3) Vgl. Hufferl, Ideen, § 13.
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Sie gleichen darin in der Tat den Steinen im Spiel (Schach-Figuren
und dgl.), daf ibr Dafein gewiffermafien ganz in ihrer Spielfunktion,
in der Weife ibrer formalen Verkniipfung aufgeht. Es ift fogar
moglich, daBl diefe »Gefetitheiten« in {ich Widerfpriiche bergen, die
in der formalen Hrgumentation gar nicht zutage treten, etwa wie
bei dem fachgemidfien Hantieren mit einer Granate ibre Spreng-
witkung nicht in Evicheinung tritt!. Es ift daber auch kein Wunder,
dafl man fie baufig mit den Zeichen verwedielt hat, fie fiir »Zeichen,
die nichts bedeuten« bzw. bezeichnen, erklirt bat2 Diefe Auffaffung
ftellt jedoch einen Miflbrauch des Begriffs Zeichen dar. »Ein
Zeichen ift doch offenfichtlich bezogen auf etwas, wofiiv es Zeichen
ift.« Hloys Miiller bat diefen Einwand mit Recht gemacht und
Bernays als Vertreter von Hilbett, bat davauf den Gebraudc
des Terminus »Zeichen« aufgegeben, foweit es fich um »bedeutungs-
tofe Zeichen« bhandelte und ibn durdh »Figur« ecfetit. Es ift dabei,
wie auch in der gervade erwibhnten Diskuffion zwifchen A. Miiller
und Bernays bevvortritt, von Widtigkeit, fich nicht an die Ein-
zelbeiten der Form und Husfiibrung der »Figuren« zu ftofien
(ebenfo wenig wie man dies bei Spielfteinen und Schachfiguren tut),
fondern nur auf die fiit ibre formale (Spiel-) Verwendung velevan-
ten Eigenfchaften an ibnen zu achten. Fafit man fie fo auf, fo
find fie in gewiffem Sinne doch wieder »Zeichen«, indem fie in ihrer
anichaulichen Befonderheit auf etwas Gemeinfames, von ibnen als
konkveten Figuven Verfchiedenes bhinweifen, — eben auf die nur
der kategotvialen HAnfchauung und audh diefer nur gewiffermafien
von »auflen«, als Elemente einer rvein formalen Verkniipfung zu~
ginglichen »Gefegtheiten«?,

Beziiglich diefer »Gefegtheiten« formuliert die formale Mathe-
matik bzw. Konfequenz-Logik keine Sdfie mit dem HAnfprud auf
Wabhtheit. Man kann von einem »Theotem« diefer Mathematik nur
ausfagen, daB es »beweisbar« (beffer: »ableitbare) ift oder nicht,
nicht aber, dafl es wabr ift oder unwahv. Die Sache liegt aber
auch nicht einfach fo, daf die formale Mathematik ein »bypo-

1) Davauf berubt z. B. u. a. die Folgerichtigkeit einer Argumentation in
den Unmdglichkeitsbeweifen der Mathematik.

2) Hilbert, Abbandl. d. math. Sem. d. Hamburg. Univ., Bd. 1, Heft 2,
p. 157 ff. (1922). »Neubegriindung der Mathematik« (Etfte Mitteilung). —
Bernays, Jabrb. d. D. Math. Ver,, Bd. 31 (1922), S. 10ff. Vgl. ferner die
Diskuffion zwifchen Bevrnays und Aloys Miiller im 90. Bd. d. Matb.
Ann., S. 153 ff, und S. 159 ff.

3) Vgl. Bernays, lL.c. S. 160.
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thetifch - deduktives Syftem« bildet (Pievi, B. Ruffell u. a.), d. h.
nur hypothetifche Satigefiige enthidlt von der Form: »Wenn die und
die Hxiome gelten, fo gelten die und die Theoreme.« Denn aucd
die Hilbertfden Hxiome, wenigftens die transfiniten, »gelten«
gar nicht, d. b. kdnnen gar nicht gelten, fie kdnnen gar nicht wabr
oder falich fein. Lediglich ein vein formal definierter Begriff von
»Richtigkeit« (was in diefem Zufammenbang ungefihr fo viel wie
»Spielgerechtheit« befagt) mit einem ebenfo formalen Gegenfaty
»Falichbeit« (was alfo mit »Unwabrheit« nicht zu verwedhfeln
ift) macht fie anwendbar. Hilbertt bhat dies klar gefehen, wie die
folgende fchon angefiibrte Stelle zeigt: »Die Hxiome und beweis-
baven Sidgie find die Abbilder der Gedanken, die das iib-
lidhe Verfahren der bisherigen Mathematik ausmachen, aber fie
find nicht felbit die Wabrheiten im abfoluten Sinne.
Hls die abfoluten Wabhrheiten find vielmebhr die Einfichten anzufiibren,
die durch meine Beweistheovie binfichtlich der Beweisbarkeit und
der Widerfprudhsfreiheit jener Formelfyfteme geliefert wevrdene«!.
Trojdem kann man an diefer AuBerung vom pbhilofophifchen Ge-
fichtspunkt aus wenigftens die Terminologie teilweife beanftanden.
G. Frege, der fih beveits 1903 dbnlich gedufert hat, anlidflich der
formalen Hrithmetik Thomaes, formuliert die Sache fo: »Wenn
fie (die formale Hrithmetik) ein Spiel mit Figuven ift, fo gibt es in
ibt ebenfowenig Lebhtfitte und Beweife wie im Schachipiel«Z
Frege lehnt alfo im Gegenfati zu Hilbert audh die Beweife
in der formalen Mathematik ab, widhrend dodh gerade die Beweis-
theorie in der Hilbertfchen Metamathematik die entfcheidende
Rolle fpielt. Was aber find die Deduktionen der formalen Mathe-
matik, wenn fie nicht Beweife find?

Man mufl terminologifh reinlich f{cheiden zwifchen ableiten
und beweifen, deduzieren und demonftrieren. Die
Mathematik der Hlten kannte nuv die anddecdig, die demonftratio.
Fiir deductio gibt es kein eigentlich entfprechendes griechifches Wort:
raraywy)y wird nict im logifchen Sinn gebraudt, drzaywyy eig drorcov

1) Math. Ann. 88, S. 153.

2) Grundgefete der Hrithmetik, 1I. Bd. (Jena 1903), S. 101. Die Stelle
fdbrt fort: »Zwar kann es Lebrfie in einer Theorie des Schachipiels
geben, aber nicht im Schacbipiele felbft. Die formale Arithmetik kennt nuc
Regeln. HAber es ift auch eine Theorie der formalen Arithmetik denkbar;
und in ibr wird es Lebrfite geben, die z. B. befagen, daB man von einer
gewiffen Figurengruppe aus gemif den Spielregeln zu einer anderen Figuren-
gruppe gelangen koénne.«
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bedeutet veductio ad absurdum. Hochftens die dywyi' eines Sophis-
mas (wie des »Liigners« u. a.) kann mit unferer felbftindig ge-
wotdenen Deduktion in Parallele gefetit werden und dann das fach-
lich, aber nicht fprachlich entfprechende ovAdoyioude.

Ein Beweis (demonttratio, dzddeéig) gebt auf Wabrbeit (alijdcia).
Die Rusfiibrungen des Ariftoteles in den Analytiken® zeigen, dafl
wobl zwifchen ovAldoyiouds und drddeéic untevichieden wird, indem
bei dem »Beweis« die Vorausfegungen wabr fein miiffen, wiabrend
fie beim ovAdoyiouds Oiekextizde nur angenommen (d. b. aus der
im Schwange befindlihen Meinung (dd8a) aufgenommen) werden.
Hber dafl man Vorausfefungen macht, die einer Verifikation im
Zufammenbang der betrachteten Theovie (beim »hypothetifch-deduk-

1) Vgl. den Wortgebrauch von »cdywyij« bei Plutarvdc, De commun.
not. 2, p.1059e = Stoic. vet. fragm. coll. Arnim, Vol. II, p. 8¢ = Chryfippus,
fr. 250: . . Abyous Tis Gywyas Uyweis Eyovres; vgl. fr. 208* (Xoveinmov Aoywrmy
{ntnudrov B p. 99, 13: 7 (u)tv (dywyn) 1(od) Adyov Jyujs (ergdnzt von Hrnim).

2) Es kommen bauptfiachlich folgende Stellen in Frage: 1. Hnalytica
priora I, c.1. Die Unterfuchungsrichtung wird zu Beginn fo gekennzeichnet:
»o@TOY Mév Elmeiv meel Tl xel Tivog i6Tiv 1) 02&s, 810 megl Gmodetéiy xar Eme -
orijuns &modeixtexniise (24a, 10—11). Der Unterfchied der »apodeiktifchen«
und »dialektifchen« Ausfage wird beftimmt: sdcaqéose ¢ 7 dmodesxrixy moérases
Tijc Suadextexijs, 81e 1) udv &modeuxtixi) Aijyis Farégov popiov Tijs QVTLPEGEDs EoTev,
... % Ot duahextixnd) dodTnois Cvrupdotsis o« (24a, 22—25). Hber diefe Unter-
fcheidung ift irvelevant fiir die Deduktion (den Syllogismus) als folchen:
»oldév d¢ dioloee mpos 1O yevésHer Tov éxatéoou oviloyioudve 24a, 25—26). »0oTe
éotee ovhhoyioTiny uEv TOOTHGILS CADS xeTAQOLs F) CMWEEGls Tivos xaTd Twvos,
emodeixtind) 0€, o &Andig 7 zai Ju o & doyiis UmoYéoewy stdnuuévy« (a29—b 10).
Endlich ift wichtig die Definition des Syllogismus felbft: »oviloyisuds d¢ 2o1e
Moyos @ TeSEviwy TGV Eregdv 1o T@Y xequfvary ¥ dvdymis ovupeives 16 TavTe
eivee (24b 18—20). 2. Bnalyt. priora ], c. 4. — Uber das Verbdltnis von Hpo-
deixis und Syllogismus: »mgéregov d¢ mepi ovAdoyiouoi Aextéov K mepl dmodeifens
duie 76 xeIShov m@riov eiver TOY Guiloyioudv 3 uiv yeo anddedis ovlloyiouds
75, 6 ovhdoyiouds ¢ ob mis anddadice (25b, 28—31). Danach {cheint es alfo, als
ob die Deduktion (sviloyiouds) allgemeiner ift als der Beweis und im wefent-
lichen mit unferem Begriff der Deduktion identifch ift. Dies ift auch vichtig,
nur ift cviloyouds nicht genau dasfelbe wie die beutige rein formale Deduk-
tion, indem felbft im »dialektifchen« Syllogismus wenigftens nach dem
»Inbalt« der Vorausfepungen gefragt wird. Vgl. ». .. zaz¢ piv @hijdecey 2 16v
xat’ ddijYever Jueyeyouppévor Vndgyew, sic 0t Tods dieiextizols culloyomois
ix tov xata 06y ngordoewv« (46a, 8—10), d.bh. bei den in der Unter-
redung (Streitgefprdch) vorkommenden Scbliiffen mufl man die Voraus-
fegungen aus der (Sffentlichen) Meinung nebmen. Immerbin beftehen weits
gebende Analogien. HAuch der ariftotelifche Begriff der Schlufi-Figur
(oyijue) ift dem der Hilbertfichen Beweisfigur analog. Vgl. z. B. (26a,
13—14): »... dijkor &v roUrp T OGyRucT TOTE EOTr xei mdTE 0z {0Tee Guilo-
yLouds . . .«
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tiven« Syfitem) odevr gar grundfitlich nicht (bei der formalen mathe-
matifchen Axiomatik Hilberts) auf ihre Wabrbeit oder Unwahe-
beit gepriift werden kdnnen, davon ift keine Rede. Ein Evkennen
ift jedenfalls ftreng an wahve HAxiome (Busgangsfdte) gebunden
(vgl. bef. die Anfangskapitel der zweiten HAnalytik). Huc die
Stoa bat fih zu der Idee der »eigenftindigen« Deduktion nicht
hindurchgerungen, obwohl von ibr klar ausgefprochen wird, daf
ein Shlufl auch dann nodh giiltig bleiben kann, wenn die Prdmiffen
falich find! (Adyog ovraxtixdg). In gewiffem Sinne ift dafiiv ja jeder
indivekte Beweis (d. h. durch die dmaywyy) eig droror, veductio ad
absurdum) ein Beifpiel (das fchon in der Ariftotelifchen Syllo-
giftik eine grofie Rolle fpielt), aber hier ift doch auch gerade be-
zweckt, die Unwahvtheit der Hypothefe darzutun. Somit ift die
antike Logik durchaus demonftratio (dzddelig) oder eine un-
vollkommenerve Erfagform fiit die Demonftration. Eine HAusnabme
madht hdchftens die erwibnte {toifch e Betrachtung iiber den Adyog
OLVOATLROG.

Im Gegenfaty dazu ift es fiir das Verftindnis der modernen
uns befchiftigenden Gedanken grundlegend, dafl man die von der
Geltung und der Mdglichkeit der Geltung ibrer Vorvausfeungen
unabhbingige, veine, »freifchwebende« Deduktion oder » Ableitung«
(bezw. »Herleitung«) untericheidet von dem Beweis, der vor allem
auf ficheren Fundamenten ruben muf}, die aufweisbar fein miiifen.

Man kann, wenn man diefe f{trenge Bezeichnungsweife ge-
braudht, nicht mebr von einer Hilbertichen »Be weistheotie«
fprechen, fondern nur von einer Ableitungs-(Herleitungs-) Theorie,
die iiber die Herleitbarkeit beftimmter Formeln aus beftimm-
ten HAxiomen urteilt und dgl. Es ift alfo eine Formel in der
formalen Mathematik nicht meht »beweisbar«, fondern nur »herleit-

1) Vgl. zu diefem Problem HS1d e r, Die mathematiiche Methode, § 103,
S. 267/68; Sigwart, Logik, 2. Aufl, 1. Bd, S.285/86 und die folgenden
ftoifchen Fragmente (aus der Arnimichen Sammlung): Vol. II, p. 78 (Chbry-
fippus fr. 239): xoiveodar d¢ quow Ty OuvvexTixdv Adyov, 8Te ouvertixds EoTuw,
Stav 15 due 1OV Anpudrov «dtod cvumloxfi {antws TO Ovufpuouc . . . 2aiTEQ Ui
Svte alndi due 10 ini Yevdos dyew, Guvaxtixdy Ewvel gouév ... ... TOUTO Jép
T ouvnuuévov dés dote, dut TO undémore dgyduevov &nd Tod dhndols Miyew émi
Yeudos (p. 78, 1. 15—16, 18—19, 22—24). — Vol. II, p.81 (Chryfippus fr. 243):
' GAnder d¢ ahndis Emerea, ... xai Yevder wevdos, ... xel Wevder alndés.
&hndei uévrow evdos odx dxolovdel (p. 81, 1. 36 — p. 82, L. 2).

Das lefytere ift genau unfere moderne »implizite Definition« der Im-
plikation (| —> R, §—> R, §—> §; aber nicht R—>F). Vgl. etwa Adker-
mann, Math. Ann. 93, S. 4.

Hufferl, Jabrbuch f. Philofophie. VIII 33
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bar«. Dagegen miiffen Sije der Metamathematik, fofern fie nicht als
unmittelbar einfichtig aufweisbar find, notwendig beweisbar
fein, wenn fie als geficherte Ergebniffe der Wiffenichaft betrachtet
werden follen. .

“Wabrcbeit (a-Ajdeer), wdretlich und in der eigentlichen Bedeu-
tung »Entdecktbeit«!, kann nur apodiktifch erkannt werden, auf
Grund von wabren Pramiffen; fie ift alfo aufweisbar oder beweis-
bar innerhalb einer apodiktifchen Theovie. Sie eignet daher nurv
den metamathematifchen Siten Hilberts, nicht den »eigentlich
mathematifchen«. Ein Unterfchied von »abfoluter« und »rvelativer«
Wabhvheit beftebt nicht. P. Bernays hat bieriiber eine Reibe
unferes Ervacbtens duvchaus irviger HAnfichten geduflert?: »Unter
diefem Geﬁcbtspunkt (der Verwendung nur der primitiviten an-
fchaulichen Etkenntnismittel) werden wir verfuchen, ob es nicht
mdoglich ift, jene tranizendenten Hnnabmen in einer folchen Weife
zu begriinden (!), daf nur primitive anichauliche Erkenntniffe
zur Anwendung kommen. In Hnbetracht diefer Befchrinkung der
Etkenntnismittel werden wir andeverfeits von diefer Begriindung (!)
nicht verlangen kdnnen, daf} fie die zu begriindenden HAnnabmen
als Wabrheiten (im pbhilofopbhifchen Sinn) erkennen
liBt, fondern wir werden zufrieden fein, wenn es gelingt, die auf
jenen Annabmen aufgebaute Hrithmetik als ein mdgliches, d. h.
widerfprudsfreies Gedankenfyftem zu erweifen.«

Die wichtigften Begriffe, um die es fich bhandelt, find bier:
»begriinden«, »Wabrbeit im philofophifchen Sinn« (!) und »mégliches
Gedankenfyftem«.

Zunichft: »begriinden«. — Dies ift offenbar doppellinnig; es
kann bedeuten »beweifen« oder »herleiten«. Von einem Beweis
der »transcendenten Annabmen« (d. h. der transfiniten Hilbervt~
fchen Axiome und Theoreme) kann keine Rede fein; ebenfowenig
von einer sHerleitung« der HAxiome, fondern hddhitens der formal-
mathematifchen »Theoreme«. Hber auch diefes Wort ift im Grunde
analog wie der HAusdruck »Beweis« unftatthaft® oder wenigftens
nur cum grano salis zu nehmen oder noch beffer durch den Hus-

1) Nach M. Heidegger; in nicht verdffentlichten Vorlefungen, vgl.
jetst feine Abbandlung »Sein und Zeit« paffim (in diefem Jabrbuchband).

2) In dem f{chon oft zitierten Vortrag in Jena 1921: abgedruckt im
Jabrb. d. D. Matb. Ver. 31, S. 10ff. (1922). — Wir wiffen nicbt, ob Bernays’
Anfichten in diefem Punkte denen Hilberts durchgdngig entiprechen.

3) Hilberts formalsmathematiiche »Theoreme» find aviftotelifch
gefprochen keine Adyor dmogevrixol, denn fie find weder aAndeis noch wevdeis.
— Vgl. dazu auch die oben (S. 71, bef. Anm. 2) zitierte Auflerung Freges.
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druck »Formel« zu erfeien. Gemeint find indeffen mit dem Hus-
druck »Hnnabmen« wobl ficher gerade die transfiniten Axiome,
und ibre »Begriindung« wird wobl in indivekter Weife dadurch als
geleiftet angefeben, dafl fie in ein mogliches, d. i. widerfpruchsfreies
Gedankenfyftem bineingeftellt werden und daduvch gewiffermafien
einen Halt bekommen.

Damit werden wir von felbft auf den zweiten Begriff. der
»Mdglichkeit« gefiibet, der in der »Widerfprudhsfreibeit« liegen foll.
Wit wiffen bereits, was es mit diefer auf fich bhat; ‘fie gibt in detr
Tat eine Mdglichkeit, namlich die der unbefchrdnkt fortietbaren
Herleitung von Formeln und immer neuen Formein, wobei abetr
diefe Formeln eines ecigentlichen Sinn-Gebaltes (»Inhaltse«) vdllig
entbehren. Hlfo nur die Moglichkeit des ftindigen Klapperns der
Formel-Miible ift gegeben, des ewig ungeftdrten Formelfpiels.
Von ecinem »Gedankenfyitem« darf man ftreng genommen nicht
fprechen, denn man pflegt doch damit allgemein zu meinen, dafl
jeder Gedanke des Syftems einen beftimmten Sinn bhat; aber bier
bandelt es fich lediglih um Spiel-Gedanken im Gedanken-Spiel,
genau analog dem »Gedanken«, der in einem geiftreichen Schachzug
fteckt. Das bhier allein vorliegende Gedankenfyftem ift in keinem
andeven Sinn vothanden, als das » Gedankenfyftem« einer Schachpartie.
Aber offenbar ift das nicht von Bernays gemeint, oder wenig-
ftens ift diefe Bedeutung des Ausdrucks nicht {treng durchgehalten.
Sondern fie fchwankt immer wieder hiniiber nach der eines finn-
vollen Gedankenzufammenbanges, der in dem Sinn »mdglich« ift,
dafl er eventuell auf Wirklichkeiten irgend welcher Art »angewandt«
werden kann!. Das ift eine offenfichtliche Erichleichung? Eben-
dasfelbe muff man aber auch beziiglich feines Maglichkeitsbegriffs
fagen. Denn eben diefe »Mdglichkeit« foll »Wirklichkeit« werden
koénnen, d. h. foll denkbare Wirtklichkeit fein, — und das auf Grund
ibrer Widevfpruchsfreibeit. HAudh das ift wiederum eine Erichlei-
chung. Denn die Gegenftinde der transfiniten Axiome, die trans-
finiten Mengen, find ja gerade nicht denkbar im Sinn der formal-
ontologifchen Moglichkeit; fie find nid t kategorial erichaubar, fie
find blof leeve Gefefztheiten. Sie kdnnen alfo keineswegs
zu Witklichkeiten werden. Ja felbft die »Widerfpruchsfreibeit«

1) In dev Tat ift ja bekanntermafien die Hauptaufgabe der klaffifchen wie
auch der modernen HAnalyfis, auf pbyfikalifche Fragen anwendbar zu fein.
2) Wenigftens wird das in einer vielleicht denkbaren, wenn auch aufier-
ordentlich fchwer begreiflichen »Anwendung« des leeren Formelipiels auf
fachliche Fragen liegende ungebeure Problem gar nicht erwédbnt! f.u. S. 77 .
33°
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pat gar keinen sinbaltlichen« Sinn, fie bedeutet nicht etwa die
conditio sine qua non der formal-ontologifchen dabilitas, Die da-
bilia der formalen Ontologie diicfen allerdings keine Widerfpriiche
aufweifen, aber zunidc(t miiffen fie iiberhaupt irgend etwas in formal-
ontologifchen Katagorien Fafibares enthalten, — und das tun die
transfiniten Mengen nicht. Zwifchen den »Formeln« Hilberts find
fchon deshalb keine eigentlichen Widetfpriiche maglich, weil die
Formeln gar keine Gedanken ausfagen, alfo auch keine einandetr
widerfprechenden Gedanken enthalten kdnnen. Der Widerfpruch
teitt nur gewiffermafien als Selbftfperrung des Konfequenz-Mecha-
nismus, als ein fozufagen mechanifches Hemmnis des Fortgangs der
Folgerungen auf, gemidfl derv Spiel-Regel des Folge-
rungsipiels, nicht etwa gemif eines einfichtigen Sinnzufammens-
banges. Hlio ift auch mit dem vein formalen (»medhanifchenc)
Nachweis der Widerfpruchsfreibeit gar nichts getan fiir die onto-
logifcdhe Moglichkeit der Gefeitheiten der Hilbertichen Mathe~
matik; insbefondere macht er jene Gefefytheiten nicht zu Gegen-
ftindlicdbkeiten im Sinne der formalen Ontologie. — Uber die
»Wahtrheiten im pbhilofophifchen Sinne« nodh etwas zu fagen, er-
iibrigt fich nun wobl; es gibt nur Wabhtheiten in einem Sinn;
die fatibnlichen Gefiige der formalen »Konfequenz-Mathematike«
Hilberts find weder der Wabhrheit noch der Unwabrbheit fibig.
Wenn man fich die gefchilderte Sachlage vor Hugen fiibct, fo
entltebt naturgemif die Frage: Welchen Sinn bhat dann iiberhaupt
noch die Hilbertiche Mathematik? Weldhe Motive beftehen iiber-
baupt noch dafiir, fich gerade mit den von Hilbervt betrachteten
»Gefeitheiten« zu befchiftigen? Das Nichftliegende zur Beantwors-
tung diefer Frage ift, weiter zu fragen: wie kam Hilbert gevade
auf diefe Gefetstheiten? Die Antwort lautet natiirlich: er nabm fie
aus der bhergebrachten Mathematik auf, fein Ziel war ja ucfpriing~
lich die »Begriindung« der iiberlieferten Mathematik. Nun wavr aber
doch die klaffifche Mathematik ficherlich »inbaltlich« gemeint; fie ver-
meinte, fich des Unendlichen witklich bemidhtigen zu kdnnen. Sie
tat dies auf Grund einer Hrt von Extrapolation nadh dem Prinzip
der »Permanenz der formalen Gefege«, indem fie mdglichit viele
Eigenfchaften endlicher Mengen auf die unendlichen iibertrug.
(Alfo vermittels der von Brouwer kritifierten Verallgemeinerung
der Gefeie der Teilmengen einer endlichen Menge auf unendliche
Mengen.) Diefe mit dem Namen »Exiftentialabfolutismus« von
Weyl' bezeichnete HAuffaffung ift in der Tat in gewiffem Mafie

1) Matbh. Zeitfchr., Bd. 20, S. 150.
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auch nodh fitv Hilbert leitend. Zwar erkennt Hilbetrt den
gyundlegenden Fehlichtuf vom Endlichen auf das Unendliche, ev
verfchmdht aber doch nicht, cine ganz @hnliche Analogie zur Moti-
vievrung der Aufftellung feiner transfiniten Axiome zu benugen, die
in dem fchon kritifievten » Aviftides«-Beifpiel hervortritt®,

Diefe HArt »Begriindung« haben wir nun in aller Rusfiibrlich-
keit als ungeniigend nachgewiefen. Hber welche andere konnte
man an ihve Stelle feen? Oder wenn dies nicht moglidh ift,
welches Verfahren foll man einfchlagen, um die Analyfis aufzubauen?

Die Antwort davauf ift zundchfit, daB man >inbaltlich<, d. h.
nach >intuitioniftifcher Methode« foviel von der Hnalyfis aufbauen
foll, als man kann. In diefer Richtung find immerbhin vedt be-
merkenswerte Anfinge von Brouwetr, Weyl u.a. gemacht worden.
Bllerdings find beide Fotfcher nicht ganz derfelben Meinung iiber
den Umfang des fo Begriindbaren. Weyl mddte fich ganz ftrikt
auf das Endlofe befchrinken, wihrend Brouwer einen etrheb-
lichen Teil der Klaffifchen Mengenlehre »unabbidngig vom logifchen
Saty vom ausgefchloffenen Dritten« begriindet hat®. Es wird nodh
zu untecfuchen fein, ob nicht etwa auch der Reibe der Cantor-
fchen transfiniten Zablen ein >inbaltlicher< Sinn untergelegt werden
kann (f. u. § 5a). Vorldufig kdnnte man jedenfalls die intuitioniftifche
Mathematik (die alfo der Metamathematik Hilberts entfpricht) in
zwei Stufen begriinden: 1. unter ausichlieflicher Benutiung des
Endlofen (der abziblbaren Mengen); 2. unter Benuiung des kon-
ftruierbaren Transfiniten (nach Brouwer).

Was dann iiber diefe Mathematik hinaus mdglich ift, bleibt
allerdings, feiner eigentlichen Begriindung nacdh, vollig im Dunkeln.
Man kann wiederum die traditionelle Mathematik fpalten in 1. einen
»metamathematifch fundiecrten Beftandteil 4, 2. in einen als - Gefetjt-
beit« darcftellbaren Beftandteil 3. Weyl?® bat bemerkt, dal Theo-
reme des Beftandteils 4, wie witr kurz fagen wollen »von der Art 4«,

1) Vgl. auch feine neuen Rusfithrungen im HAuffag »{iber das Unend-
liche« (Math. Ann. 95).

2) Brouwer, Begriindung der Mengenlebre bzw. Funktionenlebre
unabbingig vom log. Sat vom ausgelchloffenen Dritten. Verbandl. d. k. Akad.
van Wetenfchappen te Amfterdam (1918 u. 1919), 1. Sevie, Deel Xil, Nr.5u.7;
Deel XIII, Nt. 2. — Weyl, Uber die neue Grundlagenkrife der Mathematik,
Math. Zeitichr. Bd. 10, S. 30 ff. (Die Bemerkung iiber Brouwer S.170). —
Randbemerkungen zu Hauptproblemen der Matbematik, 1I. »Fundamentalfat,
der Algebra und Grundlagen der Mathematik«. Matb. Zeitfchr, 20, S. 142 ff.
= B. de Loov, Die hoofstelling van die algebra van intuisionistiese stand:
punt. (Acad. proefschrift). Amsterdam 1925.

3) WeylLc S 14849,
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d. b. folche, die mit Hilfe von A-Begriffen allein ausfprechbar
find, auch dann noch gelten, wenn ibre »Beweife« nur mit Hilfe
von B-Begriffen gefiibrt werden kdnnen. Es find alfo »Umweg-
beweife« durch das Transfinite ebenfo mdglich, wie in der klaffifchen
Matbematik Beweife mittels des Imagindten. Die bekannteften Bei-
fpiele find Divichlets Beweife vein zablentheovetiicher Theotreme
mittels der Methode der Infinitefimal-HAnalyfe. Indeffen ift wefent-
lich, daB} die Endtheoreme von der HArt 4 f{ind. — Man kann einen
Schritt weiter geben und fagen: die Theoreme dev Analyfis, foweit
fie fiic die pbyfikalifchen HAnwendungen von Belang f{ind, find der-
art, daff fie Gruppen von nur approximativ beftimmbaren Grdfien
verkniipfen. In der Phyfik find diefe Grdfien immer nur bis auf
eine endliche Hnzabl von Dezimalen beftimmt, die der pbyfikalifchen
Theorie zugrundeliegenden »vrein mathematifchen< Theoreme geben
eine beliebige Anzahl Dezimalen, d. h. genauer, fie ordnen der
ftets wachfenden Ziffernfolge der »gegebenen« Dezimalbriiche die
ebenfalls unbefchrankt fortichreitende Ziffernfolge der »gefuchtenc
Dezimalbriiche zu'. Theotreme diefes Typus (zu ibnen gehdren z. B.
alle Reibenentwicklungen und dgl.) find alfo indefinit, d.b. in
der Brouwer-Weylidhen HAnalyfis finnvoll; und das auch dann
noch, wenn fie nur mit Hilfe des Transfiniten Hilberts bewiefen
werden kdnnen. Man kann alfo fagen: Soweit die HAnalyfis auf die
pbyfikalifche Praxis divrekt anwendbare Theorveme liefert, ift fie
mittels intuitioniftifcher Begriffsbildung begriindbar.

Leider ift damit aber keineswegs etwa die gefamte >theorvetifche
Phyfik« begriindet. Denn diefe bhidngt gerade in ibren neueften
Entwicklungen vielfach nur noch fehr indivekt (durch Zwifchenichal-
tung ftatiftifcher Uberlegungen u. dgl.) mit der mefienden Et-
fabrung zufammen. Ein guter Teil der modernen pbylfikalifchen
Theortie ift vielleicht wirklich (genau a8t fich das bei den beute noch
unbekannten Grenzen der Brouwertichen Hnalyfis noch nicht
fagen?) stransfinit«.

Weyl hat verfucht, — unter der eben genannten Annahme, —
fich dariiber Rechenfchaft zu geben, welden Sinn man diefer »trans-

1) Es bandelt fich eigentlich um Schachtelfolgen von Intervallen (f. unfere
HArbeit diefes Jabrb. 6, S. 425 ff.). Im Text ift nur wegen der leichteren Vet~
ftandlicbkeit von Dezimalbriichen die Rede, die nicht fo eindeutig die erreichte
Genauigkeit anzeigen. Docb ift dies eine im Grunde leicht zu erledigende,
rein technifche Frage.

2) Wenn das einmal genauer bekannt fein wird, wird man auc die
Wichtigkeit des Brouwerfchen »Transfiniten« im Vergleich zum Weylichen
»reinen Indefiniten< abfchden kdnnen.
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finiten« Analyfis und Phyfik nun noch zufchreiben kann'. .Er bat
dem phinomenologifch (intuitioniftifch) begriindbaven »Wiffen« den
»Glauben« gegeniibergeftellt, in dem es »dem Bewufitfein gelingt,
‘iiber den eigenen Schatten zu fpringen’, den Stoff des Gegebenen
binter fich zu laffen, das Transcendente darzuftellen; aber, wie fich
von felbft verftebt, nur im Symbol«. Es bandelt fich dabei um
eine der kiinftletifchen analoge »theotetiiche Geftaltung«, deren
»Qrgan« nicht »das Sehene, fondern das »Schopferiiche« ift. Weyl
lebnt fich dabei pbilofophifch an Fichte an? der die Poftulaten~
lehte Kants auf Alles ausgedehnt habe, fodal »obhne den Glauben
an die transcendente Vernunftthefis . . . . alles Wiffen tot und gleich-
giiltig ift«.

Nun ift in der Tat nicht zu verkennen, dafl es febr nabhe liegt,
die Grundbegriffe der Kantichen Philofophie auf die eigenattige
»Transcendenz« des Transfiniten anzuwenden?®. Von dem bekannten
Wort von den Begriffen, die ohne Anfchauung leer find, bis zu ge-
wiffen Einzelbeiten der transcendentalen Dialektik — dem regulativen,
nicht konftitutiven Gebrauch der Ideen, deren transcendentalem
Schein, dev Ervichleichung in den dialektifchen Hrgumenten, endlich,
nicht zulet: den auf die fpezififche Natur des Menfden, als ge~
{chaffenem Wefen, beziiglichen Hnfchauungsformen des Raumes und
vor allem der Zeit, wobei noch die enge Beziehung von Zahl und
Zeit in der Lebhre vom transcendentalen Schematismus befonders zu
beachten ift, — kann man in dem befonderen Problem des mathe-
matifchen Transfiniten die grofien Kantifden Frageftellungen
wiedetfinden. (Vgl. unfere fpiteren Husfiibrungen iiber Kant § 6b II
und 6c¢ IIID.) Aber andeverieits ift doch zu betonen, da Kants
Poftulatenlehre erftens der praktifchen Vernunft angehdrt,
zweitens ficdh auf das einfichtige Verftindnis des Sittenge-
fees griindet, — beides, wie es fcheint, Momente, die fiir die
Problematik der theoretifchen Phyfik nicht exiftieren.

Neuerdings hat Weyl (in feinem Beitrag »Philofophie der
Mathematik und Naturwiffenfchaft« zum »Handbud der Philofophie«
HAbteilung II, A, berausgegeben von Bdumler und Schrdter,
Miinchen [Oldenbourg] 1926) feine Buffaffung einer fachlich bedeut-
famen »fymbolifchen« Mathematik nidber auseinandergelegt. Eine

1) Math. Zeitichr. Bd. 20, S. 149 —150, Symposion I, S. 30—-32.

2) L c. S. 149, Anm. 20. Wir zieben es vor, im folgenden die urfpriing-
licheren Kantif ch en Begriffe zu verwenden.

3) So fagt auch Hilbert am Schluffe feines neuesten Auffaties »llber
das Unendliche« (Math. Ann. 95), das Unendliche fei eine Idee im Sinne Kants.
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Wiirdigung der dort entwickelten, fehr bemerkenswerten Gedanken
tiberfchreitet den Rabmen der gegenwirtigen Unterfuchung fchon
deshalb, weil nach Weyl das »von dem Glauben getragene Jenfeits,
auf das fich die Symbole der Hilbertichen theovetifchen (nicht in-
tuitiven) Mathematik vichten«, nur gefunden werden kann, wenn
man »die Mathematik fich vollig mit der Phy{ik verfichmelzen
lifte und annimmt, »daB die mathematifchen Begriffe von Zabhl,
Funktion ufw. (oder die Hilbertichen Symbole) prinzipiell in der
gleichen HArt an der theorvetifchen Konftruktion der wirklichen Welt
teilnehmen, wie die Begriffe Energie, Gravitation, Elektrizitit ufw.«!
Unfere gegenwirtigen Betrachtungen befchrinken fich aber auf das
Gebiet der reinen Mathematik. Nur fo viel fei bemerkt, da Weyl
fich in feinen neuften Unterfuchungen vor allem Leibniz nibert?
und unter den nadkantifchen Philofophen eher Sdchelling als
Fichte. Uber die Frage der »fymbolifchen Mathematik« als einer
Weife der Naturdeutung, weldhe ein Randproblem unferer
Unterfuchung dacftellt, witd am Sdluf} der ganzen Hbbandlung
noch Einiges gefagt werden (§ 6 ¢ IV).

Hier endet jedenfalls die logifche Analyfe. Sie erweift fich
als unfibig, devr Hilberv tfichen HAnalyfis einen felbftindigen Sinn
zu erteilen und fchiebt die Frage der tiefergebenden sontologifdhen
Analyfe« zu. Vom »logifchen« Gefichtspunkt aus bleibt nur die
axiomatifche Differenzierung der Mathematik 4 und B, devart, dal B
als umfaffendeves Gebiet A einfchliet, fo dafl fiiv zu B gehorige
»Gegenftindlichkeiten« und »Sége« (welche Bezeichnungen, wie nun-
mebr feftftebt, nur cum grano salis zu nehmen find) die Mdglichkeit
befteht, vielleicht einmal zum Teil wenigftens zur Gruppe A4 zu ge-
h6tren, wodurch fie vom bloflen »Gefetitfein« ecft eigentlich zum
»Sein« kommen wiirden. Diefe Axiomatik hohetrer Ordnung ift auch
ein pofitiv wiffenichaftliches, von dem bhier bebandelten Grundlagen-
ftreit unabhingiges Problem, vergleichbar mit dem der »vreinen«
Beweisfiitbrung in der projektiven Geometrie und der auf das
avchimedifche Axiom, den Pafcalfchen und den Defargues-
fchen Saty beziiglichen axiomatifchen Unterfuchungen. Sie untericheidet
fich aber von jenen geometrifchen Problemen durch ihre philofo-
pbifche Bedeutung, obwobhl fie fiir die philofophifchen Fragen nur
den Wert einer Vorunterfuchung bhaben kann.

1) Vgl. Matb. Zeitfchr. 20, S. 150 und Symposion I, S. 31.
2) Vgl unfere fpidteren Ausfiibrungen iiber Leibniz in § 6 ¢ IIl.
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§ 5.
Ontologifche Probleme des Intuitionismus.

Bei der Formulierung des Problems der mathematifchen Exi-
ftenz als eines philofophifchen wurde von vornherein auf
feinen ontologifchen Charakter Gewicht gelegt. Die entichei-
dende Frage ging auf den Seinsfinn der mathematichen Gegen-
ftinde. Es wuvrde ausgefiibrt, dafl die beiden in diefer ganzen
Unterfuchung fortgefetst betrachteten Grundauffaffungen diefen Seins-
finn von ibrem mathematifden Gefichtspunkt aus, die eine in
der bloflen Eigenidhaft der widerfprucdhsfreien Funktion
im Syftem der mathematifchen Theorie, die andere in der eigen-
tiimlichen Zugangsmdglichkeit der Konftruktion fahen (§ 2).
Indeffen kann man mit diefen aus der pofitiven mathematifchen
Wiffenfchaft felbft erwachfenen Begriffen und Kategorien die eigent-
lich ontologifche, d. b. fpezififh pbilofophifche Frageftellung
nicht in voller Sinnangemeffenbeit zum RAusdruck bringen.

Es ift allerdings leicht zu fehen, daB jene beiden in dev poii-
tiven Mathematik zur Chatakteriftik der mathematifchen Exiftenz
benutiten Begriffe der »widerfpruchsfreien Funktion« bzw. der »Kon-
ftruierbarkeit« eine enge Beziebung zu den auch gegenwirtig in der
»Erkenntnistbheorie« einander gegeniiberitehenden Richtungen
des »Realismus« und »Idealismus« haben. Das trat ja in unferer
eigenen Darftellung dadurch bervor, dal wir das »Zugangsprinzip«
im Anfchlufl an die in unfever friiheren HArbeit (diefes Jabrbuch Bd. 6)
gebrauchten Bezeichnungsweife auch »das Prinzip des transzenden-
talen ldealismus« nannten. Huf der anderen Seite entfpricht die
grundfitlich »unerkennbare« (unzugingliche) aber doch widerfpruchs-
los in ein »fyftematifches Weltbild» einzuordnende Gegenftindlich-
keit der »vealiftifhen« metaphyfifhen Grundhaltung. (Man denke
etwa an N. Hartmann, Die Metaphyfik der Etkenntnis, Berlin
1921), — Tvogdem ift auf diefen Tatbeftand kein enticheidendes
Gewicht zu legen, weil die Problematik der »Etkenntnistbeorie«
nicht fiir irgend ein philofopbifches Problem als entfcheidend ange-
feben wevrden kann. Enticheidend ift vielmebhr die ontologifche
Problematik, in einem noch (in § 6a) zu erliuternden Sinn.

Ontologie geht danach auf die Seinsart jeglicher Gegenftandtich-
keit, legitlich bezogen auf das Dafein des Menfchen als ausge-
zeichnetes Sein. Es wird nun die Hufgabe devr folgenden Untet-
fuchung fein, die fiiv die Charakterifierung der mathematifchen Gegen-
ftinde finnangemeffenen ontologifchen Kategorien zu entwidkeln.
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Fiiv diefe Abficht ift ein Riickgang auf die Gefdichte derx
Mathematik wie auch der Philofophie unvermeidlich. Denn nur
in einem folchen Riickgang kann der Sinn-Urfprung der beute iib-
lichen zur Kennzeichnung der »mathematifchen Exiftenz« dienenden
Kategovien erfaft wevrden. Indeffen wird das Nétigfte in diefer
Richtung geleiftet werden koénnen, wenn auf die Anfdnge der
mathematifchen Begriffsbildung in der Geiftesgefchichte bei den
Griechen zuriickgegangen wird, und dann noch die enticheidendften
Ubereinftimmungen und Unterichiede in der geiftigen Grundbaltung
unferer »abendlindifchen« Mathematik gegeniiber der antiken bet-
vorgehoben wevden!,

Die eigentliche ontologifche Problematik im ftrengen Sinn wivd
erft in § 6 entwickelt werden, die unmittelbar folgenden Busfiibrun-
gen bhaben den Zweck, durch Betrachtung der entfcheidenden Einzel-
probleme im Anfdhlu an die biftorifche Entwicklung das konkrvete
Matervial fiit die prinzipiellen Uberlegungen zu liefern.

Der Bbichnitt (a) des Pavagraphen wird fich gleichwohl mit
einer Begriffsbildung zu befdhiftigen baben, die evft im 19. Jabt-
bundert, von G. Cantor gefchaffen wovrden ift, ndmlich mit der
Reibe devr transfiniten Ovrdnungszahbhlen. Denn fie ift
zur Bebandlung des an fich uralten »Kontinuumproblems«, wie es
beute liegt, die fachliche Voraufegung. Die bhiftorifchen Bemer-
kungen folgen daher erft am Hnfang des Hbichnitts (b).

a) Derv transfinite Progressus und feine onto-
logifche Deutung.

I. Die Reibe dev Cantorvichen Transfiniten in der
traditionellen Intevrpretation.

Betrachtet man die pbilofopbifchen Bemerkungen, die Georg
Cantor, der Begriinder der Mengenlehre, zu feinen bahnbrechen-
den Entdeckungen gemacht bat? fo fillt auf, daB fie vor allem,

1) Die Rolle, die die arabifch e Mathematik und als ibre Quelle die
indifche bei der Entftebung der abendlandifchen gefpielt bat, ift in ibven
ndberen Umftinden noch zu wenig gekldrt, um beriickfichtigt werden zu
konnen. Fiiv die bier verfolgten Zwecke geniigt eine einfache Gegeniiber-
ftellung der antiken und abendlédndifchen Mathematik in ibrer Grundhaltung.

2) Uber diefen am Anfang der Entwicklung ftehenden »ontologifchen«
Urfprung der Mengenlebre ift die gegenwirtige Wiffenfchaft hinweggefcbritten
zu einer formalen Theovie, fei es mebr konftruktiven, fei es mebr axioma=
tifchen Gepridges. Es ift aber, fofern man auf die pbilofopbifchen Grundlagen
der »Mengenlebre« den Blick richten will, wichtig, die urfpriingliche in
matbematifch - tbeovetifcher Hinficht noch manche Mingel aufweifende Faffung



83 Matbematifche Exiftenz. 523

ja faft ausichlieBlich von den transfiniten Ovdnungszablen bandeln,
von jener berviihmten »Fortleung der ganzen vealen Zablenveibe
tiber das Unendliche hinaus« und ibvrem Zufammenbang mit dev
Stufenreibe der »Machtigkeiten«,

Cantor bat bereits in der »Mannigfaltigkeitslebre« von 1883
fich dariiber geduflert, wie evr fich die pbilofophifche Bedeutung des
von ibm entdeckten »beftimmten Unendlichen« denkt.

Es heifit (Math. Anm. 21, S. 556) in § 5; dal »das wabre Un-
endliche oder Hbfolute, weldhes Gott ift, keinerlei Determination
geftattete. »Der SaB ‘omnis determinato est negatio’ ftebt fiir mich
ganz aufler Frage« dagegen: » ... was ich bebaupte, ... ift, daf
es nach dem Endlichen ein Transfinitum (welches man auch
Suprafinitum nennen kdnnte) d. i. eine unbegrenzte Stufenleiter von
beftimmten Modis gibt, die ihrer Natur nadh nicht endlich, fon-
dern unendlidh find, weldbe aber wie das Endliche durch beftimmte
wobl definierte von einander untericheidbare Zablen determiniert
werden kdnnen.«

Und fpéater (1887)' noch klarer: »Es wurde das Aktual-Unend-
liche nach drei Beziebungen untevichieden: evfitens fofern es in
der hocbften Vollkommenbeit, im vdllig unabbidngigen auBerwelt-
lichen Sein, in Deo vealifiert ift, wo ich es Abfolutunendlices
oder kurzweg Hbfolutes nenne; zweitens fofern es in decr
abbidngigen, kreatiitlichen Welt vertreten ift; drittens fofern es
als mathematifche Grofle, Zabhl oder Orvdnungstypus vom Denken
in abftracto aufgefaBt werden kann. In den beiden leiten Be-
ziehungen, wo es offenbar als befchrinktes, nocdch weiterer
Vermehrung fabiges und infofern dem Endlidcdhen
verwandtes Bktual-Unendliches fich darftellt, nenne ich
es Transfinitum und fete es dem Hbfoluten ftreng entgegene,

Sebr merkwiirdig ift der Ausdruck »noch weiterer Vermehrung
fibig und infofern dem Endlichen verwandtes Aktual-Urendliches«.
Man ift geneigt diefe »Verwandtichaft mit dem Endlichen« in ge-
wiffem Sinne als eine Verwandtichaft mit einem wevrdenden
(potentiellen) Unendlichen auszulegen. In der Tat fcheint das ein

der Cantorfchen Grundbegriffe wieder bervorzubeben. — Ich beziebe mich
dabei auf die »Grundlagen einer allgemeinen Mannigfaltigkeitslebre«
[= Uber unendliche, lineare Punktmannichfaltigkeiten V. Matbh. Ann. Bd. 21,
S. 545 ff. (1883)] und auf die Buffite »Mitteilungen zur Lebre vom Trans:
finiten«, Zeitfchrift fiir Pbilofophie und pbilofopbifche Kritik, Neue Folge,
Bd. 88 (1884), 91 (1887), 92 (1888).

1) Zeitfchr. f. Phil. u. pbilof. Kritik, Bd. 91, p. 81 82.
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mit Cantor korvefpondierender »grofier Theologe«' auch gefiiblt
zu baben, wenn er (l. c. S.91) fagt: »aus lhrem (Cantors) Ruffat. . .
etfebe ich ... wie Sie das HAbfolut-Unendliche und das, was Sie
das HAktual-Unendliche im Gefchaffenen nennen, fehr wohl unter-
fcheiden. Da fie das lefitere fiir ein »noch Vermehrbares« (natiit-
lich in indefinitum, d. h. ohne je ein nicht Vermebhrbares werden
zu konnen) ausdriicklich erkliren und dem Hbfoluten als »wefent-
lidh Unvermehtbarem« entgegentftellen ... ., fo find die beiden Be-
griffe des Hbiolut-Unendlichen und des Hktual-Unendlichen im
Gefchaffenen oder Transfiniten wefentlich verichieden, fodafl man im
Vergleich beider nur das Eine als eigentlich Unendliches, das
HAndere als uneigentlich und aequivoce Unendliches bezeichnen muf. «
Zu bemerken ift bierzu, dal Canto v fonft mit »Uneigentlich-Unend-
lidb« das gewdhnliche potentielle Unendliche bezeichnet. Da et fich
mit der Darftellung des zitierten Briefes im weiteren vollig ein-
verftanden erkldart, fo kann man vielleicht annebmen, dafl auch
Cantorv felbft feinem Transfiniten zum mindeften einen »velative
potentiellen Chavakter zufpricht. HAllerdings widevfprechen dem
viele Stellen bei Cantor ausdriicklich, an denen die Aktualitét,
das Sein, nicht Werden des Transfiniten mit aller Schédrfe betont
witd. Etwa l.c. S.98 gegen Wundt: » Wundts HAuseinander-
feung zeigt, daB er fich des fundamentalen Unterichiedes von Un-
eigentlich~Unendlichem = veridndetlichem Endlichen = syncategorema-
tice infinitum (&retpor) einerfeits und Eigentlich-Unendlichem = Trans-
finitem = Vollendetunendlichem = Unendlichfeiendem = categore-
matice infinitum (dgworouévor)® andeverfeits nicht klar und deutlich
bewuft ift ...« Oder 1. ¢. S.108: »Unter einem Hktual-Unendlichen
ift ... ein Quantum zu vecrftehen, das einerfeits nicht veranderlich,
fondern vielmebhr in allen feinen Teilen feft und beftimmt eine vcichtige
Konftante ift, zugleih aber andeverieits jede endliche
Grofe derfelben Art an Grofle iibertrifft. Hls Beifpiel fiihrve ich
die Gefamtheit, den Inbegriff a 1l e v endlichen ganzen polfitiven Zahlen
an; diefe Menge ift ein Ding an {ic und bildet, ganz abgefeben
von der natiirlichen Folge der dazugehdrigen Zablen, ein in allen
Teilen feftes beftimmtes Quantum, ein cgwoiouévor, das offenbar
gedfer zu nennen ift, als jede endliche Anzable. — Man mufl aber
wobl untecicheiden zwifchen der einzelnen transfiniten Zahl, und
1) Nach einer Bemerkung von Gutberlet in einer Rezenfion von
A.Fraenkels »Mengenlebre« im Pbilofopbifchen Jabrbuch der Gorres:
Gefellfchaft Bd. 32 ift es der Kardinal Franzelin gewefen.

2) Aviftoteles, Phyfik 1], c. 8 (p. 208 a 6): 70 Gresgov o udvov Juvduss
A s apooousvoy.
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z. B. »dem Transfiniten« im Ganzen, das fich zundcdft in dev ftets
vermebhrungsfabhigen Folge der Ordnungszablen in ganz analoger
Weife davftellt, wie das (als dvrauee Gv aufgefafite) »Endlofe« (nach
dev intuitioniftifchen Anfchauung) in der ftets verlingerungsfibigen
Folge der endlichen Zablen. — Es fragt fich nun, ob devartige
endlofen Prozeffe, wie fie fich in den Folgen der endlichen wie der
teansfiniten Ordnungszabhlen darftellen, fich nicht fhliefilich doch auf
ein — allerdings im eigentlichften Sinn »im Unendlichen liegendes«
— Ziel binbewegen konnen. Von der Reibe der transfiniten
Zablen fagt Cantor (L c. S. 109): »Das Transfinite mit feiner Fiille
von Geftaltungen und Geftalten weift mit Notwendigkeit auf ein
Abfolutes bhin, auf das »wabrbaft Unendliche«, an dessen Grdfle
keinerlei Hinzufiigung oder Hbnabhme ftattbaben kann und welches
daber qualitativ als abfolutes Maximum anzufeben ift. Legteves iiber-
fteigt gewiffermafien die menicliche Faffungskraft und entziebt fich
namentlich matbematifcher Determination; wogegen das Tvans-
finite nicht nur das weite Gebiet des Mdglichen in Gottes Evkennt-
nis erfiillt, fondern auch ein veiches, {tets zunehmendes Feld idealet
Forfchung darbietet und meiner Uberzeugung nach auch in der
Welt des Gelichaffenen bis zu einem gewiffem Grade und in ver~
fchiedenen Beziehungen zur Wirklichkeit und Exiftenz gelangt, um
die Herrlichkeit des Schopfers, nach deffen abfolut freiem Ratfchluf,
ftivker zum Husdruck zu bringen, als es durc eine blofl »endliche
Welt« bitte gefchehen kénnen ... .«

In einem beftimmten Sinn kann man die erfte transfinite
Ovdnungszabl w, den Ordnungstypus der Reibe aller endlichen Zablen,
als »Grenze« (Ziel) des endlidchen Ziblprozeffes anfehen, als Ziel
des transfiniten Ziblprozeffes aber den »Ovdnungstypus detv
Reibe aller Ovdnungszablen«, die beriichtigte »maximale« Orvd-
nungszahl 7. Diefe identifiziert alfo Cantor in der obigen Stelle
mit dem abfoluten Unendlichen.! Es fei kurz die Paradoxie,
die fich an diefes 177 kniipft, erinnert: W foll einerieits der Ordnungs-
typus aller Ovdnungszablen in ibver natiitlichen Reihenfolge ge-
nommen fein, ift alfo unvermebhrbar. Hndererfeits kann man doch
grundfaglich jede Ovrdnungszabl duvch Anbidngen eines Elementes
(Addition der 1) vergréfern: 1V -+ 1 >1; ganz analog wie etwa
®+1>w oder fogar 241 >mn.

1) Die Antinomie, die fich an die Menge W kniipft, wurde zwar erft
1897 von Burvali=Forti publiziert (Rend. Circ. Math. Palermo XI), aber
von Cantor bereits 1896 brieflich Hilbert mitgeteilt. (Angabe von
F.Bernftein, Math, Ann. 60, S. 187.)
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Dies ift ein offenbaver Wideripruch .

Es ftimmt diefer Umitand gut zu Cantovrs Bebauptung, daf
das Bbfolut-Unendliche (alfo V) die menichliche Faffungskraft {iber-
ftieger Oder genauer gefagt: Der paradoxe Begriff der »maximalen«
Ordnungszabl W kommt daducch zuftande, dafl man der transfiniten
Zablenveibe ecin Ziel fetst, das felbft feinerfeits nur transfinit fein
foll, aber nicht — wie Cantor urfpriinglich meinte — das Bbfolut-
Unendliche, das »infinitum aeternum increatum sive absolutume«?.

Nun bietet fich aber anfcheinend bereits diefelbe Schwierigkeit
auf einer viel friiberen Stufe dar: nadmlich bei der »Erzeugung«
der erften Transfiniten v felbft. Betrachtet man die werdende
Zablenteibe 1, 2, 3, 4, .. .., fo gilt, daB jede cinzelne, noch fo grofie
Zabl in fich konftant, feft beftimmt, feiend, nicht wevdend ift; dafl
fie aber vermehrbar ift, etwa um 1, fo daB alfo der Ubevrgang
n—> n + 1 mdglich ift, wodurch die Zahlenteihe 1, 2,3 ....(n—-1), 2
fidbh um ein Glied weiter entwickelt. Hber es ift anfcheinend finn-
los von der Reihe alletr ganzen Zahlen zu fprechen. Denn einer-
feits miifte, wenn diefer Reibe die beftimmte Zabl z entipriche,
x die »lette« aller Zablen fein, andererfeits kdnnte man die auf fie
folgende x4 1>z leicht bilden. (Man fieht die genaue Hnalogie
mit der Antinomie der Zahl W)

Wie entzieht fidbh Cantorv diefem Dilemma? Er fiibrt tatfich-

lich eine »auf alle Zablen folgende« Zahl w ein, aber verlangt von
ibr nicht, daB fie die le §te ift, fondern laflt auf fie beliebige weitere
Zablen w +1, w+2, 0+3,....... folgen.

Man ift beutzutage an diefes Verfahven duvch die langjédbrige
Gefdichte der Mengenlebre fo gewdbhnt, dal man fich das Aufier-
ordentliche diefes erften Schrittes ins transfinite Gebiet kaum noch
zum Bewufitfein bringt. Dazu kommt, dal man mit Hilfe von axio-
matifch aufgebauten angeblich »exakten« Sai- und Beweisfyftemen
fein Gewiffen damit berubigt, daB man ja vor Wideripriichen ge-
fichert fei, — obwobl eine wirklich radikale Sicherung eigentlich evft
die Hilbevtiche Beweistheorie (und die ibr verwandte von
J. Kénig)? in Ausflicht ftellt. Indeffen, im Grunde ift es — onto-
logifch, d. b. »inbaltlich« angefehen — ein unechdrtes Vorgehen, auf
alle Zahlen noch weitere »itber das Unendliche bhinaus« folgen
zu laffen.

1) Vgl.z.B.Heffenber g, Grundbegriffe der Mengenlehre (Gdttingen
1906), Kap. XXIV, insbef. §§ 98 —99.
2) Cantor, Zeitichr. f. Phil. u. philof. Kritik 91, S. 105.
3) Neue Grundlagen der Logik, Arithmetik u. Mengenlebre. Leipzig 1914.
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Siebt man die Sachlage ontologifch an, fo mufl man notwendig
weiter fragen: ift es moglich, diefe Fortfeggbarkeit der Zahlenteihe
iiber w bhinaus auf irgend einem Gebiet an irgend einem Beifpiel
konkrvet zu vetrfolgen?

Es fcheint zuniddhft, als ob man etwa die einfachen Umovrdnun-
gen der Zablenveibe:

w:1234....; o+1:234....1; o+2:345....12;

Ww-t+w:1357...2468....; ufw. ufw.
verwenden konnte. HAber ndheves Zufehen zeigt doch fofort, dafB
es fich hier um eine ganz unorganifche duBlerliche Aneinanderfetung
von ginzlih verichiedenen Reiben angehdrigen Zahlen handelt.
(123..), (234...), (135...), (246...) uiw. untericheiden
fich z. B. nur durch die willkiirliche Bezeichnung.

Die 1 hinter alle Zablen zu fegen: 12 3....1; fie einfach zu
wiederholen, leiftet ontologifch gar nichts. Denn das Nebeneinander-
fchreiben von 2 und 3, von 17 und 18, allgemein von » und n -1,
pat einen Sinn; der durch + 1 angedeutete Ubergang von einer
beftimmten Zabl zur nddftfolgenden 7 -» 2 - 1 ift das Grunder-
zeugungsprinzip der Zablenreibe, des »Immer nodh eins«, Hber
etwas devartiges beftebt zwifchen den Punkten » ... « und der » 1 «
am Schlufl nicht.

Man ift daber einigermatien ratlos und ontologif c fcheinen
die Zablen w, w 4 1 ebenfo wenig begreiflich, wie die Zahlen W,
W+ 1.

Freilih zu Widevfpriichen kommt es bei w nicht. Und
Cantor ftellt fih (in den enticheidenden Punkten, aber nidt
duvrdaus) auf den Standpunkt: folange man Wideripriiche vert-
meidet (und die Unnahbackeit des Hbioluten rvefpektiert!), kann
man auf alle Einwidnde mit der Bemerkung antworten: man diicfe
eben nicdht die im Endlichen »felbftverftindlichen« Eigenichaften aufs
Unendliche iibertrageu, Hber diefer Standpunkt fchligt den Forde-
tungen der ontologifc en Frageftellung ins Geficht! Wider-
fpruchsfreibeit — das wurde ja frither eingebend erdctert — befagt
im ontologifden Sinn gar nichts Pofitives. Grundfitlich uner-
filllbare Intentionen kdnnen durchaus widerfprudhsfrei fein. Eigent-
lihe »Exiftenz« — im ontologifchen Sinn — erfordert phédno-
Menale Gegebenheit, »Zugang«. Es »exiftieren« eben leten
Endes nur Phinomene.

Stellt man demgemif die Frage fo: »Gibt es transfinite Phi-
Nomene? Gibt es das Transfinite als Phanomen? Inwieweit
und in welder Gegebenheitsweife?«, fo ift die fo gefafite »Exiftenz«



528 Oskar Bedker. [88

von w ebenfowenig von vornhevrein gefichert wie die von W. Die
Widerfpruchsfreibeit von © »erlaubt« zwar die phidnomenale »Exi-
ftenz« von w, aber fie begriindet fie keineswegs, fie ift eine not-
wendige, aber keineswegs eine bhinreichende Bedingung diefer
»Exiftenze.

Es ift angefichts diefer Sachlage begreiflich, dafl der vadikale
Intuitionismus Weyls, der fich ja pbhilofophifch auf phinomeno-
logifchen Grundlagen aufbaut, die Exiftenz des aktual unendlichen
o ablehnt!. In dem Huffag iiber die Grundlagenkrvife heifit es:*
»Kein Platy ift da in unferer Analyfis fiir eine allgemeine Mengen-
lehre . . .« »Die Mathematik ift ganz und gar, fogatr den logifchen
Formen nach, in denen fie fich bewegt, abbingig vom Wefen der
natliclichen Zabhl.« »In den hier gezogenen radikalen Konfequenzen
ftimme ich, foviel ich veritehe, nicht mebr ganz mit Brouwert
iibevein. Beginnt er doch fogleich mit einer allgemeinen Funk-
tionenlebve, . . . betrachtet Eigenichaften von Funktionen, Eigen-
fchaften von Eigenichaften u. f. f. und wendet auf fie das Identitéts-
prinzip an. (Mit vielen feiner Husfagen gelingt es mir nidht,
einen Sinn zu verbinden).« Polfitiv fagt Wey13: »Ausgangspunkt
der Mathematik ift die Reibe dev natiirlichen Zablen, d. b. das Gefef x,
das aus dem Nichts die erfte Zahl1 erzeugt und aus jeder
fchon entftandenen Zabl die nidditfolgende erzeugt; ein Prozefl, der
niemals zu einer fchon dagewefenen Zabhl zuriickfiibrt.«

Det eigentliche Evnft der Frage nach der Exiftenz des HAktual-
Unendlichen im Sinne des Transfiniten tritt alfo fchon bei w zu-
tage. Huf diefe Frage muf} fchon bei w und dann weiter bei jeder
beftimmten transfiniten Zahl:

w w".
wo+1, vtow, v-o 0°,,, W' ,,, 0" =¢ ..., 82

(Q, ift die 1. Zahl der 3. Zabhlenklaffe), ufw. ufw. eine beftimmte

1) Vgl. etwa Math. Zeitichr. 10, p. 57. Noch fchdrfer ift die Kritik gegen
die Canto ridhen »Michtigkeiten«, die als mathematifch v3llig bedeutungslos
angefeben werden. Siebe 1. c. S. 67 unten: »Der Zweifel an der Liickenlofig-
keit der Cantorfchen & greift nach unferer Auffafiung nicht erft bei ¥,,
auch nicht erft bei ¥, Plat, fondern fchon am erften Beginn der Zablen-
reibe; die Bebauptung, dafl 1 die kleinfte auf 0 folgende Kardinalzabl ift,
muf als grundlos zuriickgewiefen werden. Mir fcheint daraus die matbemas
tifche Wertlofigkeit diefes Michtigkeitsbegriffes bervovzugeben. Natiiclich
bebhalten die endlichen Kardinalzablen ibr altes gutes Recht, wo fie nicht auf
eine »definite Menge« bezogen werden, fondern auf den Inbegriff einzelner
gegebener Elemente (Zablbegriff des tdglichen Lebens).«

2) Le. p.70. 3) lc p. 57
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»inbaltliche« (in der Hilb e v t ichen Redeweife »metamathematifche«)
Antwort gegeben werden. Die iiblichen gegen die »negativen Hrgu-
mente« gewendeten Gegenargumente Cantots geniigen bier nicht.
Cantor madt den Verfud, fich der Beweislaft fiir die phdnome-
nale Aufweisbatkeit der transfiniten Zahlen mit der Bemerkung zu
entzieben, auch die gréfieren endlichen Zablen feien nicht »uno in.
tuitu« aktuell zu denken. Erv fidbrt fort: »Und trojdem haben wir
das Redht, die endlichen Zablen, aud wenn fie noch fo grofl find,
als Gegenftinde der diskursiven, menfchlichen Erkenntnis
anzufehen und fie wiffenichaftlich nach ihrer Befchaffenbeit zu unter-
fuchen; dasfelbe Redht fteht uns aud in bezug auf die
transfiniten Zahbhlen zuc«l

Bekannt f{ind die Fotfchungen iiber die primitiven Zablauf-
faffungen (der Naturvdlker?, des Kindes, des tdglichen Lebens), die

1) Zeitichr. f. Phil. u. pbilof. Kritik, Bd. 91, S. 261. — Cantor erwibhnt
kurz vorber (l.c. S.260), daB Auguftinus (De civitate Dei, 1. XII, cap. 18)
fagt: »profecto et omnis infinitas quodam ineffabili modo Deo finita est,
quia scientiae ipsius incomprebensibilis non est«, und fabrt nun nach der
oben zitierten Stelle fort: »... Nach unferer Organifation find wir nur felten
im Befiy eines Begriffes, von dem wir fagen kdnnen, dafl er ein »conceptus
rei proprius ex propriis« wire, indem wir durch ibn die Sache adidquat,
obne Hilfe einer Negation, eines Svmbols oder Beifpiels, fo auffaffen und
erkennen, wie fie an und fiir fich ift. Vielmebr find wir beim Erkennen
zumeift auf einen »conceptus vei proprius ex communibus« angewiefen,
welcher uns befdbigt, ein Ding aus allgemeinen Prddikaten und mit Hilfe
von Vergleichungen, HusfchlieBungen, Symbolen oder Beifpielen devartig zu
beftimmen, dafl es von jedem anderen Ding wobl unterfchieden ift.... Idch
gebe nun fo weit, unbedingt zu bebaupten, dafl diefe zweite HArt der Be«
ftimmung und Abgrenzung von Dingen fiiv die kleineven transfiniten Zablen
(z. B. fiic ® oder w + 1 oder »”, bei kleiner endlicher ganzer Zabl ») eine
unvergleichlich einfachere, bequemere und leichtere ift, als fiir
febr grofie en d li ¢b e Zablen, bei denen wir gleichwobl auch nur auf dasfelbe,
unferer unvollkommenen Natur entfprechende Hilfsmittel angewiefen find.«

Es liegt beziiglich der Erfaffung der grofien endlich e n Zablen in der
Tat ein wichtiges Problem vor, dem wir noch einige Bemerkungen widmen
werden. Vgl. dazu Hufferx1l, Philofophie der Arithmetik (Halle 1891) Bd. I,
S.211-216 (Rolle der fymbol. Vorftellung in der Aritbmetik. Uber Gauf’
Rusfpruch 6 9eds doedunriled); S.218 (Auffaffung der et b e blich e n Mengen);
S. 221 -223 (Symbolifierung durch Vermittlung des vollen Prozeffes der Einzels
auffaffung); S. 240—242, 244—245 (grofe endliche Mengen); S.246—250
(unendliche Mengen). — Vgl. auch Math. Anb. zu § 3, Nr. 1L

2) Vgl. z.B. Levys«Briihl, Das Denken der Naturvdlker. Wien und
Leipzig 1921; Wertheimer, Drei Abbandlungen zuvr Geftalttheorie. Ers
tangen 1925, (»Uber das Zablendenken der Naturvlkere«). — Bekanntlich baben
felbft die Griechen erft durch Archimedes und Hpollonius eine Zablen~

Hufferl, Jabrbud f. Philofophie. VIII 34
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feftgeftellt haben, dafl urfpriinglich nur ein kleines Stiick der end-
lofen Zablenteibe diffevenziert und deutlidh gegeben ift, dafl aber
von einer gewiffen, von den jeweiligen Umftinden abbingigen
Stelle ab alle grdoBeren Zablen in eine unvorftellbare »ungebeurve«
Zahl zufammenflieBen. Erft allmdblich evobern fich die Vdlker im
Verlauf ihrer Geiftesgeichichte (wie jet noch das Kind: man denke
an das Rechnen in den begrenzten, fich ftufenweife vergréfiernden
»Zablentiumen« auf der Volksfchule!) die Kenntnis der endlofen
Folge der ganzen Zablen, und es lag fo fiit Canto v die Auffafiung
nabe, dafl diefer Evoberungsprozefl in feinen transfiniten Zahlen
einen legitimen Fortgang fande. Hber durvch die Tatfache der Er.
oberung der endlofen Zabhlenreibe fiir die Evkenntnis, die etwa durch
das dekadifche Pofitionsfyftem oder die Hrchimedif chen Oktaden
in der »Sandrechnung«! geleiftet wurde, ift noc nichts ausgemacht
iiber die Weife dev Erfaffung der grofien Zablen als Phanomene?.
Ebe iiber diefe Frage nicht Klarbeit herricht, wird man auch nicht
beurteilen kdnnen, inwiefern vielleicht C antors Bezeichnungsweife
der Transfiniten fiic diefe binfichtlich der Zugdnglichmachung
dasfelbe leiftet, wie etwa das dekadiiche Pofitionsfyftem fiiv die end-
lihen Zablen. Denn man wird zugeben miiffen, daB eine folche
Zuginglichmachung, alfo in gewiffem indirekten Sinn eine Erfaffung
des Zahlenpbdnomens, bei den gegebenen endlichen in derv
Wiffenfchaft und Praxis verwendeten Zahlen wicklich geleiftet ift.
Nun ift die Frage der Huffaffung grofier Mengen fchon von
Hufferl in feiner »Philofophie der Hritbmetik« (Il. Teil) eingebend
erSctert worden. Es beifit dort (S. 212): »Die Vorausfegung, von
der wir zundchft als wie von einer felbftverftindlichen ausgingen,
ndmlich, daB jedes atithmetifche Operieren eine Betdtigung mit und
an den wirklichen Zablen fei, kann nicht der Wabhrheit entfprechen.
Allzu voreilig lieBen wir uns von der gemeiniiblichen und naiven

benennung und fchriftliche Bezeichnung evbalten, die beliebig grofie Zablen
zu bezeichnen geftattet. (Anders die Inder, die fchon febr friib febr hoch
binaufreichende Zablwdrter und fpiter das dekadifche Pofitionsfyftem befafien).

1) yeuuirns (avenarius). Hrchimedes, ed. Heiberg, Vol. IL

2) Man kdénnte daran denken, aus der Verwendung beliebiger hober
Zablen in der HAftronomie ufw. Schliiffe auf ibre Gegebenbeit zu zieben.
Aber wenn man etwa an die Weife denkt, wie in der Inflationszeit die
grofien Geldziffern im faktifchen Leben in die Ericheinung traten, fo erkennt
man, wie leicht fich in folchen Fillen gewiffe Erfat:Phanomene vor die
nominell gegebenen Ziffern z. B. der Geldicheine (Milliarden, Billionen ufw.)
fchieben. So witkte doch z. B. die Billion einfach wie eine neue Geldeinbeit,
etwa als ob man von der Mark zum Taler oder dgl. iibergegangen wiére.
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Bnficht leiten, die den Untevichied zwifhen fymbolifchen und
eigentlic en Zablvorftellungen nicht beachtet und der funda.
mentalen Tatfache nicht gevecht wird, dafl alle Zablvorftellungen,
die wir iiber die wenigen erften bhinaus in der Zahlenveibe befitien,
fymbolifdche find und nur fymbolifhe fein kdnnen; eine Tatfache,
welche Charakter, Sinn und Zweck der Hrithmetik ganz und gar
beftimmt«!, Weiterhin (S. 218): Bei det Erfaffung finnlicher Mengen
gebt »unfere urfpriinglic e Intention auf die Bildung einer Inbe-
griffsvorftellung, weldhe jede der Teilanfchauungen (der Menge) fiiv
fich auffaBit und mit den anderen einbeitlich zufammen begrveift. Da-
vauf gebt unfere Intention, aber ibr vollauf zu geniigen, feblt es
bei den ecrheblicheren Mengen an einer entfprechenden Leiftungs~
fabigkeit unfeves Geiftes. Wobl ift noch die fukzeffive Einzel-
auffaffung der Mengenglieder moglich, aber nicht
mehvt ibre zufammenfaffende Kollektion?, und fofern
wit in devartigen Fillen doch von einer Menge odet Vielbeit fprechen,
kann dies offenbar nur in fymbolifchem Sinne geichehen.« Auch dann,
wenn wir noch eine eigentliche Mengenvorftellung bilden kdnnten,
unterlaffen wir bdufig »die wirkliche Huffaffung aller einzelnen
Glieder, vollfiibren nuvr ganz wenige, wenn iiberv-
baupt irgendweldhe Schritte und begniigen uns mit einer
noch viel uneigentlicheren Subfumption unter dem Vielbeitsbegriff
als fonft«?

1) Vgl. die weiteren Husfiitbrungen Hufferls, 1. c. S. 213215,

2) Man vgl. dazu, was Kant in der Kritik der Urteilskraft § 26, »Von
der Grdflenichdung der Naturdinge« fagt. (S. 104—105 Kebrbach): »Nun
gibt es zwar fiir die mathematifche Grdfienfchdung kein Grofites (denn die
Macht der Zablen gebt ins Unendliche); aber fiiv die #ftbetifche Grdfien-
fchipung gibt es allerdings ein Grofites ...« »HAnfchaulich ein Quantum in
die Einbildungskraft aufzunebmen, . . . dazu gebdren zwei Handlungen diefes
Vermdgens: Huffaffung (apprebensio) und Zufammenfaffung
(comprebensio aestbetica). Mit der Huffaffung bat es keine Not; denn damit
kann es ins Unendliche geben; aber die Zufammenfaffung wird immer
fcbwerer, je weiter die Huffaffung fortriickt und gelangt bald zu ibrem
Maximum, namlich dem #ftbetifch=gr5iten Grundmafe der Grdfenfchasung.
Denn wenn die Buffaffung fo weit gelanget ift, daBl die zuerft aufgefafiten
Teilvorftellungen der Sinnenanichauung in der Einbildungskraft fchon zu er-
15ichen beginnen, indefl daf diefe zur Auffaffung mebrerer fortriickt, fo vers
liert fie auf einer Seite ebenfo viel als fie auf der andern gewinnt, und in der
Zufammenfaffung ift ein Grdftes, iiber weldbes fie nicht hinauskommen kann.«

3) Huffetrl bemiibt fich auf den folgenden Seiten um die fchwierige
Bnalyfe der mom entanen Mengenauffaffung; eine gewiffe Lofung wird
fchlieflich erveicht durch Einfiibrung der »figuralen Einbeitsmomente«. Diefes
Problem kiimmert uns bier nicht.

34*



532 Oskar Bedker. [o2

Es etrhebt fich allerdings angefichts diefer Sachlage die Frage
»wotrin die Gewidbr fiir die Vollftindigkeit der durdlaufenden
Einzelauffaffung der Menge liegt« (S. 240) oder anders ausgedriickt,
die Frage nach der »Moglichkeit einer vollftindigen Durchzédblung«
(S.241). Hier ift enticheidend der Hufweis der fog. »figuralen Momente«!
gewiffer geftalthafter Eigentiimlichkeiten der Mengen, die der Succeffion
der Einzelauffaffungen »einen gevegelten und ficheren Gang etteilen«.

Fiir den gegenwirtigen Zweck geniigt es, den einfachften Fall
ins Huge zu faffen, dal die Glieder der Menge in einetr Reibe etwa
vaumlich oder auch in der Zeit vorliegen bzw. nacheinander ab-
laufen. Es find alsdann die »Verkniipfungen der elementaren
Reibenrvelationen, die uns anleiten.« Wir gehen vom evften Glied
zum zweiten, von da zum dritten, allgemeiner vom (72— 1)*" zum
n'** und vom 7' zum (7-+1)*" {iber. »Indem uns fo ftets
zwei aneinandergrenzende Vetkniipfungen zugleich und zwar als
woblgefonderte gegenwirtig find, kann die neue als folche erkannt
wetden, und der Fortichritt wird zu einem eindeutig beftimmten.
Diefe Eindeutigkeit gewibrleiftet aber die Vollftindigkeit der
duvchlaufenden Einzelauffaffung« (S. 241).

Wir find alfo auf die befchviebene Weife in der Lage, auch
grofie, als Ganzes uniiberfebbare Mengen, bei geniigender Zeit-
aufwendung vollftindig zu ducdlaufen bzw. uns vermdge der
eigentiimlichen Verkiivzung, die Zeitftrecken in det »uneigentlichen«
Vortftellung ecleiden?, auch noch fo grofie Mengen devart »durchlaufen

1) Nédberes bei Huiferl, L c. S. 227 ff. — Die dort gegebenen Defkrip-
tionen find allerdings keineswegs ftreng pbdnomenologifche, fondern pfycho=
logifche. Es bietet aber dem Kenner der phdnomenologifchen Methode keine
grundfitlichen Schwierigkeiten, den pbdnomenologifchen Kern jener Defkrips
tionen vein bevauszufchdlen. — Nur auf einen Punkt fei bingewiefen: Der
Gedanke, die uneigentliche Gegebenbeit einer Menge, Zahl ufw. als »fymbo-
lifch« aufzufaffen in dem Sinn, dafl an Stelle des eigentlichen Gegenftandes
als »Repréfentant« ein »Zeichen« figurieve, ift nach den fpdteren Forichungen
Hufferls unbaltbar. Es bat an ibre Stelle vielmebhr die grundfigliche
Einfitbrung der Begriffe der »leeren Intention« und ibrer »Erfiillung« zu
treten. Siebe die beziiglichen Ausfiibrungen detr »Logiichen Unterfuchungenc,
befonders in der I. und VI. Unterfuchung.

Ebenfo darf der fundamentale Untevichied, der zwifchen Kollektion
(Menge) und finnlichem Einbeitsmoment befteht, nicht aufer
HAcbt gelaffen werden: eine Kollektion ift das Korvelat einer kategorialen
Anfchauung, das finnliche Einheitsmoment (figurales Moment) der finn=
lih en Anfchauung. Vgl. V1. Log. Unterf,, 2. Abfchnitt, bef. § 91, S. 161.

2) Die Rolle der Zeit bei der Erfaifung mathematifcher Gegenftandlich-
keiten wird in § 6 b ersrtert.
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zu denken«. Diefe diskreten linearen Mengen kdénnen nun offenbar
die Buffaffung der Zabhlen begriinden; an ibnen kann der Zablen-
chavakter als abftraktes Moment berausgehoben werden. Wie das
gefchieht, ift fiiv die gegenwirtige Unterfuchung nicht von Belang.

So kann man alfo die Frage nach der phdnomenalen Gegeben-
beit gréBerer Zablen dahin beantworten, daf} fie auf Grund einer
»gedachten« vollftindigen Durchlaufung, deren Eindeutigkeit durch
die Art der ziblenden Bewegung gefichert ift, in einer gewiffen
Weife »felbft gegeben« find. Und aller Wabhricheinlichkeit nach gibt
es gar keine noch erfiilltere Weife der Gegebenheit diefer Zablen
oder wenigftens geniigend hoher Zablen diefer HArt., Es wiirde
dann alfo fogar die einzige Weife der orvigindren Gegebenbheit vor-
liegen, deven fie fdbig find. — Wie fteht es nun aber mit unend-
lichen Mengen? Hieviiber ftehen auch fchon in der »Philofophie
der Arithmetik« (S. 246 —60) erftaunlich tiefgehende Bemerkungen,
die ganz und gar der beutigen »intuitioniftifchen« Huffaffung und
zwar in ibrer radikalften (Wey1ichen) Form entfprechen.

Es witd zundchit gefagt, dafl die unendlichen Mengen fich da-
durch von allen nocdh fo grofien endlichen Mengen grundiiglich
untevicheiden, daB fie als wirkliche Kollektion audh fiir ein »ideali~
fiertes Evkenntnisvermdgen« nicht anfchaubar find. »Der Gedanke,
dafl irgend eine Erweiterung unferes Erkenntnisvermdgens diefes
zu der wirklichen Vorftellung oder auch nur der finnlichen HAus-
fchépfung folcher Mengen befidbigen kdénnte, ift unausdenkbar. Hier
bat felbft unfere Kraft der Idealifierung eine Schranke« (S. 247).
Gegeben ift lediglich »die fymbolifche Vorftellung eines unbefchrdnkt
fortfegbaren Prozeffes der Begriffsbildung«, mit Riickficht auf deffen
Evgebniffe fukzeffive (endliche) Mengenvorftellungen gebildet werden,
die fich ftets erweitern. Sofern diefer Prozefl nun als eindeutig
beftimmt vorausgefetit wird!, erhdlt auch der Begriff »ein mdgliches
Refultat diefes Prozeffes« einen beftimmten, fafbaren Sinn®

1) Bedenklich ift es allerdings, wenn Hufferl (S. 247) fagt: »Es ift
a priori durch fcharfe begriffliche Momente beftimmt, was diefe ftetig aus~
Zudebnende Menge umfafit oder umfaffen kann, d. b. von einem jeden vors
gegebenen Denkobjekt 1dft es fih unzweideutig entfcheiden, ob es Glied
diefes Prozeffes bzw. diefer Mengenbildung fein kdnne, oder nicht.«

Dies gilt offenbar nur fiir gefepmiflige Folgen und auch fiir die
Urfolge X felbft, nicht aber fiir »frei werdende Wablfolgene, die in gewiffem
Sinn doch auch unendliche Mengen find.

2) Man beachte, wie der Begriff des »Mdglichen«, des Spielraumes der
Variablen, erft durch den Begriff des beftimmten Prozeffes feinen Sinn
erbilt, nicht umgekebrt!
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Das »begriffliche Prinzip«, das dem Prozeffe feine Beftimmtheit
gibt, tritt an die Stelle des figuralen Momentes, das bei der fukzef-
fiven Duvrchlaufung der Glieder der endlichen Mengen den Leit-
faden abgibt.

Soweit die Husfiibrungen Hufferls. Man kann ibnen i. A.
noch beute zuftimmen, nur ift der Unterfchied zwifchen einem be-
grifflichen Moment und dem »figuralen« (alfo vein finnlichen)
Moment einigermafien itvefiilbrend. Es bhandelt fih bei der end-
lichen Kollektion, wie Hufferl fpdter in den »sLogifchen Untet-
fuchungen« eingehend gezeigt hat, nicht um eine vein finnliche Ev-
fiillung, fondern das eigentliche Kolligieven ift eine Leiftung der fog.
»kategorialen Anfchauunge«. Hndeverfeits ift das »und fo weiter«
des endlofen Prozeffes zwar wobhl kategorial durchformt, aber doch
auch fundiert auf das »finnliche Moment« des »offenen Horvizonts«.
Denn auch die Sinnlichkeit ift fchon duvchaus von Intentionali~
titen ducchhercicht, wie die Phanomenologie der Wabhrnehmung
zeigt.

Ziebt man diefe Bemerkungen in Erwidgung, fo ergibt fich,
dafl auch die unendlichen (endlofen) Mengen in einem gewiffem
Sinne origindr gegeben find, wenn man nur den Sinn von »ovigi-
niv« entfprechend gefchmeidig auffaft. Die eigentiimliche Anfchau-
lichkeit des »offenen Horvizonts« kann wicklich dem »figuralen Mo-
ment«, das etwa in der Form einer lineavren HAnordnung die Huf-
faffung groflier Zabhlen ermdglicht, zur Seite geftellt werden. Im
Grunde fpielt fogar diefer »offene Horvizont« bei der Ruffaffung
fehr groler endlicher Mengen eine Rolle: denkt man fich etwa
100000 Pflafteviteine in linearer Anordnung, fo bat man doch eben
nur den Beginn der Reihe, dann, geleitet vom figuralen Moment
den offenen Hovizont und dann das Ende der Reibe, alfo
etwa fo:

-1-20
— > e <~
o1 2 100000

So angefehen ift die »Vorftellung« der unendlichen Zablenveibhe
fogar in gewiffem Sinne einfacher, indem fie nur das Anfangsftiick
und dann den »offenen Hovizont« enthilt:

— >

o1 2 > in indefinitum.

So kommen wir in gewiffem Sinne zu Cantots Behauptung
zuriick, dafl die einfachen transfiniten Zahlen leichter zu erfaffen
feien, als fehr grofie endliche Zahlen. Und es kdnnte fogar einen
Hugenblick lang fcheinen, als ob von dem gewonnenen Standpunkt
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aus nunmebrv die quafianichauliche Darftellung (gewiffermafien der
Schematismus im Kantfchen Sinn) der Transfiniten leicht fei; etwa
konnte man verfinnbildlichen:

o duvch: | : : >
0 1 2

w+1 ” | [ [ oot oTe '—I
0 1 2 0o 1

o+ " i | ° - -i ] Tt
0 1 0 1

w-w oy, = Al > 0T
01 01 0 1

ufw. ufw.

Hber es ift klar, daB man damit nur auf eine verichlechterte
(weit weniger prizife als die friiber gegebene) Darftellung durch
HAnordnungen von Zablen zuriickkdme, oder auch durch Punkte auf
der Zablgeraden, etwa in folgender Weife:

2" —1
o ift davzuftellen duech 1 2 3... oder ¥ % § 12... TR
i ] rl‘ I | i
0 & 3 ORI |
w+wdueh: 1357... 2468... oder
2" 1 "1
durch: 0 § ... o vo 113130014 o
i ] [} 1 i | [ ] i
0 1 3.1 14 13...2
ufw. ufw.

Es wurde fhon friiher gefagt und ift aud jetst zu wiederholen,
daf auf diefe Weife niemals die Fortfegung des Prozeffes iiber das
Unendliche binaus plaufibel gemacdht werden kann. Man ift alfo im
Grunde noch auf dem alten Fleck.

Es mufl eine grundfitlich andere Mdglichkeit der phanomenalen
Unterbauung des Cant o v ichen abftrakten Schemas der »Erzeugungs-
prinzipien« gefunden wevden.

Es mag auf den etrften Blick verwunderlich ervicheinen, dal man
einen derartigen konkreten Unterbau iiberhaupt auffinden kann. Hber
es ift tatfichlidh der Fall und, nibher befeben, aud nicht pavadox.
Denn man muB fich doch iiberlegen, dal der »abftrakte Prozef«
der Anwendung der Cantorichen »Erzeugungsprinzipien« auch
in concreto vollzogen wird, fofern man etwa die Bezeichnung
der hdheren transfiniten Zablen moglichft weit bhinauf verfolgen
will.  Allerdings kommt bei einem witklichen »pbinomenalen«
Unterbau doch nodh etwas hinzu — wie fich fogleich zeigen wird —,
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nadmlich die Herftellung bzw. die Hufweifung eines Motivations-
zufammenhangs, der zur Fortfebung des begonnenen Prozeffes
»ins Transfinite« antveibt.

II. Transfinite Strukturkomplikationen
des Bewufitfeins.
An zwei im Typus in mancher Hinficht unterfchiedenen Bei-
fpielen fei nun die konkrete MOoglichkeit der Unterbauung des
Schemas der transfiniten Zablen duvch Phdnomene gezeigt:

HA. Die Stufen der Relativierung von Husfagen.

Man kann aus irgendwelchen Motiven fich gegen eine Husfage,
gegen viele Ausfagen — vielleicht gegen alle konkret etfolgten naiven
HAusfagen fkeptiflch verbalten. Man kann das etwa ausdriicken, indem
man fagt: »Die Wahrheit desSatges po ift nur vrelativ.«
(Diefer Saty werde kurz mit p; bezeichnet.) Wenn man konkreter
fein will, kann man fagen: velativ auf das urteilende Individuum,
feine geiftesgefchichtliche Lage u. dgl. Dabei ift impliziect, daB die
Wabrbeit des Saes p; abfolut gelte®.

Man kann nun aber weiter geben und mit einer gefteigerten
Skepfis auch diefen Saty p; bezweifeln, ibn alfo irgendwie fiic velativ et~
kliven. Alfo etwa: »Die Wabhrheit von p, ift velative. Analog kann man
fortfabren: »Die Wabrheit von p, ift velative. [p;] ufw., wodurch man

eine endlofe Folge von Sdtien Py Py P2 v« v. Pn Pnd1.... echilt.
Man bat dann alfo etwa konkret die folgende Reihe: »Es lafit
fich bezweifeln, daf es fich bezweifeln 1aft, ufw. ufw........ in

endlofer Folge.« (Kurz zu bezeichnen mit po).

Kann man fiir diefen Safj vein in abftracto die abfolute Wabrt-
beit in Hnipruch nebmen? Hus den bhier allein in Anfpruch zu
nehmenden formalen Griinden gewifl nicht. Denn: Es 148t fich
wiederum bezweifeln, daf diefe in indefinitum eingefchachtelte Reihe
einen letsten Standpunkt ausdriickt, d. h. man kann den Satj bilden:
»Es 148t fich po bezweifeln« oder »die Wabrheit von pw ift velative.
Diefe lefte Ausfage ift nun offenbar in demfelben Sinn ibrem Range
nach po nachgeordnet?, wie Pri1 dem pn, d. b, fie muf mit P41

1) Diefe Uberlegung ift diejenige, auf Grund welcher man vom circulus
vitiosus im radikalen Skeptizismus zu fprechen pflegt.

2) H51der (Die mathematifche Metbode, Berlin 1924, S. 544) fagt bei
der Einfiibrung der transfiniten Zablen iiber die Ordnungsbeziebung des
Vorangebens: »Da nun diefes Vorangeben einen Rang und nicht notwendig
das Fortfchreiten in einer Reibe bedeutet,auc keineBeziebungzum
Zeitbegriff baben foll, fo ift es kein Widerfprudh, wenn
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bezeichnet werden. Hier treten alfo die transfiniten Zablen als
Indizes auf. Die mdglichen Stufen von Relativierung laffen
fich formal darftellen durch® den Busdruck P« Wo « eine trans-
finite Zahl iftl

Diefes Beifpiel bat gewiffe Nadhteile. Man wird namlich ge-
neigt fein zu verlangen, dafl fiiv die fdhrittweife Steigerung des
Zweifels oder der Relativierung Motive aufgezeigt werden. Nun
kann man allerdings fagen, daf} hier jenes beriibmte Hrgument vom
Widerfinn jedes radikalen Skeptizismus im Spiele fei und alfo
ein »erkenntnistheoretifches« Inteveffe vorliege. Die Riickbeziiglich-
keit (weoivgorry)) der Leugnung oder Bezweiflung aller Wabrheit
auf diefe einzelne, jene Leugnung oder Bezweiflung ausdriickende
«Wabhrheit« foll den radikalen Skeptiker in einen Widerfpruch mit
fich felbft hineintreiben. Hbetr differenziert man die Ausfagen nach
Stufen (Typen)? fo fhligt diefe Hrgumentation febl. Die Ausfage:
»Hlle Husfagen etfter Stufe find unwabre« ift felbft von zweiter
Stufe, fdllt alfo nicht unter fich felbft und kann deshalb wohl wabt
fein. Damit ift einem gewiffermafien raffiniecteren, aber eigentlich
nicht minder vadikalen Skeptizismus »2. Stufe« die Tiiv gedffnet,
der feinerfeits die HAusfagen 2. Stufe bezweifelt. Indeffen kann man
diefem Skeptizismus (oder negativen Dogmatismus) 2. Stufe den Ein-
wand machen, das Urcteil 3. Stufe: »Alle Ausfagen 2. Stufe find un-
wabr« fei ficher falfch, denn von den beiden kontradiktorifch entgegen-
gefetsten Urcteilen 2. Stufe »Hlle Ausfagen 1. Stufe find falfdh« und
»Nicht alle Ausfagen ecfter Stufe find falich« mufl eines wabr fein.

wir zundchft eine nicht abbrechende Reibe von Elementen, deren Range
ovdnung der Reibenfolge entfpricht, und dann nodh ein einzelnes Element
denken, das in feinem Rang nach den fdmtlichen in der Reibe entbaltenen
Elementen kommen foll.«

Hier wird offenbar die Rangordnung ganz kiinftlich definiert (H8lder
fagt felbft, 1. c. S. 544 oben, von diefer Begriffsbildung, daB fie »febr kiinfts
lich ift«), aber nicht irgendwie phanomenologifch auf eine einbeitliche konkrete
Rangordnungsvelation begriindet, wie bei uns auf die Relation der »Eins
fchachtelung« der Sdfie. Denn in unferer Bezeichnungsweife beifit pn4-1:
»pn ift velativ wabve.

1) Vgl. die von W. Akermann fiir dic matbematifche Kom~
plikation mdglicher logifchen Formen fiir »transfinite Axiome« eingefiibrten
Rangordnungszablen. (S. Matb. Anb., zu § 3, Nr. I1.)

2) Vgl. die »theory of logical types» von B. Ruffell und die @bnliche
Theorie von J. Kénig. — Bei Ruffell und Whitebead (Principia
Matbematica, Vol. ], p. 65) eine dem Textbeifpiel @bnliche Analyie der Ausfage
»] am lying«, die allerdings dann anders gewandt wird.



538 Oskar Becker. [o8

Alio find nicht alle Husfagern 2. Stufe falich, denn jene kontradik-
torifichen entgegengefefiten Urteile find doch alle beide folche 2. Stufe.

Man kann diefe Hrt Hrgumentation noch weiter fortfeen und
wird fich dann der Leeve dervartiger Spekulationen in peinlicher
Weife bewufit. Es beftebt daber ein ftarkes Motiv, Argumente die-
fer Art fo umzugeftalten, dafl fie mebr Inbalt bekommen. Man
kdnnte das etwa fo verfuchen: Geht man von der bekannten Be-
bauptung aus, alle konkreten in dev Geiftesgefchichte der
Menfcdbheit in der Form von Urteilen geduBerten Meinungen
feien nicht »abfolut wabr«, fondern abhidngig von der jeweiligen
biftovifchen Situation, fo kann man diefe konkreten Urteile als
»HAusfagen 1. Stufe« (4,) auffaffen und jene Bebauptung als eine
»Husfage 2. Stufe« (4,). Nun wird doch jene Ausfage 4; auch im Ver-
lauf der Geiftesgefchichte, alfo etwa jett, im Abendland, tatfdchlich
gefillt, fie gebort alfo auch zu den gefchichtlich-konkreten Husfagen
im weiteven Sinn. (Das ift nicht mebr eine bloflie leeve Spielevei:
Die Entwicklung der Geflchichtsichreibung, des biftorifchen und
skulturpbilofopbifchen« Bewuftfeins find felbft geiftesgefchichtliche
Vorginge). Die eben gemachte Betrachtung ift eine iiber eine Aus-
fage 2. Stufe, alfo felbft von 3. Stufe. (Kritik des biftovifchen Bewuft-
feins). Damit bort es aber nicht auf: man kann auf vecichiedene
Weife zu Husfagen 4. Stufe iibergehen. (Etwa: Kritik der Kuritik
des bhiftovifchen Bewuftfeins, odev Geldhichte der Gefchichte des
hiftovifchen Bewuftieins ufw.) Man hat alfo bier eine anfcheinend!
inbaltsvolle Iterationsmdglicdkeit. Die geéfiere »Inbalt-
lichkeit« bei diefem letten Beifpiel wird erveicht durdh die Riick~
wendung auf das konkrete biftovifche, d. b. letitlich das eigene Da-
fein, fo wie es jeweilig ift. Fiibvt man diefe Riickwendung auf das
eigene faktifche Dafein duvch, fo gelangt man zu der Betrachtung
eines dem Beifpiel der Relativierung nebengeordneten Beifpiels der
transfiniten Itevation dev Reflexion auf fich felbft. — Zuvor fei jedoch

noch ein andeves befonders anfchauliches Beifpiel einer transfiniten
Stufung angegeben.

B. Die Stufen der Bildgegebenbeit.

Wie andeve Modi des vorftellenden (imaginativen) Bewufitieins,
1Est fich auch die Bildvorftellung itevieren. Hbnlich wie man von
itevievten Vergegenwirtigungen (Evrinnerung an Evinnerungen u. dgl.)
fprechen kann, kann man aud ineinandergeichachtelte Bildintentionen

1) Das Wabre und das Scheinbare an jener »Inbaltlichkeit« der Iteration
wird fpiter noch genauer unterfucht werden.
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betrachten: Man kann etwa ein Bild nochmals abbilden und bat dann
ein Bild von einem Bildl. Man kann diefe Komplikation der Inten-
tionalitéit beliebig oft wiederholen und offenbar leicht endliche Stufen-
indices einfiibven. (Bild eines Bildes eines Bildes = Bild 3% Stufe
ufw.) Es fragt fih aber nun weiter, ob auch diefe Art der inten-
tionalen Itevation fich bis zu einer Stufe mit transfinitem Index
etheben kann. Und ferner liegt die weiteve Frage nabhe, ob man
eine folche transfinite Itevation (wenn fie mdglich ift) nicht in dem
Falle des Bildes befonders anichaulich vor Augen fiihven kann, viels
leicht fogar durch geeignete Figuven.

In der Tat find beide Fragen zu bejaben, wie im folgenden
gezeigt wird.

Man nebme ein konkrvetes Beifpiel:

a) Auf dem Deckel eines Bilderbuches fiir Kinder fei ein Kind
abgebildet, das ein Exemplar eben des Bilderbuches, worauf die
Abbildung fich befindet, in der Hand bhilt, in der Weife, da} das
Deckelbild fichtbar ift. Dann wird offenbar auf diefem abgebildeten
Dedkelbild wiederum ein gleiches Kind mit Budh zu feben fein, auf
deffen Umichlag wiederum ein gleiches Kind mit dem gleichen Buch
(in kleinerem Mafiftab natiiclich) erfcheint; ufw. ufw. in indefinitum.

b) Oder: man denke an das alte Deutiche Reichswappen (1871 bis
1918), wie es auf Miinzen ufw. abgebildet war. Das Wappen zeigte
einen Hdler mit Bruftichild, das feinerfeits einen (febr zbnlichen)
Hdler entbielt, der dann allerdings in feinem Bruftichild eine fchadh-
brettartige Figur trug. Man kann fich diefe Darftellung leicht fo
abgedndert denken, dafl 1. die Adler eine genaue Verkleinerung
von einander find und 2. jeder Hdler im Schild wieder einen
Adler tragt.

¢) Oder: man denke an einfache geometrifche Figuven; etwa
die folgenden? (Fig. 2 —4):

1) Vgl. Hufferl, Ideen zu einer reinen Phanomenologie, z. B. § 100,
S.211. — Hufferl betont bereits »die ideale Mdglichkeit beliebiger Forts
fiilbrung der Ineinanderfchachtelungens.

2) Andeve Beifpiele finden fich fiir mengentbeoretifchen Zwecke z. B.
bei W.H. und G.C. Young, The theorty of sets of points (Cambridge 1906),
p. 169, 230, 243 ff. ufw. und (wo die Abbildung allerdings nicht geometrifch
dbnlich ift) bei F. Klein, (Autograpbierte) Vorlefungen iiber die Anwen-
dung der Differential: und Integralvechnung auf Geometrie (Leipzig, 2. Ab-
drudk, 1907) Seite 218, 225, 242 — 43, 281 —307.

Diefe Vorlefungen evichienen jet auch im Druck in der Courants
fchen Sammlung (Springer-Verlag, Berlin).
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Fig. 2. Fig. 3.

Fig. 4.

Alle diefe Beifpiele zeigen gewiffe Geftalten (Konfigurationen),
die fich unendlich oft in der Figur wiederholen. Man kann (wie
im erften Beifpiel (a) evident ift) diefe ineinandergefchachtelten Kon-
figurationen als Bilder von einander auffaffen und kommt dabei
auf Stufenchavakteriftiken von beliebiger endlicher Héobe.

Bisher ift eine transfinite Stufung noch nicht erreicht. Hber,
wenn man fich ein Bild der Typen (a), (b), (c) nochmals abgebildet
denkt und diefe Hbbildung nochmals ufw., fo erbidlt man Bilder
0, (0+1)*, ufw. Stufe!. Damit bat man alfo witrklich, wenig-
ftens fiir die erften Transfiniten w, w+1, w-+2 . .. eine anfchau-

1) Um ein Kkonkvetes Beifpiel zu baben, nebme man das Bild («) und
denke es fich photograpbiert und dann diefe Pbotographie etwa im Druck
reproduziert. Man konnte dies duvch eins oder mebrmalige Umridnderung
des Bildes andeuten. Dabei ift allerdings etwas ftdrend, dafl der Fortfchritt
der intentionalen Stufung beim inneven Bild nach innen zu gebt, widbrend
et bei den Randerungen nach aufl en zu ftattfindet. Diefer Richtungswechfel
findet aber nuv in der, natiitlich fymbolifchen, Figur ftatt, die Bild-
Intentionen bauen fich ftindig in ein und derfelben Richtung aufeinander.
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lihe, in gewiffem Sinne fogar durdh eine Zeichnung wiederzugebende
Datftellung erveicht.

Noch eine Bemerkung fei binzugefiigt: Es ift klar, dafl in einev
witklichen Zeichnung nur eine endliche (und zwar tvecht kleine)
Anzabl Bilder ineinander gefchachtelt werden kann. Huch wenn
man fich ideale Zeichnungen denkt, die bei immer ftirkerer Vet
grdfierung immer feineve Einzelheiten zeigen wiirden!, kénnte man
doch diefen VergrdflerungsprozeB de facto nicht unbegrenzte Zeit
bindurdh fortfejen. Es ift aber doch fo, dafl die erften Einfchachte-
lungen den unendlichen Fortgang der veinen idealen Mdglichkeit nach
einfichtig wevden laffen. Diefe »idealiter « unendliche Verwicklung
der Einfchachtelung der Bilder bildet man fymboliich in einer
der beichriebenen Figuren ab. Und auf diefe, in gewiffem Sinn
fymbolifd e Abbildung wird dann das weitere (0, [w + 1]* ufw.)
Abbildungsverfabren angewandt. Diefe »Symbolik« ift aber keines-
wegs abftrakt-gedanklich, fondern anfchaulich; — vergleichbar etwa
der malerifchen Datftellung der »unendlichen« Raumtiefe in ge-
wiffen Bildern Claude Lotrrvains oder der klaffifichen bhollandi-
fchen Landidchaftsmalecei.

In andever Hinficht mufl aber zugeftanden werden, dafl nur
eine endlide Komplikation im wortlichen, unfymbolifcden
Sinn im Bilde »vorbanden« ift, — wibhrend die Verwidklung det
Intentionalitit transfinit ift. Wir wevrden diefer eigentiimlichen Ev-
fcheinung wieder begegnen (f. u. S.106fF.) und fie dann in ibvet
Bedeutung wiirdigen 2

C. Die Stufen der Reflexion auf fich felbit.

Der Gedanke der Iteration der Reflexion fpielt wie der det
Itevation iiberbaupt in Hufferls »Ideen zu einer reinen Phino-
menologie« eine nicht unwichtige Rolle®. Es findet fich auch dort fchon
der Begriff dev » Stufenchavakteviftik «, einer Art »Index, mit
dem jedes Chavakterifiecte fich als zu feiner Stufe gehdrig bekundet«.

1) Wit baben folche Gebilde bei der Betrachtung der verichiedenen Hrten
von rdumlichen Limiten (»Bebarrungs«», sEntfaltungs«-Limiten ufw.)
in unferer Arbeit im 6. Bd. diefes Jabrbuches (§ 9, B u. C, § 10) befchrieben.

2) Im Math. Anb., Erg. zu § 5, Nr. V iit ein geometrifches Beifpiel genauer
durchgefiibrt.

3) Vgl. l.c. §38 (5.67); § 77 (S5.146 unten); §78 (S. 148) iiber Itera-
tion der Reflexion; § 107 (S.119 ff.) iiber iterierte Modifikationen tiberbaupt;
§ 112 (S.226fF.) Iterierbarkeit der Phantafiemodifikation; §100 (S.210f.) Stufen-
bildungen der Vorftellungen in Noefis und Noema; § 101 (S. 211 ff.) Stufen-
charakteriftiken.
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(S. 212)'. Ganz #hnlich wurde oben die Stufe mit dem Index an
das p oder A bezeichnet.

Wenn von Hufferl auch bereits aile abftrakten Mdglichkeiten
durchdacbt und audh fiiv beliebig hohe endliche Iterationen
anidhauliche Beifpiele gegeben find (. bef. S. 211), fo wird doch iiber
die offen endlofe Iteration niemals hinausgegangen und es ift aud
fiilv diefen Fortichritt ins Transfinite bei feiner Betrachtungsweife
kein konkretes Motiv aufzuweifen.

Dagegen kann man einen devartigen transfiniten Progreffus aus
einem witrklich lebendigen Motiv herleiten, wenn man auf eine be-~
fondere Hrt der Iteration der Reflexion aufmerkfam wird, die
Katl LSwith in feiner Differtation iiber Nietzfche? betrachtet
und als »Paventhefen~Reflexion« bezeichnet bhat. Im Anidluffe an
Doftojewskijs Erzdhlung »Die Stimme aus dem Untergrund«® wird
dort die Mdglichkeit entwickelt, iiber das eigene Tun und lestlich
die eigene Weife da zu fein in iterierender Weife zu veflektieren.

In diefer Erzdblung wird eine Hrt Selbftgefprdch eines mit fich
zerfallenen Menfchen gegeben, der iiber fich felbft nachdenkt und
alle feine faktifchen Lebensidufierungen. Hudb dies, dafl er in diefer
unfruchtbaren Weife iiber fich nadhdenkt, ift ein Gegenftand feines
Nachdenkens. Ferner, dal ev iiber diefe feine Reflexion auch noch
nachdenkt und nachdenken kann, wird zum Thema weiterer Reflexion.
Aber auch die Iterationsmdglichkeit felbft wird nach einigen dev-

1) Die widchtige Stelle lautet in extenso: »In allen dervartigen Stufens
gebilden, die in ihren Gliederungen iterierte Vergegenwiartigungsmodifikas
tionen entbalten, konftituieren fich offenbar Noemen entfprechender
Stufenbildung. Im Abbildungsbewuftiein zweiter Stufe ift ein »Bild«
an fich felbft als Bild zweiter Stufe, als Bild eines Bildes charakterifiert. .. ..
Jeder noematifchen Stufe gehSrt eine Stufencavakteriftik zu, als eine
Art Index, mit dem jedes Charakterifierte fich als zu feiner Stufe gehdrig bes
kundet. .. .. Denn zu jeder Stufe gebdren ja mdgliche Res
flexionen in ibrv, fo z. B. bhinfichtlich dev in der zweiten Erinnerungss
ftufe erinnerten Dinge Reflexionen auf die derfelben Stufe angehd&rigen (alfo
in 2. Stufe vergegenwirtigten) Wabrnebhmungen von eben jenen Dingene.

2) »Auslegung von Nietyfches Selbftinterpretationen und von Nietfches
Interpretationen« Miinch ener Philof. Differt. 1923 (Mafchinen-Schrift-Exems
plar in der M iin ch e n et Univerfitdts=Bibliothek).

3) »Die Stimme aus dem Untergrund. Aus den Papieren des Untet~
grundmenfchen.« Neu {iberfe§t von Konrad Praxmavrer (Berlin, der
weifle RittersVerlag 1923). — Dies ift die getreueite Uiberfeyung. In der Pipe -
fchen Gefamtausgabe Doftojewskijs beifit die Erzdblung » Aus dem Dunkel der
Grofiftadte.
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artigen Anfangsgliedern der wiedetrholten Reflexion erkannt und
witrd felbft zum Gegenftand der Reflexion’.

Das Widtige ift nun, dafl diefe wiederholte (iterierte) Reflexion
bier nicht nur ad boc angeftellt, zum Zwedke der Demonftration
gewiffer komplizierter Strukturmdglichkeiten des BewufBitieins e~
funden ift, fondern dem lebendigen Motiv entftammt, der Boden-
lofigkeit und Leere des eigenen Dafeins zu entfliehen, einen inneven
Halt durdh aufrichtige, fchonungslofe Selbftbefinnung zu finden. Frei~
lich fchldgt gerade bei diefer itevierten Pavrentbefen-Reflexion die
Abficbt fehl und fiibrt im Gegenteil nur zu dem immer troftloferen
Bewufitfein der vdlligen Haltlofigkeit 2,

Dadurdh untevicheidet fich das biev vorliegende konkrete Phédno-
men von den von Huffetl befhriebenen, die ihre Komplikation
nur einer Art kombinatovifcher Phantafie verdanken. Man kann
wobl in der Art, wie es Hufferl beichreibt, derartige Stufenbil.
dungen gelegentlich ein Stiick weit beobachten und dann, daviiber
theotetifierend, ibvr Bildungsgefet; erfaffen. Hber es befteht kein
konkvetes, nicht rvein erkenntnismifliges Motiv, die Iteration ins
Endlofe oder gar ins Transfinite weiter zu verfolgen. Dagegen ift
es im Falle der »Parenthefen-Reflexion« die gewaltige Madht des
Fluchtimpulfes vor dem eigenen eigentlichen Dafein, vor der Not~
wendigkeit, fich felbft ins Angeficht fehen zu miiffen, die die Fort-
feung der Reflexion auf jeder berveits erreichten Stufe erzwingt®.

1) Es beifit beifpielsweife 1. c. (Praxmarer) S. 67; [am Ende einer Wieder»
gabe eines Tagestraumes.]: ». . . Aber wenigftens ift doch alles am Comers
fee gewefen. Ubrigens, jedoch Sie baben ganz rvecht; es ift wirklich abs«
gefchmackt und auch gemein. Das Gemeinfte ift aber, daBl ich nun vor Ibnen
angefangen babe, mich zu vechtfertigen. Und noch gemeiner ift, dafl ich jett
diefe Bemerkung mache. Und genug iibrigens jet, denn fonft hdvre ich
iiberbaupt nimmer auf: es wirdimmernod eins gemeiner
als das anderve fein« — [von mir gefperrt]. Hier bat man allo witk»
lich eine Reflexion auf einen unendlichen Prozef}, alfo eine Reflexion w ter
Stufe. Die (w-1)te Reflexion findet fich allerdings nicht bei Doftojewskij. —

2) KKLowith ftellt a.a. 0. diefe unfruchtbare »Parenthefen~Reflexion«
(fo von ibm genannt nach den im Text von Doftojew skij in febr chavaks-
teviftifcher Weife auftretenden Paventbefen, in denen die Reflexionen bdberer
Stufen jeweils ibren Plaf finden) der echten »exiftentiellen« Reflexion gegen-
iiber, bei der {chon die erfte Stufe ernftgenommen wird, und nicht die Intention
der Selbftbefinnung fich in der Betvachtung der pfychologifchen Verwidklungs.
mdglichkeiten verliert und damit fich auf der Flucht vor ibrem urfpriinglichen
Ziele befindet. Man vergleiche die fpiter im Text im Anfchlufl an Lask ge-
machte Bemerkung. (S. 105f.)

3) Diefer Gegenfaty des faktifchen Lebens in der Alltdglichkeit der »Welt«
und des eigentlichen Dafeins ift von Heid egger einer eingebenden phéno-
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Zugleich — und das ift ebenfalls wichtig — beftebt eine vollendete
Kontinuitit zwifchen dem Schritt von 2 auf »-+1 und dem von
irgend einem endlichen s zu @, von da zu w-+1 ufw. Es ift jedes
Mal genau decvfelbe Schritt — phianomenologifch gefeben —, der
ausgefiibvt wicd.

Man kann dies ganz klar einfehen, wenn man eine Uberlegung
beranziebt, die E. Lask in feinet »Logik der Philofophie« (Tii-
bingen 1911, S. 112) angeftellt bat. Lask macht bekanntlich den
Untevichied zwifchen einem beftimmten, gewiffermafien als Thema
dienenden »Inbalt« und einer ibn »umgreifenden« kategorialen Form.
»Alle unfinnliche Form ift Geltungsgebhalt, d. b. geltendes, von der
Kategovie »Gelten« umkleidbares Matevial.« Diefes Umkleiden des
Materials mit Form ift offenbar etwas Hbnliches, wie die Reflexion
auf ein beftimmtes Erlebnissmatevial«. Diefes Umkleiden kann
nun ebenfo wie die Reflexion iteriert werden. Wie alles Unfinn-
liche, fo ift auch jede logifche Form Geltungsgebalt, in der Kategorie
» Gelten« ftebendes Unfinnliche. Und wie jede logifche Form, fo
{tebt auch die logifche Form »Gelten« felbft in der Kategorie »Gelten«.
Es liegt alfo hicr eine Riickbeziiglichkeit (szsotrgorry)) vor. Hber
Lask fabrt fort: »Das ift in keiner Hinficht paradox. Im oberen
Stockwerk find Form wie Matevrial beide unfinnlich, und es kann
deshalb dieForm dieferunfinnlicdhenFormderForm
nicht anders lauten als dieForm devuntecften Form.
Es ift in keiner Weife zirkelbaft, wenn die Kategorie des Geltens
auf die Kategorie des Geltens wiederum angewandt und vom Gelten
felbft bebauptet wird, es fei ein kategorialer Geltungsgebalt, ein
logifch Geltendes. Man ift hierbei lediglich gleichfam ein Stockwerk
des theovetifchen Sinnes hoher geftiegen! und bemerkt dabei, daf
es in diefem drvitten Stockwerk keine neue Kate-
govie mehr gibt. Die Form der Form der Form kann ebenfo
wie die Form der Form nur »Gelten« bheilen. Damit wird allev-
dings der rvegreffus in infinitum zugeftanden. Hber er befagt nichts
andetes, als daB die Kategorie ins Unendliche Material der Kategorie
zu wevrden vermag. . . ... Und es ift auch ganz in der Ordnung,
dafl die Kategovie des Geltens ins Unendliche in der Kategorie
des Geltens fteht, da ja die Form der Form ins Unendliche unfinn-
lih ift. Vom zweiten Stockwerk an gibt es eben in diefer Hinficht

menologifchen HAnalyfe unterzogen worden (teilweife in Freiburger Vor-
lefungen mitgeteilt, vergl. jetit die Abbandlung »Sein und Zeits).

1) Was bpier Lask »Stockwerke nennt, entfpricht genau dem von uns
friiber mit »Stufe« Bezeichneten.
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nichts Neues mebr. Die Kluft zwifchen Sinnlich und Unfinnlich liegt
im unterften Stockwerk, zwifchen Urmaterial und unterfter Form.
Das unterfte und das obere Stocdkwerk zeigen uns die legten Gegen~
faglichkeiten in der Rolle des Kategorienmaterials. Mit dem Mate-
vial des zweiten Stockwerks ift die Kluft berveits iiberichritten. Die
iibrigen Stockwerke diitfen deshalb von der Kate-
govienlebre vernadhliffigt werden. Ins Unendlidche
eineLogik devrLogikzu fordern, ift allerdingsiiber-
flaffig. . . . .«

Bus diefen Laskicen Datlegungen geht hervor, daf im Falle
von Form-Inbalt die Iteration zwar moglich, aber belanglos ift, fchon
die 4. Stufe »Form der Form der Form« bringt nichts Neues gegen=
iiber der 3. Stufe »Form der Forme«,

Wie verbilt es fich damit bei der Reflexion? Hnalog wie bei
Lask zwifchen »Urmateriale und »untetfter Forme« befteht ein
grundlegender Unterichied (»eine Kluft«) zwifchen dem naiven, un.
veficktierten, geraden Ertleben und dem vefiektierten. Geht man
dann weiter, fo ift das Reflektieren auf die Reflexion (1. Stufe)
ebenfalls vom Typus des veflektietten Etlebens iibethaupt. D. bh.
die Reflexionserlebniffe alle v Stufen ftehen gemeinfam in einem
beftimmten Gegenfag zum uripriinglichen, naiven Ervleben!. Nach
der Etkenntnis diefer Sachlage gibt es zwei Mdglichkeiten, fiir die
das Leben fich entfcheiden kann. Entwedetr: Die Eitelkeit
der itevierten Reflexion iiberbaupt wird erkannt: man bleibt bei der
Reflexion erfter Stufe ftehen und fucdht diefe wicklich mit vollem
Ecnft zu vollziehen, dem Hnblick des eigenen Selbft nicht auszu-
weichen. Man ftellt fich gewiffermafien der Selbftpriifung. Oder:
man fcheut den Ernft des ecbten Vollzugs der Reflexion und fliichtet
fich, diefem Vollzug immerfort ausweichend, in immer neue Itera-
tionen. — Im erften Fall kommt es offenbar iiberbaupt zu keiner
boheven Stufenbildung. Im zweiten aber tritt nun folgende eigen-
tiimliche Wendung ein: Bei wiederholter Iteration wird die Ein-
fdevmigkeit der konkreten, aufeinanderfolgenden Iterationsftufen
erkannt. Diefe fiihrt zu dem Gedanken, die unbegrenzte Ite-
rationsmdglichkeit ins Auge zu faffen, Zabhlbegriffe einzufiibren,

1) Das ift es ja auch, was die Umwendung von der unechten und un-
fruchtbaren »Parenthefen-Reflexion« zur eigentlichen und echten »exiftentiellen«
Reflexion exmdglicht. In diefer Wefensgleichbeit der Reflexionen aller Stufen
zeigt fich eben die Leere der Iteration der Reflexion. Die Hufmerkfamkeit,
beffer die Sorge oder die Bekiimmerung mufl fich der urfpriinglichen »Klufte«
zwilchen geradem und veflektiertem Erleben zuwenden.

Hufferl, Jahrbuch f. Philofopbie, VIIIL 35
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von der Itevation 7' Stufe zu reden ufw. Indem man aber
dies tut, wird die Gefahr drohend, dafl man »ftecken bleibt«, zu
einem feften Standort gelangt, daB die »Flucht vor der Faktizitite«
ein Ende bat. Der Fluchtimpuls treibt alfo weiter — »iiber das
Unendliche hinaus«! Denn: Die Stufe der Reflexion auf die
Maglichkeit der unbegrenzten Iteration der Reflexion ift die w',
die von dem Fludchtimpuls vor der Stillegung auf jener eben ge-~
nannten Stufe weitergetriebene Reflexion die (w4 1)

So kommt man alfo tatfdadhlich in dem Beifpiel
derPavrenthefen~Reflexion aus konkveten, »hiftori~
fdben«<Lebensmotivenzueiner transfiniten Itevation
dev Reflexion.

Man kann gegen die foeben dargelegte ontologifche Interpre-
tation des transfiniten Prozeffes einen Einwand etheben, der auf
den erften Blick viel fiir fich hat!, der aber dodh, wie wir meinen,
widerlegt werden kann, wobei fich ein tieferer Einblick in die
pbhdnomenologifche Struktur des transfiniten Progrefius ergibt.

Betrachten wir den Vorgang der Iteration der Reflexion auf
fich felbft genau, d.h. ganz konkret, fo beobachten wir folgendes:

Ich veflektiere auf meine foeben vollzogene Reflexion, dann
wiederum auf diefe foeben vollzogene Reflexion zweiter Stufe ufw.
ufw. Naddem ich fo eine beftimmte endliche Anzabhl, fagen wic =,
ineinandervgefichachtelter Reflexionen vollzogen habe, erhebe ich mich
— indem ich mit der Weiterverfolgung der fich immer dfter ineins
anderlegenden Reflexionsakte aufhdtre — auf eine Stufe der Be-
trachtung, die iiber allen diefen ins Endlofe fich umichliefenden
HAkten liegt. Buf diefer Stufe, der w'", ift das Objekt (das Thema
oder die Materie) meines aktuellen Reflexionsaktes, in dem ich jetit
lebe, die gefamte endlofe Folge der friiher vollzogenen Reflexi-
onen. — Zihle ich nun die wirklich vollzogenen, foeben einzeln ge-
nannten Reflexionen ab, fo habe ich evftens die n erften nach-
einander vollzogenen und jeweils auf den unmittelbar vorhergeben-
den Bkt bezogenen Akte und dann zweitensals(n -+ 1) Akt die
zulet genannte Reflexion von angeblich w'* Stufe. Ich babe alfo
im ganzen keineswegs w (oder ¥,), fondern nur -1 Reflexionen
witklich vollzogen. Das gebt audh ganz klar aus der Bemerkung
hervor, dal doch jeder Reflexionsakt eine gewiffe Zeit braudht, alfo
in endlicher Zeit auch nur endlich viele Hkte nacheinander aktuell

1) Ich verdanke die Kenntnis diefes Einwandes Hertrn Drv. Frit
Kaufmann,
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vollzogen werden kdnnen. — Daraus kann man f{dliefien, dal dev
legten Reflexion die Stufen-Charvakteriftik w zu Unredht zugeichrie-
ben wurde, es kommt ihr blof der Index » +1 zu. Das beifit:
Die gefamte gefchilderte Lebens-(oder Bewufitfeins~)ftruktur ift
gar nidt transfinit, fondertn nur finit: unfere ontologiiche
Unterbauung des transfiniten Progreffus erweift fich als eine I1lufion.

Man kann diefen febr ernft zu nehmenden Einwand nicht mit
der billigen Bemerkung widerlegen, die Zeit gehbre nicht in die
Phidnomenologie, fondern in die Pfychologie; bier handele es fich
um iiberzeitliche, vein intentionale Struktuvren u.dgl. Derartige Lehren
halten wir fiiv grundfalih. In unferem Falle ift es wefentlid,
daBl die Reflexionen nadcdeinander vollzogen wetden, denn fie
beziehen fich jeweils auf das foeben vom Bewufitfein Geleiftete. Es
ift in der Tat vichtig, daB nur endlich viele Reflexionen nachein-
ander in der endlichen Zeitfpanne, in der unfere Betrachtung voll-
zogen oder verftanden (d. b. mitvollzogen) wird, witrklich »gefchehen«
kdnnen. Und die Zidblung ergibt ja auch einwandfrei, daB es ge-
vade n~+1 find. Blio ift es audh vichtig, dafl die ganze Betrachtung
eine finite Struktur (vom Index 2+ 1) befitst.

Sollte alfo der Einwand Redht bebalten? Wir meinen nidt,
troty allem.

Denn es ift im Vorhergebhenden eine widtige Unterfcheidung
nicht beachtet worden: Man mufl die Struktur der Betvadhtung
iiber die Ineinanderichachtelung der Intentionalititen forgfiltig
untericheiden von der Struktur diefer Ineinanderichadhtelung felber.
Die erfte Struktur ift von finiter, die zweite von transfiniter
Komplikation. Nicht jede einzelne Intentionalitit, die »vorbanden
ifte, d. b, im Sinn des Phanomenzufammenbanges notwendig liegt,
mufl audh einzeln betrachtet werden. Sind unendlid viele Inten-
tionalititen in einem Phidnomenzufammenbang »vorhanden«, — fo
kénnen fie gar nicht einzeln betrachtet werden.

Dies evicheint vielleicht auf den erften Blick erftaunlich, abetr
die gleiche Sachlage liegt bei jedem Hotizontphdnomen vor.
Nadh einer grundlegenden Erkenntnis Hufferls ift es gerade das
Wefen des endlofen »offenen Hovizontes«, des »und fo weiter«, daf§
unendlich viele Glieder svorliegene«, die aber mit einem Blick iiber-
fchaut werden. Die Behertichung des Unendlichen durdh einen
endlichen »Gedanken«, das ift der Sinn jedes »Hovizonts«!,

1) Mathematifch entfpricht diefem Hotizontphdnomen nicht die Wabls
folge, fondern die gefepmifiige Folge.
35*



548 Oskar Becker. [108

In unferem Falle ift nun in dev Folge der zuerft betrachteten
n Reflexionen ein Horvizontphdnomen zugleich mitgegeben. Wir
batten ja fchon vorhin (S. 105) dargelegt, dal gevade das Bewuft-
fein des gleichfdtmigen weiteren Fortgangs das Motiv fiic das
Unterlaffen der Weiterverfolgung diefes Fortgangs ift. Sobald
die Anwendbatkeit der Kategovie »Und fo weiter« gefichert ift, ift
eine Weitevverfolgung in concreto in der Tat iiberfliiifig und lang-
weilig. (Hegels »ichlechtes Unendlich«.) Das beiit: Die in der
»Betrachtung« (n - 1) Reflexion kommt nur zuftande, infofern die
Endlofigkeit der Kette der friiher vollzogenen und dev in Fort-
fepung dev urfpriinglichen Vollzugstendenz weiter
vollziehbaren Reflexionen eingefehen wirtd. Der Uibergang von
dev in der »Betrachtung« 7%" Reflexion zur (n-1)%*" ift ein fei-
nem intentionalem Sinn nadh toto coelo anderer Sdhritt
als der Ubergang von der entfprechenden (1 — 1)*" zur n'" Re-
flexion. Die transfinite Komplikation der intentionalen Strukturen
bleibt durchaus beftehen®.

Aber trodem ift die Exwigung des Einwands nicht ohne Nugen.
Denn fie bat auf die neue, bisher nicht beadhtete, phdnomenologifche
»Schicht« (oder »Dimenfion«) der fogenannten »Betrachtung der Re-
flexion« aufmerkfam gemacht. Diefe neue Schicht bhat die grund-
fagliche Bedeutung, dafl fie den finiten Mechanismus ans Licht
zieht, der die transfiniten Strukturen in ibrer eigentiimlichen Be-
wegtheit gewiffermafien fteuert, der dem endlichen Menichen-
geift ibre Bebervichung ermdglicht?. Das Gefety, das den trans-
finiten Progref vegelt, ift feinem Inbalt nach finit, wie jeder Inbalt
des Bewufitfeins finit ift. Das ift gewiffermafien die Kebhrfeite der
anderen von uns immer wieder bervorgehobenen Tatfache, daf

1) Auf eine ganz #dhnliche Sachlage ftieBen wir bei dem Beifpiel der
ineinandergeichachtelten Bilder, das friiber verwandt wurde (f. oben S. 98ff.).
Wir wiederbolen nochmals den enticheidenden Punkt: Es ift natiirlich un-
mdglich, unendlich viele ineinandergefchachtelten Bilder wirtklich zu zeichnen.
Aber der »Logik der Sache« nach miiffen unendlich viele Bilder vorbanden
fein. Wenn z. B. der kleine Junge auf dem Deckel des Bilderbuches ein
genaues Bild eben diefes Bilderbuchs in der Hand balten foll, fo mu#f} fich
diefe Beziebung ibrem eigenen Sinn nach endlos fortpflanzen. Wit »febens
da deutlich die unendliche Stufung der Bilder ibrer Idee nad, dem
Sinne ibrer Intention entfprechend. Hber ebenfo deutlich feben wir — mit
den Augen —, dafl nur eine ganz kleine Zabl von Stufen, vielleicht 4 oder 5,
witklich kdrperlich vorliegt. Beides widerfpricht fich keineswegs.

2) Man kdnnte diefen »Mechanismus« mit O. Hé1devr (Die mathe=
matiiche Methode, Berlin 1924, §§ 116, 117) als »Uberbauung« bezeichnen.
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pbdanomenal das Unendliche immer ein offener Horizont, ein endlofer
ProzeB ift!. (Vgl. Math. Bnh. zu § 5, IV. [lilber Brouwer.])

Nachdem der Einwand gegen unfetre ontologifche Interpretation
des transfiniten Progreffes nunmebr erledigt ift, wollen wir die
Tragweite und die Frudhtbarkeit diefer Interpretation erSrtern.

Zu diefem Zwecke ftellen wir folgende beiden Fragen:

Fiibrt die gefchilderte Motivation nun wirklichzu allenCantort-
fchen Transfiniten? Und wie verhdlt es fich mit der paradoxen
Otrdnungszahl W?

I. Un die erfte diefer Fragen zu beantworten, liegt es nabe,
auf die beiden »Erzeugungsprinzipien« Cantors
binzuweifen. Diefe find gegeben datin, dafl

1. zu einer vorbandenen f{chon gebildeten Zahl eine Einbeit
binzugefiigt wicd,

2. »wenn irgend ecine beftimmte Sukzeffion definierter ganzer
tealer Zablen vorliegt, von denen keine grdfite exiftiert,
auf Grund diefes zweiten Erzeugungsprinzips eine neue Zahl
gefchaffen wird, welche als Grenze jener Zahlen gedadht,
d. b. als die ibnen allen niddfitgeéfte Zahl definievt wird«2.

Diefe beiden Erzeugungsprinzipien find nach Cantor dervart,
»dal durch ihre vereinigte Wirkung jede Schranke in der Begriffs-
bildung vealer ganzer Zablen durchbrochen werden kann.«?%)

Man fiebt nun leicht, daBl diefen b eid e n Erzeugungsprinzipien
bei dem Vorgang der Reflexion im Grunde derfelbe Schritt der
Zuriickbiegung der Intention auf fich felbft (das ift ja eben ve-flexio!)
entfpricht: einmal, beim Fortichreiten von der " zur (8+ 1)t" Stufe,
durch Reflexion auf das foeben vorhergegangene » geradeaus gerichtete «
Erlebnis, das andere Mal, beim Fortichreiten von einer endlofen
Reibe von ineinander gefchadbtelten Reflexionen zur Grenze diefer

1) Matbematifch driickt fich diefer eigentiimliche Sachverbalt in der
bei der Kritik der Ackermannficen Theorie befprochenen Tatfache
aus, daf die Reibe der transfiniten Ordinalzablen gewiffermafien in der
Richtung nach viickwirts finit ift, d. b. man kann von jeder transfiniten Zabl
viickwirts in endlich vielen Schritten zur Eins zuriickgelangen, weil dabei
eben alle Limesiiberginge gewiffermafien »iiberfprungen« werden, wibrend
fie nach vorwiarts durch den Grenzprozefl »iiberklettert« werden miiffen.
Diefen Umftand will A &k et m ann benugen, um feine eigentlich transfiniten
Betrachtungen als finit auszugeben. Abert finit daran ift nur die »liberbauung-,
nicht die betrachtete Materie felbft. Vgl. Matb. Anb. zu § 3, II.

2) G.Canto v, Math. Ann. XXI,S.577. Weiteres iiber fich bier anfchlieSende
mathematifchen Fragen f. § 5alV und Math. Anb. zu § 5, 11 u. VI.

3) L.c. S. 547.



550 Oskar Bedker. [110

Reibe, durch Reflexion auf den Vollzug der Erfaffung der Gefetlichkeit
diefes endlofen Prozeffes. Man kann alfo mit Recht fagen, dafl das
gefchilderte konkrete und konkret motivievte Phdnomen der
»Reflexion« als phidnomenologifcher Unterbau beider Cantoicer
Evrzeugungsprinzipien dienen kann. (Vgl. Math. Anb. zu § 5, I).

Es ift vielleicht noch ein weiterer Schritt moglich: Verfucht man
fich in dieCant ot fchen Gedankenginge felbit (wie fie in der »Mannig-
faltigkeitslebre« im XXI. Band der »Mathemat. Annalen« niedergelegt
find) bhineinzudenken, fo erkennt man, daf das, was man eigentlich
vollzieht, eine Hrt »Reflexion auf das foeben Getane« ift — foweit
wenigftens das zweite Evzeugungsprinzip in Frage kommt. Denn
um zur »Grenze« iiberzugeben, mufl man fich die GefemiBigkeit
des veibenbildenden Prozeffes, dev die Reibe konftituiert, deren Limes
man fucht, vor Hugen balten. Das ift aber nur mdglich durch Re-
flexion. Ift diefe Huffaffung vichtig, fo ift die phdnomenologiiche
Analyfe der Reflexion nichts andetes als ein analyfierendes Bewufdt-
madchen deffen, was in der mathematifchen Limesbildung eigentlich
fchon latent vorhanden war.

II. Die zweite Frage war nach der Pavradoxie der
Menge W. In der Tat ift diefe Frage fiit die gegenwirtige Be-
trachtung von enticheidender Bedeutung und keineswegs nur die
fpielevifche Befchdftigung mit einem fpifindigen Sopbisma. Denn,
wenn es witklich gelungen ift, der Reibe der Cantorfchen Trans-
finiten ein konkvetes Phidnomen unterzulegen, miiffen Widerfpriiche
innechalb diefer Gegenftindlichkeit unmdglich fein. Ein abftrakt
durch beftimmte Annabmen poftuliertes bzw. konftruiertes Gegen-
ftandsgebiet kann an Widerfpriichen leiden, ibm gegeniiber bhat dahetr
der Nachweis feiner Widerfprudhsfreibeit einen guten Sinn, —
aber eine pbdnomenologifch aufweisbave Entitdt ift eo ipfo wider-
fpruchsfrei. Wenn fich alfo die Antinomie von Burvali-Forti
nicht aufkldren und zum Verfchwinden bringen lieffe duvd ein-
fache konkrete Verfolgung der phdnomenalen Ge-
gebenbheiten, fo wire das ein fehr triftiger Grund, die Richtig-
keit der in Frage ftebenden phanomenologifchen Hnalyfe anzu-
zweifeln.

Die beiden Canto v ichen »sErzeugungsprinzipien« durchbrechen
jede Schranke bei der Erzeugung der transfiniten Zablen. Das
2. Prinzip fcheint zur grdfiten Ordnungszabl W (dem Ordnungstypus
der Menge allevr Ordnungszablen) zwangsliufig zu fiibven. Hat
man aber einmal W eingefiibrt, fo ermdglicht das 1. Erzeugungs-
prinzip den Fortichritt zu W+ 1, womit die angeblich »grdBte« Ord-
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nungszabl W ubecichritten ift. Dies ift, nochmals wiederholt, die
Buvali-Forvtifcdhe Antinomie.

Gebt man nun zuriick auf die konkvreten Phinomene der »Refle~
xion«, die den beiden abftrakt-formalen Erzeugungsprinzipien
Cantorts untergelegt wurden, fo ift offenbar die enticheidende Frage:
Welcdhes konkrete Reflexions-Phanomen entipricht
der Ovrdnungszabl W? Es miifite dies diejenige Reflexion R(W)
fein, die auf alle mdglichen Reflexionsftufen zuriickblickt, fich auf
fie »zuriickbiegt«. — Gibt es eine folche Reflexion d. h.: Ift fie als
ein konkrvetes Phdnomen aufweisbar?

Es mufl daran evinnert wevden, daBl jede Reflexion fich bezog
auf den jeweils vollzogenen geraden Hkt, das jeweils unmittelbar
vothetr vollzogene Erleben. Diefes Erleben konnte von zweierlei
Art fein:

1) Entweder war es ein einfacher gervader Hkt, ein einfaches
fchlicht vollzogenes Evlebnis. (Dem entfpricht formal die Anwendung
des erften Erzeugungsprinzips, der Ubergang von o zu «—+ 1).

2) Oder: es war die Ecfaffung einer beftimmten gefemifigen
Reihe moglicher Einfchachtelungen von Erlebniffen (nicht unmittelbar
einander umicliefender Einfchachtelungen, fondern einander irgend-~
wie, in itgendwelchen » Abftdnden«, durch irgendwelche Vermittlungen
einfchlieBender Einichachtelungen.) Diefe offene, in ibrem mdglichen
»Wetrden« ecrfafite Reibe wurde durch die Reflexion zu einem
Gefamterlebnis zufammengefafit. (Dem entipricht formal die Anwen-
dung des zweiten Erzeugungsprinzips, der Ubergang von detr
Reibe ®g+++ @y -.. @5... zu ibrem Limes.)

Aud im zweiten Fall bezieht fich aber die Reflexion auf ein
ins Huge gefafites beftimmtes Reihengefey,! fiic das keine obeve
Schranke exiftiect: in dem Sinn, dafl keine ins Auge gefafite Reihen-
entwicklung die lete ift, daB die fortgefeite und ftets fortfegbare
Reflexion immer auf neue weiter veichende Reihengefeie fiihrt.
(Dies duflert fich in der Cantorfichen Symbolik in dem Huftreten
immer neuer Verkniipfungsfymbole und der Einfiibrung immer neuer
Buchftaben wie w, ¢, 2.... ufw. ufw.)

Aber niemals kann die Reflexion fich auf alle in diefer Weife
»mdglichen« Reibengefetie iiberhaupt beziehen. Diefe fiigen fich
nicht zu einem »Gefamt-Reibengefef« zufammen. Oder vielmebr:
genauer ausgedriickt vevhilt fich die Sache fo: die nadheinander

1) »Reibengefetye bedeutet bhier und im folgenden nicht obne weiteres
dasfelbe wie »Funktionsgefey«. S. Math. Anb. zu § 5, Il (Bem. zu Hilbert).
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eingefiibrten Reibengefetie verbalten fich wie Hnfangsftiick und
Fortifeung, die friiher eingefiibrten Gefetie find in allen nachfolgen-
den aufgehoben, d.bh. bewahrt (Hegel), fie bilden das Gefety des
Anfangsftiicks der nach dem hdheren Gefet; gebildeten Zabhlenteihe.
So fiigen fich allerdings alle nacheinander zu Tage trvetenden Gefete
zu einem einzigen zufammen, aber diefes ift niemals in feiner Voll-
endung gegeben, fondern immer im Werden begriffen (durduer ov),

Das ift nun freilich audh bei den einzelnen konkveten Gefeien
der Fall, aber es befteht folgender entfcheidende Unterichied:
das jeweils neu eingefiibrte Reibengefety, das durch eine neu ein-
gefiibrte transfinite Zahl bezeichnet wird, ift feinem Charakter
nach eben durch diefe Bezeichnung eindeutig gekennzeichnet (wobei
natiiclich diefe Bezeichnung jeweils die Beziebung zu fchon friiber
eingefiihrten Zablen eindeutig feftlegen muf). Der Fortichritt zu
immer neuen, erweiterten Reibengefeien ift nur moglich durch die
Einfiibrung immer neuer Symbole und immer neuer (rekurrent
definierter) Verkniipfungsprinzipien zwifchen ibnen. Um einen
folchen Fortichritt zu evzielen, ift es alfo notwendig, gewiffermafien
immer neue Mannigfaltigkeitsformen einzufiibren. (Wie das febr deut~
lich aus Veblens und Mabhlos HArbeiten?® iiber die Fortfegung der
Reibe der Transfiniten bervorgeht. Solche Hrbeiten wiren ja gar
nicdht finnvoll, wenn ein medanifch zu ervechnendes Gefety fiir
alle moglichen derartigen Bezeichnungen exiftiecte?) Es gelingt
alfo prinzipiell nicht, ein Univerfal-Gefett aufzufinden, das die
gefamte Reibe der transfiniten Zablen, wie fie durch die beiden
»Evzeugungsprinzipien« zuftande kommt, beberrichte. In der Ter-
minologie der Intuitioniften ausgedriickt: Die Folge derv fuk-
zeffive einzufiibrenden formalen Reibhengefetze ift
eine werdendeFolge, deren »Zukunft« nicht voraus-
febbarv ift.

In Anbetradht diefes Tatbeftandes hat es keinen
Sinn, von der M&glichkeit einer konkreten phdno-
menalen Unterbauung der Zabhl W zu reden.

Diefer Zabl W entipricht nur detr gdnzlich unbe-
ftimmte »freie« Hovizont des von den beiden Er-

1) Trans. Am. Matbh. Soc. 9; Lpz. Ber. (math. Kl.) 63, 64, 65. (Zu Veblen
vgl. Math. Anbang zu § 5, VI B.)

2) Es liegt alfo auch bier wieder der fchon friiber (in § 4 a) befprochene
Fall vor, dal die Mathematik die Kunft ift, frei werdende Folgen gefetlich
zu beberrichen oder das Unendliche mit endlichen Mitteln auszudenken.
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zeugungsprinzipien ins Endlofe weitergetriebe-
nen transfiniten Prozeffes.

Man evvdt, daB die pbhilofopbifch (d. h. ontologifch) lete Be-
deutung diefes fo zur Gegebenbeit gebrachten transfiniten Prozeffes
darin befteben wird, daf in ibm das Phdnomen des Endlofen,
des Vorftofies in die unbekannte Zukunft zu feiner zugefpititeften
begrifflichen Geftalt kommt, — dafl in ihm das formal-anzeigende
Schema des wabthaft Unendlichen in Exicheinung tritt, das niemals
— wie Hegel fo oft eindringlich auseinandevgefeyt hat — mit der
durch die gewdhnliche Zabhlenveibe fchematifierten »fchlechten Un-
endlichkeit« verwedhfelt werden darf. (Dies wird erft fpidter ndber
unterfucht werden.)

Es ift offenbar widerfinnig, diefen fo verftandenen »freien«
transfiniten Prozefl »fortfeen« zu wollen. Die Stufe der Reflexion
iiber diefen Prozefl, die man mit dem Index W zu bezeich-
nen verfucht ift, ftebt nicht auf der gleichen Linie mit irgend einer
andeven Reflexionsftufe. Der W.Proze kann nidht vollzogen
wetden, wie fonft ein a-Prozefl oder ﬂ-Prozefs.

Es ift daber febhlerhaft, diefe Stufe durch einen Index W
in Analogie mit dem Index o oder f zu bezeichnen. Wenn man
dies doch tun wollte, fo widre es unvermeidlich, aud iiber diefe
Reflexion, iiber ibre Mdglichkeit ufw. zu reflektieren und man kdme
unweigerlich zu einer »fupra-transfiniten« (ultrafiniten) Reflexions-
ftufe mit dem Index W -+ 1. Hber damit bdtte man eben den W,
Prozefl zu einem endlich darakterifierten «- oder fS-Prozefl um-
gebogen, feinen »freien« Grundchavakter zu einem gefegmifiigen
denaturviert — d. h. den Grundfinn des durch W fymbolifierten
Phinomens mifliverftanden.

Bezieht man diefe Betrachtung auf die konkrete Lebens-Be-
deutiamkeit der »Paventbefen~Reflexion« zuviick, fo erfcheint das
W als Symbol der vollendeten, radikalen »Bodenlofigkeit«!
des fo in »Paventbefen« teflektierenden Lebens. Das eigentiim-
liche Gefiibl des Schwindels, das den einfichtigen Betrachter hiet
ergreift, deffen Husdruck in gewiffem Sinne die HAntinomie von
Buvali-Forti ift, ift echt, es beweift die Unmdglichkeit, daB
das Leben wabchaft vor fich felbft entfliehen kann, — dafl es auf
dem Wege der itevierten Reflexion jemals zur Rube kommt.

1) Der Begriff der Bodenlofigkeit ift vom Grafen Paul Yorvdt in
die Philofopbie eingefiibrt worden; vgl. den Briefwedhfel Diltbey-Yor
(Halle, Niemeyer, 1923) und die demnéchft in diefem Jahrbuch ericheinende
Arbeit von F. Kaufmann: »Die Philofopbie des Grafen Yordke.
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Anmerkung.

Es ift von biftorifchem Inteveffe, auf zwei HAufBerungen
Sdhellings aus feiner ecrften Periode aufmerkfam zu machen, die
mit bewunderungswiirdigem Scharffinn den Grundgedanken der
transfiniten Itevation der Reflexion auf fich felbft und zugleich da~
mit die wefenbaft bhier auftretende HAntinomie, die wir beute mit
dem Namen Buvali-Forvtis bezeichnen, vorausabnen.

1. Ideen zu einer Philofophie der Natur, Ein-
leitung zur 1. Auflage (1797) [Gef. Werke, HAbt.1, Bd.Il, S. 16]:
»Indem ich frage: wie kommt es, daB ich vorftelle, erhebe ich
mich felbft iiber die Vorftellung; ich werde durch diefe Frage
felbft zu einem Wefen, das in Anfebung alles Vorftellens fich ur-
fpriinglich frei fiiblt, das die Vorftellung felbft und
den ganzen Zufammenbang feiner Vorftellungen
unter fich erblickt. Durch diefe ganze Frage felbft werde ich
ein Wefen, das, unabhidngig von dufleren Dingen, ein Sein in fich
felbft bat.«

2. Briefe tiber Dogmatismus und Kritizismus,
[Werke, Abt. 1, Bd.I, S.320, Anm. 1; S. 60 der Oviginalausgabe]: »Dafl
wir unfers eigenen Ichs nie los werden konnen, davon liegt der
einzige Grund in dev abfoluten Freibeit unfers Wefens, kraft welcher
das Ich in uns kein Ding, keine Sade fein kann, die einer
objektiven Beftimmung fdbig ift. Daber kommt es, dafl unfer
Ich niemals in einer Reibe von Vorftellungen als
Mittelglied begriffen fein kann, fondern jedesmal
vor jede Reibhe (1) wiederum als ecftes Glied tritt,
das die ganze Reibe von Vorftellungen fefthdlt: daf
das bandelnde Ich, obgleich in jedem einzelnen Falle beftimmt,
dodh zugleich nidht beftimmt ift, weil es ndmlich jeder objek-
tiven Beftimmung entfliebt, und nur duvd {ich felb it beftimmt
fein kann, alfo zugleid das beftimmte und das be-
ftimmende ift«. (Die ganze Sdge betreffenden Sperrungen
find von mir, einzelne gefperrte Worter ftehen f{cdhon fo im
Original.)

Diefe Stellen, von denen die zweite, zeitlich friibeve (1795) die
klaveve ift, zeigen, daB Schelling die Idee einer transfiniten
Itevation der veflexiven Intentionalitét beveits lange vor G. Cantot
Klar vor fich fah, natiitlich ohne fie mathematif{c zu ecfaffen.
Denn, wenn das Ich »jedesmal vor jede Reihe wiederum als ecftes
Glied tritt« bedeutet das (in fpiegelbildlicher Verkehrung gewifiev-
maflen, fodaB alfo die Inverfen woblgeordneter Typen *w, 1+*@
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ufw. erzeugt wevden) offenbar nichts andeves, als den Fortichritt
von dem einer Transfiniten vorausliegenden Abfchnitt zu diefer felbft,
ein Fortichrittsprinzip, weldches die beiden Can t o v fichen Erzeugungs-
prinzipien in eins zufammenfaft?.

Befonders inteveffant ift aber der im lesten Saty liegende Hin-
weis auf die Buvali-Fortifche Antinomie: das Ich ift zwar »in
jedem einzelnen Falle beftimmt«, namlich als unmittelbar »vor« det
ganzen jeweiligen Reibe feiner Vorftellungen unfichtbar (nach
Hufferls Ausdruck »anomym«) ftehend. D. h. jede Transfinite
folgt ihrem Hbichnitt oder jedem Hbichnitt folgt unmittelbar eine
eindeutig beftimmte Transfinite. Tvotidem ift es dodh — vom ein-
zelnen Falle abgefehen — nicht ein fiiv alle Mal »objektiv« beftimms=
bar, es entflieht ftindig, d. b. zu jeder Reibe von Ordnungszablen
gibt es eine groBere, die Reibe alletr Ovdnungszablen kann nicht
als Objekt feftgelegt werden. Vielmebr ift das Ich letstlich »zugleich
das beftimmte und beftimmende«, d. h. wollte man dem Ich abfolut
genommen, die maximale Ovdnungszabl TV entfprechen laffen, die
allen iibrigen Ovdnungszablen nacfolgt, es alfo rein »beftimmend«
fein laffen, fo ergdbe fich fofort, da es eben duvch diefe Gedankens-
wendung audh fchon zum Gegenftand der Betrachtung gemadht, alfo
»beftimmt« wire, fodal das »anonyme«, es beftimmende Ich bereits
wieder »vor« es getreten wire — entfprechend dem Fortichritt
von W zu W41,

Die Antinomie von Burali-Forti 16it fich alfo ontologifch
dabhin, daf} ibre latente Vorausfebung, es liefen fich alle Ordnungs-
zablen {iberhaupt zu einem HAbichnitt zufammenfaffen, ivctiimlich
ift; es 4Bt fich nur je d e beliebige Ordnungszabl zufammen mit famt-
lichen ibv votrbhergebenden in einem Hbficnitt zufammennebmen.
Die Transfiniten zdhlen eben nicht Reiben von Dinge n (»Objektens,
»Sacdhen«) ab, fondern Reiben veflektiver Ichakte und es ift ontolo-
logifch durchaus nicht paradox, fondern geradezu evident, daff die
Gefamtheit decartiger Icdhakte nicht einen beftimmten ftarren Um-
fang bat. Denn die HAnnabme einer »umfangsdefiniten Mannig-
faltigkeit« von Ich-Reflexionen wiirde die » Freiheit« des Ih
aufbeben.

Die Betrachtung Schellings gebt natiirlih auf Kan ts Begriff
der transzendentalen Hppervzeption zuriick (»Das »Ich denke« mufl
alle meine Vorftellungen begleiten kdnnen«), aber das eigentiim.

1) Vgl. dazu v. Neumann, auf deffen Hrbeit im Math. Anbang, zu
§ 5, Nv. I ndber bingewiefen ift.
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liche Prinzip der Uberfchreitung jeder (auch unendlichen) Vorftellungs-
reibe findet fich nur bei Schelling.

Das Vorftehende zeigt, daff der Grundgedanke des transfiniten
Prozeffes in den Grundanichauungen des deutichen Idealismus tief
verwurzelt ift. (Es gibt allerdings fchon in der antiken Philofophie
eine Iteration des Seinsbegriffs [am friibeften wobl bei Plato,
Parmenides 142 B — 143 B], die zu einer transfiniten Wiedetrholung
ausgeftaltet werden kénnte.)

1lI. Die mathematifchen Theorieniiber die Menge W,

Nach diefer Abfchweifung ins eigentlich pbhilofophiiche Gebiet
kebrven wir jetit zu den mathematifchen Theotrien zuriick. Es ift
ndmlich offenbar von Wichtigkeit, die foeben gegebene »Ecrklarung«
des Paradoxes der Zahl W mit den in der mathematifchen Wiffen-
fchaft hervorgetretenen » Aufléfungen« diefer Antinomie in Beziehung
zu fefjen.

Da ift nun zunddft eine Buflerung anzufiibren, die fchon vor
den eigentlichen »Léfungs-Theorien« der mengen-theoretifchen Anti-
nomien getan wurde: Heffenberg (Grundbegriffie der Mengen-
lebre § 99) fagt ndmlich: »Das Paradoxon der Menge W evinnert
an diejenigen HAntinomien, die nach Kant entfteben, wenn wir die
Natur als abgefchloffenes Ganze betrachten. Nadh Fries entfpringt
ferner die Unendlichkeit des Raumes, der Zeit und der Zablen aud
davaus, daf} fie als formale Bedingungen der Erfahrung deren un-
vollendeten Chavakter wideripiegeln miiffen ..... Die Menge aller
Dinge ift kein abgeichloffenes Ganze, weil unfere Erkenntnis jedet-
zeit unabgefdloffen ift, und die Menge W ift als formales
»Gervippe« des unvollendbaren Prozeffes det
Bildung wobhlgeordneter Mengen felbft unvollend-
bar«!, Heffenberg hat mit dem fcharfen Blick des an Kant
gefchulten Forfchers des Wefentliche berveits gefeben, wenn er auch
nicht den Mut bhatte, daraus die notwendigen Konfequenzen zu
zieben, vielmebr ausdriicklich ablebnt den eben angefiibrten Gedanken
filr eine »Loéfung« des Patradoxes zu eckliren.

Buch alle fpdteren »Ldfungen« der Antinomie von Buvali-
Forti haben das Gemeinfame, daf fie die vechtmiBige Exiftenz
der Menge W leugnen. Zum Teil wird das erreicht durd eine
axiomatifche Begriindung der Mengenlehre, bei der gleich bei der
impliziten Definition des Mengenbegriffes durdh die Axiome

1) Lc. S. 147/48 (633/34).




117] Mathematifche Exiftenz. 557

dafiiv geforgt witrd, dal W keine zuliffige Menge darftellt (Zervmelo,
Fraenkel, v. Neumann). Zum andern Teil ftiigt man fich
auf eine Theorie detr logifchen Typen (B. Ruffell und in etwas
abweichender Weife auch J. Kdnig). Diefe zweite Hrt der
»Lofung« (denn die erfte ift ja nichts als eine Vermeidung des ge-
fabrlichen Gebiets iibevhaupt) bat viel Hbnlichkeit mit den im
vorigen ausfiibrlich betrachteten Ineinanderichachtelungen von Hus-
fagen, mit den Stufencbavakteriftiken ufw. In der Tat ift der Be-
griff der »Stufe« im wefentlichen derfelbe wie der des »logilchen
Typus« im Sinne Ruffells. (Hufferl bezieht fich nicht auf Ruffell,
da er von ganz anderen, viel allgemeineren Motiven her, namlich
phanomenologifchen, auf die »Stufenchavakteriftik« gefiibrt wurde).

Ruffells und Kénigs (friithere) Theorien untericheiden fich
dadurch, daB der ecrftere nur endliche Ordnungszablen (Indizes)
der Typen zuliflt, der zweite auch transfinite (wie wir oben
audh).

Die Formulierung Ruffells ift fo eigenartig, daf fie angefiibrt
zu werden verdient!. Der Hauptpunkt ift, dal es zwar »diefelbe
Behauptung« in allen Typen (auf allen Stufen) geben kann, aber
daB keine Mdglichkeit befteht, diefe Tatfache in Form einer Be-
bauptung auszudriicken. So werden z. B. die logifchen Grundaxiome(!)
der Reibe nadh, je nach Bedatrf, in immer hdhere »Typen« einge-
fiibrt: » Wit kdnnen von jedem neuen Funktionstypus (= Satftufe)
bandeln, ohne die Tatfache in Riickficht zu ziehen, dafl es fpdteve
(hdhere) Typen gibt. Durch die fymbolifche Hnalogie »feben«
wir, daf der Proze unbegrenzt oft wiederholt werden
kann«. — »Wenn wir in irtgend einem Stadium von einer Klaffe
zu bandeln wiinfchen, die definiert ift durch eine Funktion vom
30000 ften Typus, fo werden wir unfere Schtufweifen und Annahmen
30000 Mal zu wiederholen haben. Hber es befteht immer noch
keine Notwendigkeit, von der Hierarchie (der Typen) als von einem
Ganzen zu fprechen, oder vorauszufeien, dafl Husfagen gemacht
werden kdnnen iiber ‘alle Typen’e.

Befonders merkwiirdig ift die (an verfchiedenen andeven Stellen
fih wiederholende) Husdrucksweife: »wir fehen<, wo doch diefes
»Sehene« nicht legitim ausgedriickt werden kann. Ruffell zeigt zwar,
daB man bei konkreten Beweifen immer fchtittweife vorgehen kann
und alfo die Ausfagen iiber jenen »gefebenen« Sachverhalt nicht

1) B.Ruffell und AAN.Whitebead, Principia Mathematica, Vol. 1,
p. X1, XII, XIII, XV; das Zitat ftebt auf p. XI (von mir iiberfest).
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braudct, — aber wenn auch der mathematifche Logiker auf diefe
Weife die »gefibrliche« Zone vermeiden kann, fo bleibt das in ibv
liegende Problem doch beftehen und ibm kann von dem tiefer Fot-
fchenden nicht ausgewichen wevden.

Die Lé6fung von Burvrali-Fortis Hntinomie wird von
Ruffell folgendermafien ausgedriickt!: »..... eine Reibe ift eine
Relation und eine Ovdinalzabl ift eine Klaffe von Reihen .. .. Dabet
ift eine Reibe von Ordnungszablen eine Relation zwifdhen Klaffen
von Relationen und ift vom hdherem Typus als irgend eine dev
Reiben, welche Glieder der fraglichen Ordnungszabl find (die ja eine
Klaffe ift). B.-F.s »Ovdnungszablen aller Ordnungszablen« mufl
die Ovdnungszabhl aller Ordnungszablen eines beftimmten Typus
fein, und muf daber von hdherem Typus fein, als irgend eine diefer
Orvdnungszablen und es liegt kein Widetfpruch davin, daf fie grdfler
als jede beliebige von ihnen ift.« Obwobl unfere Stufenbildung auf
einem andeven Prinzip als die Ruffells berubt, fo ift doch diefe
Formulierung ganz analog der unfrigen: auch bei uns konnte der
Ovdnungszabl W kein Stufenindex zugeotrdnet wevden. —

In feinem letsten Werk »Neue Grundlagen der Logik, Arithmetik
und Mengenlebre«? (das eigentlich den Titel »Syntbetifche Logike«
tragen follte!) hat J. KSnig eine abweichende Ldfung devfelben
Antinomie gegeben (S. 254 ff.) Befonders wichtig ift Anmerkung 3
zu S. 254, wo es beifit: »Wenn wir »die Menge der Ordnungs-
zablen« 1 genau betrachten, fehen wir, daB die Ervlebniffe, die
dem die Menge W definietenden Denkbereich (W) angehdren,
durchweg Mengen- und Ovdnungsrelationen find .. . .. In
diefen Etlebniffen . . . . findet fich aber keine Spur der Tat-
fache, daBl die Menge alle Ordnungszablen als Elemente
enthdlt. Erft wenn wiv diefen Denkbeveich felbft ob-
jektivieren, als Ding betvradcdhten, deffen Eigen-
fdbaften in einem bdbherenDenkberecichebeldhrieben
werden, kann diefe Tatfache in Evidenz tretend In
diefem Sinne ift die Eigenfchaft der Menge, alle Ordnungszablen zu
enthalten, kein Exlebnis, das dem Denkbeteiche (W) angehdrt, fondern
eine Anfchauung, die an dem »fertigen« Denkbereiche erlangt
wird... Bllerdings kénnen wir diefe Tatfache felbft mit andeven fiiv
jene Hnichauung notwendigen zufammen axiomatifieten, gelangen

1) Principia matbematica, Vol. I, p. 66.
2) Leipzig 1914.
3) Von mir gefperrt!
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aber dadurch zu einem hdheren Denkbeveiche (W)’, der von (W)
wefentlich verichieden ift. ... Die Verwedhfelung der Denkbereiche
(W) und (WY, die offenbar nicht geftattet ift, fitbrt zur fogenann-
ten Antinomie der W-Menge. Es foll fogleich nidber auseinander-
gefetit werden, wie das »Anbidngen eines Elementes« an W als Et-
weiterung des Denkbeteiches (W) ausgefiibrt wird und nachtriglich
diefes »Anbidngen« als Erweiterung des Denkberveichs (W) aufgefafit
witd. In dem einen Falle ift diefe Evweiterung ausfiihtbar, in dem
andern unmdoglich. Die Verwechslung, eine quaternio terminotrum,
ergibt die Antinomie ... .«

Diefe Husfiibrungen ftimmen mit unferen entfprechenden durch~
aus iibevein; die Wendung »Objektivierung des Denkbereichs« ift
genau das, was in unferer Darlegung das konkrete Erfaffen derv
gefegmifligen Reibenbildung ift. — Im Einzelnen find die Stufen-
bildungen bei uns anders (verwickelter, mit transfinitem Index),
aber das Wefentliche ift doch die Ruffaffung, daB der »transfinite
ProzeB im ganzen« gar nicht verglichen werden kann mit feinen
konkreten Teilprozeffen (daB der Denkbereich (W)  von (W) génz-
lich verichieden ift).

Die HAusfiibrungen Ruffells und Kdénigs beftdti-
gen alfo nuv die im vovrigen dargelegte Intetrpreta-
tion des transfiniten Prozeffes.

Im ganzen kann man fagen, dafl die Betrachtung der iterierten
Reflexion imftande ift, fogar die am weiteften vorgetriebene Be-
zeichnung der transfiniten Zablen zu erfaffen, alfo die Theovie detv
transfiniten Zahlen weit iiber das von Ruffell z. B. zugelaffene
Maf} binaus fichert. Diefes Ergebnis ift in Anbetracht des »intuitio~
niftifchen« Ausgangspunktes fehr merkwiirdig und unerwartet. Es
hat feinen Grund darin, dafl der Gedanke neu ift, die Verwirck-
lichung der »grofien« Mengen nicht in irgendweldhen objektiven
»Gegenftinden« von beftimmter Bauart, mit pavataktiich geovdneten
sElementen« zu fuchen, fondern in der Komplikation det Strukture
desBewufitfeins felbft, am konkrveteften in dev Iteration der
Reflexion auf fich felbft. Diefe Gedankenwendung enthilt aber ein
ferneves Problem, zu deffen Bebandlung wit nunmebr iibergeben.

IV. Die transfinite Komplikation des Bewufitieins
und die Mengenlebre.

H. Die transfinite Progreffion und der iibetlieferte Mengenbegriff.

Die ontologifche Unterbauung des transfiniten Progeffus, wie fie
in HAbfichnitt II vermittels der Hnalyfen der fogenannten Bewufit-
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feinsftufen gelungen war, ift in philofopbifcher Hinficht ficherlich von
einer erheblichen Tragweite. Insbefondere war ja die lefte analy-
fiecte Bewuftfeinsftruktur, die iterierte Reflexion auf fich felbft,
nicht nur eine in der velativ abftrakten Weife der ifolierten Defkrip-
tion erfaflbares Pbhidnomen, fondern war einer hermeneu-
tifch en Explikation, einert Huslegung auf den Sinn des konkvet
lebendigen Dafeins, des Lebens (nicht des teinen abftrakten Be-
wufitieins) fibig und zu ihrem tieferen Verftindnis auch bediirftig.
Die transfinite Komplikation der Struktur der Reflexion erwies fich
als ein befonders zugefpiiter Ausdruck der vadikalen Bodenlofigkeit
des umweltlichen alltiglichen Dafeins. Damit ift es gelungen den
Cantor fdhen transfiniten Progrefifus im eigentlichften Sinn onto-
logifd zu interpretieren, ihm eine ganz genau beftimmte Bedeu-
tung fiiv den Sinn der Faktizitdt felbft zu geben.

Es bleibt indeffen bei aller diefer gewonnenen RAufbellung der
Natur des transfiniten Progreffus doch noch die Frage nach feiner
mathematifden Tragweite und Bedeutung ungeldft. Insbefon.
dete evrbhebt fich das Problem: Ift mit der erwidbhnten ontologifchen
Interpretation des transfiniten Progeffus (d. h. des Prozeffes,
der von einer transfiniten Zabhl, ftreng als Ordhungszabl genommen,
namlich als Indexbezeichnung detr Stufenchavakteriftik gewiffer
Bewufitieinskomplikationen, zur andeven fiibrt) fchon die mathema-
tifche Exiftenz derv entfprechenden woblgeordneten transfiniten M e n-
gen bewiefen? Ift alfo d et Teil der Cantor fchen Mengenlehre, der
von den woblgeordneten Mengen bandelt, gefichert und kann man
von diefer Bafis aus vielleicht zu einem intuitiven Begreifen
auch weitevrer Cantorfcher transfiniter Mengen vorzudringen
verfuchen?

Hier muf} nun davor gewarnt werden, in den in HAbidnitt 1I
gegebenen Darlegungen beveits eine intuitive Sichecftellung dec
Exiftenz der wobhlgeordneten Mengen zu fehen.

Denn, von anderen noch zu erwidbhnenden Schwievigkeiten ab-
gefeben, involviert der Begriff der Cantorfchen Mengen eine
Nebenordnung (Parataxe) fimtlicher formal gleichberechtigter Mengen-
elemente. Die Mengenelemente find zuniddft einmal da, dann
ecft werden fie »woblgeordnet«; »diefelben« Elemente kdnnen auch
anders geovdnet werden; umgekehrt kann (vielleicht) eine beliebige
Menge woblgeordnet wevden.

Dagegen ift es offenbar finnlos, die Komplikationsftufen eben
der itevierten Reflexion, deren Stufencharakteriftiken (Indizes)
transfinite Zablen find, anders anovdnen zu wollen, oder fie
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fich erft ungeordnet vorhanden zu denken, um fie dann etft »wobl-
zuordnen«., Sofern alfo das ontologifche Fundament dev trans-
finiten Zahlen (nach der Betrachtung des Hbichnitt II) lediglich davin
liegt, daBl fie als Stufenchavakteriftiken der Reflexionsftufen fun-
gieren konnen, ift eine Freibeit der Anordnung der Elemente derv
»Menge« jener Stufen duvchaus nicht gewibrleiftet. Oder, anders
ausgedriickt: Sofern man in dem Begriff der Menge die Mdglichkeit
der verfchiedenartigen Anordnung der Mengenelemente gleich mit
aufnimmt, bilden die »fdmtlichen« Stufen (bzw. ihre Indizes) gat
keine Menge. Von allen Stufen im Sinne einer Menge zu
veden ift finnlos. Hber nicht nur das: es ift auch fchon unmadglich,
von einer transfiniten Teilmenge von »einigen« Stufen zu veden, fo-
fern man fich  diefe Stufen irgendwie abftrakt und ungeordnet
nebeneinandergelegt denkt, gewiffermafien in einem bomogenen
Medium ausgebreitet.

Dazu kommt noch ein zweites: Audh als von Haufe aus ge-
ordnete Mengen kann man die transfiniten Indizes nicht obne
weiteves faffen. Zwar kann man wobl untericheiden zwifchen konkreten
Fillen transfinitec Komplikation (etwa zwifchen dev itetierten Bild~
intention oder der iterierten Reflexion auf fich felbft) und dem
diefen Fillen gemeinfamen, von ibnen abftrabhierten Ordnungstypus
det Folge der transfiniten Indizes; aber die eben genannten konkreten
Fille ftellen doch keineswegs aktualsunendliche woblgeordnete
Mengen dar, fondern potentiell-unendliche Prozeffe.
Man kommt zwar mit der Annabme aktualer woblgeordneter Mengen
nicht auf einen Widerfprucdh, aber eine pofitiven, kategoriale Hufchau-~
ung ift nicht mebr mdglich. Die ontologifche Fundierung des trans-
finiten Progressus qua pro-greffus (genauer als das (verbale) pro-
gredi, procedere felbft) ift nicht iibertragbar auf die entfprechenden
transfiniten, woblgeordneten Mengen. Der Progreffus »exiftiert« im
ontologifchen Sinn, die woblgeordnete Menge nicht. (Jedenfalls
exiftiert fie nicht auf Grund des Progreffus). Wenn man alfo alle
Sdtte iiber trvansfinite woblgeordnete Mengen als folche iiber
pure transfinite Ordnungszahbhlen (denen gar nichts »Mengen-
baftes« anbaftet und die auch nicht felbft zu »Mengen« zufammens
gefaft wevden konnen) deutet, dann kann man von einer onto-
logifchen Fundierung der Lehte von den transfiniten Zablen veden.
HAber keineswegs ift das berechtigt, wenn man — wie gerade in den
neueren Darftellungen der »Mengenlehre« allgemein iiblich ift —
die Theorie der woblgeordneten Men gen zur Grundlage der Lehre

von den transfiniten Zablen macht.
Hufferl, Jabrbuch f. Philofopbhie. VIIL. 36
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Wir kommen alfo gerade zur alten Cantorfchen Idee der
»Fortfegbarkeit der Zablenveibe iiber das Unendliche binaus« zuriick,
eine ldee, in der der dynamifche Prozefl-Charakter im Vordet-
grund ftebt!. Es ift alfo gerade diejenige (dltere) Betrachtung, der man
beute im allgemeinen nur mehr einen beuriftifchen Wert beimifit,
die fich vom pbhilofopbhifch-ontologifchen Gefichtspunkt aus als die
fundamentale und die Exiftenz begriindende erweift. Dagegen ent-
behren die axiomatifch~formalen Betrachtungsweifen durchaus des
ontologifch fafbaren Hintergrundes. Es ift dies ein Beifpiel von
vielen fiir die (i. a. unbewufite) Abwendung der modernen Mathe-
matik von ibter philofophifch-ontologifchen Bafis. (Vgl. dazu § 6a).

[Es ift wichtig, fich daviiber klar zu werden, ob von diefer Ein-
fchvdankung der Tragweite unferer ontologifchen Begriindung des
Transfiniten die Anwendung der transfiniten Induktion ge-
troffen wird, die der Metamathematik W. Ackermanns zugrunde
liegt. (Vergl. Math. Anh. z. § 3, II.) Man fiebt leidht, daBl das nicht
der Fall ift. Die Anwendung, die Ackermann vom Transfiniten
macht, benutit nur den transfiniten Prozefl als folchen, nicht die
ftatifhe, fimultane Menge der Komplikationsftufen. D. bh.: Es ift
notwendig und hinveichend fiiv die Ak ermannidc e Theorie, die
Reibe der transfiniten Zablen als ein beftimmtes Gefei des Fort-
fchreitens aufzufaffen, durch das die immer komplizierteren trans-~
finiten Formeln eine nach der andeven formal konftruiert werden
kénnen (was aber natiirlich nod nicht befagt, daf auch die in jenen
Formeln gemeinten mathematifchen Gegenftiandlichkeiten oder Pfeudo-
gegenftindlichkeiten konftruiert werden kdnnen?).]

Die fo gewonnene Hufkldrung iiber das Transfinite Cantors
macdht auch verftandlich, dafl die ontologifche Fundierung aller iiber-
baupt irgendwie bezeichenbaren transfiniten Zabhlen gelingt, d. b.

1) Man erinneve fich der Darlegungen in Hbfichnitt I; befonders der
Diskuffion Cantors mit dem Kardinal Franzelin, wobei befonders der
Kardinal das durvduec 8v der ganzen Reibe der Transfiniten mit grofiem Scharfs
finn fchon damals betont bat.

2) Eine weitere merkwiirdige Beftdtigung des Gefagten bildet der lete
Hilbertiche Auffat »lUber das Unendliche« (Math. Ann. 95, S. 161 ff.), dev
mir zur Zeit der Niederfchrift des Textes noch unbekannt war. — In diefem
Huffa wird (zum Zwecke der Lofung des Kontinuumproblems) der transs
finite Prozefl als formales Abbild der mdglichen Komplikationsftufen der
Funktionen einer Zablenvariablen (d. b. der Zablfolgen) aufgefafit. (Ndheves
dariiber in § 5b). Es wird alfo das Transfinite de facto »inbaltlich« und
ganz in unferem Sinne gebraucht: als Index, nicht als Ovdnungstypus
einer aktuell unendlichen Menge.
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foweit die Kraft der Etrzeugungsgefetie veicht; andrerfeits aber die
intuitive Erfaffung fchon viel weniger »veicher« (»grofier« im popu-
ldven Sinn) Mengen miflingt. Die Stufenteibe, die die Mengen
nach ibrer »Grdfle« (alfo etwa ibrer Michtigkeit und der Kompli-
kation ibres Ovdnungstypus) und nach der Mdglichkelt ibres Exiftenz-
beweifes auf Grund beftimmter Exiftenzialaxiome in der traditionellen
Mengenlebre bilden?, ift nicht die mafigebende im Sinne unferer
Ontologie. Die formaliftifche Mathematik ift bier nicht einfach das
weitere »Gebiet B«, das das engeve intuitiv evfaBbare »Gebiet A«
umfchliet. Vielmehr bleibt die Merkwiirdigkeit (die aber nunmebt
wobl nicht mehr paradox erfcheinen diirfte) befteben, daB von der
intuitiven Grundpofition aus ein Vorftol in Gebiete vorgetrieben
werden kann, die von den iiblichen formalen Exiftenzialaxiomen aus
nicht erveicht werden kdénnten. Eine Paradoxie liegt aber deshalb
nidcht vor, weil das durch jenen »intuitioniftifchen« Vorftofl Erveichte
nicht eine Theorie der betreffenden »riefigen« transfiniten Men-
g en ift, fondern nur gewiffer rein ordinalerIndizes, die einer
eigentlich mengentheoretifchen Ruffaffung nicht obne weiteres zu,
gianglich find. Der vorliegende Tatbeftand macht auch andererfeits
den Gang detr gefchichtlichen Entwicklung verftiandlich, im Verlauf
welcher ja die HAuffaffung der transfiniten Zablen als rein ordinaler
Indizes zuerft auftvat, als Erweiterung einer Beobadhtung von nuvr
durch folche Indizes charakterifierbaren Struktuven an abftrakten
Mengen und der Reibe ibrer sHbleitungen«%  Hlle deractigen
»mengentheoretifchen« Beifpiele gaben aber immer nur den etften
Anfang der Reibe der Transfiniten, gingen jedenfalls nie iiber die
»zweite Zablenklaffe« hinaus.

Als nach diefem Vorftadium dann (in der klafiifchen Abbhandlung
Cantovs von 1883 im 21. Band der Math. Ann.) die beiden »Et-
zeugungsprinzipien« detr transfiniten Zablen gefunden wurden, durch
die die Reihe der Transfiniten eine Unendlichkeit im echten Sinne
gewann (nicht nur im Sinne von He gels »{chlechter Unendlichkeit«),
war mit erftaunlichem Scharfblick der ontologifch enticheidende Vor-

1) Fiiv die Mdglichkeit verichiedener zugrunde zu legender Exiftenzial:
axiome vgl. man die Darftellung H. Fraenkels, »Einleitung in die
Mengenlebres, § 13; ferner: v. Neumann, Journ. f. Math. 154, 5. 219 ff.

2) Cantov, zuerft Math. Ann. 17, S, 358 (1880); vgl. dazu Schdn-
flieB»Habn, Entwiklung der Mengenlebre 1 (Leipzig und Berlin 1913),
S. 92, Anm. 1; ferner Schdnflie, Enzyklopadie der math. Wiff,, Bd. 1; 1A 5
(»Mengenlebre») Nt. 1; Young, The theory of sets of points (Cambridge
1906), § 12—14.

36*
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ftof ins Transfinite gemadht und zwar genau in der Weife, wie et
ontologifch bhaltbar ift. Ungliickfeligerweife verlieB Cantor fpiter!
(1897) felbft diefe freifchdpferifche Begriindungsweife und ging zur
Theovie der woblgeordneten Mengen iiber, und dadurch erft wurde
— indem nunmebr die aktual-unendliche Menge fiir alle Teile
der Theovie des Unendlichen grundlegend wurde — die Mdglichkeit
der ontologifichen Begriindung preisgegeben.

Allerdings find doch auch pofitive mathematifche Motive vor-
banden, die zur Theorie der wohlgeordneten Mengen gefiibrt haben,
namlich ecvftens die grofien Schwierigkeiten, die fich einer »kon-
ftruktivene«, nur auf die Canto vichen Erzeugungsgefete geftiigten
Theorie der transfiniten Zablen in mathematifcher Hinficht
entgegenftellen. Darviiber werden wir nod zu rveden haben.
Zweitens aber die nicht gevingeren Schwierigkeiten des Ubet~
gangs von einer vein ordinalen Theovie der transfiniten Zahlen zur
allgemeinen Lebhtre von den unendlichen, auch nicht-woblgeordneten
Mengen. Wir fabhen, dafl eine Menge, auch eine geordnete, onto-
logifch eine ganz andeve Struktur bhat als ein unendlicher Prozef3;
nur durch eine Hrt nivellierender Reduktion gelangt man von dem
»geftuften« Hufbau des Prozeffes zur »Menge«, in der alle Trans-
finiten ftreng parvataktifch auftreten. Will man alfo den Vorftofl auf
ganz fchmaler Front ins Gebiet des Unendlichen, den man auf
Grund der transfiniten Komplikation der Bewufitieinsftrukturen
wagen kann, verbreitern zu einer Okkupation eines ganzen abge-
rundeten Gebiets, fo mufl man vielleicht notgedrungen den onto-
logifchen Unterbau zum mindeften teilweife im Stich laffen und nux
noch mit vrein formalen HAnalogien arbeiten.

Diefes merkwiirdige Verhidngnis ift tief verankert in dem Wefen
des Formalen iiberhaupt. Und von diefer Seite aus gewinnt die
eigentiimliche foeben gefchilderte Sachlage eine philofophiich, genauer
gefagt logifd grundfdgliche Bedeutung. Es bandelt fich ndm-
lich um den Ubergang von der von einem konkrveten Lebensphino-
men (das als folches der hermeneutifchen »Buslegung« zuginglich
ift) in beinabe wdrtlichem Sinne »abgezogenen« Form zu einer
nivellierten, in gewiffem Betracht »allgemeinen«, aber deshalb auch
in ganz beftimmter Hinficht »verblafiten« Formalitdt. Sind bei dem
ecften formalen Charvakter die kategorvialen Eigentiimlichkeiten des
konkreten Phinomens voll echalten, — was man daran erkennen

1) Beitrdge zur Begriindung der transfiniten Mengenlebhre II, S. 208.
(Matbh. Ann. 49.)
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kann, daf} fie riickwirts wieder beinabe unmittelbar durch eine Art
konkreter Deutung (»Entformalifierung«) zum lebendigen Phinomen
zuriicdkfiibren! —, fo ift bei der zweiten HArt des Formalen diefe
kategoviale Struktur »eingeebnet«. Das heifit: der Ubergang von
der erften zuv zweiten Weife des Formalen kann bezeichnet wevden
alsdieNivellietrungdevipezififdh kategorialenDiffe-
vrenzievtheit des uripriinglichen formalen Chavak-
ters des Phdnomens.

Das Mathematifch-Formale der traditionellen Hrt ift durch eben
jene Nivelliertheit der kategorialen Differenzen gekennzeichnet gegen-
iiber dem »Formal-HAnzeigenden«? (Heidegger), das fih wie ein
diilnnes Gewand der plaftifchen Eigentiimlichkeit des Phadnomen-
Koérpers anfchmiegt. Hndrevfeits ift auch diefes Formale der »an-
zeigenden HArt« unter gewiffen Umftinden einer gewiffermafien mathe-
matifchen Bebandlung fibig. Dies ift einigermaflen iiberralchend,
wenn man bedenkt, dal das Formale der anzeigenden Hrt eigent-
lich die methodifche (»begriffliche«) Grundlage dev interpretierenden
Geifteswiffenichaften (Philologie, Gefchichte ufw.) ift. HAllerdings ift
zu betonen, daB diefe Mdoglichkeit der mathematifchen Explika-~
tion formal-anzeigender Charvaktere nich t allgemein beftebt, fondern
ibren Grund im vorliegenden Falle in der iterativen Struktur
des Phidnomens bat. Hier erdffnet fich die Moglichkeit eines tiefen
Einblicks in den Wefenscharakter des Mathematifchen iiberhaupt, bei
dem die Itevation, die »Wiederholung« des in irgend einem

1) Denn, genau befeben, ift das Verftdndnis jenes formalen Charakters
nur mdglich im Vollzug eines Lebensbezugs von der Art des entformalifierten
Bezugsfinns des konkreten Pbinomens. Hm »Beifpiel« der transfiniten
Reflexion auf fich felbft gezeigt: das Verftindnis der Wirkungsweife der
Cantorfchen Erzeugungsprinzipien involviert im Grunde ftets den Voll-
zug von Reflexionen auf das eigene Tun, alfo — in einer beftimmten Zu-
fpipung auf das gerade jeweilig lebendige Tun — eben nichts anderes als
die konkrvete Reflexion auf fich felbft. (Vgl. oben S. 110.)

Daraus ergibt fich allerdings, daB}, genau befeben, das angebliche »Beis
fpiel« von dev iterierten Reflexion auf fich felbft im Grunde gar kein beliebiges
Beifpiel ift — fondern die Sache felbft. Keine andevre transfinite Stufung des
Bewufitfeins ift jener letten Konkretion fabig wie die Reflexion auf fich
felbft. Etwa transfinite Itevationen von Etinnerungen, Pbantafien u. dgl. find
doch immer nur kiinftliche, abftrakte, analogifche Bildungen nach dem
Mufter der iterierten Reflexion und obne deren Hilfe in concreto gar nicht
»auszudenkene, d. b. der pbinomenologifchen »HAnfchauung« nicht zuganglich.

2) So genannt, weil es auf das jeweilig gemeinte konkvete Seiende
gleichfam binzeigt, es anzeigt, aber nicht wie eine leere Form
sumgreift« (L ask).
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Betracht Gleichen (bzw.Identifchen) eine enticheidende Rolle
fpielt. (Vgl. §6 b u.c.)™

B. Phianomenologie und mathematifche Theotrie der Transfiniten.

Nach den vorangehenden ontologifchen Bemerkungen mufi
nun das Verhdltnis zur mathematifchen Theorvie noch genauer
beleuchtet werden. Die phdnomenologifche Unterbauung des trans~
finiten Progreffus mittels der iterierten Reflexion auf fich felbft
und dergleichen beabfichtigt nicht, einen Ercfaty fiit die mathe-
matifche Theorie der transfiniten woblgeordneten Mengen bzw.
Ordinalzablen zu bieten. Sie ift iiberhaupt nicht in dev friiberv iib-
lichen Weife auf die philofophifche Begriindung einet als fakvofankt an-
gefehenen matbematifichen Theorie eingeftellt. (Die Marburger neu-
kantifche Schule bhatte bekanntlich die Philofophie gewiffermafien zur
ancilla scientiatum [praecipue mathematicarum] erniedrigt. Demgegen-
itber ift es die unverkennbare philofophifche Tendenz der Hufferl-
fchen Lebtre von der pbanomenologifchen Reduktion, dafl die phino-
menologifche Philofophie nicht nur von den pofitiven Wiffenichaften
unabhingig fein foll, fondern daB fie auch die Grundlegung, die jene
fich felbft gegeben haben, einer (vor allem ontologifchen) Kritik
zu unterwerfen bhat). Was unfere phanomenologifche Unterbauung
beabfichtigt und auch leiftet, ift dies, daB ein »fachlich exiftierendes«,
d. b. konkret aufweisbares Phdnomengebiet aufgezeigt wird, zu
deffen Hnalyfe wirklich transfinite Prozeffe bendtigt werden.

Man koénnte mit einem gewiffen Recht fagen, die in diefem
Sinne »fadhliche« Mathematik dev transfiniten Ordnungszablen fei
angewandte Mathematik. Die eigentiimliche Struktur des Hn-
wendungsgebiets, die jenes von Haufe aus wefenbaft befite, fei es,
die die Einfiibrung der transfiniten Ovdnungszablen zu feiner Be-
bherrichung erzwungen habe. Zu vergleichen wire etwa die HArt,
wie die Faradayite zunddft ganz unmathematifche Konzeption
des elektrifchen Feldes die Vektoranalyfis (und fpéater die
Tenforanalyfis) bitte entfteben laffen, die ja auch in ibren Anfingen
durch die Phyfiker (Maxwell, Gibbs, Heavifide ufw.) und
nicht durch die Matbematiker gefchaffen worden fei.

1) Hiftorifch ift noch anzumerken, daB die Problematik det kategorialen
Nivellierung zuerft bei Ariftoteles, im 1. Buch dert Pbyfik auftritt, welche
Etkenntnis uns durch die eindringende Intevpretation diefes Textes duvch
M. Heidegger (in feiner Freiburger Vorlefung im Sommer-Semefter 1922)
wiedergegeben wurde.

HAn diefer Stelle kann darauf nicht néber eingegangen werden.
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Bber freilich ift dodh noch ein wefentlicher Unterichied zwifchen
jenen phyfikalifchen »HAnwendungen« einer matbematifchen Theovie
(mdgen fie auch mitunter biftorifch der fyftematifchen Entwicklung
der veinen Theovrien vorangegangen fein) und jener in manchem
Betracht analogen Beziehung der Theorie der transfiniten Ovdinal-
zahlen zu derv Iterationsmdoglichkeit von Intentionalititen im »veinen
Bewufitfein«, Denn wibrend jene »pbhyfikalifchen« Entitdten tran.
fzendente Gegenftandlichkeitenfind, handelt es fich hiecumtvanfizen-
dentale Gegebenbeiten, d. h. um folche Phidnomene, in denen fich
Gegenftinde im eigentlichen Sinne iiberhaupt ecvft konftituievren.
Dies duflert fich in evidenter Weife vor allem darin, daf} jene ite-
vierten Intentionalititen bei der konkreten Konftitution des trein
mathematifchen Begriffs der transfiniten Otrdinalzablen felbft
die {chlechthin enticheidende Rolle fpielen. G. Cantors geniale
Konzeption der beiden Ervrzeugungsprinzipien fiic die trvansfiniten
Zablen ift ja konkret genommen nichts andeves als die transfinite
Iteration einer Intentionalitit.

An diefer Stelle entftebt aber eine enticheidende Schwierigkeit, die
eine weitere Betrachtung unbedingt erfordert. Die Begriindung der
Lehre von den Transfiniten mittels der Erzeugungsprinzipien, wie
fie Cantor in feiner »Mannigfaltigkeitslebre« (Math. Ann. 21) zu-
erft andeutungsweife gab, ift von ihm felbft fpiter (in den » Beitrigen zur
Begriindung der transfiniten Mengenlebtre; Math. Ann. 46 u. 49) als
undurdbfiibrbar angefehen worden. Notgedrungen trat dafiiv die
Begriindung mittels des Begriffs der woblgeordneten Menge ein, die,
wie foeben gezeigt wurde, ontologifch fchweren Bedenken untetliegt.

Die Schwierigkeit liegt darin, daBl der Zweifel beredhtigt evicheint,
da die Cantorfchen Erzeugungsprinzipien, fobald man fie {charf
zu formulieren verfudht, gar nicht zu allen transfiniten Zahlen
fiibren, ja vielleicht nicht einmal zu allen Zablen der II. Zablenklaffe!
Was mit diefer paradoxen Bebauptung gemeint ift, ift folgendes:
Cantor bat fchon felbft die »erften« Transfiniten, von w ab, konkvet

und liickenlos benannt, bis zur etften »Epfilonzabl« &= 0®”

und dariiber ein Stiick hinaus. Man bat es friiber als felbftverftindlich
angefeben, daf} diefe liickenlofe Benennung auf die ganze Il. Zablklaffe
ausgedehnt werden kann. Damit ift gemeint, dafl zwar nicht alle
Transfiniten dev II. Klaffe durch ein beftimmtes finites Bezeichnungs-
fyftem benannt werden kénnen (denn das ift ja nach dem bekannten
»Saty von der endlichen Bezeichnung« fiiv jede nichtabzibhlbare Menge
ausgeichloffen), daff aber nur eine endliche Anzahl neuer Zeichen
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exforderlich ift, um zu jeder beliebigen Zahl der Il. Klaffe zu ge-
langen. »Es ift alfo jede Zahl der II. Klaffe einer endlichen Bezeich-
nung fibig, die ganze Klaffe felbft dagegen nicht« !

Fiit diefe im allgemeinen ftillichweigend ge-
machte Annabme gibt es bis jegt keinen Beweis.
Charakteriftifich ift, dal Brouwet, dem witr die bisher einzige
ftreng durchgefiibrte konftruktive Theovie der Transfiniten vev-
danken?, keineswegs eine Angabe iiber die Grenze oder Unbegrenzt-
heit feiner Konftruktionen macht. Erv gibt eine fyftematifche Theorie
bis zur zweiten Epfilonzabl & — 3 ge € T

y=1

dann nur, daB man aud noch grdéflere Zabhlen bezeichnen kann.
Keineswegs aber zeigt er, dafl die fo oder fonftwie bezeichenbaren
Zablen jede Zabl der Il. Zahlenklaffe iibertreffen kénnen. Es wire
alfo die Mdglichkeit denkbar, daB der transfinite Prozefl fich fchlief3-
lich an einer oberen Grenze feftliuft, was zundacfit verborgen bleibt
und nur dann zu Tage kommt, wenn man ihn exakt zu faffen fucht®.

Aber audh nach der iiblichen Ruffaffung wird die Reibe der
Transfiniten, fobald man tiber die Il. Klaffe hinauskommt, immer unbe-
ftimmter. So ift z. B. keinesfalls die liickenlofe Bezeichnung aller
Transfiniten bis zur Anfangszabl der IIl. Klaffe £2; mdglich, felbft
wenn jede Transfinite unter 22; von einer geeigneten Bezeichnungs-
weife erveicht werden kdnnte. Vollends die Transfiniten, die
Mahlo definiect bat* (die iiber 2, weit hinausgehen) find in ihrer
Exiftenz von gewiffen hypotbetifchen Poftulaten abhingig.

Angefichts diefer unleugbaren Unficherheiten und Sdhwierig-
keiten innerhalb der mathematifchen Theorie der Transfiniten
fragt es fich, ob unferer ontologifch-phinomenologifchen Deutung
wirklich eine veale Bedeutung zukommt. Man koénnte meinen:
Wenn die transfiniten Zablen wirklich formale Strukturen an kon.

1) Heffenberg, Grundbegriffe der Mengenlebre, § 94 (S. 138).

2) Verbandl. d. K. Akademie van Wetenfchappen te Amfterdam, I. Serie;
Deel XII, Nv. 5, S. 22 ff,, vgl. befonders den Schlul S. 41 —43.

3) Auf diefe ganze Schwierigkeit bat mich Herr Profeffor Wey1 briefs
lich bingewiefen. Jede einzelne Definitionsweife, die auf Grund fchon defi-
niecter Transfiniten gréfiere Transfinite beftimmt, verfage fchlieBBlich. (Phédnos
men des »Einbolens« oder dev »kritifchen Zablen« Beifpiel: ¢ wo wé = ¢ ift.)
Es fei mdglich, dafl nicht nur jede einzelne derartige Definitionsweife verfage,
fondern daf es fogar eine Grenze »innerbalb der Il. Zablenklaffe« gdbe, untets
balb welcher bereits alle mdglichen Definitionsweifen verfagt hitten. —
Diefes Problem wird im Matbh. Anb. zu § 5, VI B n#ber erdrtert.

4) Leipziger Berichte, matb.»phyf. Klaffe, Bd. 63, 64, 65.
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Kreten Phdnomenen datftellen, dann miiffen fie aud felbft duvchaus
beftimmt und obne jede Unklarbeit und jeden Wideriprudch fein.
Aber diefe Forderung ift iibertrieben: Gewiff miiffen die Unklac-
beiten der Theotie der Transfiniten befeitigt werden, aber diefes kann
nicht durch einen pbhdnomenologifchen Madtfpruch gefcheben. Wir
fehen ja gevade, dal die phdnomenologiiche Betrachtung nichts tut,
als die (vein ordinale) mathematifche Unterfuchung getreu nachzu-
zeichnen. Sie zeigt, dafl die mathematifche Theorie eine fachlidhe,
ontologifch falbare Bedeutung bat, — auch da, wo fie noch problema-
tifch oder von Hypothefen abhingig ift. Die Probleme der mathe-
matifchen Theorie find fachliche Probleme, ihre Hypothefen folche
iiber ecdhte mogliche » Sachverbhalte«, ibre Fortichritte fach-
lich e Fortichritte! Wir find imftande jedes (auf »intuitioniftifcher«
Grundlage, d. h. ohne f{chrankenlofe Anwendung des Satzes vom
ausgefchloffenen Dritten gewonnene) Ergebnis der mathematifchen
Theorvie fachlich zu deuten, was noch fehr deutlich bei der folgenden
Betrachtung des Kontinuumproblems (§ 5b) fich zeigen wivd. Hber
wit kdnnen natiiclich nicht mathematiiche Schwierigkeiten und Un.
ficherbeiten durch phidnomenologiiche Betrachtungen umgeben oder
wegdeuten.

Der Grundgedanke unfever fachlichen Deutung der Transfiniten
bleibt von jenen Schwierigkeiten unbeviibrt; ganz ficher ift die
Theotrie und fachliche Deutung der serften« Transfiniten, bis in die
erften Epfilonzahlen binein; diefe geniigen auch fiir alle praktifch
vortkommenden Bediicfniffe der Hilbetvt-Hdermanniden Be-
weistheorie, alfo fiir die praktifch notwendigen metamathematifchen
Verwendungen. Im Ubrigen mufl das Ergebnis der im Gange befind-
lichen mathematifchen Unterfuchungen abgewartet werden. Hber,
wie es auch ausfallen mdge, es wird einer véllig beftimmten phano-
menologifch~ontologifchen, d. h. fadlidhen Interpretation fibig
und bediirftig fein.!

b) Unterfudungen zum Kontinuumproblem.
Vorbemerkung.

Im folgenden witrd unter der Bezeichnung » Kontinuumproblem«
lediglidh das mathematifche Problem der Klaffifikation aller
»Zablfolgen« (Irrationalititen) und analog aller bSheren Funktionen

1) Einige weiterfiibrenden Bemerkungen zum jeigen Stand der mathe-
matifchen Theorie der Transfiniten find im »Mathematifhen Anbang« zu
§ 5 vereinigt (fiehe befonders Nr. VI).
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(etwa der unftetigen Funktionen einer Varviablen) verftanden. Es
ift alfo nicht gemeint das Problem der mathematifchen Bemeifterung
des anfauliden Kontinuums, welches vom Verhiltnis der Mor-
phologie rdumlicher Geftalten und der eigentlichen Geometrie abbingt.
Fiir die Behandlung diefes Problems verweifen wir auf den I. Teil
unferer Abbhandlung »Beitridge zur phdnomenologifcen
Begriindung der Geometrie und ibhrer phyfikali-
fchen Anwendungen« (diefes Jahrbuch Bd. VI, S. 398 ff.).

I. Die gefchichtlichen Wurzeln in der Antike.
A. Die antike Definition der matbematifchen Exiftenz durch Konftruktion.

Es ift das bleibende Verdienft von H. G. Zeuthen die Prin-
zipien des Exiftenzbeweifes bei den Hlten aufgeklirt zu baben’.
Nach feinen Forfchungen dient als alleiniges und ftets angewandtes
Mittel fiir den Exiftenzbeweis die Konftruktion. Und zwar, da
die antike Mathematik nur Geometrie ift (auch die Hrithmetik und
Hlgebra ericheint im geometrifchen Gewand), Konftruktion von Fi-
guten. Hls Grundlage dienen dabei zwei Fundamentalkonftruk-
tionen: Die Verbindung zweier gegebener Punkte duvch eine Gerade
und das Schlagen eines Kreifes um einen gegebenen Punkt mit ge-
gebenem Radius. Dafd diefe Konftruktionen m 6 glich find oder, was
dasfelbe bedeutet, dal die durch fie gelieferten Figuren »exiftievenc, ift
det Inbalt zweier Poftulate (aizijuare) des Euklid. Es wird weiter
gefordert die eindeutige Exiftenz der Verlingerung einer begrenzten
Geraden (unter der Form, daB alle vechten Winkel gleich find) und
die Exiftenz des Schnittpunktes zweier nicht-pavallelen Geraden (das
Pavallelenaxiom). Die Schnittpunkte von Kreifen werden nicht in
einem befonderen Poftulate gefordert, ergeben fich aber aus der
Definition des Kreifes als einer gefchloffenen Figur. (Euklid,
Elemente I, 15)2,

1) Vgl. »Die geometrifiche Konftruktion als Exiftenzbeweis in der antiken
Geometrie«, Math. Annalen, Bd. 47, S. 222-28 (1896), und »Geichichte der
Matbematik im Altertum und Mittelaltere, Kopenbagen 1896, [im folgenden
zitiert als »Gefchichte«], bef. S.88—91; 118—126; 148—49; 175—76; 191—99
(bef. S. 192); 212; 217.

2) Vgl. Zeutben, Gefchichte ufw., S.118—126. Nach S. 122 find die
Schnittpoftulate von Kreis und Geraden nicht aufgefiibrt; laffen fich aber aus
den einfachften Sdgen (I, 1, 12, 22) ableiten. S. 123 wird gezeigt, daf die
Definition des Kreifes als gefchbloffene Figur und Abnliches bei andeven ge-
fcbloffenen Figuren das fog. Axiom von Pafc erfet, das nur vom Dreieck
als einfachfter gefchloffener Figur bandelt. Indeffen betrachtet P afc krumme
Linjen iiberbaupt nicht. Fiir den Griechen aber war der Kreis
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Zeuthen duflert fich iiber die Bedeutung diefer Poftulate
folgendermafien®: »In Ubereinftimmung damit, dafl die Probleme
der HAlten im wefentlichen Sige iiber die Exiftenz, und ihre Lfungen
Beweife fiiv die Exiftenz des Bebhandelten oder Gefudhten find, find
die Poftulate Bebauptungen iiber deffen Exiftenz, deren
Anerkennung ohne Beweis oder Nachweis vetlangt witd.« Die bierin
ausgefprochene Parallelifierung von Poftulat («izua) und Problem
(rwedfAyuer) einerfeits und Axiom (xowy evvore bei Euklid, fpiter
a&lwue) und Theorem (Fedoyue) andrevieits ift fchon in der Antike
aufgeftellt worden, wie wir von Proklos wiffen?

Proklos berichtet von einem Streit zwifchen der Hkademie
(vertreten durch Speusippos) und der Schule von Kyzikos (vers
treten durch Menaichmos, den Schiiler des Eudoxos) iiber die
RAuffaffung des eigentlichen Wefens der geometrifchen Konftruktion.
Diefer Streit ift fiir die Kenntnis des ontologifd en Charakters
der mathematifchen Gegenftinde in der Huffaffung der Hntike von
Widtigkeit und wird daber noch fpdter (in § 6b) niber zu er-
drtern fein.

Fiivr die gegenwirtige Problematik geniigen folgende Bemer-
kungen:

Die Notwendigkeit, die mathematifchen Gebilde durdh die HArt
ibrer Konftruktion zu definieren und in ibver Exiftenz zu fichern,
wird zwatr im Hltertum allgemein anerkannt®. Hber beziiglich des
nidberen Charakters diefer Konftruktion geben die Meinungen aus-
einander. Wibvrend die akademifche Partei jedes eigentliche Werden
und Entfteben geometrifcher Gebilde ablebnt, riickt die kyzikenifche
Schule die konkrete Hercftellung in den Mittelpunkt der Be-
trachtung. (Dabei fcheint die Frage des ontologifchen (»metaphyfi
fchen«) Charakters der matbematifchen Gebilde fiir die » pofitiviftifchen «
Eudoxos~Sdhiiler keine entfcheidende Rolle zu fpielen, fondern

eine primitive Figur. — S. 124 iiber das Poftulat der Gleichbeit der
rechten Winkel, wozu der Kommentar des Proklos zur Stelle (in Euclidem
p. 188 Friedlein) zu vergleichen ift. — Die Zeutbeniche Interpretation ift aller-
dings, was diefen Punkt betrifft, nicht aligemein anerkannt. Fiir das Ganze
ift diefe Einzelbeit aber nicht von grofier Bedeutung.

1) Gefcbichte ufw., S. 120.
2) Proclus in Euclidem, p. 178, 12— 179, s (Friedlein).

3) Diefe HAuffaffung bingt auch mit dev allgemeingriechifchen Anfchau-
ung zufammen, die alle Dinge von der Seite ibres Wevdens, fei es ibres Her-
geftelltwerdens (téyvn), fei es ibres Wachfens (¢tocc), anfiebt.
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nur die eigentlich mathematifchen Eigenfichaften werden in Betvacht
gezogenl.)

Der Streit um die Benennung der mathematifchen Sdte, —
ob man fie als Theoreme oder Probleme bezeichnen folle — viibrt
leiten Endes ber von diefer verichiedenen Stellung zur Frage det
Zeitlichkeit, der Genefis der mathematifchen Gebilde. Ob
die Gebilde vom Denken (Geift, didvoie) gefchaffen werden oder
nur gefunden werden, das ift die Streitfrage. Ob fie an fich von
Ewigkeit her »da find« (man denke an Platos dvduvyoig-Lebre
beziiglich des Mathematifchen im »Meno«!), oder von der diavoie
»zuwege gebracht« werden (wopileocar), das ift die Hlternative.

Man fiebht, es ift im Keime fchon die heutige Hlternative, ob die
axiomatifch~defcriptive Haltung gegeniiber dem tranfzendent feien-
den Mathematifchen vecht hat (der Exiftenzbegriff Cantors, Dede-
kinds und Zermelos, in gewiffem modifiziecten Sinne auch
Hilberts), oder ob dert Zugang durch die Konftruktion, nicht
blofl die abftrakt mdgliche, fondern die wirklich ausgefiibrte, das
Enticheidende ift. [Man denke an Brouwetrs Husfprud: die
Mathematik ift vielmebr ein Tun als eine Lehrve — d. h. ein mowely
bzw. rogilewy, nicht eine Jewplall

Freilidh, der Streit um die Benennung der mathematifchen
Site blieb unentichieden, keine der Parteien fiegte: bei Euklid
gibt es eine fyftematifche Trennung beider Bezeichnungen Problem
und Theovem [im wefentlichen allerdings gemif der fchon von

1) In diefem Sinn ift auch die Aftronomie der kyzikenifchen Schule vein
mathematifch, obne fich in Spekulationen iiber die Geftitnfeelen, den unbes
wegten Beweger u. dgl. zu verlieten. Darin ift fie Vorlduferin der fpiteren
»exakten«, ontologifch nicht mebr intereffierten alexandrinifchen Aftronomie
(Evatoftbenes, Ariftavrch, Hippavd ufw.). Hnalog ift in der reinen
Matbhematik Euklid duvchaus nicht explizit ontologifch inteveffiert, wenn
auch gewiffe ontologifche Momente bei ibm latent mitipielen (z. B. bei der
Theorie der Irrationalitdten im X. Buch). HAllerdings mufl man fagen, daff et
darin in gewiffem Sinne Platons eigener Enweifung folgt, der es fiir die
dudvore, die mathematifche Evkenntnisweife fiir charakteriftifch halt, daB fie nicht
iiber beftimmte »Hypotbefen« binausfragt. [Vgl. Staat, VI.Buch, p. 510B—511H.]

Uber Eudoxos felbft ift noch zu bemerken, daB ev in die innerakas
demifche Diskuffion iiber die Ideen eingriff [f. Aviftot. Metaph. A9 (991 a,
9—19); febt @bnlich (Dublette) M5 (1079 b, 12—23)]; in der er einer »Immas
nenze« der Ideen in den Dingen das Wort redete (»fie feien fo, wie dem Weiflen
das Weifie beigemifcht werden kdnnte«). Erv {cheint fich alfo an dem Beifpiel
der »reinen« Farben, die aus den empirifchen Farben als pbanomenale Kom-
ponenten berauszufebhen find, das Innewobhnen der Ideen in den Sinnendingen
(alfo die »u¢debice) auf »pofitiviftifche« Art klargemacht zu bhaben.
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Menaicd mos bebaupteten divey 7rgofols), exftens des mogloacIar
70 Iyroduevoy und zweitens des merrogiouévor (od. mwegLwgionévor)
teiv, (Proclus in Eucl. p. 78, 10 — 11).] — Aber troidem ift in dem
ftrengen Gefiige des Euklidifdhen ({yftematifchen Hufbaues der
Mathematik duvdhgingig die Konftruktion zur Grundlage eines
jeden Exiftenzfaes gemacht. Dies ift von Zeuthen bis ins ein-
zelne gezeigt worden.

B. Die antike Lebre von den irrationalen Verbhiltniffen.

Fiir den Griechen find Zablen nur die natiirlichen Zahlen und
in zweiter Linie die Briiche, nicht aber die Irrationalen. Es gibt
nach griedifcher HAuffaffung keine Zabl (dot3udc) die mit fich felbft
multipliziect 2 gibt

Dagegen it fich die »Exiftenz« der Quadratdiagonale, die,
wenn die Seite s ift, nach dem pytbagoriifchen Lebriaty sV 2 betragt,
durch geometrifche Konftruktion beweifen. Die irrationalen Grdflen
(ueyédn oder baufiger eddeiar &hoyor genannt — in der Friibzeit fagt
man dafiiv dooyror) werden als Verhiltniffe einer Strecke zu einer
gegebenen Husgangsftrecke gefafit. Euklid gibt im V.Buch (Def. 4
u. 5) eine ganz allgemeine Definition des Verhiltniffes (Adyoc) oder
genauer gefagt, der Verhdltnisgleichheit:

Def, 4: Adyov &yewy modg UMAnhe ueyédny Aéyevow, @ dtvavvar
molamhaoialiusva alhijhoy Srwepéyey.

Def. 5: &v v vt Ay ueyédy Ayevow elvar, modrov mweds
Ocbregoy nal wolvov 7medg wéragrov, 8rav Ta wob 7redTov wal TE(TOV
loantg woldarrddoie @y Tob dsurégov nal TerdeTov lodwtg rwollarche-
olwy nad’ érmotovody molkamdaoiaouov Exarégov éxarégov ¥ &ua
Smegéyny, ¥ ua Toa J, B Eue delny, Migdévia ravdlinhe.

Zu deutfch:

Def. 4: Man fagt: Grdflen haben zu einanderv ein Verhiltnis,
wenn fie vevvielfdltigt einander iibertreffen kdnnen.

(Dies ift, in der Form einer Definition, das fogenannte »avdhi-
medifche«, in Wahrheit von Eudoxos ftammende HAxiom.)

Def. 5. Man fagt: »Grdflen fteben in demfelben Verhiltnis, die
1, zur 2. und die 3. zur 4., wenn das gleich oft Vetvielfachte der
1.und 3. das gleich oft Vevvielfachte der 2. und 4. gemidf welder
Vervielfachung auch immer jeweilig entweder zugleich iiber-

1) Dafiir geben fchon die »Pythagoreer« einen febr alten Beweis »aus
dem Geraden und Ungeraden«, den Euklid X, 117 aus biftorifchen Griinden
aufbewabrt bat.
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trifft oder ibm zugleich gleicht oder es zugleich unterichreitet, ent-
fprechend genommenc.

(D. b. in modernen Zeichen: a:b==c:d, wenn fiit beliebige
ganzeZablen m und », zugleid ma>nbund mec>nd; bzw.
ma=nb und mec=mnd; bzw. ma<<nb und me <nd.)

Diefe Definition ift nicht »entfcheidungsdefinit« und daber im
Sinne Kroneckers nicht zuliifig.

Das zeigt fich in der chavakteriftifcthen Nebenbemerkung xad’
67t0L0voby rrolharthactacudy. »gemi was fiir einer Vervielfachung auch
immer«. Die Definition geftattet offenbar nicht, unmittelbar bei 4
vorgelegten Grdflen «, b, ¢, d feftzuftellen; ob a:b=c:d ift. Denn
man kann nicht alle mdglichen Paave ganzer Zablen (m, n) dutch-
probieren, ob fiir jedes Paar ohne Husnahme zugleich ma > nb
und mec>nd ift ufw. Denn es gibt unendlich viele voneinander
verichiedene Zablenpaate (m, n).

Andrerieits ift es leicht, durch eine kleine Anderung der Be-
zeichnungsweife, diefe Euklidifdhe Definition der Gleichheit detv
Verhiltniffe in genauer Parallele zu fejen mit Dedekinds Defi-
nition der veellen Zablen duvch »Schnitte«%. Man kann in der Tat
aus den drei dhavkteriftifchen Relationen:

ma :Z: n b zugleidh mit me % nd evbalten:

~

? c > n
— zugleich mit - = —
g d <m’

AV

* o
S

n
wobei offenbar 7 irgendeine veelle und o eine vationale »Zahl« (im

o
modernen Sinn) ift. Bezeichnet man nun nod A mit dem einen

c n
Budhitaben ¢, 7 mit g und o, mit e, fo erbdlt man die Definition 5

in der folgenden Form:

Es ift « = dann und nur dann, wenn zugleich ¢ und g gréfer
bzw. gleich bzw. kleiner als g find, was fiiv jede beliebige Rational-
zabl ¢ gelten foll.

Denkt man fich alfo famtliche Rationalzahlen gegeben, fo rufen
e und g diefelben Einteilungen (»Schnitte«) in der Gefamtbeit der
Rationalzablen hervor. Denkt man fich durch o bzw. § die Rational-

1) Vgl. meine Arbeit, diefes Jabrbuch, Bd. VI, S. 409, Bnm. 3.
2) R.Dedekind, Stetigkeit und ivrationale Zablen, Braunfchweig 1878.
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zabhlen in 2 Klaffen geteilt, je nachdem fie grdBer oder kleinetr
(oder auch, wenn mdglich, gleich) a bzw. g find, fo erbdlt man nach
der Definition diefelben Klaffen, wenn a =g ift und nur dann.

Das ift aber nichts andeves -als die Dedekindiche Definition
der veellen Zablen duvch »Schnitte« im »Gebiet« der rvationalen
Zablen. —

Es ift evftaunlich, dafl die Ubereinftimmung der alten und derv
modernen Definition der »allgemeinen« veellen Gréle fo vollkommen
ift. Fiiv den gegenwirtigen Zufammenbang ift nun befonders widhtig,
daf} diefe Definition duvchaus gegen die konftruktive Definition
der matbematifchen Exiftenz bei den Hlten zu fprechen {cheint.

Aber bei tieferem Eindringen in die Sadchlage erweift fich diefe
Ubereinftimmung mit der modernen Dedekindicen Theorie als
febr oberflichlich. Widhrend ndmlich Dedekind die Exiftenz
der Gefamtheit der reellen (rationalen und irrationalen) Zablen durch
feine Definition mittels des Schnittes fiir gefichert bhalt, wird bei
Euklid die Exiftenz aller irrationalen Zablen (Verhiltniffe) niv-
gends angenommen, fondern jedes neue einzufiibrende Vethdltnis
witd konftruiert und damit in feinev Exiftenz gefichert. (Dies
ift von Zeuthen und anderen bis in alle Einzelbeiten nachgewicfen
wotden.)

Auf diefe Weife, durch die Konftruktion mittels Lineal und
Zirkel, gelangt man allerdings nur zu denjenigen Irvationalititen, die
wir beute durch eine Kombination von Quadratwurzelzeichen aus-
driicken. Ubev diefes Grdfenmatervial gebt Euklid nivgends binaus.
Die Zahl sz wird z. B. nicht von ibm eingefiibrt, nur der Sat, daf§
fich zwei Kreife wie die Quadrvate ibrer Radien verbalten, wird
bewiefen (XII, 2).

Diefe quadratifchen Irrationalitdten werden bekanntlich im X.Buch
von Euklid einer forgfiltigen Klaffifikation unterworfen. Man bat
fich in neuever Zeit mitunter iiber die pedantifche Sorgfalt Euklids
gewundert und die moderne algebraifche Bezeichnungsweife gelobt,
die den gefamten Inbalt des X. Budhes in ein paar Formeln faffen
kénne.

Die Auffaffung, als ob es fich bier beim Ubergang zur alge-
braifchen Bezeichnungsweife und Darftellung um einen blofien tech-
nifchen Fortichritt handele, ift jedoch verfeblt. Sie verkennt durchaus
die Abficht, die Euklid im X. Bud leitete?

1) Vgl. zum Ganzen etwa Zeutbhen, Gefhichte ufw., S. 141.
2) Man muf fich auch erinnern, daft duvch Euklids X.Buch die Lebre
zweier Mathematiker erften Ranges aus der Zeit Platons, nimlich des
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Fiir ibn war die Konftruktion und Klaffifikation dev Irvationali~
taten deshalb fo widhtig, weil fie die Seinsweife diefer
»Gr6Ben« berausftellte, in devt Abftufung, in der fie
fich fchrittweife von den vationalen, durch »Zabhlen«
(dot3uoi) ausdriickbarenVerhédltniffen entfernen. Den
unechdrten Einarudk, den die Entdeckung des Irrationalen (des dooyrov
oder &loyov, des slUnfagbaren«, »Unanfprechbaren«) machte, ift
bekannt; — mag auch die Sage, die Hippafos als Vervidter diefes
Geheimniffes der Pytbagoreer durch gottliche Fiigung im Meete
umkommen 1ift, eine fpate Evfindung fein!. Dafl etwas »exiftieren«
follte, was mittels Verbhidltniffe ganzer Zahlen nicht ausdriickbar ift,
was fich, wenn man es mittels ganzer Zabhlen-Verhiltniffe auszu~
driicken verfucht, fich als unendlich (d7regov unbegrenzt) erweift,
fchien die durchgebende Herrichaft der Form, des ovrdnenden Prin-
zips zu gefabrden, und zwar nicht im Gebiet des finnlichen, flieBenden
Werdens, fondern in dem des exakt konftruierbaren (mittels den
diavora erfafibaren) Seienden. Die Schwievigkeit wurde iiberwunden
eben durch die genaue Konftruktion und Klaffifikation der Irratio-
nalitdten felbft; ein neues Gebiet wurde dem Chaos entriffen und
dem Kosmos eingegliedert!. [Vgl. Plato, Philebos 16 C — 18 C?.

Thedtet und des Eudoxos, zu einem fyftematifchen (mindeftens vors
ldufigen) Abichluf gebracht wird; wibrend andererfeits einer der beriibms
teften nacheuklidifchen Matbematiker, Hpollonios von Perge, diefe Lebre
im Geifte Euklids erweitert (f.u.). Die Gréfiten bhaben fich alfo um diefe
eigenartige Theorie dev Irrationalitdten bemiibt!

1) Vgl. bietzu Eva Sachs, die 5 platonifchen Korper. Berlin 1917,
(Philolog. Abbandl., ber. v. Wilamowity, Heft 24.) S. 38 u. 82ff. Das Thema
der »5 platonifchen K&rper« bdngt mit dem gegenwirtigen aus folgendem
Grunde zufammen: Die Tatfache, dafl im Gegenfaty zu den unendlich vielen
konftruierbaren reguldren Polygonen der Ebene nur 5 reguldrve Polyeder im
Raum »exiftieven«, ift ein fchlagendes Beifpiel des konftruktiven Sinnes der
matbematifchen Exiftenz. Diefes Beifpiel hat daber auch bei den Griechen
ein folches Anfeben genoffen, dafl das klaffifche Syftem der griechifchen Ele«
mentarmatbematik, das Euklidifche, in dem konftruktiven Exiftenz= und
Einzigkeitsbeweis der 5 reguldren Polyeder gipfelt (Buch XIil), wobei dann
die Klaffifikation der dazu notwendigen Irrationalititen genau nach dem
X. Buch durchgefiibrt wird.

2) Die Belege im Einzelnen wiirden zu weit fiibren und auch nur bei
den Gelchichtsichreibern der Mathematik (Hankel, Zeutbhen, P. Tannery
u. a.) Gefagtes wiederholen. — Hingewiefen fei nur auf den »goldenen Schnitte,
bei dem fich die Irrationalitat durch das Nichtabbrechen des Euklidichen
Verfabrens zur Herftellung des groften gemeinfamen Teilers fofort konftas
tieven 1dBt. Der goldene Schnitt ift bekanntlich dadurch gekennzeichnet, daf3
eine Strecke durch ihn fo zerteilt wird, daB der gréfere Teil zum Ganzen
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Dies fcheint nun fo aufgefaBit worden zu fein, daB gewiffermafien
Stufen und HArten von Geformtbeit, gewiffermafien von velativer

dasfelbe Verbiltnis bat, wie der Reft (der Kkleineve Teil) zum gréfieren Teil.
Mifit man nun (gemdfl demn Euklidifchen Teilerverfabren) den Reft am
grofleren Teil, dann den neuen Reft am 1. Reft, den 3. Reft am 2. ufw. ufw.,
fo erbdlt man nach Definition immer dasfelbe Verbiltni~. Das Verfabren
kommt alfo nicht von der Stelle und gebht daber ins Unendliche. (Ganz
analog, wie etwa die Divifion 1,000 : 3 niemals abbricht. — In der Tat entfpricht
auch in unferer modernen Schreibweife dem »goldenen Schnitt« der Ketten-
bruch mit lauter Einfen als Teilnennern:

1

1
R
1+

In diefem Fall fiibrt alfo ein Verbiltnis, das Figuren von b&chfter Hav-
monie der Form entfteben 1dBt (man denke an feine Rolle in der Kunft und
fiiv die Konftruktion des reguldren 5- (Pentagramms!), 10+, 15:Ecks und der
reguldren 12- und 20:Fldchner), wenn man es »ausfprechen« will, zu einem
unendlichen Progref.

Dies ift fiir den Griechen etwas Unerbortes. Denn es zeigt fich fchon
in ibrer friiben Ornamentik, im Dipylonftil, dem fog. »geometrifchen« Stil,
dafl die Figuvren bdufig mit dem Zirkel — der Zirkel ift nach Ovid,
Metam. VIII, 247, eine Erfindung des Perdix, des Schwiegerfobnes des
Dddalus (was ftets auf die Kunft des 7. und 8. Jabrb. zu deuten ift) —
konftruiert find und jedenfalls immer ganz elementar konftruierbar find.
5:=Ecke oder 5teilige Rofetten u. dgl. kommen nicht vor, wobl aber 4., 8s,
6+Ecke u. dgl. Dagegen kommen 5= und 7teilige Figuren fowobl im krve-
tifch»mykenifchen wie im »ovganifcheren« Stil des 7. Jabth. (dem fog. »otiens
talifierenden« Stil) vor; doch gibt es in diefen Stilen keine Zirkelkonftruk-
tion mebr.

In diefe Tendenz der friiben Ornamentik auf vdllige Durchfichtigkeit
der Verhiltniffe paft die fpatere Entwicklung in der Mathematik durchaus
binein. Dafd bier zunidchft mit ganzen Zablen alles zuftande gebracht werden
follte, ift nabeliegend. (Im Einzelnen kann man fich das Problem der |2
verichieden entftanden denken: aus der Geometrie oder auch aus der Mufik.
Vgl.Zeuth en in »Kultur der Gegenwarte, I1I, Abt. I, 1. Lieferung, S. 36 —37.)

Es kommen natiirlich de facto fchon in den einfachften Figuren der pris
mitiven Ornamentik (Quadrat, Secbseck) Irrationalititen vor; aber das konnte
man nicht wiffen.

Inteveffant und zu wenig bekannt ift, daf die vichtige mathematifche
Sechsteilung des Kreifes als Ovnament auf dorifchen geometrifchen Fibeln
(die fpiteftens aus dem 8. Jabrb. ftammen) vorkommt [Bufdchor], alfo
nicht aus dem Orient ftammt, wie Zeutben meint. HAllerdings entfteht
diefe Figur durch Spielen mit dem Zirkel gewiffermafien von felbft; immerbin
ift merkwiirdig, daBl gerade mit fo ziemlich diefer felben Konftruktion (namlich
der des gleichieitigen Dreiecks) noch Euklid feine Elementa beginnt. (J, 1).

Hufferl, Jabrbuch f. Philofopbie. VI 37
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» Busfprechbarkeit« unterichieden wevden, die {ich mebr oder weniger
von dem vollig zu Ende »Hus{prechbaren« entfernen. Man denke
etwa an den eigentiimlichen euklidifchen Husdruck »eddeior dovdue
obuueroore (X, Def.3) und entfprechend »duvrduer gyral« (X, Def. 6),
der befagt, daBl wenigftens die Quadrate der Strecken kommenfurabel
find; dbnlich die fog. »doppelt irrationalen« Strecken ufw.

Die Euklidifd e Klaffifikation fiibrte, wie fchon gefagt, nur
zu den quadratifchen Irrationalititen. In der fpidteren Entwicklung
gab es Erweiterungen in verichiedener Richtung:

1. Durc die Betrachtung skdrperlicher Orter« (Kegelichnitte), die
kubiiche Irrationalititen mit fich brachten (ausgehend von der Drei-
teilung des Winkels und der Verdoppelung des Wiirfels) und bis zur
allgemeinften kubifchen Gleichung fiibrten. (Archimeds Kugelteilungs-
problem).

Man kann an folchen Hufgaben, wie der Dreiteilung des Winkels
fich gut die Weife der Erweiterung der Sphdren der mathematifch
exiftievenden Gegenftinde vor Hugen ftellen:

Im Sinne Euklids sind nur durch Kreife und Geraden kon-
struierbare Gebilde exiftent, dazu gehdren (von einzelnen Hus-
nabmen abgefehen) die einen gegebenen Kreisbogen drittelnden
Teilungspunkte nicht. Indeffen fcheint andrerfeits durcdh den
Augenfchein evident, daB es ein genaues Drittel jedes Winkels gibt,
ebenfo wie etwa auch ein Siebentel (z. B. ein regelmifliges Siebeneck
ufw.). Man erweitert nun den Kreis der zugelaffenen Elementar-
konftruktionen und fiibrt als neue Konftruktionsmittel etwa die
Kegelichnitte ein. Dabei gelingt es, dadurch, dafl man fie als
»korperliche Orter« auffaBt (dies tut nach Zeuthen zuerst
Menaichmos) die Kontinuitit mit den uripriinglich eingefiibrten
Konftruktionsmitteln zu wabhven. Es wevrden jeit eben als Kon-
fteuktionsmittel Kreife und Geraden im Raum, als ibr Produkt
Kreiskegel und deven Schnitte mit Ebenen, eben die »Kegelichnitte«
verwendet. Dagegen tritt die praktifch leicht duvdhfiibrbavre, aber
theovetifh nicht leicht (nur duvch Konchoiden) zu beherrichende
»Einfchiebung« (vetioig) zuriick!.

BAbnlich liegt die Sache beim Problem der Wiirfelverdoppelung,
wo fich die Entwicklung von Hrvcdhytas iiber Eudoxos zu
Menaidhmos durchaus im Sinne der fchdrferen Befchrdnkung dev
Konftruktionsmittel und damit der {ftrengeven Exiftenzbeweife abipielt?®.

1) Vgl. Zeutben, Gefdhichte ufw., § 8, S. 79fF.
2) Zeuthen, lLc, §9, S.82f.
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2. Durcdh Huffteigen zu immer hdheren Graden: a) durch Er-
forfchung hdherer Kuvrven, der fog. »linearen Orter« . Doch gelangten
die Griechen auf diefe Weife wohl zu Kurven héheren Grades, aber
doch nicht zur Gefamtheit aller algebraiichen Kurven? Es wirve
aber wobhl denkbar gewefen, daf} fie dazu gelangt, etwa mittels dev
GrafSmannicen »linealen Mechanismen«?®.

3. Durch eine Fortfiibrung und Vervallgemeinerung der Eukli-
difchen Konftruktionen im X. Buch, die in des Apollonios ver-
loten gegangener Schrift meol drdzrwy dldywv (de iveationalibus
inordinatis) vorgenommen wurde, die durch F. Woepcke* aus
einer avabifchen (von Abu Othman berriibrenden) Uberfegung
eines Kommentars des Pappos® zum X. Buche Euklids in ibrem
Gedankengang vekonftruiert werden konnte. Danach befteben die
Erweiterungen des Hpollonios in zwei Hauptpunkten a) in det
Verallgemeinerung der in Euklids Klaffifikation auftretenden
Binomen zu Polynomen (nach moderner Ausdrucksweife), b) in der
Betrachtung zum wenigftens uter Wurzeln aus gewiffen Potenzen,
namlich Husdriicken von der Form:

[
v B¢~ B (Woepcke, l.c., p. 713/14).

Alfo auch hier kam man nicht zu der allgemeinften algebraifchen
Zabhl, ja nicht einmal zu der allgemeinften durch Wurzelzeichen dac-
ftellbaren irrationalen Zabl. Man muf indeffen bedenken, dad unfeve
von der algebraifhen Zeicheniprache ausgehbende Problemftellung
den Griechen notwendig fchon als Frage fernliegen mufite, vielleicht
fogar unerreichbar war. Man mufl bedenken, daB Apollonios diefe

1) Vgl. Zeutbhen, Die Lebre von den Kegelichnitten im Hltertum.
Kopenb. 1886, 5. 226fF.

2) Zeuthen, lc,S. 489 — 90 (iiber den Irrtum Descartes’ beziiglih
des von Pappus, Coll. math., ed. Hultich, p. 680 eingefiibrten »Orts zu 2n
bzw. 27 — 1 Geraden); vgl. Gefchichted Math.im Altertum p.237/38;
Gefch. d. Math. im 16. u. 17. Jabrb., S. 208/9, 210.

3) Uber diefe vgl. z. B. F. Klein, Vorl. iiber Anwendung der Diff.-
u. Integr.»Rechnung auf Geometrie (autograpb., 2. Abdr. 1907), p. 266 — 69.

4) Dariiber vgl. Apolloniused. Heiberg, Vol. I, p. 119 — 124, und
vor allem F. Wo ep die, »Essai d'une vestitution des travaux perdus d’Hpollo-
nius sur les quantités irvationelles d’aprés des indications tivées d'un manuscrit
arabe«. Mémoires présentés par divers savants a l'académie des sciences
de Vinstitut impérial deFrance, Sciences Mathématiques et pbysiques, TomeXIV.
Paris 1856.

5) Woepcke felbft fchrieb den Kommentar einem gewiffen Vettius
Valens zu; Heib erg (Literaturgefchichtliche Studien zu Euklid, Lpz. 1882)
zeigte aber, da Pappos der Verfaffer ift.

37*
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Ircationalititen obne Zweifel alle geometrifch konftruiert bhat!, was
einen ganz anderen Problemafpekt bervorruft.

Merckwiitdig ift nun, daB fich in dem Kommentar des Pappos
Gefichtspunkte finden, die mit der vorhin gegebenenontologifchen
Interpretation der Euklidiichen Konftruktionen im X. Bud iiber-
einftimmen. Darin mdchten witr geradezu einen Beweis unferer
Auffaffung erblicken, wie fogleich nidber erldutert werden wird.

Zunidchit findet fich in der Inbaltsiiberficht des nicht iiber-
feten I, Buches des Kommentars Folgendes (Woepcke, L c. § 19,
p. 175):

Nrv. 2. Du fini et de linfini comme principes de la commen-
surabilité et de l'incommensurabilité.

Nr. 7. De lUexistence téelle des quantités incommensurables
dans les choses matérielles.

Nrv. 8. Des principes métaphysiques (Dieu et la matiére) de la
commensurabilité et de lincommensurabilité.

Nr. 9. Que les lignes vationelles existent par convention et non
pas naturellement.

Dann kommen folgende wortlich iiberfeite Stellen in Betracht:

p. 693. (Uber Euklid): »la droite des deux noms est la premieére
des lignes formées par addition, parce qu’elle est la ligne
gui a le plus d'affinité avec la ligne vationelle.

p. 701. (=Hpollonius, ed, Heiberg, Vol II, p. 124, fragm. 35):

»En premier lieu, Euclide nous a donné (la théorie de) celles
d’entre elles qui sont ordonnées et homogénes aux fractionelles;
car les irrationelles se divisent premiérement en inordonnées,
c’est-a-dire cellesquitiennentdelamatiédrequonappelle
corvrvuptible,etquis’'étendental’/infini; et, secondement,
en ordonnées, qui forment le sujet limité d’une science, et
qui sont aux inordonnées comme les rationelles sont aux irrationelles
ordonnées. Or Euclide s’occupa seulement des ordonnées qui
sont homogénes aux vationelles,et qui ne s’enéloi-
gnent pas considérablement; ensuite HApollonius s’occupa
des inordonées, entre lesquelles et les vrationelles
la distance est trés~grande.«

Es ift alfo von der »Verwandtichaft mit den rationalen Linien«
die Rede, davon, dafl »die &rawzor &loyor an der Uiy @Iagry teil-

1) Vgl. Euklid-Scholien (Elementa Vol. V, ed. Heiberg), p. 414, 15—16
[rov amhovordrwy eld@r), dv ouwriSeudvor yivovrar dnegor &loyor, Gv Tivas xal 6
"Amolddvios év ey g o e o (aufzeichnet, konftruiert).
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baben (ueréyewv)«, daf »die raxral den Rationalen homogen find
und fich nicht betrdcbtlich von ibnen entfernen«, dafl sdie Entfernung
(dudoraotg, dudoryue) der draxror und der Jyrel febr grof ift« ufw.

Wir bhaben alfo das deutlihe BewuBtfein der verfchieden
abgeftuften Entfernung vom Rationalen (»nicht betrdchtliche,
»febr weit«) der grdBeren oder geringeren Verwandtichaft (Suoyerig,
ovyyevijg?) mit dem ¢yzov, endlich die Teilbhabe am Vevrgidng-
lichen feitens der &raxvor (f. 0. Nt. 7) und ebenfalls Beziebung
zum Unendlichen, det raxrei zum Endlichen (vgl. Nr. 2).

Man konnte fich denken, dies feien erft neuplatonifce
Ziige: Die Stufenreihe zwifchen dem dei ov und der fiy ¢Iapr)
{ pricht dafiir, und befonders, dafl fie gemifl der Teilhabe am Ver-
ganglichen beftimmt wird. HAud in manden Scholien zu Euklid
finden fich mit den Gedankengdngen des P app os-Kommentars
verwandte Bemerkungen und zwar vorzugsweife an folchen Stellen,
die einen neuplatonifchen Eindruck madchen! und z. T. febr enge
Beziehungen zu Proklos’ Euklid - Kommentar zeigen. Andrevfeits
kann man nicht leugnen, daB eine folche Stufenteibe doch fchon in
Platos diaivetifcher Hievarchie, die Stenzel neuerdings beban-
delt bat, vorbereitet ift’. Man kann aud die Lebhre des Speu-
sippos von den Stufen des Seienden gemif der Folge der idealen
Zablen vergleichen, wie fie von E. Frank auseinandergelegt wot-
den ift®

Endlich ift zu fagen, dal der in Rede ftehende Kommentar des
Pappos, wie Eva Sads bemerkt, in feiner niichternen Art fich
von dem Tone der Scholia Vaticana zu Euklid X, die deutliche
Verwandtidaft mit Proclus (in Euclidem I) zeigen, wefentlich
untecfcheidet *.

1) Vgl. Euclidis Elementa ed. Heiberg, Vol.V, in librum X, Nr. 1, 2,
133, 135, insbefonderve: p. 414,16—415,4; 415, 11-12; 417, 11—20; 417, 21—418,6;
484, 23—485,7 (Nr. 1, 2, 135 find aus den Scholia Vaticana); vgl. auc als
Parallelftelle zu p. 417,11—20: Jamblichus, Vita Pyth. § 247, ferner: Eva
Sads, Lc p.38—39 zur Stelle, und p. 71-75.

2) J.Stenzel, Zabhl und Geftalt bei Plato und HAriftoteles. (Leipzig
u. Berlin 1924), p. 2-3, p. 7, p. 110ff,, 119—120 und die bekannte Pbhilebos-
Stelle 16 D: »... oW & 115 10v &oLIuUdv «itod mdvre xatidy Tov pmerald 710D
amelpov Te wel Tod &vds ...« und 17 B: »uera dd 16 8 dmege 09V, 1@ 0t udoe
adTols &xipelyee . . .«

3) Plato und die fogenannten Pytbagoreer, Halle a. S. 1923, Beilage XV11],
bef. S. 244 —251.

4)Eva Sads (lc., S.71-175) fagt, daf die Scholia Vaticana zu Euklid
auf die (verlorene) Fortfepung des Kommentars des Proklos zuriickgehen.
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Aus diefen Erwidgungen evgibt fich, dafl die Huffaffung der
Irvationalen verfchiedener Komplikationsftufe als Wefenbeiten
verichiedenen Seinscharakters, der fich ftufenweife vom Sein der
rationalen Gebilde, die den Ideen von allen mathematifchen Gegen-
ftindlichkeiten am néchften fteben, entfernt und damit fich der
odola der Uhy @dapry entfprechend anndbert, im Grunde fchon bei
Plato zum wenigften vorbereitet ift und in der friiben Akademie
(Speusippos) wabhricheinlich fchon gehercicht batl.

Man kann alfo die philofopbifthe Bedeutung der exakten Kon-
fteuktion dev Irvationalen, die durch den genauen Bufweis exrftens
der mathematifchen Exiftenz {iberhaupt, zweitens des Grades an
Komplikation dev Syntbhefe der Kreife und Gervaden den Seinschatakter
diefer Gegenftandlichbkeiten feftftellt, fchon fiiv die friihe Akademie
aufrechterbalten. —

4. Endlich gibt es in der Antike vereinzelte tranfzendente
Zahlen (eigentlich nur 7z; e wird explizit nicht erwibnt). Sie
treten bei Hrchimedes durch Fldchen und Rauminhalte gegeben auf.

Die Einfiibrung diefer Grdflen erfolgt nicht im modernen Sinn
als Limiten geradliniger oder ebenflichiger Figuren, fondern nadch
dem Hxiom: Das Ganze ift grdéfler als der Teil, vermittels deffen
die Inbalte ufw. zwifchen gewiffe Grenzen eingeichloffen werden,
die beliebig wenig Spieltaum baben.?)

(Vgl. Heiberg, der die Ubereinftimmung mit Proklos auf die Benuung
einer gemeinfamen Quelle, ndamlich eben des P a p p 0 s » Kommentars, zuriicks
fiibvt) Das fachliche Hauptargument ift eben die Vevichiedenbeit des Tones:
fachlich bei Pappos, neuplatonifch~myftifch bei Proklos und den Scholien.

1) Es fei noch auf die Bemerkungen von E. Sachs (L. ¢, S.176—177)
zur Stelle Gefet e, Buch VII, p. 820E, bingewiefen. E.S. verftebt die Stelle:
T8 TGOV pETEnT@Y xel duétpwy mpds dAlnhe prive pUose yéyove (»Die Sache mit den
meflbaren und unmefibaren Gréfien, in welchem Wie«Sein (¢pvocs) fie im Vers
bdltnis zueinander geworden find.«) fo: ». . . wie fich rationale und irratios
nale Grdfien ibrer Natur nach zueinander verbalten« und leugnet, dafl
pvois bier eine pbilofopbifche (ontologifche) Bedeutung bat. (Gegen die Mei~
nung H. Vo gts, Bibliotheca mathematica (3) X, S. 139.) Sie meint, der Ver-
gleich mit dem Brettfpiel, der bei Plato dann folgt, gebe auf das kombinierende
Verfabren bei der Klaffifikation der Irvationalititen durch Thezdtet und
Euklid. Der dabei auftretende HAusdruck dweyvioxer (p. 850C) bedeute
das »Hevauserkennen und Untericheiden der verfchiedenen Klaffen«. — HAber
man mufl eben gerade bei diefer Klaffifikation die dabei feftgeftellte »quoig«
jeglicher Irrationalitit ontologifdh, als ibr fpezifilhes Wie=Sein in der
Stufenleiter zwifchen & (dem Rationalen) und dem é&nepov (modern etwa:
der transfzendenten Zabl) auffaffen.

2) Es bedarf dazu bei krummen Lingen und Oberflichen befonderer
fxiome, vgl. Zeuthen, Gelh. d. M. i. Altertum, S. 175-177.
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Diefe Inbalte werden aber nicht definiertt als Limiten, fondern,
wobl auf Grund der anfchaulichen Geftalt der einfachen Figuren wie
Kreis und Kugel ufw., als exiftent angenommen. Das Ex-
bauftionsverfahren beftimmt blofl ibre Grdfe.

Davin liegt die Einfiihvung des irvationalen Verbiltniffes 7
(etwa zwifchen Kreisfliche und Quadrat des Radius) ohne Kon-
ftruktion und daber ohne Beziebung zu der Klaffifikation der an-
deven Irrationalitdten. sz fteht alfo ganz vereinzelt da und wird
gewiffermafien »urfpriinglich gefchdpft«. Dies ift von der Hntike
aus gefeben nicht fo erftaunlich wie fiicr uns. Denn fiir fie war der
Kreis eine einfa ch e Figur, wie ja aus feiner Verwendung als
elementares Konftruktionsmittel, d. bh. als Beweismittel fiir die
matbhematifche E xi{t e n z zufammengefetster Figuren auf das klacfte
einleuchtet. HAndrerfeits wiitde es der antiken Grundanichauung
durchaus widetrfpreden, eine ins Unendli e fortzufegende
konvergente Néaberungskonftruktion als E xift e nz beweis gelten zu
laffen. Es bandelt fih bei antiken Exiftenzbeweifen ftets um
endlidc e Konftruktionen!?

Sachlich liegt bier eine erfte, allerdings nur »gefiiblsmiBige«
Ecfaffung det Tranfzendenz von sz vor; sz kann ja in dev Tat
auch beute nicht in die algebraifchen Zahlen eingeveibt werden.

C. Das Kontinuum in der Antike.

Hus den vorhergehenden Datrlegungen 1Bt fich nunmebr leicht
entnebmen, da das Kontinuum in dev Antike famtliche ueyédy oder

1) Vgl. zur ganzen Frage H. Hankel, Zur Gefdichte der Mathematik
im HAltertum und Mittelalter (Leipzig 1874), S. 123ff.; K.Lafl wit;, Gefchichte
der Atomiftik (Hamburg und Leipzig 1896), Band I, S. 177f. — Hankel fagt
(L. c.,, S. 123): »Der Gedanke, daBl man, wie weit man aud in der Reibe der
Vielecke geben mdge, jene Kreisfliche nie erveicht, obgleich man ibr immer
niber und ganz beliebig nabe kommt, fpannt das vorftellende Denken in
dem Mafle, daBl es um jeden Preis diefe Liicke, welche gleichfam zwifchen
der Wirklichkeit und dem ldeal liegt, auszufiillen ftrebt, und pfychologifch
gezwungen ift, den — unendlich kleinen oder unendlich grofien? — Schritt zu
machen und zu fagen: der Kreis ift ein Polygon mit unendlich vielen un«
endlich kleinen Seiten. Die HAlten aber baben diefen Schritt nicht getan;
folange es griechifche Geometer gab, find diefelben immer vor jenem Abgrund
des Unendlichen fteben geblieben . . . «. — Auf denfelben Sachverbalt fpielt
auch H. Weyl, Sympofionl, S.6—7 an. Indeffen fcheint fiir Weyl das
antike Verfabren nicht legitim zu fein, Diefer Auffaffung kénnen wir nicht
zuftimmen. Es liegt eben nur eine andeve, in gewiffem Sinn primitivere
Grundauffaffung der matbematifchen Exiftenz vor, die an die reine Ges
ftalt (z. B. des Kreifes) unmittelbar ankniipft.
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Zd0yor umfafit bhaben mufl, alfo die rvationalen und irrationalen, fo-
weit fie bekannt waren (alfo gewiffe algebraifche Irrationalititen
und dann als ifoliecte Grdfie noch 7).

Troydem findet fich diefe Huffaffung nirgends explizit ausge-
fprochen. Dem ftand fchon der Untecichied zwifchen dot$uds und
iéyedog entgegen, die man keineswegs unter eine gemeinfame Gattung
(etwa Adyor oder eddelar oder gar oyusic) explizit zufammenfaBte.

Das abftrakte Schema allevr Adyo:, wie es fich aus den Eu-
doxifchen Definitionen (Euklid, Elemente, V, Df. 3 — 5) ergeben wiirde,
wird vollends niemals als Mannigfaltigkeit odetr dgl. gefafit. Hlle
derartigen »Mengenbildungen« waren der klaffifchen griechifchen
Mathematik fremd.

Man bhatte allerdings auch gute Griinde fiiv diefe Scheu. Sie
entfprang der Furcht vor dem Widerfprudh oder zum wenigften
den bhoffnungslofen Pavadoxien, die der Eleate Zenon — in
fkeptifcher Abflicht — mittels des HAktual - Unendlichen zuftande ge-
bracht batte. Das Paradoxon von Hchilles und der Schildkedte 1aBt
fih (vgl. dazu P. Tannery! und B. Ruffell?) auf eine mengen-
theoretifche Form bringen. Die Parvadoxie lduft, fo aufgefaBt, darauf
binaus, daB im Falle des Einholens der Sdhildkeste durch RAdhilles,
der von diefem zuriickgelegte, um ein Vielfaches lingere Weg der
von jener in derfelben Zeit duvchmeffenen, viel kiirzeren Strecke
punktweife umkebhtbar eindeutig zugeorvdnet wevden kann, indem
die gleichzeitig von beiden Lidufern innegebabten Punkte einander
entfprechen. Dies ift nichts andres als die bekannte mengen-
theovetiiche Tatfache, daBl zwei aktual unendliche Mengen gleich-
midhtig fein konnen, obwobhl die eine ein echter Teil der andern ift,
fo wie bier der Weg der Schildkedte ein echter Teil des Wegs des
Hchilles ift.

Dabei bandelt es fich bhier um zwei verichieden lange konti~
nuierliche Strecken. Fiiv das Paradoxon ift es gleichgiiltig, wie man
die * Kontinuitdt« diefer Strecken fich dadbte. Tatfahlich meinte
man in den Hntike und weiterhin bis auf Cantot mit *Stetig-
keit« einfacdh, dal zwiihen je zwei Punkten nod unendlich viele
andere liegen. Man dacdhte fich dabei das Kontinuum duvch fort-
gefegte Teilung entftanden (etwa Hriftoteles). Damit ift aber

1) »Le concept scientifique du continu: Zenon d’Elée et Georg Cantor,«
Revue pbhilofopbique, XX, p. 385fF. (octobre 1885).

2) Thbe Principles of Mathematics, Vol. I, § 331 (p. 350) und §§ 340—41
(p. 358—60). Cambridge 1903.
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ein neues geometrifches Moment berveits geltend gemacht, was detr
Entwicklung vorgreift.

Tatfachlich war (vermutlich!) die Folge der Zenonifchen Parva-~
doxien eine Entwicklung in zweifacher Richtung: einmal zu einem
atomiftifchen Finitismus und andrerfeits zur methodifchen Vermeidung
wenigftens des Hktual-Unendlichen unter Zulafflung des endlofen
Prozeffes (cig &rretgoy iévad?),

Detr mathematifche Atomismus denkt fich nicht mebr die gevade
Strecke aus aktual-unendlich vielen Punkten beftehend, fondern aus
einer zwar grofien, aber endliden Zabhl febr kleiner Linien-
ftitckchen zufammengefet, die unteilbare Linien, «Linienatome«
(dropor yoauual) heifen. Man braucht von diefer finiten Mathematik
nicht gering zu denken, es gelang ibr, vermutlich gerade deswegen,
weil fie eines Limesverfahvens entraten konnte, zum wenigften
eine grofle Entdedkung, die Volumenbeftimmung der Pyramide
und des Kegels?3,

Der Htomismus behdlt alfo von Zenos aktual-unendlichen
Mengen die »Hktualitdt« bei, aber nicht die Unendlichkeit. Um-
gekebrt verfabrt die pythbagoveifche Richtung, die in die grofle
Klaffifche Entwicklung detr griedhifchen Mathematik durch den Hv-
hytas-Schiiler Eudoxos einmiindet. Sie bewahrt das Un-
endliche, gibt aber die Hktualitdt preis. Dies Ende diefer Entwick-
lung 1dBt fich mit Aviftoteles (Phys. III, 7; p. 207b, 29—31) fo

1) Die biftorifchen Quellen find febr diirftig, und es 4Bt fich keinerlei
Entwicklung eindeutig konftruieren. Genau wiffen wir nur, 1. dal Zeno
das Hktual-Unendliche duvch feine Paradoxa ad absurdum fiibrte; 2. daf§
es eine atomiftifche finite Mathematik gegeben bat, die bei Plato und
Xenokrates noch vorbanden ift. Die Vermutung, daB Demokrit (und
vielleicht fchon Leukipp) fie ausgebildet bat, liegt febr nahe. (Sie wird
beftritten von Sivt Thomas Heath, A bistory of Greek Mathematics,
Oxford 1921, Vol. I, p. 181; wie mir fcheint, nicht mit durchfchlagenden
Griinden.) — Hingewiefen fei auf Stenzel (Zabl und Geftalt bei Plato und
Hriftoteles, S. 72 ff., der in Euklids befchreibenden Deflnitionen von Punkt,
Linie, Gerade ufw. atomiftiiche Refte erblickt (L c. p. 75, Anm.2). — Vgl
auh O. Toeplity, »Mathematik und Hntike« (die Antike, Bd.I, S. 199);
3. daf Anaxagoras die unendliche Teilbarkeit lehrte; 4. daB die Pytha-
gotecrt das Problem der Irrationalen (wenigftens im Falle V2) aufwarfen.
(Zu weldher Zeit ift febr umftritten.)

2) Zeno felbft entwickelt als erfter den Gedanken eines folchen Pros
zeffes, f. in §6b,1C.

3) Demokrit entdeckte diefe Volumenbeftimmungen, wie wir jeit aus
Hrdimedes, ad Eratofth. Methodus, praefatio wiffen. Eudoxos bewies
fie dann ftreng, vgl. Hrchimedes, quadratura pavabolae, praefatio.
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charakterifieven: (of padquavixol) 00dé oy déovrar Tol drreigov, 00d¢
yo@vrar, dlda wévov elver 8oy  Podlwvrar  memegaouévyy,  »Die
Matbematiker bediitfen weder jetit [mebr?] des Unendlichen noch
gebraudhen fie es, fondern (fie brauchen) nur (die Tatfache), daB
es begrenzte Strecken gibt, fo grof fie wollen< — d. h. die Mathe-
matik braudt beliebig grofie (und auch kleine) Grdfien, aber keine
aktual unendlichen. (Die aufevordentlich tiefgehende HAnalyfe des
Unendlichkeitsbegriffs durch Ariftoteles wird uns noch fpiter
(in § 6b IC) beichidftigen. Hier foll lediglich das auf das Kontinuum
Beziigliche kurz dargeftellt werden.)

Die Huseinandervfebung zwifchen atomiftifcher und »ftetiger<
Mathematik fpielt verichiedentlich eine Rolle bei Aviftoteles und vor
allem in der pervipatetifchen Schullchrift svepl drduwy yoauudy {Ver-
faffer vermutlih Theophbhrast, gerichtet gegen Xeno-
krates.) Die mathematifch treffendften Hrgumente gegen die
»Linienatome« find et {tens, daB irrationale Verhiltniffe in der ato-
miftifchen Mathematik unmdglich find, da ja die unteilbare Strecke
felbft als univerfelles Mal aller Strecken in ganzen Zabhlen dienen
kann, womit alle Vetrhdltniffe rational werden. Zweitens, dafl
man mittels der bekannten geometrifchen Konftruktion (EuklidI, 10)
jede nod fo kleine Strecke balbieren kann. Im Grunde gebhen aber
beide Hrgumente (was man zu wenig beadhtet hat) auf eine
Grundvorausfebung zuriick, die in der griedhifhen Grundvorftellung
vom Mathematifichen iiberhaupt tief verwurzelt ift.

Diefe Grundvorausfefung lautet: Es gibt abfolut
exakte einfadhe Figuren, wie den Kreis oder das
Quadvat, — oder: es gibt reine elementare Grund-
geftalten. Der Elementaraufbau (die orotyeiwarg) der Mathematik
zeigt, dafl mit der Geraden und dem Kreis alle anderen treinen Ge-
ftalten gegeben find. Sowobhl der Nachweis der Exiftenz irrationaler
Verhiltniffe, wie audh die unbefchriankte Anwendbatkeit der Halbie-
rungskonftruktion berubt offenbar auf diefen *reinen* abfolut exakten
Figuten. Diefe find fiir die Griechen auch durchaus nicht Evgebniffe
eines Grenzprozeffes, fondern en d li ch e Gegebenheiten. Das bedeutet
einen wefentlichen Unterfchied zur modernen Mathematik, wo die
Irrationalzahl durch einen unendliden Prozefl definiert wird.

Sonft — von diefen Beweifen gegen den Atomismus abgefehen —
wird das Irvationale in der ariftotelifchen Vorftellung des Konti-
nuums nicht berviickiichtigt. Aviftoteles madt fich keine Gedanken
dariiber, wie die irrationalen, durch Konftruktion gegebenen Punkte
auf der Gevaden fich »zwifchen« die durch Teilung gegebenen ein-
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fdhieben, wo dodh fchon diefe fiiv fich ein »Kontinuum« ausmadhen.?
HAlle devartigen »mengentbeovetifchen« Fragen ftellte die Antike
nicht. Sie verlieren audh fiir eine konfequent >potentielle«, ge-
netifche Huffaffung des Kontinuums febr an Schirfe.

Das Kontinuum ift alfo fiir Ariftoteles nichts aktual Unend-
liches. Es wird, bei Gelegenheit der Evdrterung des Unendlichkeits-
begriffs felbft, oft betont, daBl auch die endlofe Teilbarkeit des
Kontinuums keineswegs eine aktuale Unendlichkeit impliziert?® Hller-
dings wird ein Unterichied gemacdht zwifchen dem Unendlichen in
der (endlofen) Zeit und dem in der endlofen Teilung des Kontinu-
ierlichen?,

Das Unendliche ift zwar immer im Werden und Vergehen
(év yevéoer nal @Poed), aber doch mitunter (bei der Zeit z. B.) in der
Weife, dafl das Gewordene oder das Etfafite (z0 Aaupavduevov
wieder vergeht, wibrend ftindig etwas Neues entfteht (Ao xai &Alo);
— mitunter aber auch fo, dafl das Entftebende bleibt. (Dies ift
bei der unendlichen Teilung des Kontinuietlichen der Fall.) D. b.:
die Teilpunkte der friiberen Teilungen bleiben beftehen; es kommen
immer neue Zwiichenpunkte bhinzu, das Nety der Teilung wird immer
dichter, die Teilpunkte bhdufen fich immer mebr, wenn auch ibre
Zabl und Dichte in jedem konkreten Stadium des Teilungsprozefies
endlich bleibt.

1) Solche Fragen treten fchon innerbalb des rationalen Beveichs auf.
Ift etwa durch fortgefepte Dichotomie eine iibevall dichte Menge gegeben,
wie veibt fich dann etwa der drittelnde Punkt ein? — Andertfeits ift ja fogar
die Menge aller algebraifchen Zabhlen mit der der ganzen gleichmidchtig. Die
gefamten Definitionsmethoden der HAntike fiibrten iiberbaupt nicht iiber die
abziblbare Menge binaus. Huch infofern war die mengentbeoretifche Uns
inteveffiertbeit der Antike bevechtigt. Nur, wenn man den famtlichen
Eudoxifchen Aéyor zugleich die mathematifche Exiftenz zugefprochen
bitte, wire man zu einer nicht abzdhlbaren Menge gelangt, zu derfelben,
die wir beute Kontinuum nennen. Freilich, was diefe Exiftenzfetungen bloc
eigentlich befagt, dariiber find wir uns beute noch nicht im klaren. Eine
folche gewagte Exiftenziebung widerfprach durchaus dem Geift der antiken
Matbematik.

2) Phyi. 111, 6 (206 a 16 —18): 76 d& uéyedog, 610 udv xar’ dvépyecy odx igtw
dmesgov, elonran duugéoer d'doriv: 0d yep yedeémdy dvelelv Tés drduovs yooupds.

3) Phyl. 111, 6 (206 a 25—29): dhwg 8" Ev 1 16 ypdvy dijlov 16 dmegov . ..
xar inl 1ijs Juepéocws Tow peyédwv. Blwg utv yap olrws &oTl TO &newgov, T &el
dllo zai dhho AeupBdvesdar xai 10 Aeufavouevoy udv Gl elvar TEmEQROUEVOY, AN
sl ye érsgov xa Eregov. (206 a33—b3) AN &v udv Tois peyédeow, dmuoudvovros
100 Angdévrog, Todro ovuBeiver, Emi d¢ oY avdodmwy xal Tod yodvou gFegoudvar
oltws Gote uy Emdeimew.
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Damit ift dev klaffifche antike Begriff des Kontinuums evveicht,
in dem allerdings mathematif{ch keinerlei tiefere Probleme ficht-
bar werden.

Diefe ergaben fich erft aus der neueren »abendlindifchen« Ent-
wicklung.

II. Die weitere Entwicklung in derneueren Mathematik
bis auf Hilbert.

A. Die »abendldndifche« Definition durch konvergente unendliche Prozeffe.
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