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Matbematifche Exiftenz.

Unterfuchungen zur Logik und Ontologie mathematifcher
Phinomene.

Von Oskar Bedier (Freiburg i. B.).






Vorbemerkung.

Der Ausdruck »Mathematifche Exiftenz« entftammt der mathe-
matifchen Fachfprache und diefe Hrbeit geht auch von diefem
Wortgebrauch innerbalb der pofitiven Wiffenfchaft aus. Hber ibve
Abficht ift nichtsdeftoweniger eine pbhilofopbhifche; fie ift namlich
auf die Ergriindung des Seinsfinns der matbematifcdhen
Phanomene gerichtet. Sie umfafit nicht nur logifdh e, fondern
gerade in den Teilen, auf die ich am meiften Gewicht legen mddte,
ontologifche Unterfuchungen. Der Husdruck »ontologifch« ift
nicht gemeint im Sinne des Rationalismus des 17. und 18. Jabt-
bunderts, auch nicht im Sinne einer Wefensbetrachtung, die fich kon-
ftitutiv-pbdnomenologifcher Unterfuchung noch enthilt, fondern erv
foll gevade die konftitutive Frageftellung felbft und in gewiffem
Sinne fogar noch mebhr oder wenigftens eine befonders konkrete
Form konftitutiven Fragens bezeichnen. Es wird in diefer Hrbeit
weitgebend aufler den natiitlich gerade bei mathematifchen Gegen-
ftandllchkeiten zundchft grundlegenden Methoden der formalen,
tranfzendental-konftitutiven Phdnomenologie (fo’;‘"wie in Hufferls
»Logifchen Unterfuchungen« und »Ideen zu einer rveinen Phidno-
menologie« ihren beute berveits klaffifch gewordenen HAusdruck ge-
funden bat) die von Heidegger begriindete Forfchungsweife der
pbermeneutifchen Phinomenologie verwandt. (Vergl. deffen
Abhandlung »Sein und Zeit« in diefem Jahrbuchband), Heidegger
bezeichnet mit »Ontologie« die »Hermeneutik derv Faktizitit«, die
Auslegung meniclichen Dafeins. Und fo ift auch in der gegen-
wirtigen Unterfuchung immer wieder verfucht worden, die »mathe.
matifche Exiftenz« in den Zufammenbang menicdlichen Dafeins
bineinzuftellen, der als der allenthalben grundlegende Interpreta-
tionszufammenbang iiberbaupt anzufeben ift. Freilich ift damit von
vornberein die Frage nach dem Seinsfinn des ud97ue, des »Matbe-
matifchen« im allgemeinften Sinn, bingedringt auf den HAnfaty des
wd9que als uddyoig als »Matbematifierendes Dafein«<. Das »Mathe-
matifieven» (uadquarirneieodar) analog dem Philofophieren felbft oder
etwa auch dem Mufizieven, als eine Weife des lebendigen Dafeins
des Menfden, ift das Thema phanomenologifcher Intevpretation
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und kann allein nur Thema einer wirklichen Interpretation fein.
Die Mathematik erfcheint als der Niederfchlag »mathematifierenden«
Lebens, fo wie die Kunft Niederichlag des kiinftlerifch fchaffenden
Lebens ift.

Hber, fo fehr fie das ift, ift die Mathematik fonft nichts? Gebt
fie nicht gerade am ebeften von allen menfchlichen Betdtigungen
auf Gegenftindliches, Ob-jektives, An-fich-ewig-Seiendes? Es lafit
fih nicht leugnen, daBl »udIqua« (troty aller feiner Gebundenbeit an
verbale uavddyey, die es zum vdvjua ftempelt) auch diefen vein
gegenftiandlichen Sinn bat. Es ift die Frage nicht abzuweifen,
was es denn befage, dafl die »duflere Welt« doch offenbar von
matbematifcher Harmonie in ungeabntem, fich mit jedem neuen
Fortichritt der Wiffenfchaft fiir uns ins Unermefliche fteigernden
MaBle durchherricht und duvdhleuchtet ift. Diefes grofie Problem
der Exiftenz des Mathematifchen in der Natur, das durch die fchon
feit Jahrbunderten andauernden, gar nicht felbftverftindlichen Ex-
folge der theoretiiches Phyfik geftellt wird, bleibt als ungeldfter
Reft unferer konftitutiven und bermeneutifchen Unteriuchungen be-
ftehen. Prinzipiell in ganz dbhnlicher Weife folgt auch in der Kan-
tifch en Philofophie die Kritik der teleologifchen Urteilskraft noch auf
die Kritik der reinen Vernunft (die im Grunde die [kantifchen] Kon-
ftitutionsprobleme alle fchon erledigt hat). Fiir diefes Reftproblem
ift weder die konftitutive noch die hermeneutifche Analyfe eine zu-
rveichende Methode; es verdient den Namen einer im eigentlichen
Sinn metaphy{ifcen Frageftellung, der man fich — vielleicht —
auf dem Wege der Natur-Deutung, eines Verfahrens, das nicht
mit irgend einer HArt von Huslegung zufammenfillt, nibern kann.
In der gegenwirtigen Sdrift bezeichnet diefes Problem nur die
Grenze, die von der Unterfuchung nicht iiberfchritten wird. —

Wenn auch das eigentliche Thema der HAbbhandlung, wie ange-
deutet, ein pbhilofopbifch -prinzipielles ift, fo geht die Betrachtung
doch aus von der aktuellen und bis zu einem gewiffen Grade natiix-
lich zufilligen Problemlage der gegenwirtigen mathematifchen Grund-
lagenfotrichung. DerStreit zwifchen dem »Intuitionismus«(Brouwer)
und dem »Formalismus« (Hilbert) dient als Anfatpunkt dev
Unterfuchung. Das Ergebnis entfcheidet fiir den Intuitionismus und
feine »fad liche« Mathematik, die allein wirkliche Phinomene ent-
dedkt, die orgindrer und addquater Hnfchauung zuginglich und exiften-
tialer Auslegung fibhig find. Insbefondere erweift fich das Unend-
liche in der Form des Prozeffes, undzwarnichtblofBdes
indefinitenfondern aucdhdestransfiniten, als ein echtes
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Pbinomen des reinen formalen Bewufitfeins und aud fogar des
konkveten biftorifchen Dafeins; es ift fowohl der konftitutiven HAna-
lyfe wie der ontologifchen Interpretation ervveichbar. Hber es ift
freilich nicht zu verkennen, dafl diefe Enticheidung von den Schranken,
die fich die Unterfuchung felbft auferlegt, bedingt ift. Es ift keines-
wegs gefagt, dafl die »Sadlichkeit« fiir das »metaphyfifche«
Problem der Natur-Deutung, das im vorigen beriibrt wurde, noch die-
felbe entfcheidende Rolle fpielt wie fiir die Interpretation im Zu-
fammenbange biftorifchen Dafeins. Es mufl insbefondeve fpiterer
Forfchung vorbebalten bleiben, die Rolle zu kldven, die der neuer-
dings von H. Weyl auf Grund der Hilberttfidhen Forfchungen
vertretenen Idee einer vrein fymbolifchen Mathematik im
Zufammenhang mit der Frage deutenden Naturerkennens zukommt.
Die zum Teil {charfe Kritik, die an Hilberts Philofophie der
Mathematik in diefer Arbeit geiibt wird, 148t alfo nicht nur (was eigent-
lich felbftverftindlich ift) die hobe Bedeutung der tiefen mathe-
matifcben Gedanken Hilberts unangetaftet (fie gibt ibnen nur
eine von der eigenen Huffaffung Hilberts vielfach abweichende Deu.-
tung, die aber zeigt, in wie erftaunlichem Mafie gerade die »forma-
liftifchen« Forfchungen Hilberts zum Kontinuumproblem von fadh-
licher Bedeutfamkeit find), fondern fie hilt aud die Mdglichkeit einer
»metaphyfifchen« Bedeutung der Hilbertichen transfiniten Mathe-
matik offen. Nur darf man die »Seinsart« der »tranfzendenten« meta-
phyfifchen Gegenftandlichkeiten, die jenfeits der phanomenologifch aus-
weisbaren »immanenten« Sadhlichkeit liegen, nicht mit eben jener uns
aus den bisher angeftellten konftitutiven und bermeneutifchen Unter-
fuchungen vertrauten phanomenologifchen Sachlichkeitver wedhfeln.

Es bandelt fich da um »Gegenftinde«, die in gewiffem Sinne nach
Platons Worten nézewve wig odolag, »jenfeits des Seinsfinnse — —
find, fo paradox dies auch klingt; Dinge die eine von der bisher
betrachteten radikal verfchiedenen transpbhinomenale, wenn auch viel-
leicht nicht metaphanomenologifche »sneue Sacdhlich keit« an fidh
tragen.

Und fo ift es ein Hauptziel diefer Hrbeit, ein unbefonnenes
Hineingleiten in eine methodifch unklate »Metaphyfik« zu ver-
bindern, das Einfchneidende der Grenze, die vor jenem »Jenfeits«
liegt, zu betonen und die Gefchloffenbeit, die auch hier den konfti-
tutiv-bermeneutifchen Problemkreis auszeichnet, zur Geltung zu
bringen. Der Weg iiber jene Grenze hinaus, den die Forfchung
vielleicht fchon bald zu befchreiten gendtigt fein wird, foll und wird
dadurch nicht verfperrt werden.
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Wie jede pbanomenologifche Hrbeit, ift auch die vorliegende
den methodifch und inbaltlich in fo weitem Umfang grundlegenden
Forfchungen Hufferls (die leider nur zum kleinften Teil versffent-
licht find) in ecfter Linie verpflichtet. Dies gilt von faft allen Teilen
der Hbbhandlung; befonders bhervorgehoben fei die Urteilstheorie
(§ 4a), die Untericheidung von »Wabrbeit« und »Konfequenz« (§ 4 b)
und der Begriff der »Stufencharakteriftik« (bei der pbhanomeno-
logifchen Hnalyfe des transfiniten Prozeffes in §5a).

Fic die hermeneutifdhen, d.bh. die wefentlich ontolo-
gifchen Teile (insbefondere § 6a, b und teilweife auch § 5a und 6c)
gebiibrt mein Dank den bahnbrechenden Unterfuchungen Heideggers.
Sie konnten im allgemeinen noch nicht in der jetst vorliegenden,
abfchliefenden Faffung, wie fie in »Sein und Zeit« fich darcftellt, be-
nugt werden, fondern geben auf Vorlefungen und Ubungen vor
allem feiner Freiburger Lehrtéatigheit 1919 — 1923 zuviick. Trogdem
babe ich nachtrdglich einige wenige Einzelbinweife auf »Sein und
Zeit« zur Erleichterung des Verftindniffes fiir den Lefer binzu-~
gefiigt. Die hermeneutifche Analyfe der Zeitlichkeit ift nach einem
im Juli 1924 in Marburg gebaltenen Vortrag dargeftellt. Es fei
noch bemerkt, daf aus verichiedenen Griinden meine Terminologie
nicht iiberall den oft fubtilen Untericheidungen Heideggers genau
folgt; fo z. B. untevicheide ich niMﬁogifd)« und »ontifch« und
gebrauche die Termini »Dafein«, »Exiftenz« u. 4. nicht in der fcharfen
Begrenzung wie ev.

Was am Schluffe der Hrbeit (im § 6¢IV, am Ende) iiber die
Idee einer fymbolifchen, Natur deutenden Mathematik gefagt wird,
verdankt enticheidende Hnregungen der neuften pbhilofophifchen
Schrift H. Weyls! und auflerdem mir liebenswiirdiger Weife zu-
teil gewordenen brieflihen Huflerungen. Fiir wertvollfte Hilfe
zum Verftindnis Leibnizens (vgl.§6c III E) bin ich endlich
D. Mabnkes bekannten Arbeiten, die ibr Verfaffer durdh einige fiic
mich febr lehrreiche briefliche Mitteilungen freundlicherweife ergédnzte,
zu grvofiem Danke verpflichtet.

1) »Philofopbie der Mathematik und Naturwiffenichaft« (Handbuch der
Philofophie, ber. v. A. Baumler u. M. Schrster, Miinchen u. Berlin 1926, Abt.I],
Beitrag A.); die Scbrift erichien leider zu fpdt, um auBler in § 6cIV noch
fyftematifch benufit werden zu kdnnen. — Ebenfo konnte die wichtige Abband-
lung J. v.Neumanns »Zur Hilbertichen Beweistheorie« (Math. Zeitfch. Bd. 26,
S. 1ff. [1927], die gerade in einem fiir mich bedeutfamen Punkte den Hilbert=
Bernayfden Standpunkt modifiziert, nur noch im »Mathematifchen
Anbang« am Schlup der Hrbeit beriickfichtigt werden.
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§ 1.
Der gegenwartige Streit um die Grundlegung der Matbhematik.

Der Begriff der mathematifichen Exiftenz ift derjenige
unter allen mathematifchen Begriffen, der am deutlichften verrit,
wo die philofophifd en Fragwiirdigkeiten in der mathematifchen,
fcheinbar fo feft gegriindeten Wiffenichaft beginnen. Et gewidbrt
daher am ebeften die Moglichkeit, zu unterfuchen, weldhes die philo-
fophifchen Wurzeln der mathematifchen Theorienbildungen find, d. b.
was den Sinn des Seins mathematifcher Gegenftindlichkeit und mathe-
matifcher Frageftellung ausmadht.

Man datf nicht hoffen, diefen Grundbegriff in den programmatifchen
Exkldarungen philofophifcher Farbung, welche die um die Grundlagen
ibrer Wiffenfchaft bekiimmerten Mathematiker ibven Darlegungen zu-
weilen vorauszuichicken pflegen, voll zu erfaffen. Er wird nur da
klar ans Licht treten, wo er in der ihm eigentiimlichen Leiftung fiir
das Entiteben der Theorie beobachtet werden kann. Deshalb ift es
exforderlich, eine Sdilderung und Wiirdigung der tatfdchlichen
Leiftungen der gegenwirtigen mathematifchen Grundlagenforfchung
den weiteren Darlegungen vorauszuichicken. Im Verlaufe diefer
kritifchen Bemiibungen zeigt fich dann, daBl die leitenden Gefichts-
punkte fiiv die Forfdhungen der gegenwirtigen Mathematiker nicht
etwa unferer beutigen Zeit eigentiimlich find, fondern aus biftorifchen
Wurzeln entfpringen, die bis in die griedhifche Philofophie und Mathe-
matik binabreichen. Sofern eine edhte philofopbhifche Klirung obhne
richtig verftandene biftorifche Befinnung niemals wird geleiftet werden
kodnnen, evweift fich damit eine Unterfuchung der antiken HAnfdhau-
ungen iiber mathematifche Exiftenz als unentbebrlich. Erft nach
diefen Vorunterfuchungen wird man geniigend vorbereitet fein, um
an die eigentlichen philofophifchen Fragen herantreten zu kdnnen.

Die gegenwirtige geiftesgefchichtliche Lage der Philofophie der
Mathematik ift nun am fdhircflten gekennzeichnet durch eine gewifie
Streitfrage, die um das Prinzip der Grundlegung der mathematifchen
Wiffenfchaften entftanden ift. Es ecicheint dabher geboten, mit einer
Darftellung diefes fundamentalen Streitpunktes zu beginnen, den
man duvch die Doppelfrage kennzeichnen kann: »Soll die Mathematik
intuitiv oder formal-axiomatifcd begriindet werden?«
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Nachdem es in den 70er Jahten des 19. Jahrhunderts anicheinend
gelungen war, die hdheve Hnalyfis nach langen vergeblichen Ver.
fuchen mit derfelben Strenge zu begriinden wie die elementare
Mathematik (G. Cantor, Dedekind, Mevay, WeiecftraB),
fchritt man zu dem Unternebmen fort, die Lehre von den natiiclichen
Zablen im Zufammenbang mit der von Cantor mit ecrftaunlicher
Kiibnbeit gefchaffenen Lebre von den unendlichen Mengen ibrec~
feits auf eine angemeffen erweiterte formale Logik zu begriinden
(G.Frege, B. Ruffell). Dies miilang jedoch, indem fich inner-
balb der anfcheinend ungebiibrlich ausgedebnten formalen Logik feibft
unldsbare Widerfpriiche ergaben, die fogenannten »Hntinomien det
Mengenlebre« (Buvrali-Forti, Ruffell ufw.). Trof mannig-
facher, mebr oder weniger gegliickter Verfuche von feiten der fot-
malen Logiker, diefe Widevipriiche aus der Welt zu {chaffen (Frege,
Ruifell, J. Kénig u. a.), wurde dadurch das Vertrauen in die
Moglichkeit einer tein logifchen Begriindung der gefamten Mathe-
matik ftark evichiittert. Man fuchte einen Rusweg teils in Be-
griindungen nach axiomati{cher Methode (Z et melo fiir die Mengen-
lebre, Hilb e v t fiir die Aritbmetik), teils brach fich die Uberzeugung
Babn, dafl Logik und Arithmetik eine unldsbare Einheit bilden und
daber nur gemeinfam begriindet werden kdénnen (H. Poincarté,
Hilbert, Brouwer, Weyl), eine Anficht, die ichon immer in
den Kreifen der {chdpferifichen, der Grundlagenforichung ferner ftehen-
den Mathematiker verbreitet war. Hier ift nun der gemeinfame
HAusgangspunkt der verichiedenen Richtungen der gegenwiédrtigen
Grundlagenforichung erveicht, die nun in ibrer Gegenfitlichkeit zu
{childern und zu wiirdigen find. Es bandelt fich bhiertbei um zwei
einander gegeniiberftehende Grundauffaffungen der Hufgaben und
Ldéfungsmetboden des Grundlegungsproblems der Mathematik, die
man mit den Namen des »Intuitionismus« und des »(axio-=
matifierenden) Formalismus « zu bezeichnen pflegt.! Dieie
find nun der Reibe nach zu erdttern.

a) DevIntuitionismus.

Wie ibv Name fagt, legt diefe Auffaffung entfcheidendes Gewicht
auf die Anfdauung (intuitio), die allerdings nicht als »finnliche«
oder »empirifche« Bnichauung verftanden wird, fondern die Weife
der unmittelbarven Gewifibeit bezeichnet, in der uns dielogifden,

1) Wobl im Anfchluf an den Titel von Brouwers Hntrittsrede
»Intuitionisme en formalisme« Amfterdam 1912. (Engl. Ubexf.: Bull. of the
Am. Math. Soc. 20, S. 81-96, [1913].)
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avithmetfichen und kombinatorifchen Grundtatfachen'
gegeben find; wie fie etwa in den iiblichen Darftellungen der Zahlen-
theovie zu Anfang mebr feftgeftellt als begriindet oder gar bewiefen
zu wevden pflegen. Es ift fiiv die intuitioniftifhe Anfchauung des
mathematifchen Grundlegungsproblems wefentlich, dal man jene
logiich-aritbmetifchen Grundtatfachen witklich als folche auffafit, nicht
etwa als zweckmiflige oder gav willkiivliche an die Spite der Et-
Octerung gefitellte Annabmen.

Die eben bezeichnete Grundauffaffung kann eine fachliche?
genannt werden, denn fie beftrebt fich, die »Sachen felbft« vor Hugen
zu baben und nicht blofie Vorausfehungen, die ecrit von der heutigen
Wiffenichaft ber ibre nachtrdgliche Redbhtfertigung erhalten. Es er-
gibt fich aus diefer Anfchauung gewiffermaflen von felbft der ungefdhre
Inbalt des allem Weiteren zugrundeliegenden Urgebiets: die Lebre
von den arithmetifchen und kombinatorifchen Eigenfchaften der end -
lichen und endlofen (daber notwendig diskreten) Mannigfaltig-
keiten, zufammen mit dem, was an formaler Logik zu ibver geord-
neten Darftellung unumgéngtlich ift.

Das Endlofe? ergibt fich von felbft mit der unbefchrankt fort-
fegbaren Reibe der natiivlichen Zablen 1, 2, 3, 4, ... in inf,, die
als der Gegenitand einer »atithmetifchen Urintuition« (Weyl) an-
gefeben wird. Die merkwiirdigen Eigenfchaften von derartigen
endlofen Folgen ftehen im Mittelpunkt der intuitioniftifchen
Lebre und bedingen ibren eigentiimlichen Inbalt. Sie find der eigent-
liche Grund ihres Gegenfaties zur hergebrachten Mathematik, wibrend
das Endliche, fobald man fich einmal zur Anerkennung avithmetifcher
Urtatfachen entichloffen hat, keine grundidglichen Schwievrigkeiten
mebr berveitet.

Im elementaren Sinn anfchaulich vorliegen kdnnen nur endliche
diskcete Gefamtheiten. Das Unendliche ift nady der intuitioniftifchen

1) Der Ausdruck »Tatfache« foll demgemdf duvchaus nicht im Sinne
eines pbilofopbifchen Empirismus verftanden werden, fondern als gleich-
bedeutend mit »Tatbeftand«, »Sachverbalte, »Wefensverbhalt« u. dgi. ganz farb-
los gebraucht werden. — In pbidnomenologificher Redeweife bandelt es fich
offenbar um Wefensverbalte.

2) Damit ift nicht das, was Hufferl als ~-fachhaltige bezeichnet,
fondern nur ein gewiffer Gegenfaty zum »Formalens«, fo wie es der »Formalis-
mus« auffaflt, gemeint.

3) Diefe Bezeichnung fiir die unbefchrinkt fortiepbare»offen unendlicher,
im Sinne Cantors »abziblbar unendliche« Mannigfaltigkeit ift Frege nach-
gebildet, der die »Anzabl« der natiirlichen Zablen (Cantors %) die »Anzabl
Endlos« nennt.
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Auffaffung nur in der Form der Folge zuginglich, die nicht ift,
fondern wivrd. Die einzig als rechtmiaBig zugelaffene Art des Un-
endlichen ift alfo das Endlofe (potentiell Unendliche). Das maf-
gebende Vorbild ift die Reibe der natiiclichen Zabhlen; alle anderen
endlofen Gebilde find von hier aus zu verfteben.

Indeffen ift bierbei noch ein enticheidender Punkt zu beachten:
die Folge der natiirlichen Zablen ift eine gefegmiédfBige. Es ift
genau beftimmt, welche Zabhl auf jede vorgegebene unmittelbar folgt.
Mit der Zabl 7 ift auch %' = 7 4 1 beftimmt. Das Gefety des »Immer
noch eins«, das aus 7 das 7' erzeugt, ift das Urbild einer jeden
gefetmiéfigen Folge, die durch ein allgemeines Glied gekennzeichnet
werden kann, das dann feinecfeits die allgemeine Zahl 7 entbilt.

Als Beifpicle kdnnen etwa die Reibe der Quadratzablen (722?),
der Partialfummen irgendeiner unendlichen Reibe (geometriiche
Reihe, Potenzreibe) ufw. dienen. Ein Gefety kann auch vekurrent
fein, d.h. angeben, wie man das (22 1) Glied aus dem 7'*" Glied
erhilt.

Es gibt aber im Gegenfaf zu den gefemiBig beftimmten Folgen
noch eine davon grundfitlich verfchiedene Hrt: die fogenannten
»frei werdenden Wahlfolgen«: Zunddit die vollig freie
Wablfolge, bei der die einzelnen Zablen ganz beliebig nacheinandetr
gewdblt werden, dann Wablfolgen mit gewiffen einfchrdnkenden
Bedingungen, endlich folche Folgen, bei denen Schritt fiix Schritt
nach beftimmten Regeln, gemidB anderweitig vollzogener Wablen,
Wiirfen, Beobadtungen, Redhnungsergebniifen ufw. die einzelnen
Glieder feftgelegt werden.

Beifpiele. 1. Die Wiirfelfolge mit einem Wiirfel: Man
wiirfelt mit einem gewdbnlichen fechsfeitigen Wiirfel und fchreibt die Zablen,
die fich ergeben, nieder. Diefe Folge kann offenbar nur die Zablen 1, 2, 3,
4, 5, 6 enthalten, fie mufl mindeftens eine diefer Zablen entbhalten, aber nicht
notwendig mebr als eine.

2. DieSummenfolge zweier vdllig freien Wabhlfolgen:
Man addiert die beiden erften, die beiden zweiten etc. Glieder der beiden
freien Wablfolgen, die Summen bilden eine Zahl der gewiinichten Folge.
— Diefe Folge kann offenbar alle méglichen Zablen entbhalten aufier 1. Denn
felbft wenn beide Summanden 1 wiren, fo ergibe fich doch fchon 2, andern-
falls eine gréfiere Zabhl.

Es ift wefentlich fiiv diefe Folgen zweiter Art, daB fie niemals
als vollendet oder auch nur bis ins Unendliche beftimmt gedacht
werden konnen, fondern als Schritt fiiv Schritt werdende. Die
Zukunft diefer Entwicklung ift ftets zum mindeften nadh gewiifen
Seiten bin unbeftimmt. Es konnen alfo nur folche Eigenichaften
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finnvollerweife von einer deratrtigen Folge ausgefagt wevden, fiiv
welche die Enticheidung, ob fie der Folge zukommen oder nicht zu-
kommen, fchon fillt, wenn die Folge in ibrer Entwicklung bis zu
einer gewiffen Stelle gekommen ift, ohne daf} die Weiterentwidilung
iiber diefen Punkt des Werdens hinaus, wie fie auch ausfallen maége,
die Entfcheidung wieder umftofien kann. Mit anderen Worten: man
kann wobl iiber Gefchehenes ficher urteilen, nicht aber iiber die Zu-
kunft. Prophezeiben kann man nur infoweit, als GefeimifBigkeiten
bekannt find, die den zukiinftigen Gang der Ereigniffe (das Ent-
ftehen der Glieder der Folge) mebr oder weniger beftimmen.
(Wablfolge mit Nebenbedingung, Grenzfall der durchgehenden Be-
ftimmtheit: gefetmifige Folge.)

Beifpiel: Die augenblicklich vorliegenden Glieder einer Wablfolge F
feien: 1, 6, 28, 3, 9, 11 ... Man kann im gegenwirtigen Augenblick diefer
Folge die Eigenfchaft zufprechen: »F entbdlt die Zabl 9«, nicht aber »F ent-

bélt die Zabl 4« noch auch »F entbilt die Zabl 4 nichte. (Denn dariiber ift
noch keine Entfcheidung gefallen.)

Diefe Uberlegung zeigt, daB die Folgen zweiter
Art obhne Zeitlichkeit nicht gedacht werden kdnnen.
Ausfagen iiber folche Folgen find auf keine Weife von der augen-
blicklichen Lage, dem Stande detr Entwicklung unabbhingig zu machen.

Nun find die véllig gefegmifig (durch ein »allgemeines Glied«
u. dgl.) beftimmten Folgen erfter Art zwar auch nicht ibrem eigent-
lichen Seinsfinn nach zeitlos oder iiberzeitlich, aber alle iiber fie
mdglichen Husfagen laffen fich unabbdngig von irgendeinem Zeit-
punkt ausfprechen, fo dafl fie in einem gewiffen logifchen Sinn in
ibrer ganzen unendlichen Erftreckung wirklich gegeben find. Bei
den Folgen zweiter Art find devartige zeitunabbingige Husfagen
lediglich in genau dem Mafle mdglich, als manche ibrer Eigen-
fchaften (durch Nebenbedingungen oder die Regel ihrer {chrittweifen
Erzeugung) gefemifig beftimmt find.

HAus diefer Sachlage ergeben fich einige merkwiirdige Folgerungen
beziiglich der logifchen Eigentiimlichkeit von Urteilen iiber Folgen:

Es fcheint namlich, dafl der Satt vom ausgefdloffenen
Drvitten, nach dem von zwei kontradiktorifch entgegengefeiten
Ucteilen eines wabr fein mufl und eines falfch, im Gebiete der end-
lofen Zablfolgen gewiffe Husnabmen erleidet.

Die Urteile:

1. Es gibt in der Folge F eine Zahl von der Eigenichaft E,
2. Alle Zablen der Folge F baben die Eigenfichaft E,
bhaben ndmlich unter Umftinden beide kein »eigentliches« kontra-

diktorifches Gegenteil, d.h. das vein formal gebildete kontradikto-
Hufferl, Jabrbuch f. Pbilofophie. VIII 29
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vifche Gegenteil gehorcht nicht dem Satse vom ausgefdloffenen Dritten,
weil es namlich gar keine fachlih greifbare Bedeutung bat.
In der Tat: Die negativen Urteile:
1. Es gibt in der Folge F keine Zabl von der Eigenichaft E,
2. Nicht alle Zablen der Folge F haben die Eigenidaft E,

baben fiiv frei werdende Folgen F im allgemeinen keinen fach-
lich klaven Sinn. Es Uit fich ja — was das evfte Urteil betrifft —,
falls nicht eine geeignete einfchrankende GefetymiBigkeit vorliegt,
bei einer frei werdenden Folge nicht fagen, was fiir Zablen in ibr
noch auftreten werden, und deshalb auch nicht, ob etwa eine Zahl
mit dev Eigenfchaft E nicht doch noch erfcheinen wird. HAbnlidh ift
es beim zweiten Urteil: es befteht unter den gemeinten Umftinden
ftets die Moglichkeit des Evfcheinens einer Husnahme, aber ob diefe
je zur Wirklichkeit wird, ift offenbar ganz unbeftimmt.

Die Disjunktion: »Entweder gibt es in der Folge eine Zahl mit
der Eigenfdhaft E oder nicht« ift alfo keine echte vollftindige Dis-
junktion bzw., wenn man fie aus formalen Griinden fiiv eine voll-
ftindige Disjunktion halten will, erleidet fiir fie der Say vom aus-
gefhloffenen Dritten eine Husnahme.

Woblgemerkt, diefe Schwievigkeiten treten nur ein bei frei
wevrdenden Folgen, nicht bei gefetmiflig beftimmten. Bei diefen
letiten ermdglicht das Gefets einen Uberblick iiber fdmtliche »un-
endlich vielen« Glieder.

Das fiibrt dann weiter zu dem eigentiimlichen Vecrhalten der
Folgen felbft, wenn man ihnen gegeniiber die Frage ftellt »Gibt es
eine Folge F mit der Eigenichaft E?«.

Diefe Frage kann man dann bejahen, wenn F eine gefegmaifige,
vorliegende Folge ift, oder eine frei werdende Folge mit gewiffen
gefettmifigen Eigenichaften, dever Konftruktion in ganz beftimmter
Weife vorgelegt werden kann. Ibre Verneinung bat keinen Sinn,
folange man die Folge noch als eine gefeymidfige auffafit. Denn
ein Uberblick iiber alle »mdglichen« Gefee, die jemals aufgeftellt
werden kénnen, fcheint nicht gewonnen wetden zu kdnnen.! Wendet
man aber die negative Hntwort auf die in Rede ftehende Frage
pofitiv: »Jede Folge bat die Eigenichaft nicht-E«, fo hat das nur

1) Die im Text angegebene Meinung wird von intuitioniftifcher Seite
zumeift vertreten. Wir werden indeffen fpdter (in § 5b) im Anfchluf an die
neueften Forfchungen Hilberts zum Kontinuumproblem (»llber das Un=
endliche«, Math. Ann. Bd. 95) darlegen, daf} die geleugnete Mdglichkeit einer
Uberficht iiber »alle mdglichen« Gefepe fiir eine endlofe Folge im gewiffen
Sinne dodch befteht.
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Sinn, wenn man unter Folge cine freie Wablfolge (mit gewiffen
Nebenbedingungen) vertfteht; nicht aber fiiv gefegmifige Folgen.

Beifpiele: »Jede Wiirfelfolge (mit einem Wiirfel) bat die Eigen-
fchaft, die Zabl 21 nicht zu entbalten«. Das gilt natiirlich auch fiir alle ge-
fepmidBigen Folgen, die innerbalb des »Rabmens« der Wiirfelfolge betrachtet
werden kénnen. (Wenn z. B. an das RAuftreten gewiffer regelmdfliger Wurf-
folgen eine gewiffe Spielregel gekniipft ift, fo liegt das Konftruktionsprinzip
einer devartigen Folge »im Rahmen« des Begriffes der Wiirfelfolge.) — Ein
befferes Beifpiel bietet das Schachfpiel dar. Eine Schachpartie kann als
eine frei werdende Folge mit Nebenbedingungen angefeben werden, die u. U.
abbricht (wenn einer der Spieler Matt fet), die aber auch endlos fein kann
(bei gewiffen Arten von Remis). Unter befonderen Umftinden kann fie aber
auch, nathdem eine endliche Anzabhl von Gliedern vorliegt, in eine gefepmiflige
Folge iibergeben (bei gewiffen Arten von Zugzwang, wie »ewiges Schach«).
In diefem leiten Fall liegt eine gefetmiéflige Folge »im Rabmen« einer frei
werdenden Folge mit Nebenbedingungen vor.

Die foeben dargeftellten Betrachtungen bhidngen eng zufammen
mit der Frage der Entfcheidbarkeit eines beftimmten
mathematifchen Problems. Die Frage ift, ob jedes vein
matbhematifche Theorem, alfo zunddft fchon jeder klar formulierte
zablentheoretifche Safj, entweder bewiefen oder widerlegt werden

kann.

Beifpielsweife kann man fragen: «Gibt es mebr als 5 Primzablen von
der Form 27+ 1? (Bekannt find beute nur 5 Primzablen diefer Form, nim-
lich fiiv n=1, 2, 4, 8,16.)' Man kann diefe Frage nicht mit ja oder nein ents
fcheiden durch Probieren, denn die Anzabl der Zablen von der Form 2" 41
ift unendlich, und man kann doch immer nur eine nach der andern auf ibre
Teilbarkeit bin unterfuchen. Die Beziebung zur Lebhre von den
endlofen Folgen wird klar, wenn man folgende Zuovrdn un g ftiftet:
Man erzeuge eine werdende Folge nach der Regel: Man probiert die nach
der Grofle geordneten Zablen der gefepmifigen Folge mit dem allgemeinen
Glied 2"+ 1 auf ibre Teilbarkeit der Reibe nach durch: erweift fich eine der
erwidbnten Zablen als teilbar, fo wible man die Zabl 1, wo nicht, die 2;
fo erbhilt man eine echte werdende Folge, die nur die Zablen 1 und 2 ent-
balten kann, von der man aber nicht weifl, ob fie mebr als 5 oder gar un-
endlich viele Zweien entbdlt. Und zwar kann man dies exftere gar nicht wiffen,
bevor nicht eine fechfte Zwei aufgetreten ift (was bisher noch nicht der Fall
war), — und ob es in ibr unendlich viele Zweien gibt, kdnnte man iiberhaupt
nur dann jemals erfabren, wenn die Folge einmal durch ein Gefety dargeftelit
wiirde, alfo ibren Charakter als »frei werdende« Folge verlsre.

Ein anderes Beifpiel ift die bekannte F e r m a t fcbe Bebauptung, es gidbe
fiiv #» > 2 keine vier ganzen Zablen n, z, y, » die die Gleichung

x"—l—y“:x“
befriedigen. Ob diefe Behauptung vichtig oder falfch ift, 148t fich offenbar
nicht durch Probieren entfcheiden; man kann auch bier den fyftematifch an-

1) Dies Beifpiel nach Fraenkel, Einleitung in die Mengenlebre

(2. Aufl. Berlin 1923) S. 170.
29%*
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geordneten Proben (nachdem man alle Zablenquadrupel (», x, 7, %), fiir die
n>2 ift, in eine eindimenfionale Folge geordnet bat, was bekanntlich ftets
ausgefiibrt werden kann,) eine echte werdende Folge der Zablen 1 und 2 zu-
ordnen, indem man bei Befriedigung der Gleichung jeweils die 1, bei Nicht-
befriedigung die 2 wiblt; es ift dann bisbher (fiir # > 2!) noch keinmal die 1
etfchienen, ob fie das jemals tun wird und wie oft, ift z.Zt. gdnzlich unbekannt.

Derv intuitioniftifche Standpunkt der Entfcheid-
barvkeitsfrage gegeniiber ift nun der, daB, fofern eine avith-
metifche Frage zur Zeit tat{achlich unentfchieden ift, fich wiffenfchaft-
lich iiber die Mdglichkeit oder Unmdglichkeit, jemals zu ibrer Ent-
fcheidung zu gelangen, gar nichts ausfagen 1dft.!

Auf Grund diefer Anfchauung verlangt der Intuitionift, dal der
Saty vom ausgefchloffenen Dritten, auf dem das Verfahren des in-
divekten Beweifes berubt, auf unendliche Gefamtheiten, die in der
gelchilderten HArt mit endlofen Wablfolgen zufammenbingen, nicht
angewandt wevrden diicfe. Dies bringt fiit die Moglichkeit der
Fiibrung mathematifcher Beweife und der Definition mathematifcher
Begriffe und Gegenftindlichkeiten empfindliche Einfchrdnkungen
gegeniiber der bisherigen Ubung mit fich.

So {ind z. B. Begriffe, wie der der Gefamtheit aller mdglichen
Zablfolgen nicht zuldfiig; womit auch die Mdglichkeit wegfillt, etwa
die Menge der Dual- oder Dezimalbriiche zwifchen 0 und 1 2zu
bilden oder die Menge der transizendenten Zablen zwifchen 0 und 1
und iiberhaupt die meiften nicht abzidblbaren Mengen. Der Begriff
einer willkiirlichen veellen Funktion (im Sinne Divichlets) erweilt
fich als unbaltbar, ebenfo der einer beliebig zufammengewiicrfelten un-
endlichen Punktmenge mit beftimmten defkriptiven Eigenfchaften und
daraus abgeleitete Begriffe, wie der der soberen Grenze«. Die Can-
toriche Definition des Linearkontinuums als einer beftimmt gekenn-
zeichneten Punktmenge fillt auch in fich zufammen. — Die gefamte
Analyfis, die ja mit dem Begriff der veellen Zahl beginnt, bedacf
einer neuen Begriindung, obwohl damit nicht gefagt ist, daB nicht

1) Es find natiirlich in manchen Fillen fozufagen »gefiiblsméflige« auf
Analogie mit gewiffen bekannten Tatfachen berubende Vermutungen mdglich.
So kann man etwa nach der Analogie mit dem bekannten von Euklid
(I1X, 20) bewiefenen Saty iiber die Exiftenz unendlich vieler Primzablen in der
natiirlichen Zablenveibe vermuten, daff allgemein in jedert aritbmetifchen
Reibe erfter Ordnung, die aus ganzen Zablen beftebht, unendlich viele Prim-
zablen entbalten find. Diefe Vermutung wurde, wie bekannt, durdh den Be-
weis von Dirichlet beftitigt, allerdings unter Zubilfenabme infinitefimaler
Betrachtungen. Solange der Divichlet iche Beweis aber nicht vorlag, war
jene Vermutung, vom ftreng mathematifchen Standpunkt aus gefeben, ledig-
lich eine ganz leere logifche Mdglichkeit.
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echebliche Teile, vielleicht die erheblichften, nach Anderung der Be-
weisform wieder iibernommen werden kénnen. Immerchin erleiden
Analyfis wie Mengenlehre empfindliche Einbufien (» Amputationen«).

Gewonnen wird andrerfeits eine ganz neue Theorie des Konti-
nuums als eines »Mediums freien Werdens«, die im Gegenfaty zu
dem abftrakten »atomiftifchen« Kontinuumsbegriff der iiberlieferten
Mengenlebre, die begriffliche Erfaffung des anfchaulichen Stetigen,
in dem es keine »Punkte« gibt, ermdglicht.}

Es ift begreiflich, daB diefe »Amputationen«< am Kdrper der
iiberlieferten Mathemik feitens der intuitioniftifchen »Putichiften«
beftigen Widerftand der auf ibre Traditionen ftolzen Mathematiker
gefunden baben. Der bhervorragendfte Gegner det intuitioniftifchen
»Revolution« ift Hilbert, deffen Anfchauungen nunmebr zu fchil-
dern find.

b) Hilberts axiomatifdher Formalismus.

Obwobhl Hilbert und fein Mitarbeiter Bernays gewil nicht
die einzigen find, die die Mathematik auf ein notwendig formales
Syftem von HAxiomen griinden wollen, fo baben fie doch diefes Ver-
fabren mit einer bis ins Lefite gebenden Folgerichtigkeit ausgebaut
und deshalb ift es fiir eine grundfdgliche Unterfuchung der Sachlage
das Zweckmaifigfte, an fie anzukniipfen.

Hilbe rt untericheidet von vornberein »inbaltliche« und »fore-
male« Mathematik.? Die erfte ift auf das Endliche befchrinkt und
ift nicht ibrerfeits auf Axiome gegriindet, fondern auf die fachliche
Feftftellung von gewiffen Grundtatfachen. Die Notwendigkelt dafiir
ergibt fich davaus, dafl Hilbert zum Zwedke der Begriindung der
»formalen« eigentlichen Mathematik einer (»metamatbematifchen«)
»Beweistheorie« bedarf, die jeden mathematifchen Beweis felbft als ein

1) Vergleiche dariiber und iiber den bierfiic gehdrigen Begriff der
»entfcheidungsdefiniten Mannigfaltigkeit« meine Abbandlung im 6. Bande
diefes Jabrbuches; ferner die dort angefiibrten Arbeiten Brouwers und
W ey ls (am wichtigften find die Arbeiten Brou w ers in den Abbhandlungen
der HAmfterdamer Hkademie des Jabres 1918 und 1919 [in neuer Faffung
Math. Ann. 93, 95, 96], und Weyls in der Matbematifchen Zeitichrift Bd. 10
u. 20), zu denen inzwifchen noch der HAuffay Weyls im »Sympofion«
I. Band, 1. Heft, gekommen ift. — Uber den intuitioniftifchen Standpunkt
wefentlich hinaus gebt Wey 1 s neuefter Auffaty im »Handbuch der Philofophie«
(Miinchen 1926). Ein Verzeichnis der gefamten neueften Literatur iiber Grund-
lagenfragen findet man bei A. Fraenkel, Zebn Vorlefungen iiber die Grund-
legung der Mengenlebre (Leipzig u. Berlin 1927).

2) Die erfte beifit auch »Metamathematike, die zweite Mathe-
matik im engeren Sinne.
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matbematifches Gebilde auffaflt, beftehend aus einer endlichen An-
zabl in gewiffer Anordnung und Gruppierung votliegender Zeichen.
Dabei ift vorausgefetit, da die Beweife begriffsichriftlich dargeftellt
find, als eine Reibe von Formeln, die auseinander nach beftimmten
formalen Regeln hervorgeben.

Der Grundgedanke Hilberts ift nun folgender: Ein mathe-
matifcher Beweis als ein endliches Gebilde ift durch die keine
grundfidglichen Schwierigkeiten darbietende Lebre von den end-
lichen Gefamtheiten (endliche formale Logik, HAritbmetik, Kombina-
torik) vollftindig bebhervrichbar. Insbefondere befteht die Mdglich-
keit zu zeigen, dafl aus beftimmten Hxiomen nad beftimmten
Regeln gefiibrte Beweife nicht auf die einen Widerfpruch datftel-
lende Zeichenkombination fiihren kdnnen. Richtet man allo die
Beweife der hdheven (formalen) Mathematik fo ein, daf ibr Hb-
bild in Formeln jene Eigentiimlichkeit bat, nicht auf die Formel
filt eine widerfpruchsvolle Husfage fiihvren zu konnen, fo weifd
man damit, dafl jene Begriffe und Hxiome der héhetren Mathe-
matik auf Grund der benuBiten logifchen SchluBweifen niemals zu
widerfprechenden Sédtien fiibren konnen, — obhne dafl es dazu nétig
wire, jene Begriffe und HAxiome ihrem Inbalt nach zu verftehen
und etwa auf ibve fachliche Wahtheit zu priifen. Die Entbebhrlichkeit
einer fachlichen Nachpriifung ift der enticheidende Punkt; daraufbin ift
es geftattet, axiomatifche Vorausfeffjungen einzufiibren, deren fach-
liche Tragweite gewiffermafien den »endlichen menfclichen Verftand «
ibecrichreitet, die alfo mit Recht als »transfinit« oder »tranfzendent«
zu bezeichnen find. So gelingt es, den Hecrichaftsbereich mathemati-
fcher Wiffenfchaft weit iiber das von Seiten der Intuitioniften zu-
gelaffene Mafl binaus auszudebnen, obhne jemals befiiccdhten zu
miiffen, durch fich einftellende Widerfpriiche Liigen geftraft zu wet-
den. Und Wideripriiche find, wie fchon Kant bemerkte, das Ein-
zige, was die iiber die Schranken der Etrfabrung (bier der matbhe-
matifchen Intuition) binausichweifende menfchliche Vernunft in ibrem
Laufe zuriickbalten kann. Huf diefe Weife wird das gefamte von
der iiberlieferten Mathematik eingenommene Forvichungsgebiet ev-
balten einfchlieflich der Cantor-Zermelofchen Mengenlehre.

Es ift nun kurz davzuftellen, wie es Hilbert gelingt, 1. die
Widerfprudbslofigkeit eines beftimmten Axiomenfyftems zu beweifen,
und 2. das Transfinite durch eine ibrer formalen Befchaffenbeit nach
endliche Begriffsbildung zu erfaffen.

1. Nachweis der Widerfprudslofigkeit einerend-
lichen Anzabl endlicher Formeln — Wie aus der f{oeben
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gegebenen allgemeinen Darftellung hervorgebt, ift ftreng zu fcheiden
zwifchen dem formalen Abbild der atitbmetiichen Sie und Be-
weife als dem »Gegenftand« der Theotrie und dem inbaltlichen
Denken iiber diefen Formalismus als dem »Inbalt« der Theorie.

Der Schwerpunkt diefer Beweistheorie liegt in dem genauen
Studium der Art und Weife, wie aus beftimmten vorliegenden Fov-
meln andere neue hervorgehen. Dies gefchiebt einmal durch »Ein-
feien « (Subftitution) von fpeziellen HAusdriicken in »allgemeine «
Forvmeln, alfo — ganz wie in det hergebrachten Mathematik — duvrch
Ecrfeien eines einen Hllgemeinbegriff andeutenden Zeichens duvch
eine fpezielle, einen unter jenen Hllgemeinbegriff fallenden Gegen-
ftand davftellende Zeichenkombination. Zweitens entftehen neue
Formeln durdh Sdhliiffe nach dem Schema:

S
>

<

Das heifit: 1. Die Formel G gilt. 2. Es gilt: Aus S folgt I,
Alfo: 3. Es gilt X,

Auf diefe beiden Hrten, durch »Einfeen« und »Schliefen« (das
dann nodh in verwickelteren Formen vor fich gehen kann) entftehen
alfo nacheinander alle beweisbaren Formeln aus den Axiomen. Man
kann u. U. iiberfehen, aus dem formalen »Gefej« des Verfahrens
beraus, daB eine beftimmte Endformel, etwa 00, niemals erveicht
werden kann.

Gelingt es andeverfeits, die Formulierung des Wideripruds
immer auf die Geftalt 0=F0 zu bringen, fo ift der Nachweis der
Unmdglichkeit des Huftretens der Formel 050 im Beweife gleich-
bedeutend mit dem Nachweis, daB in den Beweifen der vorliegenden
Art eine widetiptruchsvolle Ausfage nicht formuliert wevden kann; d. b.
daf ein derartiger Beweis nicht zu einem Widerfprud fiibren kann.

Man kann die zundcft befremdende Sachlage duvrch einen Ver-
gleich mit gewiffen beim Schachipiel auftretenden Mdglichkeiten er-
ldutern: Es gibt bekanntlich beim Schach gewiffe »Endfpiele«, bei
denen ein Matt von keiner Partei erzwungen werden kann bei tich-
tigem Spiel. Dev einfachfte Fall ift der, dafl nur noch die beiden
Kdnige fich im Spiel befinden. Dann ift eine Mattftellung niemals zu
ecreichen, wie audh gefpielt werden mdge. Verwidkelter ift etwa der
Fall: Weifler Kdnig mit zwei Springern gegen den fchwarzen Konig.
In diefem Falle kann Weifl bei korrektem Spiel von Schwarz das
Matt nicht erzwingen. Fiigt man alfo zu der {iblichen Spielregel
des Schach die Zufagbedingung binzu., dall Schwarz beftimmt ge-
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kennzeichnete »feblerhafte« Ziige nicht ipielen darf, fo kann man
ficher fein, dafl Weifl niemals Matt fetst, — wie im iibrigen das Spiel
auch verlaufen mdge. In beiden Beifpielen ift alio das Huftreten
einer Mattftellung ausgefchloffen, die offenbar einer widerfpruchs-
anzeigenden Formel im mathematifchen Beweis entfpricht, wahrend
die nacheinander entftehenden Stellungen auf dem Schachbrett etwa
den nacheinander auftretenden Formeln des Beweifes gleichzufetien
find; beide Male gebt ja ein Gebilde aus dem andern gemifl ge-
wiffer Regeln bhevvor.

Nun fei ein Beifpiel fiir eine Hilbertfche Beweisfitbrung gegeben.'
Es werde gezeigt, dafl aus den gleich anzufiibrenden fiinf Axiomen die Formel
a 4 a niemals gefolgert werden kann.

Die Axiome follen wie folgt lauten:

l.a=a
a=b-—>a+1=b+1
at+1=b+1—>a=0b
a=c—>b=c—>a=10)
ca+151.

Die Zeichen «, b, ¢ find allgemeine Zeichen fiir Zablen und aus Zablen
zufammengefetite Ausdriicke (Funktionen). Das Zeichen » —> « bedeutet »folgt«
oder »wenn — fo« (»Implikation«).

Es wird zundchft der folgende Hilfsfa bewiefen:

a) Hilfsfag: Eine beweisbavre Formel kann das Zeidhen
»—>« hochftens zweimal enthalten.

Beweis: Lige ein Beweis fiir eine Formel mit mebr als zwei » —> «»
Zeichen vor, fo miifite es in ibm notwendig eine Formel geben, wo dies zum
erften Male der Fall ift. Diefe Formel kann unmittelbar durch Einfeen in
die Axiome offenbar nicht entftanden fein. Denn fiivt die Zeichen a, b, ¢
kénnen Husdriicke, die bereits ein »—> ««Zeichen enthalten, nicht eingefetst
werden. Sie kann aber auch nicht als Endformel £ eines Schluffes auftreten,
denn dann wire die zweite Pramiffe des Schlyffes, namlich @ —> &, auch fchon
eine Formel mit mebr als zwei »—> «=Zeichen, gegen die Vorausfeung, daffi &
die evfte derartige im Beweife auftretende Formel ift. —

Nunmebr ift der Beweis des eigentlichen Saies mdglich:

b) Hauptfa: e 4-a ift keine aus den Axiomen 1-5 beweis-
bare Formel

Beweis: Um eine das »-«:Zeichen enthaltende Formel zu gewinnen,
mufi man Axiom 5 bevanzieben. Hlle davaus durch Einfeien entftebenden
Formeln baben die Geftalt o’ +13=1 und biervon ift ¢’ +1 gewifl nicht das-
felbe Zeichen wie 1. Es bleibt alfo nur die Mdglichkeit, dal « - a die End-
formel eines Schluffes ift. In diefem Falle miiite deffen zweite Pramiffe
lauten @ —> a -a. Da diefe offenbar nicht direkt durch Einfeten aus den

s LN

1) Nach Hilbert, Abbandl. d. Math. Sem. d. Hamburgifchen Univerfitit
(1922), Bd. I, Heft 2, S. 1571F. (leicht verdndert).
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Axiomen entfteben kann, fo miifite fie ibrerfeits Endformel eines Schluffes
fein, deffen zweite Pramiffe dann
T—>(E—>ata)

fein wiirde. Bber aucd diefe Formel kdnnte wiederum nicht anders zuftande
kommen als durch einen Schlufi, deffen zweite Pramiffe notwendig die Ge-
ftalt bitte: N> {E—> (G —>a}a)

Diefe Formel enthdlt aber mebr als zwei »—>«=Zeichen, ift alio nach
dem »Hilfsfag« unmdoglich. — Damit ift aber auch die Unmdglichkeit eines
Beweifes fiir die Formel ¢ 3= ¢ nachgewiefen.

Das angefiibrte Beifpiel zeigt wobl zur Gentige, dafl devartige
Unmdoglichkeitsbeweise unter gewiffen Umftinden moglich find. Der
vollftindige Nachweis der Widerfprudhslofigkeit der endlichen Hrith-
metik ift von Hilberts Schiiler W. Ackermann in feiner Differtation
Abfchn. I u. 1l erbracht worden. (Abgedruckt: Math. Annalen Bd. 93,
S.1ff., 1924 1)

Es wird nun wefentlich darauf ankommen, diefen Nachweis der
Widerfprudhslofigkeit auf die »transfinite« Mathematik auszudebnen.

2. Die begriffliche Evfaffung des Transfiniten
und dev Nachweis ibrer Wideviprudslofigkeit. —

Nachdem die Hxiome der finiten Hrithmethik neben den all-
gemeinen logifchen Axiomen formuliert find,?) fiigt Hilbect als
»transfinites Axiom« die Formel V (11) binzu:

»Wenn 4 dem 7 (4) zukommt,
A (z d)— A(a): fo kommt es aEle)n a zu.«

Hier bedeutet: 4 ein Préddikat, 4 (a) die Husfage »« befigt das

des Pridikat A«, 7 (4) einen beftimmten Gegenftand, der zum Pri-

1) DaB fachlich damit nichts Neues gewonnen ift, weil ja Hilbert
fiie feine eigene Beweistbeorie bereits die endliche Aritbmetik und Kombi-
natorik vorausfepen muf, ift klar. Immerbin ift mit dem Umftand, daf} die
endliche Arithmetik de facto widerfpruchsfrei ift, noch nicht gefagt, daB das
auch in der Art Hilberts bewiefen werden kann. Wefentliche Verein-
fachungen und Berichtigungen find neuerdings von v. Neumann (»Zur
Hilbertfchen Beweistbeorie«, Math. Zeitfchrift, Bd. 26, S. 1ff., 1927) gegeben
worden. Vgl. auch H. W ey, Handbuch der Pbilofophie (her. von Biumler
u. Schrdter, Miinchen 1926), Abt. I, A, S. 12, 14 ff.

2) Es wiirde hier zu weit fiibren, diefe Axiome fimtlich aufzufiibren,
fie find in vier Gruppen eingeteilt: I. (1-4) Axiome der Folge (Zufiigen
Weglaffen, Vertaufchen von Vorausfeungen, Elimination von Ausfagen, d. i.
Kettenfchliiffe). 1I. (5 u.6) Axiome der Negation (Sap vom Widerfpruch
und ausgefchloffenen Dritten, vein formal fiir Ausfagen). Il (7 u. 8) Hxiome
der Gleich b eit (Identitdt mit fich felbft, Evfebung durdh Gleiches). 1V. (8 u.9)
Axiome der Zabl (Offenheit der Zablenvreibe, Beziebung einer Zahl zur
folgenden). — Im iibrigen vgl. Hilberts Originalarbeit: »Die logifchen
Grundlagen der Matbematik«, Mathem. Annalen Bd. 88, S. 151 ff. (1922) und
W. Hkermanns foeben zitierte Diffectation.
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dikat A gehSrt und folgende Eigentiimlichkeit hat: Falls nicht das
Prddikat 4 {chlechtbin allen Gegenftinden (worauf es feiner Kate-
gorie nach iiberbaupt finnvollerweife angewandt werden kann) zu.

kommt, fo ift 7(4) eine fichevre Ausnabme, d. h. ibm kommt 4
nicht zu.

Beifpiele: A = beftechlich fein. 7 (4) : Ariftides.
A = feige fein. 7 (4) : Achilles.
A = Klein fein. 7 (4) : Goliath.
Oder aus der Matbematik:
4 = teilbar fein. 1 (4): die Zabhl 7.

4 = eineralgebraifchen Gleichung mit 7 (4):die Zabl e.
ganzen Koeffizienten geniigen.

4 == ein Zablquadrupel fein, fo daB 7(4):ein beftimmtes Fermatiches
die Fermatfde Gleichung Zablquadrupel.
nicht ecfiillt ift.

A =eine Fliche mit Innen+ und 7 (A4):das Mdbiusiche Blatt.
Hufienfeite fein.

A4 =mit einer von 3 verfchiedenen 7 (4) : eine beftimmte mit 3 befefjte
Zabl befefit fein (ausgefagt von Stelle der Wablfolge.
den Stellen einer Wablfolge). ufw. ufw.

Das Hxiom madht auf den erften Blick einen evidenten Ein-
druck. In dev Tat ist es, falls famtliche Gegenftinde a
eine endliche Gefamtheit bilden, felbftverftindlich. Das
Wefentliche ift aber, dal es auf beliebige unendliche Ge-
famtheiten angewendet werden foll. Hlfo auch auf folche, die nach
dev intuitioniftifchen HAuffaffung ibm nicht geniigen, wie etwa die
Zablquadrupel beim Fermatichen Problem oder die Zablen von
der Form 2"+ 1 (mit Hinblick auf die Frage, ob unter ibnen mebr
als 5 Primzablen find) oder die Stellen einer Wablfolge ufw. Fiir
devartige Gefamtheiten ift alfo die Geltung des Hxioms nach der
»fachlichen« intuitioniftifchen Anfchauung durchaus zweifelbaft. Nun
ift es gerade der wefentliche Gedanke des Hilb e v t fchen Verfabrens,
daf in eine fachlich-inbaltliche Evdtrterung der Frage der Giiltigkeit
des transfiniten Axioms gar nicht eingetreten wird, fondern nur nach-
gewiefen wird, dafl es zufammen mit den vorangehenden »finiten«
Axiomen auf keinen Widerfprucdh fiibren kann. Wenn diefer Beweis
gelingt, ift nach Hilberts Hnficht die Begriindung der Hnalyfis
und Mengenlebre im iibetlieferten Umfang mdglich.

In der Tat ftellt das transfinite Axiom einerfeits jene von den
Intuitioniften bekdmpfte verichdrfte Form des Saies vom aus-
gelchloffenen Dritten fiir unendliche Gefamtheiten davr, andrerfeits
ift es mdglich aus ihm das Z e v m el o fche Huswablprinzip, eines det
Grundprinzipien der transfiniten Mengenlebre, zu folgern.
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Man braucdht in der Tat nur das »logifche« transfinite Axiom
V (11) geeignet zu fpezialifieven.'

Der Beweis der Widerfprudslofigkeit des um das transfinite
Axiom vermebrten Syftems wird von Hilbert fiiv die einzelnen
Spezialfille des transfiniten Axioms gefondert gefiibrt. Der Gedan-
kengang des von ibm einzig ausgefiibrten Spezialbeweifes? fei im
folgenden wiedergegeben. (Math. Ann. Bd. 88, S. 158 —160.)

Man fpezialifiere das »logifche« transfinite Axiom

A (t 4)—> A (a)
in d et Weife, daf} anftelle von 4 (a) die Gleichung f(a) = 0 tritt, wo f(a) eine
gewdbnliche ganzzablige Funktion der ganzzabligen Variablen a bedeutet.
7 (f)=1a [f(a)= 0],
ift alfo eine der Funktion f(¢) zugeorvdnete ganze Zabl und das transfinite
Axiom nimmt die Geftalt an:

flz(N)=0 —> f(a)=0.

Es ift beifpielsweife erfiillt, wenn man f(a) und 7 (f) folgendermafien
definiert:

a) Ift f(a) =0 fiir alle a, fo foll 7 (/) =0 gefetyt werden.
b) Ift f(e) nicht Null fiir alle Zablen e, fo ift unter 7 (f) die kleinfte Zabi
zu verfteben, fiir die f(2) von Null verichieden ausfillt. (Siebe Fig.1).

f

t
!
l /‘ \

Fig. 1.

1) Fiir das Zevmelofche Prinzip fei dies kurz angedeutet; diefes befagt:
Ift M eine Menge von elementenfremden Mengen »:, von denen jede Elemente
entbilt (keine eine Nullmenge ift), fo gibt es eine Menge S, die fog. »Hus-
wablmenge«, die mit jedem m gerade ein Element gemein bat. — Set man
nun im transfiniten Axiom fiir das Pradikat 4 »nicht zu der Menge m gebdrige,
fo lautet es: Es gibt ein beftimmtes Element 7 (m) zu jedem m, devart, daf
entweder alie Elemente zu m nicht gebdren oder 7 () zu m gebdrt. Die
Menge diefer Elemente 7 (m) fiir alle 7, die keine Nullmengen find, ift dann
die von Zermelo geforderte Auswablmenge (5).

2) Der Beweis ift fpiater (1924) fiir ganze grofie Gruppen von trans-
finiten Axiomen von Adkermann (a.a. 0.) zu geben verfucht worden, doch
entbalten feine HArgumentationen nodb Liicken. Ibrve Wiedergabe ift bier
unmdglich. Vgl. dazu die zitierten Schriften von v.Neumann {l.c. S. 41 ).
und Weyl (bel. Lc. S. 48, 25—49, 2).
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Das transfinite Axiom befagt dann: Entweder /(a) verfchwindet fiir alle
Zablen @, oder es gibt (zum mindeften) die Husnabmezabl 7 (/), fiir die
das nicht der Fall ifi. (Unter den Ausnabmewerten des Hrguments a ift = (f)
eindeutig charakterifiert als der kleinfte.)!

Der Beweis fiiv die Widerfpruchslofigkeit des Axioms

[lt()]=0 —> f(aj =0

in Verbindung mit den finiten Axiomen wird von Hilbert gefiibrt durch
die Betrachtung geeigneter Spezialfille. Es fcheint bei oberflichlicher Betrach-
tung, daff damit nicht mebhr gezeigt ift, als eben die Widerfpruchslofigkeit
des betreffenden Spezialfalles. HAber dem ift nicht fo. Denn wenn ein Be-
weis fiir die widerfpruchsvolle Gleichung 0==0 vorlige, der in gewiffen,
Variablen entbaltenden, formalen Sdliiffen fortichreitet, fo miifite diefer Be-
weis auch nach der Erfegung der allgemeinen Variablen duvch fpezielle
Zablen befteben bleiben, da ja durch die Subftitution die Schlufiform als
folche nicht angetaftet wird. Es ift etwa fo, wie wenn man irgend eine
algebraifche identifche Formel, etwa die des binomifchen Satyes, dadurch nach-
priift, dafl man fiir die allgemeinen Grdfien beftimmte Zablen einfeyt und
dann zufiebt, ob die beiden Seiten der Gleichung dasfelbe Zablenrefultat
beim HAusrechnen ergeben. Falls fich beiderfeits verfchiedene Zahlen ergeben,
fo ift die allgemeine Formel ficher falich. Nun bandelt es fich beim Nachweis
der Widerfpruchslofigkeit ja um den Beweis, dafl ein beftimmtes Gefiige von
Formeln mit der Endformel 030 unmdglich ift. Das kann offenbar genau
fo wie im Falle der algebraifchen Identitit dadurch dargetan werden, dafd
ein beftimmter fpezieller Fall als unmdglich erwiefen wird.

Hilbert fpezialifiert nun in der zu erdrternden Form des transfiniten
Axioms die beliebige (variable) Funktion f, die eine unbeftimmte Menge
von Sondetfillen ¢, ¢, ¢ ... als »Werte« umfafit, auf den beftimmten Sonder-
fall ¢. Ferner feft er die Zabl 7(y) etftens, fozufagen verfuchsweife,
gleich Null. Dann gewinnt das transfinite Axiom die befondere Geftalt:

P0)=0-> ¢(3) =0,

wo fiir eine beftimmte Zabl 3 aud ¢ (3) eine beftimmte Zabl ift. Es fragt
fragt fich nun, ob ¢ (3) fiir alle 3 gleich Null ift, oder ob es auch einmal ein
von Null verfchiedenes 3 gibt. Ift das erfte der Fall, fo ift die obige Formel
offenbar richtig, denn das Hinterglied ift vichtig. Ift das zweite der Fall

1) Die Beziebung auf die friiber, bei der Schilderung der intuitioniftifchen
Huffaffung, gebrauchten Beifpiele fiir nicht=enticheidbare Disjunktionen ift
leicht einzufeben. Nebmen wir etwa die Frage, ob in der Form 2" +1 fiir
n >> 16 Primzablen entbalten find. Man kann offenbar eine zablentheoretifche
Funktion wie folgt definieren: f(») ift fiix n=1,2...16 Null; fiir » =17,
18, 19... ift es dann gleich Null, wenn 2"+ 1 eine teilbare Zabl ift; dagegen
ift f(n)=1 fiir alle », fiir die 2"+ 1 eine Primzabl darftelit. Nimmt man
nun fiivr f(n) die Giiltigkeit des transfiniten Axioms im obigen Sinne an, fo
befagt das: Entweder alle Zahlen der Form 2" +1 (» > 16) find teilbar oder
es gibt eine beftimmte Zabl 7 [f(n)], fiit die die Form 2" 4+1 zum erften-
mal (nach den fiinf bekannten Primzablen, die unter » =17 liegen) eine
Primzabl darftelit.
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(ift alfo u. W. ¢ (3) 3=0), fo fege man zweitens 7 (y) =3 Dann nimmt die
transfinite Formel die Geftalt an:

@) =0 — ¢ (8)=0,

wo 3 und 8 Zablzeichen find. Diefe Formel ift aber ficher vichtig, weil das
Vorderglied falfch ift (denn ¢ (3) ift ja nicht allgemein gleich Null!) In jedem
Fall — ob ¢ (3) immer verfchwindet oder nicht — 148t fich alfo ein befondever
Fall konftruieren, in dem das transfinite Axiom vichtig ift. In diefen Fillen
kann alfo auch kein Beweis vorliegen, der mit den (als widerfpruchsfrei vor-
ber nachgewiefenen) finiten Hxiomen und dem transfiniten geeignet fpezia-
lifierten Axiom die Endformel 0 =0 hervorbrdchte. Infolgedeflien ift aber
auch ein allgemeiner Beweis diefer Art unmdoglich.

Das Hilbertfiche Verfabhren lduft alfo auf eine Art doppelter
Negation bhinaus: es wird die Unmdglichkeit eines zu der unmdg-
lichen Formel 0 =0 fithvenden Beweifes aus den fraglichen Axiomen
bewiefen,

Hilbert bemerkt zu diefem Beweife ausdriicklich, dafl er nicht
die Huffindung oder Buswabl des Gegenftandes 7 (4) unter den un-
endlich vielen Gegenftinden feinet Kategorie tatfachlich bewerkitelligen
kdnne, »wobl aber, daBl man obne das Rifiko eines Irrtuins ftets
fo tun kann, als ware die Auswabl getroffen.«'

HAbnliche Beweife find dann noch fiir andeve Formen des trans-
finiten Axioms zu fiibren, die aber famtlich von dem »logifchen«
transfiniten Axiom ibren Urfprung nebmen. Indem damit einerfeits
gezeigt ift, daB die Einfiibrung diefer transfiniten Annabmen nicht
auf Wideripriiche fitbren kann, andverfeits aus diefen Annabmen
die traditionelle Analyfis und Mengenlebre fich hetleiten laffen, ift —
die endgiiltige Ausfiibrung der bisherigen Skizzen vovausgefetit® —
die Neubegriindung der Mathematik geleiftet und der vevolutiondre
Anfturm der Intuitioniften endgiiltig abgefchlagen. Das ift der Kern-
punkt der Hilbertficen Huffaffung.

Damit ift der Grundlagenftreit in feinen wefentlichften Ziigen
gefchildert und eine Ausgangsftellung fiir die weiteren Erdrterungen
gewonnen.

§ 2.
Formulierung des Problems der matbematiichen Exiftenz.

Es bandelt fich um die Frage, wie fich das das eigentliche Thema
diefer Ausfiibrungen bildende Problem der mathematifchen Exiftenz

1) In ganz analoger Weife gibt der Z evmelo fche Woblordnungsfag
nicht die aktuelle Konftruktion fiir eine Woblordnung des Kontinuums.

2) Nach v.Neumann (L. c. S.46) ift bis jet nur die Widerfpruchs-
freibeit der fog. »balbintuitioniftifchen« Matbematik (vgl. Weyl, Das Konti-
nuum, 1918) bewiefen.
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durch die im Vorigen gefchilderte geiftesgeichichtliche Lage des
Grundlagenftreits als beftimmt erweift. Um diefen Streit nach den
in ibhm zutage tretenden Tendenzen zu verftehen und fiir die Pro-
blematik der mathematifchen Exiftenz fruchtbar machen zu koénnen,
ift es zundchft notwendig fich iiber diejenigen Punkte, iiber die kein
Streit befteht, klar zu werden. HAuf dem fo herausgeftellten ge-
meinfamen Boden it fidh dann die Entftehung und Fortbildung
der gegenfdglichen Huffaffungen klarer erkennen. Ferner muf} von
vornherein der Gang der gefchichtlichen Entwicklung beriickfichtigt
werden, der in der Weife verlaufen ift, dal der Intuitionismus einen
HAngriff gegen die hergebrachte Begriindungsweife der Mathematik
gemacht hat, gegen den dann Hilbetts Formalismus fich erhob.?!

Doch liegt die Sache keineswegs fo, daBl Hilbert etwa den
Verfuch gemacht hitte, die sklaffifchen« Meth od en der Begriindung
der Mathematik (von Cantor,Dedekind, Weierftraf) gegen-
itber den intuitioniftifhen Einwdnden zu ftiien. Vielmebr feft
auch er neue Methoden anftelle jener idlteren Begriindungsweife,
nur erhebt er den Hniprud auf dasfelbe umfangreiche Gebiet
filv die geficherte mathematifche Forichung, das die »klaffifche«
Mathematik des 19. Jahrbunderts zu befiten glaubte. Huf diefe
Weife kommt es dazu, daf gewiffe Gefichtspunkte und Ergebniife
den b e utigen Intuitioniften und Formaliften gegeniiber den dlteren
Mathematikern gemeinfam find.

Man orvientiert fich am beften darviiber bei Hilbett, der ja
bei Rufftellung feiner eignen Thefe auch immer gleichzeitig fchon
den intuitioniftifchen Standpunkt vor Hugen bat.>

Der etrfte Punkt, der in diefem Zufammenbang zu nennen
ift, ift die Grundtbefe von der Notwendigkeit einert gemeinfamen
Begriindung von Logik, HArvithmetik (nebft Kombinatorik) und
Mengenlebre, und zwar zundchft mit Befdhrdnkung auf das End-
liche. Diefe Thefe richtet fich gegen den Verfudh der »Logiftiker«
(Peano,Frege, Ruffell ufw.), die Arithmetik und Mengenlebre
aus der formalen Logik berzuleiten. Daf dies unmdglich fei, und
zwar f{chlechterdings unmdglich, weil ndber betrachtet widerfinnig,

1) Dies ift der Verlauf feit der zweiten Hilfte des 19. Jahrbunderts.
Gebt man weiter zuriick in der Gefcichte der Mathematik, fo #Andert fich
das Bild betrichtlich und man erkennt, daf der Intuitionismus eine bis auf
die kiafiifche Hntike (Hriftoteles, Euklid) zuriidkreichende Vorgelchichte bat.
Davon wird fpater nodh ausfiibrlich zu veden fein.

2) Vgl. auch die #bnliche Darftellung Weyls, Math. Zeitfchr. Bd. 20,
S. 146 ff. *
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das ift die gemeinfame Uberzeugung von Brouwetr, Weyl und
andeverfeits Hilbert. Die Begriindung diefer Ulberzeugung be-
rubt auf dem einfachen (iibrigens fchon friiher von Henti Poincaté
betonten) Gedanken, daf in allen formallogifchen Sédien (befonders
deutlich, wenn fie in der Geftalt »begriffsichriftlicher« Formeln aus-
gedriickt find) fchon eine Reibe von arithmetifch-kombinatorifchen
Momenten enthalten find. (In der »Begriffsichrift« davgeftellt durch
die »Klammern« und andere Interpunktionszeichen, bei Peano
und Ruffell durch Punktgruppen, bei Frege durd fih zwei-
dimenfional verzweigende Strichiyfteme.) Gleichgiiltig, ob jene for-
mallogifchen SchluBketten auf inbaltlich leten Endes begriindete,
fiic evident angefebene Grundfdaie zuriickgehen, oder ob an ihvrer
Spise nur »Konventionen« f{tehen follen, dev ftillichweigenden Be-
nuung actithmetifch-kombinatorifcher Verfabhrungsweifen entrinnt
kein Logiker. Duvch diefe ibre faktifd e Benufung werden fie
zu (ftillichweigend) anerkannten Grundtatfachen, deren Begriindung
mittels eines logifchen Formalismus zu verfuchen ein offenbarver
Zitkel ware. (Von hier aus liefle fich eine ausfiibcliche Kritik der
Frege-Ruffellfchen logifchen Begriindung der Hrithmetik geben,
die aber nicht bierher gehért.)

Fiir den Intuitioniften ift diefe Ectkenntnis nicht verwunder-
lich, fondern nur eine Folge feiner Huffaffung, daB die rveine Mathe-
matik iiberbaupt auf eine Reibe von intuitiv zu erkennenden Hkten
und kategorialen Gegenftdandlichkeiten beruht, wie Kolligieten, Otd-
nen, Zuorvdnen, Vertaufchen ulw., die fogar eine Husdebnung ins
Endlofe geftatten.?!

Fiir den Intuitioniften gibt es innerbalb der vreinen Mathematik
iiberhaupt keine axiomatifche Begriindung, denn nichts ift fiiv ihn
willkiirlich anfetbar, alles »fachlich« d. h. gemidf einem »Wefensver-
halte, beftimmt. Hxiome kénnen hdchftens auftreten als Definitionen
einer zu betrachtenden Mannigfaltigkeit, um fie als Thema der For-
fdhung gegen anderves abzugrenzen; — wobei dann die Motive fiiv
die Wabl gerade diefes Themas nicht in den Rahmen einer mathe-
matifchen EvOrterung fallen.

Hber audh Hilbert verteidigt in feinen neueften, bier allein

1) Neuerdings ift diefe gegen die axiomatifd e Begriindung der
Britbmetik (nicht etwa der Geometrie) gerichtete Auffaffung von O. Hélder
(Die mathematifche Methode, Berlin 1924) in febr griindlich durchdachten
Busfiibrungen verfochten worden. H3l1d et ftebt in vielem den Intuitioniften
nabe, obne dodh eigentlich zu ipnen zu gebdren.



464 Oskar Becker. (24

in Betracht gezogenen Schriften keineswegs einen tvein axiomatifchen
Standpunkt in Sachen der Begriindung der HArvithmetik®.

Die »inbaltliche« Metamathematik wird bei ibm auch genetifch,
d. h. auf Beobachtung der elementaren, mathematifchen Tatigkeiten
und Gegenftinde aufgebaut. Wenn fich Hilbett auch iiber den
pbanomenologifchen Charakter diefer endlichen Gegenftinde, die et
und Bernays als der finnlichen Hnidhauung voll zugidnglich
auffaffen, nicht im klaven ift,? fo werden fie doch in ibrer eigent-
lichen Tatfdchlichkeit hingenommen: fie werden als Vorausfeungen
weiterer logifcher Bearbeitung anerkannt.

»Als Vorbedingung fiiv die Anwendung logifcher Sdhliiffe und
die Betdtigung logifcher Operationen mufl fchon etwas in der Vor-
ftellung gegeben fein, gewiffe aufletrlogifche diskrete Objekte, die
anfchaulich als unmittelbares Erlebnis vor allem Denken da find?® «
Es bhandelt fich um etwas Lefites, nicht weiter Zuriickfiibrbares.
»Sollen die logifchen Sdhliiffe ficher fein, fo miiffen fich diefe Objekte
in allen Teilen iiberblicken laffen und ibre Hufweifung, ibre Unter-
fcheidung, ihr Aufeinanderfolgen ist mit den Objekten zugleich an-
fchaulich fiir uns da als etwas, dafl fich nicht nodh auf etwas an-
devres reduzieren lifit.« Es wird alfo ausdriicklich eine intuitive
Grundlage anerkannt.

Es besteht allo anfcheinend fiiv das Gebiet der endlichen
Gefamtheiten volle Ubereinitimmung zwifchen Hilbert und feinen
intuitioniftifchen Gegnern.

Ecft wenn das Unendlide in Betracht gezogen wird, treten
die Unterichiede der HAuffaffungen zutage. Hber auch bier ift das
Verhiltnis zwifchen Hilbert und den Intuitioniften nicht einfach
zu kennzeichnen. Siebt man zuniddft nur auf das »inbaltlich« durch-
forfchte (metamathematifche) Gebiet, fo ift Hilb e t zuriickbaltender

1) In einer friiberen Schrift «liber den Zablbegriff« (1900), Math. Ver.
Bd. 8, S. 180 = Grundlagen der Geometrie, Anb. VI) batte Hilbert noch
eine rein axiomatifche Begriindung dev Aritbmetik befiirwortet. Gegen diefe
Hilbertfiche Unterfuchung vichtet fich O.H51ders vorhin genannte Kritik
(1. c. § 117), die ein febr lebrreiches Beifpiel fiiv die Aufweifung verfteckter
arithmetifch = kombinatorifcher Verfabrungsweifen in einer angeblich vein
logifchen Hbleitung darftellt.

2) Seit Hufferls Untericheidung etwa zwifchen »figuralem Moments«
(Philofophie der HArithmetik, S. 227) oder »finnlichem Einbeitsmoment« (Lo=
gifche Unterfuchungen, II. Bd.,, VI. Unterf, § 51) und Kollektivum ift es nicht
mebr angingig, auch nur die einfachfte Menge als vein finnlich konftituiert
anzufeben. (Vgl. auch des Verf. Bemerkungen in ds. Jabrb. 6, S. 418/9.)

3) Hilbert, Neubegriindung der HAritbmetik. (Erfte Mitteilung), Ab-
bandl. d. Math. Seminars d. Hamburg. Univerfitat (1922), Bd. I, S. 157 —163.
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als feine Gegner. Er madht (in ausdriicklicher Weife!) nur
Bnipruch auf die »inbaltliche« EtkenntnisdesEndlichen; Brouwer
und Weyl dagegen debnen diefe Hrt der Betrachtung (und fiir
fie ift ja, nach Hilberts Redeweife, alle Mathematik eigentlich
»Metamathematik«!) auch auf das Endlofe aus. Sieht man ge-
nauer zu, fo lehnt Hilbert die Mdglichkeit, das Endlofe inbaltlich
zu erfaffen, nicht gervadewegs ab, nur ift es nach ibhm in Anbetracht
anderer fruchtbarer Mdglichkeiten nicht notwendig, diefen miihfamen
Weg inbaltlicher Etrkenntnis so weit zu gehen. Bernays fagt in
feinem Vortrag »Uber Hilbetrts Gedanken zur Grundlegung der
HArithmetik«!, eine Berufung auf ein anfchauliches Erfaffen der un-
endlichen Zabhlenteibe fei mdglich, aber es konne fich dabei nicht
um Hnichauung im »primitiven« Sinne bandeln, »und wenn es auch
ganz voreilig wire, jede weitergehende Hrt von anichaulicher Evi-
denz von vornberein abzuftreiten, werden wir doch derjenigen Ten«
denz der exakten Wiffenfchaft Rechnung tragen, weldhe davauf ge-
vichtet ift, die feineren Organe der Evkenntnis nach Mdglichkeit aus-
zufchalten und nur die primitiviten Etkenntnismittel zu Hilfe zu
nebmen.« Der Hilbert-Bernaysice Standpunkt untericheidet
fich alfo von dem Brouwevr-Weylichen viel mehr durch die ver-
fchiedene methodifche Hbficht als in der Beurteilung der vot-
liegenden Sachlage.?

Das tritt noch viel eindringlicher vor Hugen, wenn man
auf die Theorie des »Endlofen« etwas ndber eingeht. Es ift in
ecvfter Linie Brouwers grofie Leiftung, die Idee des Unend-
lichen wieder auf ibven f{pezifilchen spotentiellen« Urfprung im
Ariftotelifdhen dmegov devdue Gv (Phyfik 1II, 6) zuriickgefiibtt
zu haben, indem er 1. die endlofe Folge als Urbild des Unendlichen
anfpradh, 2. die echte Zeitbedingtheit diefer Folge, als einer werdenden,
durch die eingebende Betrachtung der »frei werdenden Wabhlfolgen«
datctat (dabei aufler Arviftotelifchen auch Kantif e Gedanken
iiber das Wefen der natiitlichen Zablenveibhe und des Unendlichen
wieder aufnebmend. — Vgl. dariiber § 6 b1I). Diefen pofitiven und in
der Tat unwiderleglichen Hufftellungen der Intuitioniften iiber die
endlofen Folgen bat Hilbervt feine Anerkennung ebenfalls nicht
verfagt. Evr bemerkt ausdriicklich in feinem Huffag [in den Math.
Hnn. 88], da man das »tertium non datur« nicht obhne weiteres

1) Jabvesbericht der Deutichen Matbematiker-Vereinigung, Band 31,
S. 10 ff. (1922).
2) Kiirzlich bat fich Hilbert allerdings gegen die Berechtigung des
»inbaltlichen« Unendlich iiberbaupt ausgefprochen (Math. Ann. 95).
Hufferl, Jahrbuch f. Philofophie. VIII. 30
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von endlichen auf unendliche Gesamtheiten ausdehnen kénne. »Bei
unendlich vielen Dingen bat die Negation des allgemeinen Urteils
(a) 4 (a) {= alle o haben das Prddikat 4} gar keinen prizifen Inbalt,
ebenfowenig wie die Negation des Exiftenzialurteils /(«) 4 (a) { = es gibt
ein @ mit der Eigenfchaft A}. Hllerdings kdnnen gelegentlich diefe
Negationen einen Sinn ecvhalten, nidmlich wenn die Behauptung
(@) 4 (@) durch ein Gegenbeifpiel widerlegt wird oder wenn aus dev
ABnnabme (a) 4 (a) bzw. E(a) A(a) ein Wideripruc abgeleitet werden
kann. Diefe Fille find aber nicht kontradiktorifch entgegengefetit;
denn wenn A(e) nidht fiiv alle ¢ gilt, wiffen wir noch nicht, dafd
ein Gegenftand mit der Eigenfchaft Nicht-4 witklich vorliegt;
ebenfowenig diitfen wir obhne weiteres fagen: entweder gilt (2) A(a)
bzw. F(a) A(a) oder diefe Bebhauptungen weifen einen Widet-
fpruch wirklich auf. Bei endlichen Gefamtheiten find »es gibt« und
»es liegt vor« einander gleichbedeutend; bei unendlichen Gefamt-
beiten ift nur der lejtere Begriff obne weiteres deutlich« [l c.
S. 155]. Diefe Darlegungen kdnnte wortlich ein Intuitionift gefchrieben
baben. In der fadhlichen Beurteilung der Problematik des End-
lofen ift ebenfalls kein Unterichied in den Huffaffungen der beiden
Parteien feftzuftellen. HAbetr die Folgerungen, die jede Partei aus
diefer einmiitig feftgeftellten Sachlage ziebt, find durchaus verichie-
den. Sdchon hier zeichnet fich ein Tatbeftand ab, der noch weiter-
bin unfere f{chirfite Beachtung fordern wird: das Motiv fiir das Ein-
fchlagen fo verfchiedener Wege kann nicht einfach in der feststell-
baren identifchen mathematifchen Sachlage liegen, fondern mufi von
andersartigen Uberzeugungen, die man als philofophifdh e wird
anzufprechen haben, ausgeben.

Das Weiterichreiten von dem jefit erveichten Punkte aus erfolgt
fchon dem Problemfa nach in ganz verichiedenen Ridhtungen.
Die Intuitioniften fehen fich vor die Notwendigkeit geftellt,
die eigentiimlichen Verhdltniffe bhinzunehmen, die die wefentliche
Zeitbeftimmtheit oder, was fonft das Endlofe als folches kenn-
zeichnet, mit fich bringt; d. b. fie fuchen ibre Begriffe und For-
fchungswege diefer eigenartigen Gegenftiandlichkeit und ibrem Sinn-
gehalt anzumeffen; — mag das aud nod fo unbequem fein, noch fo
viel Arbeit der Neubegriindung angeblich {chon feit langem geficherter
mathematifcher Ergebniffe erfordern und nodh foviel fchmerzlichen
Verzicht auf {hon Ertungenes in der Mengenlehre und verwandten
Difziplinen bedeuten. Hilbert, der »Formalift«, weicht da-
gegen diefer bitteren Notwendigkeit aus, indem er von vornherein
auf die »inbaltliche« Evkenntnis des lUnendlichen iibethaupt ver-
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zichtet; [man denke an die oben angefiibrte eigenartige Begriin-
dung von Bernays mit der angeblichen »Tendenz der exakten
Wiffenfchaft«!] Ev erblickt feine HAufgabe lediglich darin, »zu ec-
kennen, wotrin und inwiefern die Anwendung transfiniter Schlufd-
weifen, fo wie fie in der HAnalyfis und Mengenlehre gefchieht, doch
ftets ,vichtige® Refultate liefert. Fuf dem Boden des Finiten foll
allo die freie Handhabung und volle Beberrichung des Transfiniten
crreicht werden!« (L. c. S. 156). Es liegt ibhm alfo vor Hllem an der
Evbaltung des Befijftandes der mathbematifchen Wiffenfchaft, an detv
Moglichkeit, eine Reihe hetrgebrachter Beweisfiibrungen unter Um-
deutung ibrer {riiheren Meinung in der neubegriindeten Wiffen{chaft
beizubebalten. Das unter diefer Bemiibung f{ich das Thema, der
Gegenftand und das Ziel mathematifcher Forfchung unverfebens
verichoben bhat, bekiimmert ibn wenig. Nidt etwa, daf} ibm
die Tatfache diefer Verfchiebung entginge: es finden fich bei ihm
(fpdter nochb niher zu befprechende) Husfiibrungen, in denen ev
ausdriicklich ablehnt, »Wabrbeiten im abfoluten Sinne« iiber Trans-
finites auszufprechen. Und Bernays, deffen quafi-pbilofophifche
Huslegung der Hilbe rtichen Hbfichten diefe vielleicht doch etwas
iiberfpannt, maht gewiffermafien aus der Not eine Tugend und er-
blickt den Vorzug des Hilbevtichen Verfahrens gerade darin,
»dafl die Probleme und Schwierigkeiten, weldhe fich in der Grund-
legung der Mathematik bieten, aus dem Beveich des Evrkenntnis-
theoretifch-Philofopbifchen in das Gebiet des eigentlih Mathema-
tifchen iibergefiibrt werden. Die Mathematik {chafft fich hier felbft
ein Schiedsgericht, (infolge der Mdglichkeit, die Widerfprudhslofigkeit
vorgelegter Hxiomenfyfteme zu beweifen), vor welchem alle grund-
faglichen Fragen in fpezififch mathematifcher Weife zum Ausdruck ge-
bracht werden koénnen, obne dafl man es ndétig hat, fich iiber fub-
tile logifche Gewiffensfragen den Kopf zu zerbrechen. .. «!

Buf Grund diefer vorlaufigen Skizze der Gemeinfamkeiten und
Gegenfdie der Parteien im Grundlagenftreit kann der Zufammen-
hang mit dem Problem der mathematifchen Exiitenz heraus-
geftellt werden.

Der Terminus sExiftenz«, im allgemeinen eine Weife des Seins
bezeichnend, hat in der bergebrachten Mathematik eine befondere

1) Abnlich ZuBert fich Hilbert felbft in feinem letten Auffat (Math.
Ann. 95). Er leugnet dort das Sein des Unendlichen iiberbaupt, es ift fiir
ibn eine blofle »Redensart«. Trotidem gewinnt man, fobald ev fich mit
mengentheoretifchen Dingen befchiftigt, den zwingenden Eindruck, daf er
doch insgebeim an das Unendliche irgendwie »glaubte.

30
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Bedeutung gewonnen. Dies tritt befonders hervor, wenn man
den Gebraudh der Husdriicke »Exiftentialaxiome, »Exiftentialfat« und
»Exiftenzbeweis« (und feinen Gegenfatg: »Unmdglichkeitsbeweis«)
ndber priift.

Zu Beginn einer ftreng, d. h. auf Hxiome aufgebauten, mathe-
matifchen Erdrterung, wird die »Exiftenz« der mathematifchen Gegen-
ftandlichkeiten gefordert, die in den nadhfolgenden Hxiomen eine
Rolle fpielen. So beginnt etwa Hilberts bheute fchon klafiifche
Axiomatik der Geometrie mit den Worten »Wir denken drei ver-
fchiedene Syfteme von Dingen . . .« (Punkt, Gerade, Ebene genannt).
»Wir denken die Punkte, Geraden, Ebenen in gewiffen gegenfeitigen
Beziebungen . ..”* Unter diefem »Wir denken« ift gemeint: wit
denkenfieals mathematifch exiftierend, unter Unmftinden, die
in den folgenden Hxiomen noch genauer beftimmt werden. Unter
diefen Hxiomen find ndmlich noch explizite »Exiftentialaxiome« wie
z. B. I, 3 »Auf einer Geraden gibt es ftets wenigftens zwei
Punkte . ...« uflw. Huch wenn in manchen Dartftellungen fo allge-
meine Exiftentialaxiome wie die genannten mit »Wir denken« be-
ginnenden Sifse Hilberts nicht vorvangeftellt werden, fo find fie doch
ftets ftillichweigend mitgemeint. Die bdufig verwendete implizite
Definition der einer beftimmten Tbheovie zugrunde liegenden
mathematifchen Gegenftindlichkeiten macht biaufig ins einzelne
gebende Exiftentialaxiome iiberfliiffig. Es ift dann immer ftill-
fchweigend vorausgefetit, daBl es die implizit definierten »Dinge«
gibt, d. b. daB es folche »Dinge« gibt, die den in den Hxiomen
ausgedriickten Bedingungen geniigen.'

Was bedeutet aber nun diefes »exiftiert« oder »es gibt«? Zu-
nichft doch wobl nur das, daB jene »exiftievenden Gegenftindlich-
keiten« zum Thema der weitevren Betrachtung gemacht werden?,

HAber freilich ift dies nicht binveichend. Denn von allem andeten
abgefeben kdnnte es fich eveignen, daB diefe barmlos zum Thema
gemachten »Dinge« im Laufe der Theovie widetvipredcende
Eigenichaften echielten. Das wiirde die Theorie unmdglich machen.
(Die genaueten Griinde fiiv diefe fiit gewdhnlich als felbftverftind-

1) Man kdnnte einwenden: Die implizite Definition befagt nur: »fofern
folche Gegenftinde exiftieven, fteben fie in den und den Beziebungen«. Hber
das ift angefichts des bypotbetifchen Charakters der gemeinbin verwendeten
Axiome kein wefentlicher Unterfchied.

2) Vgl. A. Fraenkel, Einleitung in die Mengenlebre. Berlin 1923, S.188:
»Die Bebauptung ,m exiftiert* will alfo nichts andeves ausdriidken, als daff 7
eine der fiit uns in Betracht kommenden Mengen bezeichnet,«
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lich angefehene Annahme werden fpdter auseinandergefetyt werden.)
Man wird alfo von den »mathematiich exiftierenden« Gegenftinden
zum mindeften verlangen miiffen, dafl fie in widerfpruchsfreier
Weife in einer Theorie figurievren kdnnen. Hiermit find wir in dev
Tat zu einem ervften denkbaren Begriff von mathematifcher Exi-
ftenz gelangt.

Def.I. Mathematifd exiftent heiflen Gegenftind-
lichkeiten, die zum Thema einer mathematifcdhen
Theorie gemadt werden und in diefer Theorie
widerspruchsirei fungieren kdnnen.

Wichtig ift, das lediglich dies implizite »Fungieren«, »in Funk-
tion ftehen« notwendig ift. Ob die »Gegenftandlichkeit« als folche
zuginglich, d. h. ob fie iiberbaupt ein eigentlicher Gegenftand
ift (wozu gehdrt, daB fie ein mdgliches Phinomen ift), das bleibt
zundcft ganz dabingeftellt.

Gegeniiber diefem, in fich allem HAnfchein nach unanfechtbaren
eviten Begriff von Exiftenz ift {chon feit der Antike ein zweiter
aufgetreten, der das Kennzeichnende des exiftiecenden mathematifcen
Gegenftandes in feiner Konftruierbarkeit gelegen fein lift.
So wird etwa im I. Buche Euklids gleich zu Beginn (I, 1) das gleich-
feitige Dreieck konftruiert und damit als exiftierend hingeftellt.
Soll diefe Forderung der Konftruierbarkeit einen prvizifen Sinn
baben, fo ift es notwendig die Konftruktionsgrundlagen und Kon-
ftruktionsmittel anzugeben. Diefe find bei Euklid (fiic die Plani-
metrie), vob gefprochen, durch die beiden aizjuare (» Poftulate «
in der urfpriinglichen, jett verblaften Bedeutung) gegeben: » Um
jeden Punkt der Ebene kann man mit beliebigem
Radius den Kreis fchlagen.« Und: »sDurdh zwei be-
liebige Punkte der Ebene kann man eine Gerade
ziehen.« Betrachtet man das Verfahren Euklids genauer, fo fieht
man, daB er nur folche Punkte als exiftierend annimmt, die von
einem gewiffen Ausgangspunkt und einer gewiffen Einbeitsftrecke aus
mit Zirkel und Lineal konftruierbar find. (Alfo fo, daf in den Koordi-
naten der exiftiecenden Punkte hdchftens aus Quadratwurzeln zufam-
menfefybare Irrationalititen votkommen.) Nadh diefem (nun wieder
binteichend zu vetallgemeinemden) Prinzip mufl man alfo folgende
zweite Evklirung des Begriffs der mathematifchen Exiftenz geben:

Def.I. Mathematifch exiftent find foldhe Gegen-
ftinde, die von einem feftgelegten Husgangspunkt
aus mit beftimmt umfcdbriebenen Mitteln konstruiert
werden kdnnen.
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Die Hngabe der Konftruktionsgrundlagen odev -mittel beftimmt
dann im einzelnen Fall den jeweils vorliegenden Exiftenzberveich.
In jedem Fall wird dann die Zugdnglichkeit (d. b. in gewiffem
Sinn die »Phinomenalitit«) des Gegenftands durch die Konftruktion
zum mindeften rvelativ auf die Konftruktionsgrundlage gefichert,
d. h. ift der HAusgangspunkt »felbft gegeben«, fo ift es auch das
Konftruiecte.

Es ift offenfichtlich, daB die beiden im Vorigen fkizzierten
Auffaffungen der Grundlegungsfrage diefen beiden »Definitionen«
der mathematifchen Exiftenz in gewiffer Weife entfprechen. Die
ecfte dem axiomatifchen Formalismus, die zweite dem Intuitio-
nismus.

Diefen Definitionen entfprechen dann aud zwei verichiedene
biftorifche Auffaffungen der Exiftenzbeweife bzw. der Exiftenztheo-
veme. Wibrend die antike Huffaffung (II) die aktuelle Konftruktion
des Exiftierenden im Exiftenzbeweis verlangt und es auch in der
neueren Mathematik vielfach devartige konftruktive Exiftenzbeweife
gibt, fo ftehen dem doch gerade in der neueften Mathematik auch
haufig Exiftenzbeweife und Exiftenzprinzipien gegeniiber, die keines-
wegs geftatten, die als sexiftierend« nachgewiefene Gegenftandlich-
keit wirklich svorzulegen«. Zuecft gefchieht das vielleicht in Rie-
manns fogenanntem Ditichletichen Prinzip'.

Ein andeves beviibmtes Beifpiel ift der et{te (von P. Gordan
als »theologifch« bezeichnete) Beweis der Endlichkeit des vollen In-
variantenfyftems von Hilberct. Ein einfacheves, febr inftruktives
Beifpiel mit Gegenbeifpiel gibt ebenfalls Hilbert in feinem Huf-
faty »HAxiomatifches Denken« (Math. Ann. Bd. 78, S. 412-5). Nac
Toeplit (im Hilbert~Heft der »Naturwiffenichaften« Bd. 9) find
devartige Beweife iiberbaupt fiit Hilberts mathematliches Denken
befonders charakteriftifch, und es ift daber feine prinzipielle Stellung
zu der ganzen Frage von befonderem Inteveffe. Hilbert meint
auch fiiv feine Huffafflung aus den konftruktiven Tendenzen Brou-
wetrs oder Weyls Nutien ziehen zu kdnnen. »Das Hindernis fiiv
die Vereinigung der beiden Ziele (der konftruktiven und det axio-
matifchen Methode) liegt nur in der vorgefaBten Meinung . . ., daB8...

1) Riemann, Gefammelte Werke, 1. Aufl,, S.30-35,90—93. Hiftorifch
ift die Benennung »Divich letfches Prinzip« nicht ganz kovrvekt; das Prinzip
gebt, wie Bolza in feinem Huffag »Gaul und die Variationsrechnung=
1L Teil, § 2) in GauB' Gefammelten Werken, Bd. X, 2) gezeigt bat, auf
Gauf’ Unterfuchungen zur Potentialtheorie (1834/40) zuriik. Vgl. auch
F. Klein, Gefammelte Abbhandl., Bd. III, S. 493, Anm. 2.
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im Gebiete der Arithmetik jede Konftruktion durchaus eineZahlen-
konftruktion fein miiffe.« Diefe Hnficht evachtet Hilbert fiiv ein
Vorurteil. »Eine konftruktive Umdeutung dev Exiftentialaxiome ift
nicht nur in der Weife mdglich, dal man fie in Evzeugungprinzipien
zur Konftruktion von Zablen umwandelt, fondern die duvch ein
folches Axiom ermdglichte SchluBweife kann als Ganzes duvch einen
formalen Prozefl erfetit werden, devart, dafl an Stelle det Hllgemeinbe-
griffe wie Zabhl, Funktion ufw. beftimmte Zeichen treten. »Wo Begriffe
feblen, da ftellt ein Zeichen zur vechten Zeit fich ein.« Dies ift das
methodifche Prinzip der Hilbertichen Theotie.«! Man kdnnte auf
den Sdhluflgedanken mit Bezug auf diefe eigentiimliche »Theovie«
mit dem anderen Fauft-Zitat antworten »Spottet ibrer felbft und
weifl nicht wie«! Denn Jewpie beifit doch »Schau« und diefe wird
fozufagen grundfiglich abgelebnt! Selbft wenn man diefe Darftel-
Iung in ibren Formulierungen nicht ganz eenft nimmt, fo ift doch fo viel
eclichtlich, daBl jene Erfetung des Exiftenzfaies durch einen forma-
len Prozef gar nichts mebr mit der Herftellung eines witklichen
Zugangs zu dev fraglihen Gegenftiandlichkeit zu tun hat, fondern
gerade fich der Dringlichkeit der Zugangsforderung (der Forderung
der »Phdnomenalitdt«) zu entzieben fudt durch den Schleichweg
einer S ch ein~Konftruktion, eines Konftruktions-Ecfatges!

Es erbellt aus dem Vorftehenden der fundamentale Zufammen-
hang zwifchen dem pbhilofopbhifchen Problem des Sinns der Mathe-
matik iiberbaupt, und dem matbhematifchen Grundlagenftreit.

Sofern ndmlich Philofophie Wiffenfchaft vom Seienden als folchem
(dem 8v 5 8v des Ariftoteles oder dem Urrwg Ov Platons) ift,
befteht ibre Grundaufgabe gegeniiber dem Mathematifchen, wie
gegeniiber jedem Gegenftindlichen darin, feinen Seinsfinn, das Wie
feines Seins aufzudecken? Hlio ftellt fie die ontologifche
Fundamentalfrage nach dem Sinn der »mathematifhen Exi-
ftenz« Buf diefe Frage geben aber die beiden Parteien im
Grundlagenftreit wefentlich verichiedene Hntworten. Diefe Hnt-
worten der »Sachverftindigen« werden nun dem Philofophen als
Unterlagen dienen miiffen fiiv feine kritifche Unterfuchung des Wie
der mathematifchen Exiftenz.

Aus diefem Grunde kniipft die folgende Darftellung immer
wieder an die Formulierungen der Gegner im Grundlagenftreite an,

1) Zitiert nach Betrnays, jabresber. d. D. Math. Ver. Bd. 31, S. 16.

2) Der Terminus »Seins=Sinn« ftammt von Heidegger als Uberfepung
des Hriftotelifchen »ovoiz« (entftellt in der fcholaftifchen Tradition mit »Sub-
ftantia« wiedergegeben).
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»Was befagt, nicht nur in mathematifder, fon.
dern in pbilofophifcher Strenge gefragt, mathema-
tifche Exiftenz? Wie find die beiden in den »Defi.
nitionen« zutagetretenden »Ldfungen« jenes Pro-
blems zu beurteilen?« — Das find die Fragen, die im
folgenden behandelt wevrden follen.

§ 3.
Immanente Kritik der Hilbertichen Theorie.

Der Grundlagenftreit, deffen Zufpifung auf die Idee der ma-
thematifchen Exiftenz foeben gezeigt wurde, fcheint zuniddit keiner
unparteiifchen Schlichtung fidhig. Man mag eben Hilberts grund-
faglichen Verzicht auf philofophifche Klarung nodh fo fehr bedauern,
man wird deswegen feine eigene, in philofophifcher Hinficht febr re-
fignierte, in mathematifcher fehr kiibne Grundftellung in ibrer inneren
Folgerichtigkeit nicht evidhiittern kdnnen. Insbefondere wird es
unmdaglich fein, ibm die Hufgabe pbhilofophifcher Klirung von aufien
aufzuzwingen. Man wird daber zweckmifigerweife verfuchen, fich
zundchft auf feinen Standpunkt zu ftellen und zu erwiégen haben,
ob fich nicht auch innechalb feines eigenen Gedankenganges Fragen
etheben, die bis ans Ende verfolgt, fchlieflich zur Hufgabe oder
wenigftens Modifikation des utfpriinglichen Frageanfates fiibren.

a) Die Bedeutung der Forderung der
Widerfprudsfreibeit.

Aud wenn man fih Hilberts Gefichtspunkt ganz zu eigen
macht, kann man fragen: Sind die »Probleme und Schwievigkeiten,
weldhe fich in der Grundlegung der Mathematik bieten« wirklich
damit erledigt, da man die Widerfprudcsfreibeit eines zur
Begriindung der hergebrachten Hnalyfis und Mengenlebre hinteichen-
den Hxiomenfyftems nachgewiefen bat?

Was ift mit diefer Widerfprudhsfreibeit gewonnen? Welde
Bedeutung bhat fie fiir die Grundlegung der Mathematik? Warum
foll man ibr eine foldhe Bedeutung beilegen?

Man konnte geneigt fein, diefe Frage fiiv blof} thetorifch zu
balten. Denn, fo kdnnte man fagen, was ift felbftverftindlicher als
die Forderung der Widerfpruchsfreibeit? Ift fie nicht die von jeber be-
kannte conditio sine qua non jeglichen wiffenfchaftlichen Denkens iiber-
baupt? Hber man beachte genau, um was es fich hier bei Hilbert
bandelt! Nicht um die Widerfprudsfreibeit der inbaltlich erforich-
baven »Metamathematik«, fondern um die der nur formal, in dem
Zufammenbang ibrer Konfequenzen und fonft nicht irgendwie
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gegebenen, inbaltlich véllig finnleeren eigentlichen Mathematik. Man
gebe fich iiber die vdllige Inbaltslofigkeit diefer Hilbertfchen
Mathematik keiner Tdufchung hin. Wobhl gibt Hilbert felbft zur
Erlduterung feines transfiniten Axioms das Beifpiel des unbeftedh-
lichen Ariftides. Hber es handelt fich offenbat um nichts mehr als
um eine dazu nodh ziemlich vage Hnalogie. Denn die Menge der
Menidhen ift zwar in gewiffem Sinne konkret uniiberfebbar, aber
fiher endlich. Und die Mengen, die Hilbett »eigentlich« meint,
find nicht nur nicht endlich, fondern im eigentlichen Sinne trans-
finit; »iiberendlich«, nicht bloB endlos.!) Durch diefe Erichleichung
(fubreptio) wird die inbaltliche Bedeutfamkeit des transfiniten Axioms
vorgetdufcht. Nun foll bier diefer Merkwiirdigkeit, daB nach Hilbert
die gefamte Mathematik eine génzlich inbaltsleere Wiffensichaft fein
foll, noch nicht weiter nachgeforicht werden. Hber es bleibt die Frage
zu beantworten, was denn ein Widerfprudh in diefer Kette von
Sdhliiffen zwifchen zugeftandenermafien leeven Begriffen zu bedeuten
pabe. Dafl Sitie mit irgend einem fachlichen Gehalt?) nicht wider-
fpruchsvoll und zugleich wabr fein konnen, ift freilich evident, —
zum mindeften in der hier allein betrachteten mathematifchen Sphare.
Und ebenfo evident ift, dafl faliche und iiberhaupt nicht wahre und
nicht verifizierbare Sdtse ohne wiffenichaftlichen Wert find. HAber die
Siage im Hilbertichen logifchen Formalismus find weder wabr
nod falich. Von ibnen gilt in aller Strenge das Ruffellfche Wit-
wort, die reine Mathematik bandle von Dingen, die vdllig unbekannt,
und von Sidfien, von denen niemand wiffe, ob fie wabr oder falfch
1) Es fei der Klarbeit und Kiirze des Ausdrucks wegen geftattet, fol-
gende Bezeichnungen anzuwenden:

1. endliche oder finite Mengen.

2. endlofe oder indefinite Mengen. (In Cantors Redeweife ents
fprechen ibnen die abzdblbaren Mengen, und befonders die vom Ords
nungstyp ©.)

3. iibevendliche oder transfinite Mengen. (Die nicht abzihlbaren
Mengen Cantors, wie das Kontinuum [289 oder auch die 2. Zahlenklafie
mit der Mddchtigkeit: x,.)

2. und 3. kdnnen unter der Bezeichnung »unendliche« (infinite) Mengen
zufammengefafit werden,

2) Es ift bier der »fachliche Gebalt « durchaus noch zu fcheiden von
der Sachlichkeit im Sinne des 1. Abfchnitts der Hufferlfichen »Ideens.
Bei der Unterfcheidung der matevialen (fachbaltigen) Ontologie und der
formalen Ontologie ftebt natiirlich auch die »fachliche« reine Mathematik
(alfo in Hilberts Redeweife »Metamatbematik«) auf der Seite der forma-
len Ontologie und macht fogar deren wichtigften Teil aus.
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feien'. Die einzelnen Theorveme der Hilbertichen Mathematik
machen fozufagen gar keinen Hnfprudch davauf, verifizierbar zu fein.
Man kann ibnen gegeniiber diefe Frage gat nicht ftellen; — fondern
nur die andeve, ob fie (aus den vorausgefetten Axiomen) beweis-
bar find oder nicht.?

Dafl ein beftimmtes Theorem der Hnalyfis beweisbar ift und
ein beftimmtes andeves nicht, das find allo auch fiir Hilbertt
wabre (bzw. faliche) Husfagen, — nur find fie keine mathematiichen,
fondern »metamathematifche« HAusfagen. Und iiberbaupt gilt: nutr
metamathematifche, nicht eigentlich mathematifche Sidfie find der
Wabrheit bzw. Falichheit fdbig.

Es fei nun die Frage wiederbholt: Welche Bedeutung vermag die
Forderung der Widerfpruchslofigkeit in der Hilbertichen Theorie
zu bhaben? Offenbar keine mathematifche, fondern nur eine meta-
mathematifche Bedeutung. Beweisbarkeit ift eine metamathematifche
Eigenfchaft eines einzelnen Theorems, Wideripruchsfreibeit eine folche
des ganzen Syftems der Mathematik. Es bandelt fich ja keines-
wegs um die Widerfpruchsfreibeit der Gefamtheit der metamathema-
tilhen Husfagen felb{t, — davin ldge kein Problem, fondern um
Widetfpruchsfreibeit in bezug auf die eigentliche Mathematik. Was
kann es aber fiit einen Sinn baben, von der Wabhrheit bzw. Falich-
beit unfihigen Sidgen und Sasfyftemen Widerfpruchsfreibeit zu for-
dern? Sie kann doch jetst nicht mebr in ibrer Funktion als conditio
sine qua non der Wabhrheit von Wert fein!”

Die Antwort ift einigermafien merkwiirdig; fie lautet: ift die
Widerfpruchsfreibeit der formalen Hilbertt{chen Mathematik auch

1) Vielleicht miifite man noch fchdrfer fagen, nicht nur wiffe man nichts
iiber ibre Wahrbeit oder Falichbeit, fondern »an.fich« fei eine Frage danach
finnlos. Aber wir find nicht ficher, ob wir damit Hilberts Meinung treffen
wiirden.

2) Diefe Eigentiimlichkeit teilen die Hilber t f{chen Theoreme bekannt-
lich mit allen Theoremen eines bypotbetifich-deduktiven Syftems (beifpieis-
weife des Syftems der verichiedenen Geometrien), aber neu ift, dal die Ana-
lyfis felbft, die Grundlage der hdberen Mathematik iiberbaupt, jeder Mdg-
lichkeit der Verifikation ermangeln foll.

3) H. Weyl ftellt die ndmliche Frage in feinen »Randbemerkungen zu
Hauptproblemen der Mathematik« (Math. Zeitfchr. 20, S. 148): »HAuf diefem
(Hilbertichen) Standpunkt darf man nicht nach einem tieferen Grund fiic
die angenommenen Axiome und Operationsregeln fragen; auch ift nicht abzu-
feben, warum man gevrade Wevrt darauflegt, dafl das »For:
melfpiel widevfprudsfrei ift, oder warum man das inbaltliche
Denken fich nicht noch mit anderen aus dem Spiel entfpringenden Fragen
befchiftigen ldBt.« Er verfucht aber keine Lofung.
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nicht die unerladliche Bedingung der Wabrheit der Theoreme, fo ift
fie doch die conditio sine qua non der Fortfiibht-
barkeit desDeduktionsprozeffes. Durch die Widerfpruchs-
freibeit und durch fie allein ift alfo das mathematifche »Formelfpiel«
vor dem vorzeitigen Hbbreden geldiigt. Dies ift der
metamathematifche Sinn der Forderung der Widerfpruchslofigkeit.

Was befibigt die Widerfpruchsfreibeit zu diefer Leiftung? Wiefo
bemmt der Wideripruch die Deduktion, wo es doch gar nicht auf
die Wabrcheit des Deduzierten ankommt?

Weil nach einem bekannten Theorem der for-
malen Logik ein »falfcher« (und dabher a fortiori ein
»widetfpruchsvolier«) Satp alle denkbaven Sdte nach fich
ziebt. Das riibvt daber, dafl ja zugleich mit dem »falichen« Satie
auch fein kontradiktatorifches Gegenteil »gilt«. Zwei kontradik-
toriich entgegengeictite Sdie ertfiillen aber das »All der Ausfage«
d. b. fie find #quivalent mit allen Sigen iiberhaupt (der betceffen-
den deduktiven Region). Bei Hilbert gilte im befonderen zu-
gleich mit 0 == 0 (der Formel des Widerfpruchs) auch die »richtige«
Formel 0 = 0. Die »Richtigkeit« diefer Formel bat einen forma-
definierten Sinn, bhat alfo mit »Wabhrbeit« im inhaltlichen Sinn nichts
zu tun.! Ebenfowenig die Falichbeit des kontradiktovifchen Gegen-
teils. Die Sadche ift die: es folgen aus den zugleich vorausgefet;-
ten Formeln 0 =0 und 0 5= 0 alle Sie zugleich mit ibren kontra-
diktorifchen Verneinungen, alfo immer mit irgend einem p zugleich
fein Gegenteil p (nicht-p). Damit bat es aber jeden Sinn verloven,
noch von irgend einem Saty p zu behaupten, et fei beweisbar; denn
da ja doch ftets entweder p oder / beftehen muf, fo weil man ja
von vornberein, daB jeder Saty beweisbar ift?. Die Beweisbarkeit
verliect daher vdllig ibren auszeichnenden Charakter; man kann
von keinem (innerhalb der vorliegenden mathematifchen Region)
denkbaven Sat; mebr bebaupten, er folge irgendwie eher aus den
vorausgefetiten Axiomen als fein Gegenteil oder irgend ein andever
Satt. Man kann alfo alles beweifen, und daB beift foviel als
man kann nichts mebr beweifen. Das Spiel der formalen Deduk-
tion ift zu Ende?®.

1) Vgl. W. A k e v m ann, Mathematifche Annalen Bd. 93, S. 4.
2) Im Hilberticdhen logiichen Kalkiil gilt formal der Say vom aus-
gefchloffenen Dritten.

3) Vgl. zum ganzen Gedankengang O. H3lder, Die mathematifche
Methode (Berlin 1924), S. 276f.

.
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Somit bhat fich herausgeftellt, daBl allerdings die Widetfpruchs-
freibeit von bhdchfter Bedeutung ift fiir jedes deduktive Verfahren
aus axiomatifchen Grundfifien iiberbaupt, mag ibm nun ein inbhait-
liher Sinn zukommen oder nicht. Sie ift fozufagen eine notwen-
dige Lebensbedingung fiicr den Deduktionsprozef felbft. Damit ift
ibre zentrale Stellung unter den Hufgaben der Metamathematik,
die fie in Hilberts Theorie einnimmt, gevechtfertigt.

b) Das Transfinite und das Imaginiédre.

Nachdem es als gefichert betrachtet werden kann, dafl die
Hilbertiche Forderung der Widerfprudhsfreiheit auch bei ftrenger
Innebaltung feines rvein formaliftifhen Standpunkts ibren guten
Sinn bat, ndmlich als unerldflihe Bedingung der Mdaglichkeit
der Deduktion, erhebt fich die weitere Frage, ob man darciiber
binaus den fo als mdglih erkannten wideripruchsfreien Gegen-
ftandlichkeiten der Hilberticden Mathematik nicht auch eine po-
fitive Bedeutung zufchreiben muB. In dev Tat liegt doch die Frage
nabe: Wozu eigentlich diefes wideriprudslofe Dedu-
zieren? Mit feiner Mdglichkeit ift doch nodh nicht feine Notwen-
digkeit, feine pofitive Sinnbaftigkeit gezeigt. Hilbert felbft hat
auf diefe Frage, deren Dringlichkeit er fich nicht bat entzieben
kénnen, folgende Hntwort gegeben:!' »In meiner Beweistheorie
werden zu den finiten Axiomen die transfiniten Axiome und Forv-
meln binzugefiigt, dbnlich wie in der Theorie der komplexen Zahlen
zu den rveellen die imagindren Elemente und wie in detr
Geometrie zu den wirklichen die ideellen Gebilde. Und audh detr
Beweggrund dafiivr und der Erfolg des Verfahrens ift in meiner
Beweistheorie der gleiche wie dort: namlich die Hinzufiigung der
transfiniten HAxiome gefchieht im Sinne der Vereinfachung und
des Hbichluffes der Theorie«% Es ift nun zu priifen; ob diefe
Thefe Hilberts einer kritifchen Betrachtung ftand bilt. Uber die
Bedeutung der imagindven Zablen ift nach allgemeinem Urteil fchon
von Gaufl das Wefentliche gefagt worden, an jener beviihmten
Stelle der HAnzeige der Theovia residuorum biquadraticorum, Com-
mentatio secunda vom 23. Hpril 18313, wo von ihm »die wabre
Metapbyfik der imagindven Grdflen in ein neues helles Licht ge-
ftellt« wird. Gauf geht davon aus, dafl die Hrithmetik fich erft

1) Math. Annalen Bd. 88, S. 160/61.

2) Spiter (in Math. Ann. 95) bat fogar Hilbert diefen »pragmatiftifchen«
Gedanken zum Leitfaden feiner gefamten Beweistheorie gemacht!

3) Werke, II. Band, S. 175fF.

-
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in neuerer Zeit entwickelt babe, im Gegenfaf zur Geometrie. Der
Begriff der Zabl fei ftufenweife von den ganzen zu den gebrochenen
Zablen, dann zu den negativen und endlich zu den imaginédren ert-
weitert worden. »Diefes Vorfchreiten ift aber immer anfangs mit
furchtfam zagendem Sdhritt gefcheben. Die erften Hlgebraiften
nannten nocd die negativen Wurzeln der Gleichungen faliche Wur-
zeln, und fie find es auch, wo die Hufgabe, auf welche fie fich be-
zieben, fo eingekleidet vorzutragen ift, dal die Befchaffenbeit der
gefuchten Grofle kein Entgegengefetjtes zuldlt. Hllein fo wenig man
in der Allgemeinen Hritbmetik Bedenken hat die gebrochenen
Zablen mit aufzunebmen, obgleich es fo viele zdhlbare Dinge gibt,
wobei eine Brudzabl obne Sinn ift, ebenfowenig durften in jener
den negative Zablen gleiche Rechte mit den pofitiven deshalb ver-
fagt werden, weil unziblige Dinge kein Entgegengefegites zulaffen:
Die Realitat der negativen Zablen ift binteichend gevechtfertigt, da
fie in unzibligen andeven Fillen ein addguates Subftrat finden. Da-
vitber ift man freilich feit langer Zeit im klaven: allein die den
reellen Grdflen gegeniibergefteliten imagindven — ebemals und hin
und wieder noch jetit, obwobl unfchicklich, unmdgliche genannt
— find noch immer weniger eingebiirgert als nur geduldet, und er-
fcheinen alfo mebr wie ein an fich inbaltsleeres Zeichenipiel, dem
man ein denkbares Subftrat unbedingt abfipricht, obne doch den
veichen Tribut, welchen diefes Zeichenfpiel zuleit in den Schaty der
Verchiltniffe der veellen Gréfien fteuert, verichmdben zu wollen.«
Gauf betrachtet nun im weiteren die Sache »aus einem andeven
Gefichbtspunkt.« Etv legt dar, wie {chon pofitive und negative Zablen
nur da Anwendung finden kdénnen, »wo das Gezdblte ein Entgegen-
gefegtes bhat, was mit ibm vereinigt gedacht der Vernichtung gleich-
zuftellen ift.«

»Genau betrachtet findet diefe Vorausfetung nur da ftatt, wo
nicht Subftanzen (fiir fich denkbare Gegenftinde), fondern Relationen
zwifchen je zwei Gegenftinden das Gezdblte find.« In idbnlicher
Weife zeigt er dann, daB wenn die Gegenftinde derart find, »dafl
fie nicht in eine, wenngleich unbegrenzte, Reibe geordnet werden
kdnnen, fondern fich nur in Reiben von Reiben ovdnen laffen«, d. b.
wenn fie eine szweidimenfionale Mannigfaltigkeit« bilden, es neben
der pofitiven und negativen Einbeit +1 und —1 noch »zweier an-
devrer unter fich auch entgegengefesen« Einbeiten +¢ und — ¢ bedarf.
Darauf wird dann die uns beute fo woblbekannte Vorftellung der
komplexen Zahlenebene entwickelt und am Schluf fteben die bedeut-
famen Worte: »Hat man diefen Gegenftand bisher aus einem falfchen
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Gefichtspunkt betrachtet und eine geheimnisvolie Dunketbeit dabei
gefunden, fo ift dies grofienteils den wenig fchicklichen Benennungen
zuzufchreiben. Hitte man -1, —1, V — 1 nicht pofitive, negative,
imagindre (oder gar unmdgliche) Einbeit, fondern etwa divekte, in-
divekte, laterale Einbeit genannt, fo bdtte von folcher Dunkeibeit
kaum die Rede fein kdonnen.« Die an fich fehr bekannten Gaufl-
fchen Husfiilbrungen wurden deshalb mit folcher Husfiibrlichkeit
wiedergegeben, weil fie wirklich verdienen, klaffifch genannt zu
werden. Es ift datrin mit aller Klatrheit alles Entfcheidende iiber
die Frage des Imagindven vom Standpunkt des Mathematikers aus
gefagt. HRucdh die neuere Begriindung des Rechnens mit komplexen
Zablen mittels des Begriffs des »Zablenpaares« bringt kein wick-
lich neues Moment in die Diskuffion.! Den philofophifich entfcheiden-
den Kernpunkt der GauBfchen HAuffaifung kann man fo aus-
driicken: das »Imagindve« bildet zufammen mit dem »Reellen« ein
»komplexes« Gebiet, das ebenfo real, d. b. wicklichkeitsnabh ift,
wie das Gebiet der urfpriinglich allein »teell« genannten Zahlen. Die
Leiftung von Gaufl befteht gerade darin, dem gefamten komplexen
Zablfyftem nicht nur ein sdenkbares« Subftrat fondern fogar eine »an-
fchaulichfte Verfinnlichung« gegeben zu haben®. Das befagt, phanomeno-
logifdh angefehen, dafl er das Imagindre nicht als leer, obgleich
vielleicht wideriprudhslos Vermeintes bhat fteben laffen, fondern zu
feiner erfiillten Anfchauung gebradht bat. Dabei braucht man iibrigens
nicht an die geometrifche »anfchauliche Verfinnlichung« in wortlicher
Bedeutung zu denken; phidnomenologiich gefehen bhandelt es fich
dabei ja doch um »kategoriale Anfchauung«’; die »atithmetiiche«

1) Zur Theorie des Imagindren vgl. Hé1dex, L c. X. Abichnitt, iiber die
Zablenpaave insbef. § 80; ferner F. Klein, Vorlefungen iiber Elementar-
Mathematik vom hSberen Standpunkt aus. I. Teil, 1. Hauptteil, Abfchn. IV.
(Urfpriinglich autograpbiert 1908 und 1911, neuerdings im wefentlichen un-
verdndert gedruckt, Berlin 1924.) Diefe Werke find auch zur Orientierung
fiir Nichtmatbematiker befonders geeignet.

2) Vgl. dazu noch die folgende HAuBlerung von Gaufi (L c. S.174):
»DieVerfegung der Lebrevon den biquadratifchen Reften in das Gebiet der kom-
plexen Zablen konnte vielleicht manchem, der mit der Natur der imaginidren
Groflen weniger vertraut und in falfchen Vorftellungen davon befangen ift,
anftofig und unnatiivlich fcbeinen, und die Meinung veraniaffen, daf die
Unterfuchbung dadurch gleichfam in die Luft geftellt fei, eine fchwankende
Haltung bekomme und fich von der Anfchaulichkeit ganz entferne. Nichts
wiirde ungegriindeter fein als eine folche Meinung. Im Gegenteil ift die
Aritbmetik der komplexen Gréfien der anfchaulichiten Verfinnlichung fabig. . .«

3) Vgl. Hufferl, Log. Unterfuchungen, Bd. II, 2 (VI. Unterfuchung)-
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Vorftellung der doppelt endlofen Reibhe ift phidnomenologifch durch-
aus erfiillte Anfchauung, wenn aud »kategorviale«, — wihrend
noch Leibniz die vefignierten Worte fchrieb!: Der gottliche Geift
babe »eine feine und wunderbare Husfilucht gefunden in jenem
Wunder der Hnalyfis, dem Monftrum der idealen Welt, faft einem
Ampbibium zwifden Sein und Nicht-Sein, daf wir die imaginire
Wurzel nennen.« Diefe »{chwankende Haltung des Imagindren« hat
Gauf von Grund aus und fiir immer gefeftigt. Das Imaginire als
» Latevales« bat keinen prinzipiell anderen Seins-Sinn als etwa
das Negative (»Inverfe«).

Wie ftebt es nun mit dem Hilbecitfchen Transfiniten?
Bedarf es da auch nur einer zweckmiBligen Verdnderung der Be-
zeichnungsweife, um alle Dunkelheit verfchwinden zu laffen?

Man fiebt nach einiger Uberlegung leicht, daBl beim Transfini-
ten Hilberts die Dinge ganz anders liegen als beim Imagindren.
Die Hilbertichen transfiniten Hxiome find offenbare Hnalogie-
bildungen zu GefeymifBigkeiten, die fiir endlihe Mengen gelten.
Das Ariftides-Beifpiel, das fchon befproden wurde, beweift dies
Klav.? Das leitende Prinzip ift, moglichft viele Eigenichaften end-
licher Mengen aud fiit die unendlichen als giiltig anzufehen3. »M&g-
lichft viele« befagt dabei: fo viele ibrer fich anfeien laffen, ohne
dafl man zu widerfprechenden Konfequenzen kommt. Wenn man
in der Gefdhichte der Lehre von den imagindren Zahlen nadh einem
entfprechenden Standpunkt fucht, fo {t68t man auf denjenigen, den
Hankel das »Prinzip der Permanenz formaler Gefeie« genannt

1) Leibniz, Math. Schrift. (Gerbard) V., 357. Die ganze Stelle lautet
im Urtext:

»Verum enim vero tenacior est varietatis suae pulcherrimae Natura
rerum aeternarum vavietatum pavens, vel potius Divina Mens, quam ut
omnia sub unum genus compingi patiatur. Itaque elegans et mirabile
effugium veperit in illo Analyseos miraculo, idealis mundi monstro, pene
inter Ens et non:Ens Hmpbibio, quod radicem imaginariam appellamus.«

2) Buch Hilbert felbft ift fich daviiber keineswegs im Unklaren, man
vgl. W. Adkermanns Aufferung (Math. Ann. Bd. 93, S. 8).

3) Vgl. Weyl, Math. Zeitichr. 20, S. 143, 147 (das iiber den »Exiftenzial-
abfolutismus« Gefagte) und 150: »Vielleicht ift es aber ja doch fo, wie Hil-
bert zu meinen {cheint, dafl fiiv den matbematifchen Teil der tbeoretifchen
Weltkonftruktion das Prinzip der Widerfpruchslofigkeit zufammen mit der
Fordetung, dievomneuen Exiftentialabifolutismus iiber
das Unendliche nach Analogie des Endlichen aufgeftellten
Bebauptungen fo weitgebend wie méglich fymbolifch zu
techtfertigen, als einziger Leitfaden geniigt.«
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bat!l. Es ift dies zugleich diejenige Huffaffung, die, obne explizite
formuliert zu wevrden, die Anfinge des Rechnens mit den Imagini-
ven geleitet bat, die bis in das 16. Jabrhundert zuriickreichen®. Man
fiibet etwa ¢ = ¥ —1 alfo ¢2= —1 ein und vechnet mit diefem zu-
nidcdft ganz bedeutungsleeren Symbol nach den fachlich fiiv veelle
Zablen finnvollen Rechenregeln. Dabei erweift fich im Verlaufe einer
ausgedebnten Beniifung die mathematifche Frudchtbarkeit diefes
zundchit ganz willkiiclichen Verfabrens. Der etfte Fall, indem es
fich als fruchtbar erwies, war der fog. Cafus irreducibilis der kubi-
fchen Gleichung, den Bombelli zuerft mit Hilfe des Imaginidren
behandelte®. Indeffen tritt nun bei der naiven Anwendung eines
foldhen Verfahrens fofort das Gefpenft eines mdglichen Widert-
fpruds auf, der fich bei dem fortgefetiten Gebrauch des neuen
Verfahrens ergeben konnte. Es entfteht damit die Aufgabe, die
Widerfprudhslofigkeit des Rechnens mit den neuen Zablen nachzu-
weifen. Diefer Nachweis gefchieht in der Zeit vor Hilbert ftets
dadurch, dal man das Rechnen mit den neuen Zabhlen abbildet
(in eineindeutiger Weife) auf das Rechnen mit beftimmten Kom-
plexen fchon eingefiibrter Zahlen. (Dabei geniigt es bekanntlich,
fiiv die gebrochenen, negativen und komplexen Zablen »Zablenpaare«
einzufiibren. Dagegen liegt der Fall bei den irrationalen Zablen
ganz anders und viel fchwieriger.) Es ift dann zumeift leicht, fiic
die befonderen eingefiibrten Komplexe eine anichauliche Deutung auf-
zuzeigen. Hiftorifch und auch finngenetifch im Sinne der geiftesge-
fchichtlichen Entwicklung liegt die Sache natiirlich umgekebrt. Das
anichauliche Subftrat ift das erite, was in das wiffenfchaftliche Be-
wufitfein tritt., Dann erft wird es formalifiert und damit fiibrt es
alleverft zu den abftrakten Zablkomplexen, die dann den neuen
Zablenarten zugeordnet werden.

Diefer Umftand verdeckt nun den Untecvfichied, der zwifchen
dem abftrakten Nachweis dev Widerfpruchslofigkeit durch Abbildung

1) Vgl. H. Hankel, Theorie der komplexen Zablenfyfteme, Leipzig
1867, S. 10. — Hiftorifch tritt diefes Prinzip zuev{t im 14. Jabrhundert bei
Oresme auf. S.Hankel, Zur Geichichte der Mathematik im Altertum und
Mittelalter, Leipzig 1874, S. 350/351.

2) Bei Oresme (14. Jahtbh.) dient das fragliche Prinzip zur Erweites
rung des Potenzbegriffs durch die Zulaffung gebrochener Exponenten.
3) In feiner Hlgebra von 1579. Vgl dariiber H51derx, 1. c. §78.

4) Eine zufammenbingende Dartftellung diefer Dinge gibt z.B. Hsldet
in feinem akadem. Programm »Die Hritbmetik in ftrenger Begriindung.
(Leipzig 1914).
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auf eine als widerfpruchsfrei bekannte abftrakte Mannigfaltigkeit und
der Bereitftellung eines konkveten »Subftrats« befteht: alfo etwa
zwifchen der Hbbildung der gebrochenen, negativen, imagindren
Zablen auf gewiffe »Zablenpaatre« und ibrer anichaulichen Deutung
mittels der Teilung von Gegenftinden, der Richtungsunterfchiede in
der Geraden und in dev Ebene. Wir haben alfo, um ganz deut-
lich zu fein, drvei verichiedene Momente bei der Einfithrung neuer
Zablenarten zu untericheiden:

1. den HAnfa der formalen Recdhenregel; zumeift nach dem
Prinzip der (grdfitmdglichen) Permanenz der formalen Gefege,

2. den Nachweis der Widetfprudslofigkeit des eingefiibrten
Rechnungsverfahrens; i. A. gefiibrt durch Abbildung auf bereits als
widerfpruchsfrei bekannte Syfteme,

3. die Hufweifung eines anfchaulichen Subftrats, in dem die
neueingefiibrten Zablenbeziehungen konkret (befonders in ibrem Zu-
fammenbang mit den bereits bekannten Verhiltniffen) gedeutet
wevrden konnen.

Die vor Hilbert iibliche Beweismethode fiir den zweiten
Punkt bringt es, wie fchon ausgefiibrt, mit fich, daB zugleich mit
der Erledigung des Problems (2) auch das Problem (3) geldft ift:
zugleich mit dem Nachweis der Widerfprudhslofigkeit ift der Huf-
weis eines anfchaulichen Subftrats gegeben. Das Neue am Hilbert-
fchen metamathematifchen Beweisverfabhren ift dagegeu, dafl durch
es nur das 2. aber nicht auch das 3. Problem geloft wird: die
Widerfprudchsfreibeit des aritbmetifchen Hxiomenfyftems einfchlieBlich
der transfiniten Axiome wird nachgewiefen, obne daf fich aus ibrem
gelungenen Nachweis auch nur die leifefte Hindeutung auf ein kon-
kretes Subftrat ergdbe, an dem das Transfinite gedeutet werden
kdnnte.

Logifch ift gewiffermafien alles in Ovdnung, und die Unterv-
fuchung leidet keineswegs an einer »fchwankenden Haltunge, aber
in ontologifcher Hinficht ftellt das Transfinite Hilberts
eine fehr merkwiirdige Gegenftindlichkeit dar, auf die man febr
wobl die Leibnizfce Bezeichnung »Hmpbibium zwifchen Sein
und Nictfein« anwenden kann. Es ldft fich aud nicht leugnen,
daB die vorhin angefiibrte G auf fche Hufierung vom »inbaltsleeren
Zeichenfpiel, dem man ein denkbares Subftrat unbedingt abfpricht,
obne doch den veichen Tribut, welches diefes Zeichenfpiel zuleit in
den Schaty der Vechiltniffe der veellen Grdfien fteuert, verfchmiben

zu wollen« genau auf das Hilbert fche Transfinite pait. Hdch-
Hufferl, Jabrbuch f. Philofopbie. VIII. 31
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ftens kdnnte man fich gegen den Husdruck sein denkbares Sub-
ftrat« wenden, der von Gaufl ziemlich gleichbedeutend mit »an-
fdhaulid « gebraucht wird, widhrend gerade hier eine tiefer ge-
bhende phdanomenologifhe Unterfuchung einen grundlegenden Wefens-
unterichied aufdecken wiirde.

In der Tat liegt die Sache, phdanomenologifch betrachtet, fo, daf
man dem Hilbertidhen Transfiniten fehr wobl die »Denkbarkeit«
zuerkennen muf}, die jeder komplexen Bedeutungsintention zu-
kommt, fofern fie nur widerfpruchsfrei ift; aber damit ift noch
keineswegs die Moglichkeit der anichaulichen Erfiillung jener leeren
Bedeutung gefichert. Vielmehr kann fich jener in der Bedeutung
gemeinte, proleptifch fupponierte Gegenftand »transfinite Menge«
bei dem methodifhen Verfudh, zu ibm einen phanomenologifchen
Zugang zu finden, als »widecrfinnig« berausftellen, d. h. als
wefensmifig unzugédnglich, aud fiic die kategoriale Hnichauung.

Freilich ift zu betonen, daB es fich beim Transfiniten um eine
ganz eigenartige Sachlage bandelt. Man konnte etwa meinen, den
bekannten Siebenflichner oder den teguldren Taufendflichner zum
Vergleich heranziehen zu diiefen. Hud da, fo kénnte man dagen,
ligen Gegenftinde vor, die als blos vermeinte ihrem »Begriff« nach
durchaus widerfpruchsfrei feien. Verfuche man aber zu einer edten,
erfiillten Anfchauung jener Gegenftinde fortzufchreiten, fo erweife
fich diefe als evident unmdglich, man ftofle auf einen »material-
ontologifchen« (anfchaulich-rvdumlichen) Widerfinn. Indefien ift die
Gleichfebung diefes Vorkommniffes mit der Sachlage beim Trans-
finiten irrig. Denn die Unmdglichkeit jener Polyeder 14t fich be-
weifen, aus den Hxiomen der euklidifchen Geometrie des drei-
dimenfionalen Raumes, d. h. die — auch ganz in abtsracto (obne
Rekurrenz auf irgendwelche HAnichaulichkeit) — gemachte Annahme
ibrer »mathematifchen Exiftenz« wiirde auf Widerfpriiche im Syftem
der euklidifthen Raumgeometrie fiibven.! Nicht nur miflingt der
»Exiftenzbeweis«, fondern er {chldgt in einen echten »Unmaoglichkeits-
beweis« um. Es liegt alfo audh ein formal-ontologifcher Widerfinn
vor, wenn man die betr. Polyeder als auf Grund der abftrakten
euklidifchen Axiome abftrakt definierte Gegenftinde betrachtet. Beim
Hilbertfichen Transfiniten verbilt es fich aber gerade fo, daB die
Unmdglichkeit devartiger Widerfpriiche in aller Stringenz durdh

1) Beim Taufendfiichner geriete man etwa mit dem Saf; iiber die Summe
der »Seiten« einer »kdrperlichen Edke« in Konflikt.  Vgl. Weber=Wellftein®,
(Enzyklopddie der Elementar-Matbhematik) Bd. 11, §91.
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Hilberts eigenartige Methode nachgewiefen ift. Man muf alfo
zufammenfaffend fagen: die Hilbertfcen transfiniten Mengen find
mit allen ibren Eigenfchaften:

1. widerfprudhslos denkbar, d.bh. im Sinne det Bedeutungs-
Logik »exiftierende Gegenftindlichkeiten«,

2. audh im Sinne der formalen Ontologie nicht »wider-
finnige,

3. trogdem prinzipiell der (das Sein in der formal-ontologifchen
Sphére konftituierenden) »kategorialen Anfchauung« nicht zuging-
lich, alfo formal-ontologifch nicht pofitiv exiftierend.

Die Untericheidung von (2) und (3) ift ein Novum?!. Bisher
wurde angenommen, dafl die Eigenfchaft (2) ftets (3) nadh fich zdge.
Die Moglichkeiten »formal-ontologifcher Widerfinn — formal-ontolo~
gifhe Exiftenz« f{chienen eine vollftindige Disjunktion zu bilden.
Und nun bhat fich berausgeftellt, dal gewiffe Gegenftindlichkeiten
im Sinne der formalen Ontologie weder widerfinnig nodh exiftent
find.? Zu diefen merkwiirdigen Gegenftandlichkeiten gehSren eben
Hilberts transfinite Mengen.

Hiervaus ethellt, dafl ein grundfdglicher ontologifdher
Untetrfcdhied zwifchen ibnen und den imagindren
Zahlen beftebt. Denn diefe find — als »laterale Zahlen« im
Gaufifhen Sinn — der kategorialen Anfchauung obne weiteres
zugdnglich. Damit ift alfo dem Hilberttichen Vergleih zwifchen
dem Transfiniten und Imaginidven feine wefentlichfte Stiie entzogen.
Die Funktion des Imagindren® in der gekldrten G auf fchen HAuf-
faffung 148t fich nicht mehr mit der des Transfiniten auf ein Stufe
ftellen.

Will man den gegenwirtig (feitens der fog. »Philofophie des
Bls-Obe) fo viel gebrauchten Begriff der Fiktion einfiihren, fo
kann man fagen: beim Transfiniten bandelt es fich um eine echte,
beim Imagindren um eine bloB {deinbare Fiktion. Die zweite
ift durch eine geeignete Anderung der Bezeihnung zum Ver-
fchwinden zu bringen, die erfte nicht. (Die transfiniten Husfagen
find prinzipiell nicht anfchaulich verifizierbar.)

1) Man kénnte bochftens die Kantif e Untericheidung von ens ima.
ginaviun, ens rationis und nibil negativum (Kritik der reinen Vernunft?
S.347f. vergleichen. (Siebe unten § 6¢1lI D und 1V.),

2) Sie find alfo wirklich »Ampbibien zwifchen Sein und Nicht»Sein «!

3) Das Gleiche gilt mutatis mutandis von den »idealen« Gebilden der
Geometrie und ebenfo von den »Idealen« der héheren Hrithmetik.

31*
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Indeffen muB entgegen der Meinung der »Fiktionaliften« gefagt
wertden, daf} hier auch bei den »echten Fiktionen« Wideripriiche nach-
weislich nicht vorkommen. Eine Philofophie des Hls-Ob im Sinne
Vaibhingers kann fich alfo keineswegs zur Beftiatigung ihvrer
Lebre von der »Fiktion in der Mathematik« auf Hilbetts Trans-
finites berufen.

Aus der Ablebnung des Hilb e r t ichen Vergleichs zwiichen Trans-
finitem und Imagindarem ergibt fich aber aud eine ernitere Konfe-
quenz: die Frage nadh einem berechtigten Mo tiv fiirv die Einfiithrung
des Transfiniten bleibt offen. Die HAnalogie mit dem Imaginédren ift
nicht wirklich vorbanden, alfo kann auch dies fiit die Einfiibrung
des Imagindren mafigebende Motiv »der Vereinfachung und des
Abfdhluffes der Theorie« nicht mebr fiir das Transfinite in Anfpruch
genommen werden. Wozu alfo das Hilbertiche Formel-
fpiel?

Diefe Frage mufl troty ibrer Dringlichkeit vorldufig unbeant-
worttet bleiben!.

1) Hilbert bat in feiner fchon zitierten neuen Hrbeit »Ulber das Unend-
liche« den Gefichtspunkt der Analogie feiner Einfiibrung des Transfiniten mit
der des Imagindven ufw. duvch friibere Mathematiker an die Spie feiner
gefamten Betrachtung des Unendlichen geftellt. Er fagt (Math. Ann. Bd. 95,
S. 174): sWenn wir im Bereich der finiten Husfagen bleiben... fo walten
da febr uniiberfichtliche Verbiltniffe ob, und diefe Verhiltniffe fteigern fich
bis zur Unertrédglichkeit, wenn das »alle= und ses gibt« kombiniert und in
eingefchachtelten Sden auftritt. Jedenfalls diejenigen logifchen Gefege, die
die Menichen, feit fie denken, ftets gebraucht haben, und die eben Arifto=
teles gelebrt bat, gelten nicht. Nun kénnte man darauf ausgeben, die fiir den
Bereich der finiten Ausfagen giiltigen logifchen Gefeje aufzuftellen; aber damit
wire uns nicht gedient, da wir eben auf den Gebrauch der einfachen Gefetye
binauswollen. . . Gerade wie i=}—1 eingefiibrt wurde, um die Gefee der
Higebra ... in der einfachften Geftalt aufrecht zu erbalten, gerade wie die
Einfiibrung der idealen Faktoren gefchah, um auch unter den algebraifchen
Zablen die einfachen Teilbarkeitsgefee beizubebalten, ... fo baben wir bier
zu den finiten Husfagen die idealen Husfagen zu ad-
jungieven, um die formal einfachen Regeln der iiblichen ariftotelifchen
Logik zu erbalten.«

Bei dev Hufftellung diefer Analogie ift, wie im Text gezeigt, ein ent-
fcheidender Punkt iibetfeben: Wabrend die imaginir-komplexen Zablen
durch Paare gewdhnlicher Zablen, die unendlich fernen »idealen« Punkte
durch Parallelbiifchel, die Zablideale durch gewiffe gefeymiflig gebildete Zabl
fyfteme aus gewdbnlichen Zablen abgebildet und im Sinne der uripriing-
lichen, »wirklichen« matbematifchen Gegenftindlichkeiten interpretiert werden
kdnnen, — ift dies bei den »idealen Ausfagen« nicht der Fall. Diefe find viel:
mebt veine »Gefetbeiten«, die k einer irgendwie inbaltlichen Interpreta
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¢c) Dieimmanente Unvermeidlichkeit des Unendlichen
in der Metamathematik.

Blickt man auf die bisher gegebenen ErGrterungen iiber die
Hilbertiche Theorie zuriick, fo erkennt man, daB das ibr zu.
grundeliegende Prinzip der Widerfprudhsfreiheit zwar feinen guten
Sinn bat, infofern es die unbefchrinkte Moglichkeit weiterer De-
duktionen garantiert, daB aber anderverfeits jede pofitive Motivation
vermifit wird, iiberbaupt zu deduzieren. Indeffen, troty diefer eigen-
tiimlichen Zwedklofigkeit fcheint doch die Mdoglichkeit einer fozufagen
auf eigenen Fiiflen ftehenden, mit lediglich finiten Mitteln operie-
rvender Theorie des Transfiniten gefichert und der immanenten
Kritik entzogen. Eine Entfcheidung zwifchen der intuitioniftifchen
und der formaliftifchen Auffaffung des mathematifdhen Grundlegungs-
problems wird fo nicht erreidht.

Sie wiirde indeffen erreichbar fein, wenn es gelinge zu zeigen,
daB das Endlofe auch in Hilberts Theorie eine (wenn audh ver-
fchwiegene) »inbaltliche«, metamathematiiche Bedeutung hat. Denn
der Streit zwifchen Brouwer und Hilbert geht eigentlich um
das Endlofe. Hilbert lebnt die Bemiibungen der Intuitioniften um
das Endlofe als iiberfliiffig und bedenklich ab. Denn einerfeits kann
feines Evachtens fogar das Tranfinite, alfo erft recht das blofl Inde-
finite, rein finit »begriindet« werden. Hndererfeits {cheint ibm eine
Erweiterung der Intuition iiber das Finite hinaus mit einem ge-
wiffen Unficherheitsfaktor behaftet, und deshalb foll fie vermieden
werden. Diefen beiden Gegenargumenten gegen den Intuitionismus
widre nun in dem Hugenblick der Boden entzogen, wo gezeigt
wiirde, daB das Indefinite in dem metamathematifchen Teil der
Hilbervrtichen Theorie felbft notwendig eine Rolle fpielt. Denn
alsdann wire es offenbar ficher nicht iiberfliiffig und, wenn vielleicht
audh bedenklich, jedenfalls mit Hilberts eigenen Mitteln nicht

vermeidbar.

Im Folgenden foll nun gezeigt werden, dafl das Indefinite
auch in den metamathematifchen Uberlegungen der Hilbert-
fchen Theorie tatfichlich nicht vermieden wird und nicht vermieden
werden kann.

tion fihig find. Man verfchleiert einfach durch Einfiibrung der idealen
Husfagen den tiefgehenden Unterfchied zwifchen der Logik des Endlichen und
der des Unendlichen, die — darin weichen wir vom Finitismus Hilberts
ab —, wenn man nur die vichtigen Urpbdnomene zugrunde legt, gevade fo
real und konkret entwidkelt werden kann, wie die Logik des Endlichen.
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Das Indefinite tritt ndmlich fchon in der grundlegenden Frage-
ftellung Hilberts fo offenfithtlich bervor, da man fich wun-
dern mufl, daB kaum jemand davauf aufmerkfam gewotrden iftl.

Wie ift denn das Problem der Widetfpruchsfreibeit eines be-
ftimmten Hxiomenfyftems felbit genauer zu formulierten? Dodh wohl
fo: »Es ift zu zeigen, dafl aus dem vorgelegten HAxiomenfyftem
keine einandetr widecrfprechenden Theoreme gefolgert werden kdnnen,
wie weit man aud die Deduktion fortietzen mag-«.
Oder: »Die Reibe der aus den Axiomen deduzierten Formeln kann
unbefchrinkt verlingert werden, ohne dafl 030 als Formel auf-
tritt, — unbefchvdankt, d.h. bis ins Endlofe. Man kann die i.A.
nicht lineave, fondern nach Hrt eines Stammbaumes oder beffer eines
Netes verzweigte Mannigfaltigkeit der Axiome durch Zerlegung in
unverzweigte »Fidden«<® in eine endliche Hnzahl linearer »Folgen«
von Formeln verwandeln. Nun kann man diefer Formelfolge eine
Zablenfolge nach der Regel eindeutig zuordnen, dafB fiiv jede von
0+ 0 verichiedene Formel die 1 und fiir die Formel 0=F0 die 2
gefetst witd. Dann kann man die Ausfage der Widerfpruchsfreibeit
in die Form kleiden: In detr zugeordneten, frei werdenden, nur die
Zablen 1 oder 2 enthaltenden Zahlenfolge, die mit 1111... beginnt,
kommt die 2 niemals vor. Die Zabhlenfolge ift in der Tat eine
frei werdende, denn die Entwicklung der zugeordneten Formelfolge
exfolgt Schritt fiiv Schritt, je nadd dem Fortichritt der Entwicklung
der mathematifchen Theorie.

Wie ift nun eine folche Bebauptung, die 2 komme in jener Folge
niemals vor, zu beweifen?

Der niditliegende Gedanke ift: duvrch eine Het vollitan-
diger Induktion. So fagt wirklih H. Poincaré? »Man
miiflte feftftellen, daf man fich, foweit man auch die Reibe der

1) Zu den wenigen Husnahmen gebhdrt H. Poincaré, defien Hus-
fiibrungen aber gegenwirtig nur noch wenig Beachtung zu finden fcheinen.
(Siebe die in Anm. 3 gegebenen Zitate.) Nur A. Fraenkel (Einleitung in
die Mengenlebre, S. 240) erwidbnt die Husfiibrungen Poincarés.

2) Durch Wiederbolung von Saten ufw. vgl. W. Ack e rmann, Math.
Ann. 93, S.6; Hilbert, Math. Ann. 88, S. 157/58.

3) Vgl. H. Poincaré, Wiffenfchaft und Methode (deutich von F. u. L.
Lindemann, Leipzig u. Berlin 1914), S. 138, 147/48, 151, 155, 157/58. Das Zitat
ftebt auf S.147/48. Es ift leicht verdndert und ftebt im Original in einem
anderen Zufammenbang. Hilberts Theorie ift S. 151 — 158 bebandelt, allet=
dings nur in der Faffung von 1904.



47] Matbematifche Exiftenz. 487

Sdhlufifolgerungen verfolgt, niemals dem Widerfpruche ausfetst. . . .
Wir konnen verifizieren, dafl die Operationen der Logik, wenn
fie auf widerfpruchsfreie Pramilien angewandt werden, nur Folge-
rungen evgeben kdnnen, die gleichfalls von Widerfpriichen frei find.
Wenn wir alfo in n Operationen auf keinen Wider{prud ftoflen, fo
werden wir einem folchen aud nicht in der (n-1)!*" Operation
begegnen. Es ift demnach unmdglich, dal der Widerfpruch be-
ginnt, was beweift, da wir ibm niemals begegnen wevden ... «.
Bbnliche Hrgumentationen finden fich nun wirklich bei Hilbertt?,
aber »wenn zwei dasfelbe tun, fo ift es nicht dasfelbe«. Denn in
Hilberts Schule® untericheidet man »zwei Formen von vollftindiger
Induktion:

1. Die »engere Forme, die fith nur auf etwas konkret und
abgefchloffen Vorliegendes bezieht.

2. Die sweitere Forme«, die entweder den Hllgemeinbegriff
der Zabhl oder das Operieren mit Variablen benugt.«

»Wibhrend die weiteve Form eine hdhere SdluBweife ift,
deven Begriindung eine der Aufgaben der Hilbertichen Theorie
bildet, gehdct die engere Form den primitiven anfchaulichen Ee-
kenntnisweifen an und kann daber als Hilfsmittel der inhaltlichen
Beweisfiibrung angewandt werden.« (Bernays.)

In der Tat beginnt jeder Hilbertiche Widerfprudsfreibeits-
beweis mit den Worten »Wir nebmen an, es fei uns ein Beweis
vorgelegt, der zur Endformel 04-0 fiihrt«. Und dann wird gezeigt,
da dies unmdglich ift.

Hber, was ift damit eigentlich gezeigt? Oder vielmebhr: was
ift damit eigentlich vorausgefetyt?

Es wird gefagt: »es liege ein Beweis abgeiclofien vor«. Ge-
nauer miifite es heilen »irgend ein Beweis«, mit dem Neben-
gedanken »das gilt von jedem beliebigen Beweis« (der iibetr-
baupt der Menge der auf Grund des in Frage ftehenden Hxiomen-
fyitems zu fiibrenden Beweife angehdrt). Denn nur, wenn man
diefe Interpretation des unbeftimmten HArtikels »ein« zuldft, wird
die Hilbertiche metamathematifche Beweismethode zwingend.
Wird hierbei aber nicht beveits die »weitere Form« des Prinzips
der vollftindigen Induktion angewandt? Spielt hierbei nicht beveits
»der Allgemeinbegriff der Zahl oder das Operieren mit Variablen«

1) f. oben §1b. (S. 16.)

2) Betrnays, Jabresber. d. D. Math. Vereinig. Bd. 31 (1922), S.10ff.
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eine Rolle? Ift nicht gerade das fcheinbar fo barmlofe »ein« ein
verichleierter Ausdruck fiiv eine logifche Varviable!?

In der Tat ift ja die Menge der aus einem beftimmten Axiomen-
fyftem zu fiihvenden Beweife — trogdem jeder einzelne Beweis aus
einer endlichen Anzahl von »Zeichen« befteht — unendlich®. Das be-
rubt wefentlich davauf, daf man fiit den einzelnen Beweis B, zwar
eine Zahl M, angeben kann, die die Anzahl feiner einzelnen For-
meln iibertrifft, aber daB es keine derartige obere Schranke M
gibt, die fiiv alle Beweife gleichzeitig gilt, fodaB fie alfo alle mit
ibrer Formelzahl unter derfelben feften Schranke liegen wiirden.
(In @bnlicher Weife liegt die Sache etwa bei der allgemeinen Formel
filtr (a+0)", dem binomifchen Safy. Bis zu einer beftimmten Zahl
n, etwa fiit n=1,2, 3 ..., 34 kann man ihn durch finite (engeve)
Induktion beweifen, aber nicht allgemein, obwobl doch audh im leg-
teven Fall jedes ecinzelne vorlegbare » endlich ift.) Indem Hilberxt
bei feiner metamathematifchen Beweisfiibrung immer nur auf den
einen, als Beifpiel dienenden finiten Beweis binblickt, vergifit er,
daB er die weitere (verichwiegene) Annabhme macht, es kdénne die
gefamte unendlid e Menge folher mdglichen Beweife mit einem
Blicke erfafit werden. Hber das ift eine petitio principii: es wird
die »inbaltliche« (metamathematifche) Erfaffung der unendlichen
(freilich nur indefiniten, nicht im engeren Sinne transfiniten) Menge
vorausgefeft.

Man kann dies leicht nodh weiter im einzelnen dartun, wenn
man fich der vorbhin gemachten Zuovdnung zu der aus Einfen und
Zweien beftehenden Zabhlenfolge bedient.

Ein »Beweisfaden« werde dargeftellt durch die Formelfolge:
(%A : Axiom, &, K, .. .: Konfequenzen.)
AR, K, K . ... K

Zugeordnet fei jeder Formel die 1, wenn fie nicht 0 =0 ift; die 2,
wenn fie 050 ift. Dann bat man alfo bei jedem ecinzelnen
»tichtigen« Beweis:

AR, R, R, . ... 8,
1111 ....1

1) Es fei daran erinnert, daff auch B. Ruffell den logifchen Sinn der
matbematifchen Variablen durch das englifche Wort »any« (irgendein) fprachlich
wiedergibt. Vgl. The principles of mathematics (Cambridge 1903), § 87, p. 89.

2) Wenigftens ift das Problem des Nachweifes der Widerfpruchslofigkeit
nur in diefem Falle finnvoll oder wenigftens nicht trivial. Es konnte viels
leicht (1) fein, daB aus beftimmten Axiomenfyitemen nur eine endliche Anzabl
voneinander verfchiedener Folgerungen gezogen werden kénnte (die fich dann
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Beim Widetrifprudslofigkeitsbeweis handelt es
fidh nun aber nicht um eine derartige endlide
Folge, fondern um jede mogliche devavrtige Folge,
wie weit diefe Folgerungsketten fich aucd ausdeh-
nen mdgen. Hlfo um:

(AR, K R ... KRy ... .. in indefinitum
11111 ... 1 1 ...... in indefinitum.

Wie kann man zeigen, dafl in der unteren Folge niemals (!)
die 2 auftritt?

W. Hckermann bhat die Methoden im einzelnen angegeben.

Wie gebt er vor?

Zunddhit fiibrt er nadh beftimmten formalen Gefichtspunkten
eine Unterfcheidung von »rtichtigen« und »falfchen« Formeln ein.
Dabei bandelt es fich um »numerifiche Formeln«, d. h, folche, die
aufler den elementaren logifchen Zeichen (fiir »und«, »oder«, »folgts,
»nicht«, »gleich«, »ungleich«) nur Zablzeichen enthalten.

»Der Beweis der Widerfpruchsfreibheit vollzieht fich nun auf
folgende Weife. Man gibt ein Verfabren an, das die Formeln einet
vorliegenden Beweisfigur, deren Endformel eine numerifche Formel
ift, famtlidh in numerifche Formeln verwandelt, fo weit fie nicht
fchon folche find, und zeigt dann, daf auf Grund diefes Verfahrens
eine vorliegende Beweisfigur in ein Syftem von lauter richtigen
Formeln iibergebt. Da 00 falich ift, ift damit die Widerfpruds-
freibeit des betreffenden Hxiomenfyftems gezeigt!.«

Das Verfahren kann hier nicht im einzelnen gefdildert werden.
Es verldauft im gvofien fo: Man geht von der Endformel des Be-
weifes {chrittweife riickwidrts, indem man alle Variablen Sdchritt fiiv
Schritt fortichafft und gelangt fo fchlieBlich zur HAnfangsformel, die
offenbar ein Hxiom ift. Schliefilich befteht die ganze Beweisfigur
aus numerifchen Formeln. Dann beifit es weitet:

»Die Verbindung der Formeln durch das Schlufiichema bleibt
unberiibrt. Sdmtliche Formeln der Beweisfigur find in richtige
iibergegangen, falls diefes mit den Hxiomen der Fall ift. Der Be-
weis der Widerfpruchsfreibeit eines Axiomenfyftems ift alfo erbradt,
wenn es gelingt zu zeigen, dafl bei der Verwandlung der Beweis-
figur in numerifche Formeln die Axiome in richtige Formeln iiber-

allenfalls in der Schlufkette wiederbolen wiirden), aber dann kann man ja
diefe Folgerungen einzeln duvchgeben, um ibre Widetipruchsfreibeit feftzu-
ftellen, wodurch die Léfung des Problems trivial wird.

1) Math. Ann. 93, S. 4.
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geben.« (Dies zu zeigen, bietet aber bei der endlichen Anzabhl der
Hxiome keine Schwierigkeiten.)

Ift man foweit gelangt, fo ift die Fortiettung des Beweifes leicht:
HAus der »Richtigkeit« der Axiome (die nach gewiffen vein formalen
Kritevien beurteilt wird) folgt Schritt fiiv Schritt die »Richtigkeit«
der Konfequenzen. Die »Richtigkeit« iibertrdgt fich alfo in der Vor-
wirtsrichtung bis zur Endformel des Beweifes. Diefe kann alfo
nicht »0=F0« fein. (Denn diefe Formel ift formal »falich«) Da-
mit ift der gewiinichte Beweis etrbracht.

Diefer metamathematifche Beweis ift ftichbaltig fiiv jede vot-
gelegte konkrete »Beweisfigur«, die ja notwendig endli b ift.
Denn man braucdht alsdann nur die »engere Form« der vollftdn-
digen Induktion. Hber daraus folgt keineswegs, daB ev fiir alle
Beweisfiguren, die iiberhaupt mdglich find, gilt,. Man muf} forg-
filtig zwifchen den beiden Fillen untericheiden. Wenn man fich
auch jedes einzelne Glied einer unendlichen Menge vorftellen kann,
fo ift damit noch keineswegs gefagt, dal man fich die ganze Menge
als aktual unendliche vortftellen kann. So kann man fich von
jeder einzelnen natiiclichen Zahl einen deutlichen Begriff machen
(fie in beftimmter Weife auch kategorial anfchauen). Hber man
kann fich von der aktual unendlichen Menge aller Zablen durch-
aus keinen Begriff madhen, fondern nur von dem ins Endlofe
gehenden ZiblprozeB, der diefe Menge als &reigoy dvvauer Oy
erzeugt.

In dbnlicher Weife kann man f{ich famtliche auf Grund eines
beftimmten HAxiomenfyftems m & gli en Beweife nicht »nebenein-
andete, als aktual unendliche Menge denken. Sondern man kann fich
nur einen (verzweigten) unendlichen Prozefl vorftellen, der von
den Hxiomen ausgebend zu immer neuen Folgerungen fiibrt. Be-
ziiglich diefes Prozeffes befteht aber nicht einmal die vollftdndige
Disjunktion: entweder kommt im Verlauf des Prozeffes die Formel
00 irgendwo vor oder fie kommt niemals und nirgends vor.
(Denn im analogen Fall der fchrittweife werdenden Folge gilt eine
devartige Disjunktion offenbar nicht.)

Die Sadhlage erinnert an eine dhnliche, die eintritt, wenn man
den Satp von der (weiteren) vollftindigen Induktion auf folgende
Weife zu »beweifen« verfudht:

Man nehme an, ein Lebrfat, in den eine ganze Zahl m eingebt,
und der ecvftens fiiv m = 1 vichtig ift, zweitens ftets richtig ift
fiic m == 4 1, wenn er fiiv m = n gilt, fei nicht fiiv alle Zabhlen
m=1,2,3,4... wabr. Denn miifite es eine erfite Zahl » geben,
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fiiv die der Safy nicht gilt. Erv ift dann aber ficher fiic v—1 rich-
tig. Setit man nun »—1 =n, fo ift » =2 4+ 1 und man kommt zu
einem Widetfpruch «.

Es {cheint zuniddhft, als ob diefer »Beweis« die »weitere Form«
devr Induktion auf die »engeve« zuviickfiibrt. Hber das ift eine
Taufchung. Denn er fet (nach Hélder, L c.) »gewiffermaBien
als logifches Hxiom voraus, daf, wenn nicht alle Glieder einer
nur nach einer Seite unendlich ausgedebnten Folge eine beftimmte
Eigenfchaft befitien, ein erftes Glied da fein muB, das die betvef-
fende Eigenfichaft nicht befitt>

Diefes logifche »Hxiom« ift aber nichts andeves als das auf
endlofe Folgen (indefinite Mengen) angewandte Prinzip des aus-
geichloffenen Dritten. Denn offenbar ift es gleichbedeutend mit
folgendem Sa: »Entweder befiien alle Glieder der endlofen Folge
F die Eigenfcaft E, oder es gibt ein Glied (und fogar ein »etftes«
Glied), das die Eigenichaft I/ nicht befiit. Tertium non datur?.«
Man kommt alfo nicht darum berum, fich mit der endlofen Folge in
»inhaltlicher« (metamathematifcher) Weife zu befaffen und das lauft
dann auf das Induktionsprinzip in der »weiteren« Form hinaus.
Denn jenes »tertium non datur« fiivr endlofe Mengen gilt ja eben,
wie fowohl von intuitioniftifcher wie von formaliftifcher Seite zu-
geftanden wird, nicht allgemein.

1) Vgl. H. Poincaré, Wiffenfchaft und Hypothefe (deutich von F. u. L.
Lindemann, Leipzig 1904), S.12. — O. Hdld e v, Die mathematifche Methode
(Berlin 1924), § 120, S. 344.

2) Hélder fiigt noch folgende Anmerkung binzu (L. c. Anm. 3): »Da
iiberbaupt ein Glied, das die Eigenfchaft ni cht befipt, in der Reibe vor-
kommen foll, d. b. nach einerendlichen Zabhl von Schrittenin
der Reibe auftreten mufl, fo geben diefem Glied nur Glieder in
endlicher Zahl voran, und man kann, wenn man die vorangebenden, die
Eigenfchbaft nicht befitenden Glieder ins Auge fafit, die auf Erichdpfung der
Menge gegriindete Betrachtungsweife durchfiibren«, d. h. man kann unter
diefen endlic vielen die Eigenichaft nicht befitenden Gliedern ein exftes
finden. — Indeffen ift dies eben, wie im Text erldutert, ein Saf iiber end-~
lofe Folgen; denn jenes zuerft genannte Glied, »das nach einer endlichen
Zabl von Schritten (fagen wir s) auftreten mufi», ift keineswegs in finiter
Weife vorgegeben; man kann keineswegs a priori eine fefte obere
Schranke A angeben, unter der die Zabl s liegen muf. Vielmebr kann s jede
beliebige vorgegebene fefte Zahl M iiberfteigen. — Etwas ganz @bnliches
batten wir oben fiir die Beweisfiguren gezeigt.

3) Vgl. Hilberts eigene, fhon friiber angefiibrte Formulierung,
Math. Ann. 88, S. 155.
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Nun verfihrt der Hilbertiche Beweis fiiv die Widerfpruchs-
freibeit offenbar ebenfo, wie der foeben zergliederte angebliche
Beweis des Induktionsprinzips. Hilbert nimmt an, die Formel 00
komme irgendwo in der deduzierten Formelfolge vor. Dann muf fie
an einer beftimmten Stelle zum evften Mal vockommen. Dann
kommt fie ficher unmittelbar vor diefer Stelle nicht vor.

Damit bat man dann ein endliches HAnfangsftiick der an fid ins
endlofe laufenden Deduktionskette gewonnen und man kann dann
mit Redht das vorhin im HAnfhluf an W. Ackermann geldil-
derte finite Verfahren anwenden. — Hber, das fei zum Shlufl
nochmals wiederholt, der Schlufl, die Formel 0 & 0 miiffe an einer
beftimmten, vorlegbaren Stelle vorkommen, — wenn fie iibet-
baupt je vorkommen kann — ift falfch! —

Man fieht aus diefen Uberlegungen, dal Hilbert im Irrtum
ift, wenn er meint, fiiv die Widerfprudhsfreiheit des Axiomenfyftems
der Arithbmetik und HAnalyfis einen finiten Beweis gegeben zu haben,
d. b. einen Beweis, der nur die »primitiven Hnichauungstatfachen«
der endlidc en Mengenbeziehungen verwendet. Erv braucht wefent~
lich zu feiner Beweisfithrung das Endlofe.

Das Schema feines Beweisverfabrens mufl fo umgeftaltet werden,
daB erfihtlich wird, daf das Verfabren unbegrenzt fortgefetit
werden kann. So allein ift es mdglich, feftzuftellen, dal 0 30 nie-~
mals (1) als Konfequenz auftreten kann.

Die Umformung des Hilbertichen Beweisverfahrens ift fehr
einfach. Die endlofe Folge der Konfequenzen aus einem beftimmten
HAxiomenfyftem ift zundchit eine vielfach verzweigte, in viele endlofen
Folgen auslaufende offene Mannigfaltigkeit nach Hrt eines Stamm-
baumes. Schneidet man ein beftimmtes Anfangsftiick ab, fo kann
man es als »vorgelegte« endliche Beweisfigur #; wie bei Hilbertt
behandeln. Das Refultat der Bebandlung ift dann, dafl die End-
formel diefer Figur »vichtig« (alfo nicht 0 3= 0) ift. Dann kann man
um ein beftimmtes endliches Stiick ¥, in dem endlofen »Stammbaume«
der Deduktionen weitergehen und nunmebr die vorhin als richtig
erwiefenen Endformeln als Prdmiffen benutien. Huf diefe Weife
werden famtliche Beweisfiden (nach dev feftgefetiten Zerfillung)
verlingert, und damit kommt man zu einer sverlingerten Beweis-
figur« (F, — F,). Diefe kann man wieder auf diefelbe Weife »vet-
lingern« (¥, — F, — F}) und diefen Prozefl der Verlingerung einet
Beweisfigur kann man unbegrenzt oft anwenden. Man evhilt dadurch
die offene endlofe Beweisfigut F, — F, > F,—> F,—~...—> Fu
> Fy 4 —> ... in indefinitum, mit lauter » richtigen « Formeln;
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alfo eine gefettimifiige endlofe Folge von richtigen Formeln. Damit
ift dann ein korrekter Widerfpruchslofigkeitsbeweis zuftande gebracht,
der jenes faliche Axiom iiber die vollitindige Disjunktion nicht vor-
ausfegt, — aber an feiner Stelle das Prinzip der vollftindigen In-
duktion (im weiteren Sinne). Das ift auch ganz natiirlich, denn
jenes Hxiom gilt eben nur, wo »gefeymifige«, der Induktion untec-
wortfene Folgen vorliegen.

Was leiftet nun der fo umgeftaltete Beweis der Widerfprudhs-
freibeit? Sofern ev fich auf die Theorvie der finiten und indefiniten
Mengen (obhne Benuttung des tertium non datur) be-
fchvdankt, offenbar inbaltlich nicdhts. Ev zeigt ja nur, dafl das, was
»inbaltlich« in der metamathematifchen Darlegung benutt wird, auch
in formal-mathematificher Hinficht widerfpruchsfrei ift. Hber der
Beweis felbft wire offenbar unficher, wenn man diefe Widerfpruchs-
lofigkeit des materiell in der metamathematifchen Uberlegung ver-
wandten Beziehungsmaterials nicht vorausfetit. Der Beweis gilt alfo
nur, — wenn das zu Beweifende gilt, — ein immerbin etwas gro-
tesker Sachverhalt.

Schliefilich lduft die ganze Sache darvauf binaus, dafi eine fo
offenfichtlich die Endlofigkeit begrifflich implizierende Frageftellung
wie die nacdh der Widerfprudhsfreibeit eben audh nur unter Ver-
wendung diefes Begriffs des Endlofen beantwortet werden kann;
im Grunde eher eine Trivialitidt als eine Paradoxie. Hud ift diefer
Sachverhalt von H. Poincaré! fchon vor Jahren klar evkannt
worden. Hber angefichts des blendenden Scheins der Hilberct-
fchen Argumentation bedurfte es wobl diefer langwierigen und
pedantifchen Widerlegung? —

1) Vgl. die oben (S. 46) angefiibrten Stellen. — Ferner auch: H. Fraenkel
(Einleitung in die Mengenlebre, 2. Aufl,, Berlin 1923) S. 239/40: »Ein ernfteres
Bedenken [gegeniiber der Hilbertichen Theorie] beziebt fich darauf, ob iiberall
bei den inbaltlichen Sdbliiffen die Benutzung folcher logifchen Prinzipien
ftreng vermieden wird und fich vermeiden ldft, deren Begriindung eben das
Ziel jener Schliiffe ift, alfo ob z. B. in bezug auf das logifche Schlieflen, das
fich in zwar endlichen, aber nicht befchrinkten Prozeffen vollziebt, Gefetie
wie die von der vollftindigen Induktion [in der »weiteren Form«] oder vom
ausgefchloffenen Dritten [in bezug auf endlofe Mengen] niemals verwendet
Zu werden brauchen, bevor fie durch die neue Metbode endgiiltig gerecht-
fertigt find.« — (Die Zufie in [] find von mir.)

2) Zur Ergdnzung fei noch die Kritik des der Hilbertficen Hrgu-
Mmentation analogen Schachbeifpiels bei Weyl (Sympofion I, S. 22-26;
Math. Zeitichr. 20, S. 147 £) angefchloffen. Es beifit bei We y 1, zum Beweis
dafiir, »dafi beim Schachipiel 10 Damen einer Farbe in einer fpielgerechten
Stellung unmdglich find«: »Die Zugregeln lebren, daf ein Zug die Summe
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Indeffen ift mit der Sicherftellung der eben genannten Trivia-
litdit noch bei weitem nicht alles gefagt. Vot allem ift damit dodch
nur ein Teil der Hilberticdhen Beweisfiihrung getroffen: namlich
der, der fich auf die (»intuitioniftifche«) Theorie der finiten und inde-
finiten abzdbhlbar unendlichen Mengen bezieht, dagegen nicht der-
jenige, der vom allgemeinen tertium non datur und von der
Theorie der eigentlich transfiniten (nicht abzdblbar unendlichen)
Mengen bandelt. Diefer leite Beweis ift weit davon entfernt, tri-
vial zu fein, wenn er die widerfprudhslofe »Anfetbarkeit« des Trans«~
finiten zeigt, unter Verwendung lediglich finiter und indefiniter
Begriffsbildungen. — HAndrerfeits ift das Endlofe als notwendiges
Thema inbaltlicher (fachlicher) Unterfuchung erwiefen. Der extreme
Finitismus Hilbevtts ift alfo abzulebnen und das gute Recht der
intuitioniftifchen Forfchung anzuerkennen.

§4.
Logifche Analyfe der intuitioniftifichen Thefen.
a) DieLeugnung desSates vom ausgefcdloffenenDritten.

. Nadhdem die im Vorigen gegebene immanente Kritik der
Hilbevtichen Theorie die Unentbebrlichkeit der Theorie des

(B+ D) der Hnzabl der Bauern (B) und Damen (D) einer Farbe niemals
vermebren kann. Im Anfang ift diefe Summe gleich 9, alfo kann fie — hier
vollzieben wir einen anfcdhaulich:-finiten (?) Schlu durch vollftandige
Induktion — bei keiner Stellung in einer Partie diefen Wert iiberichreiten.«
— Diefer Beweis ift nicht »anichaulich-finit«, fondern anichaulich-indefinit
(endlos). Zwar kann man (wenn man von gewiffen Remis:Partien, die in
der Beweistbeorie kein rechtes Analogon bhaben, abfiebt) fagen, daf jede
einzelne Partie aus endlich vielen Ziigen beftebt. HAber man kann keine
fefte obere Schranke M angeben, unter der auf jeden Fall die Zahl der Ziige
zu bleiben bhat. Es gibt daber unendlidc viele mogliche Schachpartien;
d. b. man kann keine obere Schranke M fiir ibre Anzabhl angeben. Will man
alfo eine Uberficht iiber alle mdglichen Partien gewinnen, fo muff man
dazu eine endlofe werdende Folge von Ziigen aufftellen (die dann im ein-
zelnen fiiv ein endliches Anfangsftiick der Folge, fagen wir von s Gliedern,
eine endliche Anzabl K; Kombinationsmdglichkeiten von elementavren Ziigen
enthilt). — Wenn alfo in dem Weylfchen Beweis von »keiner Stellung« die Rede
ift, fo kann nur gemeint fein, »keine aus der endlofen Folge von mdglichers
weife in irgend einer mdglichen Partie nodh zu fpielenden Stellungen«. Der
Beweis berubt dann darauf, daf fich die Konftanz der Summe B+ ® von
der nten Stellung allgemein auf die (z 4 1)te {ibertrsigt. Hierbei ift nac
dem Gefagten aber welentlich, dafl diefe Ubertragung ins Endlofe (in die
offene Unendlichkeit hinein), in indefinitum, ftattfindet.

1) S. bierzu den »Mathematifchen Anbange«, befonders iiber
neue Unterfuchungen von J.v.Neumann.
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Endlofen innerbhalb gewiffer Grenzen dargetan bhat, ift die logifche
Kldarung diefer Theovrie von ausfchlaggebender Bedeutung fiir die
Grundlegung der Mathematik geworden. Brouwetv hat bekannt-
lich diefe Klirung in HAngriff genommen mit feiner Thefe, daf}
der logifche Satz vom ausgefidhloffenen Dritten
fiir unendliche Mengen keine Geltung mebr habe.
Er fagt:' »Meiner Uberzeugung nach find das Ldsbarkeitsaxiom ?
und der Sap vom ausgefchloffenen Dritten beide falih, und ift der
Glaube an fie biftorifch dadurch verurfacht worden, daf man zunichft
aus der Mathematik der Teilmengen einer beftimmten endlichen
Menge die klaffifche Logik abftrahiert, fodann diefer Logik eine von
der Mathematik unabbidngige Exiftenz a priori zugefchrieben und
fie fchlieflich auf Grund diefer vermeintlichen Hprioritit unbeved-
tigterweife auf die Matbematik der unendlichen Mengen angewendet
bat.« Der Tatbeftand, auf den fich diefe Thefe ftiit, ift im Vorigen
wiedetholt dargeftellt wovden: In einer unendlichen Folge von
Zablen etwa beftebt nicht die Alternative, dafl entweder alle Zahlen
der Folge die Eigenichaft ~ haben od et es (mindestens) eine Zahl
der Folge gibt, welche die Eigenidaft £ nidht beifitt.

Diefer Tatbeftand kann nun aber verichieden interpretiert
werden; man kann etwa folgende Auffaffungen anfiihren:

1. Das genannte »entwedetr — oder« bezeichnet wirklich eine
vollftindige Disjunktion im formalen Sinn. Hber der Saty. vom aus-
gefchloffenen Dritten gilt nicht. (Brouwer.)

2. Es bezeichnet nur {cheinbar eine vollftindige Disjunktion: in
Wabhrheit ftehen die beiden disjunktiven Glieder fich nicht wie Pofi-
tion und Negation gegeniiber (Weyl), d. h. rein formell befteht
nur die HAlternative »entweder alle Zabhlen baben die Eigenfichaft £
oder nicht«. HAber daB nicht alle Zablen die Eigenichaft F haben,
und dafl es eine HAusnahme pofitiv gibt, das ift nicht dasfelbe!

3. Wenn es aud immer eine folche Ausnahme in abstracto
»gibte, fo kann fie doch nicht immer »vorgelegt« werden. (Hil-
berts Formulietung).

Vielleicht ift die dritte Interpretation diejenige, die die tatfachlich
ftattfindenen Vecthiltniffe am beften zu charakterifieren {cheint. Denn
es kommt doch vor allem auf folgenden Punkt an: Weifl man, daf
in einer Zablenfolge nicht alle Zahlen von Eins vervichieden find,

1) In feinem HAuffay »Intuitioniftiihe Mengenlebhre«, Jahresber. d. D.
Math, Ver., Bd. 28, S. 203 ff. (1919).

2) d. b. die Annabme, daf jedes matbematifche Problem grundfitlich
8sbar fei. (Vgl. Hilbert, Math. Ann. 78, S. 412; 95, S. 180.)
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fo ift gewifl, dafs nach einer endlichen Anzahl N von Wablen die
1 auftritt, abevr es kann a priori durchaus keine fefte
Zabl M — fei fie aud nod fo grofl gewdhlt — ange-
gebenwerden,devart,daB NniemalsgréBevalsMift!

Immerbhin kann man gerade gegen diefe Auffaffung der Sachlage
Bedenken bhaben. Denn man erwige die folgende Disjunktion und
frage fich, ob fie notwendig entfdheidbar fein mufl: Von zwei
Fallen muf} einer ftattfinden: »entweder mufl die Ausnahmezabhl
niemals auftreten oder nach einer endlichen Hnzahl N von
Wablen, wenn auch keineswegs fiir diefe Anzahl N eine fefte obere
Schranke M angegeben werden kann.«

Ift dies wirklich eine finnvolle Alternative? Offenbar ift doch der
(in gewiffem Sinn »dritte«) Fall denkbar, daf man, fo lange man
auch wartet, niemals zu einer Husnahmezahl kommt. Da man
aber offenbar nicht unbegrenzt lange warten kann, so ldft fich in
diefem Fall durdhaus nicht enticdheiden, ob in einer endlichen
Zukunft die Ausnabmezabl erfcheinen wird oder nidcht.

Dagegen lafit fich febr wobl (im Prinzip) die Sache enticheiden,
wenn man eine — wenn aud noch fo grofie — obere Schranke M fiir
die Ordnungszabl detr »entfcheidenden« Wabhl kennt. Die Entichei-
dungswabhl kann dann konkret ins HAuge gefafit werden und fie ift
dann offenbar der Hlternative »ja-nein« unterworfen.

Man bhitte alfo nur eine finnvolle vollftindige Disjunktion:
entweder erfcheint nach einer beftimmten, unter einer feften
oberen Schranke M liegende HAnzabhl N von Wahlen die Husnahme-
zabl oder fie ift auch nach der Mten-Wabhl nicht evichienen. Tertium
non datur. Innerbalb der zweiten Mdglichkeit noch Unterichiede zu
machen, entbebhrt des verifizierbaren Sinnes.

Indeffen bei diefer Auffaffung ift das »nicht alle Zahlen der
Folge befiten die Eigenichaft E« nicht eindeutig beftimmt und die
vein formal gebildete vollftindige Disjunktion obne vechten Sinn.
Die Hilbert e Unterfcheidung zwilchen dem »es gibt eine Aus-
nabhme, fie ift aber nicht vorlegbar« und »es gibt keine Ansnabme«
ift nicht verifizierbar.

Man mufl verfuchen, die ganze Sache prinzipieller zu erwigen.

Es fei gegeben ein Sa p. Denkt man fich fein kontradikto-
rifches Gegenteil, den Satp 7 (nicht-p) binzu, fo befteht die vollftin-

1) Wie fich devartige Verbdltniffe u. U. bei konkreten mathematifchen
Problemen auswirken knnen, dariiber bat Hilbert (Math. Ann. 78, S. 412—15)
in feinem Auffat » Axiomatifches Denken« febr lehrreiche Ausfiibrungen gemacht.
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dige Disjunktion P oder P, tertium non datur. Das ift der iibliche
logifche Standpunkt.

Indeffen, bei genauever Erwidgung erkennt man, dafl die nega-
tive Ausfage P mebrteilig, ndmlich z w ei teilig ift: Fiir » kann man
auch fagen »p gilt«. Oder wenn man einen priadikativen Say nimmt:
Fiit »4 ift b« kann man auch fagen »Es gilt der Saty ({4 ift b))e.

Wie fteht es aber mit dem P? Man kann dafiiv offenbar in
analoger Weife fagen: »p gilt« oder in devr ausfiibrlichen Faffung:
»Der Satp ({4 ift nicht b)) gilte. Aber das ift nicht die
einzige Mdglidbkeit, p zu negieren. Es gibt noch die
zweite folgende: Man fafit als das kontradiktorifche Gegenteil
des Safies p oder »p gilt« ufw. die Husfage auf: »p gilt nicht«
bzw. »der Say ({4 ift b)) gilt nichte.

Rein formal bhat man alfo nach dem bisher Entwickelten fol-
gende drei Moglichkeiten:

1. »p gilt« fymbolifch etwa stpe.... (1)

2. »p gilt« ” w »+(=pPle.... (2)

3. »p gilt nicht« " w 2= (FP)e.... (3)
bzw.:

1. »Der Say ({4 ift b)) gilte fymbolifch: Aeb

2. »Der Saty ({4 ift nicht b)) gilt« ) Aeb

3. »Der Saty ({4 ift b)) gilt nicht« . Aeb
oder allgemeiner: B L

1. 4(a) 2. A(a) 3. A(a)

Weldhe logifchen Beziehungen befteben zwifchen diefen 3 Hus-
fagen (1), (2), (3)? —

a) (1) {chlieBt fich mit (2) und auch mit (3) aus. Dagegen find

(2) und (3) vertriglich.

b) Hus (2) folgt (3), aber nicht umgekebrt aus (3) (2). (2)
und (3) find daber i. A. nicht dquivalent. Dodh kann
dies in befonderen Fillen eintreten.

c) Es gilt entweder (1) oder (2) oder (3); die 3 Mdglich-
keiten bilden eine vollftindige Disjunktion; quartum non datur.

Zufammenfaffend kann man fagen: es beftehen folgende Mdg-
lichkeiten:

I. (1) gilt; (2) und (3) gelten nicht.

II. (1) gilt nicht; (2) und (3) gelten.

IL (1) und (2) gelten nicht; (3) gilt.

Die iibrigen tein formal denkbaren Kombinationen des Geltens
bzw. Nichtgeltens von (1), (2), (3) ftellen keine finnvollen Mésglich-.
keiten dar.

Hufferl, Jabrbuch f. Philofopbie. VIII. 32
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Um die Bedeutung diefer formallogifchen Beziebungen deutlich
zu machen, untericheidet man am zweckmifigften zwei Fille: einen
normalen und einen abnormalen.

@) Dert notrmale Fall findet ftatt, wenn die mdgliche aber nicht

notwendige Hquivalenz zwifchen (2) und (3) beftebt. (vgl.b). —

Dann bat man nur eine zweifade vollftindige Disjunktion,
(Didhotomie, tertium non datur).

#) Der abnormale Fall findet ftatt, wenn (2) und (3) nicht
dquivalent find. (Hlsdann folgt, nach b, (3) aus (2), aber
nidct umgekebrt.)

Hier findet eine dreifache vollftindige Disjunktion f{tatt.

(Tvidchotomie; quartum non datur.)

Der Fall (@) ift verwirklicht fiic die Betrachtung von Eigen-
fchaften endlicher Mengen, genauer der Teilmengen einer endlichen
Menge. Das ift derjenige Fall, von dem nach Brouwers vorhin
zitiecten Worten »die klaffifche Logik abftrabievt« ift.

Der Fall (8) ift dagegen vealifiert z.B. bei der Betrachtung von
Eigenichaften endlofer Zablfolgen. Diefer Fall ift alfo noch niher
zu klivren. Bei ibm mufl man, wie gefagt zwifchen den beiden
maglichen Negationen (2) und (3) des pofitiven Saties (1) forgfiltig
untecfcheiden?.

Die Notwendigkeit diefer Untecrfcheidung kann
in konkveter Weife klar gemacht werden mittels der
Huffecvlfchen Lebtre vom Urteil”

Damit ein Urteil mit der den Forderungen logifcher Vernunft
entfprechenden Evidenz gefillt werden kann, muf ibm ein mittels
der kategorialen ertfiillten HAnfchauung zuv Evidenz gebrachter Sach-
verhalt zugrunde liegen®. Diefer Sachverbhalt kann ein pofitiver
oder negativer fein. Huch negative Sachverbalte find der Erfiillung
in einer ganz beftimmten Modifikation zugédnglich. Es fei an fol-
gende Husfiibrungen der »Logifchen Unterfuchungen« ervinnerct:
(VI. Unterfuchung § 11; Bd. II, 2, S. 41): »In der weiteren Sphire
der Akte, weldhe itberhaupt Unterichiede der Intention und Etfiillung
zulaffen, veibt fich der Erfiillung, als ibr ausfchliefender Gegeniat,
die Enttdufdung an. Der zumeift negative Ausdruck, dev hier-
bei zu dienen pflegt, wie z. B. auch der Husdrudk Nichterfiillung,

1) Ulber den Formalismus der Brouwerfden Logik f. den mathes
matifchen Anbang.

2) In der VI. logifchen Unterfuchung. (Bd.I], 1.)

3) Vgl. Hufferl, I c. § 39 (Log. Unterfuchungen 11, 2, S. 122 ff.).
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meint keine blofle Privationder Ecfiillung, fondern
ein neues defkriptivesFaktum, eine fo eigenarxtige
Form devr Synthefis wie die Ecfiillung. .... Die Syn-
thefis der Erkenntnis war Bewufitfein einer gewiffen »Uberveinftims-
munge«. Der Ubereinftimmung entfpricht aber als korrelate Mdg-
lichkeit die »Nichtiibeveinftimmung«, der » Widervcftreit«. Die
Anidauung »ftimmt« zur Bedeutungsintention nicht, fie »ftreitet« mit
ibv. Widerftreit »trennte«, aber das Erlebnis des Widerftreites fetit
in Beziehung und Einbeit, es ift eine Form der Synthefis. War
die friihere Synthefis von der Hrt dev Identifizierung, fo ift die
jetige von der Hrt der Unterfcheidung. . ... In der hier
fraglichen »Untericheidung« erfcheint der Gegenftand des ent-
tdufchenden Hktes als »nichtdecrfelbe«, als »randers« wie
der Gegenftand des intendierenden Hktes. . . . . Vdllig gleich-
geordnet find die beiden Synthefen allerdings nicht. Jeder Wider-
ftreit feit etwas voraus, was der Intention iiberbaupt die Richtung
auf den Gegenftand des widerftreitenden Hktes gibt, und diefe
Richtung kann ibt letstlich nur eine Erfiillungsfynthefis geben. . . . .
Eine Intention enttdufdt fidh in der Weife des
Widetftreitesnur daduvdc, dafd fieeinTeileinerum-
faffendeven Intention ift, deren ergdnzenderx Teil
ficherfiillt«, DieLehre Hufferls befagt alfo zundchft: Ecfiillung
und Enttaufchung vercbalten fich wie Pofition und Negation: Ent-
taufchung ift Nichterfiillung; damit gleichbedeutend ift das Bewufitfein
der Nichtiibereinftimmung zwifchen Intendiertem und Hngefchautem,
des Widerftreits. Um dies Bewufitfein entftehen zu laffen, ift
es aber offenbar notwendig, Intendiertes und Hngefchautes gleicher-
maflen gegenwidrtig zu baben; deshalb ift audh die Enttdufchung
eine »Synthefis«, die »Syntbefis des Widerftreits«. Damit aber feft-
geftellt werden kann (was doch offenbar fiiv das Zuftandekommen
der Synthefis notwendig ift), daB ein beftimmter intendierter Gegen-
ftand einem beftimmten angefchauten »entfpricht«, mit welchem er
nach der vorwegnehmenden Erwartung, die in jeder auf Erfiillung
sausfeienden« Intention liegt, iibereinftimmen follte, — dazu ift
erforderlich, dal die Intention wenigftens in Etwas erfiillt wird .

1) Zur Erlduterung diene ein einfaches Beifpiel: Wie kommt etwa das
Urteil »Das Buch liegt nicht auf dem Tifch« zuftande? Erwartet wird, dafl
das fragliche Buch auf dem beftimmten Tifch liegt. Dev Augenichein (eine
Weife der Anfchauung) zeigt: 1. den betreffenden gemeinten Tifch, 2. den
Sadbverhalt, daffi das gemeinte Buch nicht darvauf liegt, d.b. das Leerfein
des Tifches. Zur evidenten Fillung des obigen Urteils ift der erfte Punkt

32*
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Die Ubereinftimmung zwiichen Intendiertem und Angefchautem muf
binteichend fein, um die Identitit des angefchauten Gegenftandes
mit dem in devr Intention vermeinten zu fichern; ecft auf Grund
diefer Identifizierung bebt fich dann die untevichiedliche wirkliche
Beichaffenbeit des angefchauten Gegenftandes von der ibm vert-
meintlich zukommenden ab. Im Grunde ift alfo jeder Wider-
ftreit ein partieller Widerftreit ',

Erwigt man diefe ganze Huffevlfiche Lebre, fo ericheint die
vorhin vollzogene Gleichfegung der Termini »Enttdufchung« und
»Nichterfiillung«, »Widerftreit« und »Nidhtiibereinftimmung« nicht
gevechtfertigt. Wenn die Enttdufchung und der Widertftreit pofitive
Phidnomene sui generis find, weshalb dann diefe negativen Bezeich-
nungen? Diefe find nur am Plate, wenn binter der Gleichfetung
der Rusdriicke auch eine Gleichheit der damit bezeichneten Gegen-
ftande ftebt. Dies ift aber gerade wegen des durchaus pofitiven
Charakters jener Sachverbalte nicht der Fall.

Genauer gefagt: Eine einfache Nidterfiillung ift
durdaus nod keine pofitiv erlebte Enttdauichung.
Denn es kann dodh fein, dal es wedert zu einer Ertfiillung no cb
zu einer Enttiufchung kommt. Das evbellt aufs klacfte daraus, dafd
jeder Enttduichung eine partielle Erfiillung zu Grunde liegen muf.
Wie nun, wenn es zu gavr keiner Erfilllung kommt? Hnalog
fegt »Widetftreit« eine teilweife Ubereinftimmung voraus. Wenn
es nun aber zu gar keiner Ubereinftimmung kommt, — und das
ift doch wobhl der ausgeprigtefte Fall der Ni ch t-Ubereinftimmung —
wo ift dann der Widerftreit?

HAlfo baben doch wobl »Nicht-Etfiilllung« und » Nicht-Uberein-
ftimmung« ibren guten vein negativen (bzw. privativen) Sinn?
Oder vielleicht doch nicht? Vielleicht ift in diefen fcheinbar vein ne-
gativen Fillen das iibereinftimmende und fich erfiillende Moment
nur eine Stufe weiter zuriickgedringt??

ebenfo ndtig wie der zweite. Der erfte gibt die Erfiillungsfyntbefis (Identi-
fizierung des gemeinten und gefebenen Tifches), auf Grund devren alleverft
das Nicht-Liegen gerade auf diefem Tifh zur Gegebenbeit gebracht wer-
den kann, indem es zu einer Syntbefis des Widerftreits (der »Nichtiiberein-
ftimmung« dev Intention auf das auf dem Tifch liegende Buch mit dem wabr:
genommenen leeven Tifch) kommt.

1) Diefe Verbiltniffe find von Hufferl genauer in § 12 der zitierten
VI. Unterfuchung auseinandergefeyt worden (1. c. S. 44 f.).

2) Aucb nach Hufferl (L c. S.44f) beftebt die »totale und reine«
Enttdufchung in dem pointierten Herausgebobenfein lediglich des unterfchied-
lichen Teilmoments ¢ (bzw. #) am Ganzen 0. Hber das Ganze © ftebt doch
mit feinen iibereinftimmenden Momenten u«,¢... im Hintergrund.
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Man wird diefe Fragen nur an der Hand einer konkreten Hna-
lyfe enticheiden kdnnen.

Man nehme als Vorbereitung den einfachen Sadhverbalt »das
Budb liegt nicht auf dem Tifch«, — 1. Enttiaufdung bedeutet bhier:
der Tifh wird gefehen, aber das Bud ift nicht darauf; alfo Erfiillung
in Bezug auf das ovigindvre Gegebenfein des vermeinten Tifches;
pattielle Enttauichung binfichtlich des fupponierten Daraufliegen des
Budes. !

2. Nicht-Erfiillung befagt (oder kann doch befagen): Weder
der Tifch noch das Buch werden gefeben. Der Sachvecrhalt ift alfo
ficher nicht als mit derv Intention iibereinftimmend gegeben. Hber
ev ift auch nicht im Widerftreit (im eigentlichen Sinne) mit ibr ge-
geben. Ert ift eben gar nicht gegeben.

Abev ift dies ftreng genommen rvichtig? Ift denn wirklich gar
kein Sadhverhalt gegeben? Ift gar nichts gegeben? Kann iibet-
baupt gar nichts gegeben fein?

Offenbar nicht. Es ift vielleicht das Zimmer gegeben, worin
der Tifch und das Budh fich gewdhnlich befanden, woraus fie aber
entfeent find. Oder das Haus ift verichloffen und das Zimmer nicht
betretbar und alfo auch nicht »origindr gegeben« ufw. ufw. In allen
folchen Fillen wird man auf die Frage: »Liegt das Budh auf dem
Tifh?« nicht etwa die Antwort geben: »Es liegt nicht auf dem
Tifch« fondern etwa: »Der Tifch ift iiberbaupt nicht da« oder: »Idh
weifl nicht, ich kann nicht in das Zimmer bhinein. «

Aber eine gewiffe, wenn auch »fchwichere« Etfiillung der In-
tention ift doch auch bier vorhanden; das Zimmer bzw. das Haus
ift »libeveinftimmend« mit dem vermeinten Zimmer und dem vert-
meinten Haus, die im Falle »totaler Erfiillung« fundierend gewefen
wiaren fiiv das Dafein des Tifches und Buches, — nicht etwa nur
»objektiv kaufal«, fondern durchaus im phanomenologifchen Sinn
als »Hintergrund«, umichlieBende phianomenale Ortlichkeit, als ort-
licher Zugang im Sinne des praktifchen Lebens ufw.

Man nehme felbft einen extremen Fall: Fiir den in einem
tiefen Ketrker Eingefchloffenen ift der gréfite Teil der Welt unzu-
gidnglich, nicht »orvigindr gegeben.« Fiir ibn find alfo die Intentionen
von Wabrnehmungsurteilen (auf folche befchrinken wir uns der
Einfachheit balber) zumeift nicht erfiillbar. Indeffen irgendwie be-
fteht doch auch ein denkbarver Zugang zu den Wahrnehmungs-

1) Diefe Enttaufchung kann natiirlich noch auf verichiedene Weife zuftande-
kommen. Einmal etwa wird das Buch iiberbaupt nicht gefeben, das andere
Mal fiebt man es z. B. auf dem Boden liegen ufw.
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fachverbalten, wenn er auch de facto verfperet ift. Und das »An-
fangsftiick« diefes Zugangsweges fiir den Gefangenen, etwa, um
ganz konkvet zu fein, der Weg von feinem Lager bis zur freilich
verfchloffenen Kerkertiive, ift ovigindr gegeben und duvdichreitbar.
Er veprifentiert alfo die partielle Erfiillung des im Ucteil Vermein-
ten — in gewiffem Sinne. Denn — davran muff man ftreng feft-
balten, dann wird auch der Schein des Paradoxen verichwinden —
ein konkret und origindr gegebener Sachverhalt liBt fich nicht von
feinem pbdnomenalen Zugang trennen, der Zugang gehdrt
mit zum Phidnomen. Ev fillt nur zumeift nicht ins Auge, wenn
er leicht und »felbftveritandlich« ift.!

Man muf} fich davor biiten, diefen »Zugangsfachverbalt« als
»fubjektiv« aufzufaffen, etwa prinzipiell zu fcheiden den »objektiven«
Sachverbalt: »das Budh ift nicht auf dem Tifh« und den »fubjekti-
ven«: »Ich kann nicht in das Zimmer binein«<. Das wirte eine ganz
fchiefe Gegeniiberftellung. Man kann den ervften Sachvecrhalt audh
fubjektiv wenden: »Ich fehe, daB auf dem Tifch kein Buch liegt«
und den zweiten (was fiir uns wichtiger ift) objektiv: »das Zimmer
ift nicht gegebene«. Natiirlich kann man einen Unterichied der
Fille danach machen, ob die in der Husgangsfrage: »Ift 4 b?«
oder: »Hat a¢ die Beziehung R zu b6?« explizit angefiibrten
Gegenftindlichkeiten zum Teil wenigftens im orvigindr gegebenen
Sachverhalt vorhanden find odev nicht. Hber man datf iiber diefer
berechtigten Untericheidung nicht vergeffen, daB der witkliche Sach-
verbalt, dem nachgefragt wird, auch noch eine Fiille von impli-
ziten, fundievenden Momenten enthdlt. Von den expliziten Mo-
menten kann u. U. keines gegeben fein. Hber von den impliziten
Momenten, die f{dlieBBlich ftets bis zum faktifchen

1) Es liegt dev gefchilderten Analyfe ein allgemeines metbodiiches Grund-
prinzip der Pbanomenologie zugrunde, das in einer friiberen Hrbeit des
Verfaffers als »Prinzip des tranfzendentalen Idealismus«
bezeichnet wurde. (S. Jabrb. f. Pbilof. u. pbéan. Forich., Bd. 6, S. 387/88, S. 405,
Bam. 2, S. 412, S. 413.) Man kann es kurz mit den Worten andeuten: »Zu
je der Gegenftandlichkeit gibt es (im Prinzip, d. h. abgefehen von »tech=
nifchen« Schwierigkeiten) einen Zugang«. Damit erft ift jegliche Gegenftind-
lichkeit als Pbanomen charakterifiert und dem fchlechthin univerfalen
Anfpruch der tranfzendentalen PhdAnomenologie (fiir die jedes Sein
mit Konftituiertfein gleichbedeutend ift) Geniige gefcheben. — Dies ift der zu-
nichft fich darbietende Afpekt des »pbdnomenologifchen Zugangs:-
prinzipse« (diefer Terminus foll im folgenden vorzugsweife verwandt
werden). Uber die nibere Explikation und Weiterbildung bzw. Umgeftaltung
diefer Auffaffung kann bier nicht gefprochen werden.
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Leben (Dafein) des Urteilenden felbft fiihren!, miiffen
immer irgendweldhe gegeben fein. — Im Schlafe kann man nicht ein-
mal fagen: »Von dem betreffenden Sachverhalt ift nichts gegebens«.

Hufler diefem elementaren und vielleicht zu trivialen Beifpiel fei noch
ein andeves, mathematifches gebracht, bevor das eigentliche Brouwerfche
Problem zur Sprache kommt. Wir entnebmen es der feinfinnigen Hnalyfe,
die O. Holder kiirzlich® vom indirekten Beweisverfahbren gegeben bat.
Er braucht den (indirekten) Beweis des fog. archimediich e n Hilfsfages
aus dem Dedekindfden Stetigkeitsaxiom als Beifpiel.

Die Strecke A B fei ein Teil von A C (f. Figur).

I = i
A B (64

HAngenommen, es wiirde A C von keinem Vielfachen von A4 B iibertroffen
(oder erveicht), fo kann man die Punkte P vechts von 4 einteilen in folche,
dafl AP iibertroffen und folche, dafl AP nicht iibertroffen wird von einem
geniigend vervielfachten 4 B. Die Einfiibrung des D e d e kin d fchen »Schnitt-
punktes« X zwifchen diefen beiden Punktmengen ergibt einen Widerfpruch®,

Folglich exiftiert der Punkt X garnicht. — Wiefo kann man aber doch
mit ibm operieren? Hier ift ebenfalls nicht »nichts« gegeben! —

Man denkt fich ftatt des Vielfachen von AB gewiffe wadchfende Strecken
AA,, A4,, A4,,..., die nicht gerade Vielfache von 4B find. Dann kann es
zwei Punktklaffen, diejenigen Punkte, die von der Folge iibertroffen werden
und folche, die nicht iibertroffen werden, geben und alfo auch den Punkt X.
»Wir kénnen nun diefen Fall einmal an Stelle des urfpriinglichen feen und
ibn als Abbild des friiberen (unmdglichen) Falles betrachten, freilich mit der
Einfchrdankung, dafl bier nicht zu jeder Relation des abzubildenden Sachver-
balts eine entfprechende Relation im Abbild zu finden ift.«

Man erbdlt dann, wenn X der Trennungspunkt der Klaffen ift und X,
links und X, rechbts von X in kleinerem Hbftand als 4 B liegt, die Figuren:

1) Hier tritt wieder das fchon erwdbnte pbhanomenologiiche Zugangs-
prinzip bevvor.

2) S. »Die matbematifche Methode« (Berlin 1924), § 118, S. 329-31.

3) Denn (vgl. L. c. § 30, 5.90) wiblt man zwei Punkte X, und X, vechts
und links gleichweit von X, in geringerem Hbftand als die Linge von 4 B,
fo wird X, nach Vorausfehung von einem Vielfachen von 4B iibertroffen:
uw-AB> AX, aber: X, X=XX,<AB . . . . « « - « « (1)

Blfo ift: (u4+1) - AB=u-AB4+ AB>AX + X X=A4X.

Es wird alfo AX iibertroffen.

Anderfeits ift fiiv X, nach Vorausfepung fiir jede Zabl »:

AX,>v-AB . . . . . . .« . .
Es ift aber AX 4 XX, — 4X,B,, folglich wegen (1) und (2)
AX+AB>v AB,

d.b. AX ift grofer als das (v—1)fache, fomit grofler als jedes Vielfache
von AB. — Damit ift ein Widerfpruch erveicht.

(2
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f f 1 } =
X, X X X,
Nimmt man nun die vorbin fallengelaffene Bedingung, daf8
ApApi1= Ay —14y,=AB
fein foll, wieder auf, fo ergeben fich (da doch X, X =X X, < 4B ift), folgende
Bilder:

Ay
1
L]

N A/‘ A#+1 Ay—1 Ay
1 B - : 1 1 !
L] 1 LI I 1 1 1

1
X, X X X,

Diefe Figuren find jede fiir fich mdglich. Nimmt man aber binzu,
dafl u ein geniigend bober und » ein beliebiger Index fein foll, fo kann
man v —1=pu 1 feten; alfo 4y —1=Au41.

Dann ift aber derfelbe Punkt bald rechts, bald links von X, was una
mdglich ift, fobald man fich die Figuren wieder zufammengefetit, d. b. fo auf»
einander gelegt denkt, daB X mit X zufammenfillt. »Mir fcheint demnach
der Beweis einer Unvertraglichkeit ftets davauf zu beruben, dafl der voraus.
gefetite, unmdgliche Sachverbalt wenigftens in Teilen real abgebildet werden
kann, wobei wir dann im Grunde nur mit den darftellenden Zeichen det
Begriffe operieren und einen im darftellenden Gebiet realen Verfuch machen.«

Dies entfpricht — abgefeben von der Terminologie — durchaus unferer
Auffaffung. HAuch bier tritt an Stelle eines unmdglichen, d. b. leeren Sach~
verbalts ein »Rabmenverbalt«, in dem gewiffe Momente des utfpriinglich
vermeinten Sachverbalts fich wiederfinden!. So ift der Sachverbalt mit der
beliebigen wadfenden Streckenfolge 4 4,, A4,, A4, ... ein (i. a. mdgs
licher) Rabmenfachverbalt des unmdglichen urfpriinglich vérmeinten Sach-
verbalts mit der Folge von Multiplen von 4B.

Freilich wiirden wir nicht von darftellenden Zeichen, fondern genauer
von vermeinenden Intentionen ufw. veden. Das »darftellende Gebiet«, der
»Qberbaus, ift die leere Intention, der »Unterbau« der Erfiillung (l.c. §§114,116).

Nach diefen Vorbereitungen werde nunmehr wieder die Brou-
w et fche Frage nach dem Vorkommen einer beftimmten Zahl in
einer endlosen werdenden Wablfolge ins Huge gefafit:

Die Folge beginne etwa fo: 2 4 25 3 6 6 7.... ohne erkenn-
baves Gefets. Kommt die 1 in ibr vor? Darauf kann man wedert
einfichtig antworten: »die 1 kommt vor« (p) noch: »die 1 kommt
nicht vor« (P). Vielmehr nur: »ein Sachverhalt diefer Stufe ift nicht
einfichtig gegeben«. Oder genauer: »weder der Sachverhalt {{die
1 kommt vor)) noch der Sachverhalt ({die 1 kommt nicht vor))
ift (einfichtig) gegeben« (q). Dagegen ift diefer eben genannte
Sachverbalt »g« fehr wobhl einfichtig gegeben. Erv ift aber gewiffet-

1) Im evften Beifpiel war das leere Zimmer, aus dem Tifch und Buch
entfernt find, der Rabmenfachverbalt, fiir die unmdglich fii v fi ch vorftellbare
Leeve, die im Gegenfaty fteht zu den beiden konkveten entgegengefetten
Sachverbalten: »Das Bud liegt auf dem Tifch« — »Das Bud liegt nicht auf
dem Tifch« (fondern etwa am Boden!)
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mafien ein Sadhverhalt héherer (zweiter) Stufe. (Denn ibm wiirde
ja entfprechen: »der Sachverhalt ((die 1 kommt vor)) ift einfichtig
gegeben.«  Die ineinander gefchachtelten Zeichen » ...« und
{{....)) deuten dies an.)

Ziebt man nuv die Sadverbalte 1. Stufe in Riick-
ficht, fo muB man die trichotome Disjunktion fo fymbolifch dar-
ftellen ([..] bezeichnet den angefchauten Sachverbalt):

N R s B

Man bhat alfo, wenn man Ucteile als Intentionen mit »freiene,
die ertfiillenden Sacdhverhalte mit umrabmten Budftaben
bezeichnet, folgendes Schema:

p nicht p (p)) Dichotomie

.

+ p e
(4eb) (Aeb) (Aeb) | Trichotomie!?

wa i Al ]
s v B e |

Ziebt man aber die Sachverbalte 2. Stufe mit hinzu, fo hat man:

1. 2. [+p]| 3 [=(pVD)|
d. b. »1. Der Sachverhalt {(p ift (einfichtig gegeben))) befteht«.

»2. Der Sadhverhalt ((p ift (einfichtig gegeben))) beftehte«.

»3. Der Sachverhalt {{wedet p nodh P ift (einfichtig gegeben)))

beftebt«.

Dabei find (1), (2), (3) felbft als Sachverhalte (2. Stufe),
nicht aber als Urteile gemeint.

Das eigentlih Wefentliche find die Sachverbalte erfter
Stufe), alfo die Trichotomie (3 fache Disjunktion) mit zwei erfiillten
und ecinem leeren Glied. Konkret im Falle der werdenden end-
lofen Folge find die beiden erfiillten mdglichen Sachverhalte die-
jenigen, die eine Entfcheidung geftatten, der (dritte) leere der,
der dem Fall der Unenticheidbarkeit entfpricht. In diefem dritten
Falle wird man (wie bei den anderen beiden Befpielen) auf einen
unerfiillbaven »Rahmenfachverhalt« zuriickgeworfen, dem die wer-

1) Man miifite eigentlich fchreiben — (+p), denn aus — (- p) ergibt
fich »fachverbhaltlich « — (— p) und umgekebrt. (Anders dagegen S. 57!)
— Vgl. zum Ganzen die Ergdnzungen im Math. Anbang.

Trichotomie.
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dende Folge zugrunde liegt, die irgendwie wird, deren Werden
unbeftimmt in der Zukunft liegt, die fich aber gegen die Exrwartung
(Suppofition) enticheiden kann — oder die fich auch vorldufig nicht
entfcheiden kann.

HAllerdings darf man den Pavallelismus zwifchen den drei Bei-
fpielen nicht iibertreiben. Die Brouwerviche Sachlage hat noch
ibre fpezififche Eigenart. Schon die beiden erfiillbaren Mdglichkeiten
(1 kommt vor, 1 kommt nicht vor) ftehen ndmlich im Brouwet-
fchen Fall nicht auf einerv Linie. Die erfte Moglichkeit, die pofi-
tive (1 kommt vor) kann bei einer vdllig frei werdenden Folge
votliegen!. Die zweite nicht: fie ift ftets auf Grund einer — fei
es auch nur als Unterbedingung fungietenden — Gefeymdfig-
keit gegeben (etwa: 7 kommt nicht vor, bei einer Wurffolge mit
nut einem Wiitfel ufw.). Hndrerfeits kann die erfte Moglichkeit
audh auf Grund eines Gefeties ficher vealifiert fein. Trvennen wir
die Fille noch genauer:

1. Im Falle einer frei werdenden Folge gibt es eigentlich nur
eine erfiillbate Mdoglichkeit, ndmlich das »empirifche« Vorkommen
von 1. Man miifite fie konkreter formulieren: »die 1 ift berveits
evichienen«; ibvr Gegenteil: »die 1 ift noch nicht erichienen« bildet
dazu den echten kontradiktorviichen Gegenfai. Es gibt daher — bei
diefer natiivtlichiten und fachgemidfleften Formulie-
rung — nur diefe beiden Moglichkeiten, gerade bei der freien
Wablfolge, fodal alfo das tertium non datur gilt und jede
Pavadoxie verfchwindet.

2. Nimmt man andererfeits eine vollig gefehmiflige Folge, d. h.
eine folche, durch deren Gefety iiber das Vorkommen der 1 ent-
fchieden wird, fo bat man ebenfalls eine zweigliedrige vollftdn-
dige Disjunktion: »1 kommt vor« — »1 kommt nicht vore.

Bemetkenswert ift, daB im 1. Falle die fachgeméie Formulierung
die Vergangenbeits- und Zukunftsform des Verbums verwenden
mufl, alfo die Zeit eine wefentliche Rolle fpielt,
wibrend das im 2. Fall nicht ftattfindet. Diefer Umftand ift in det
Tat ein Hinweis darauf, in welcher Richtung eine weitere »onto-
logifdhe« Klivrung der Sachlage zu erwarten ift. Zum 2. Fall ift
ferner zu fagen, daBl der Begriff »vdllig gefeymiflige« Folge eigen-
tiimlich fchwankend ift: Eine Folge kann nimlich »vdllig gefet-
migig« fein in Bezug auf eine beftimmte Eigenichaft E; und nicht
gefetmiflig in Bezug auf eine zweite Eigenichaft £,. Z. B. kann

1) alfo quasi »empirifche; fie ift wirklich, alfo mdglich.
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man duvch ein vdllig beftimmtes Gefety die Folge der Zahlen von
der allgemeinen Form 2" 4+ 1 definieten. Ob aber diefe Zahlen-
folge fitt 7 > 16 eine Primzabhl entbilt, (wie fliv 7 = 1, 2, 4, 8, 16);
ob etwa 22’ + 1 fiit p > 4, ebenfo wie fiirt ) = 1, 2, 3, 4 Primzahl
wird (Gold bachs Vermutung), ift gianzlich unbekannt und mit der
bekannten GefemiBigkeit der Folge nicht gegeben. Dagegen find
andeve Eigenichaften der Zahlenfolge, z. B. dafl jede ihver Zablen
kongruent 1 mod 4 ift, offenbar beftimmt. Damit ift alfo, felbft
bei einer Folge, deren Zahlen man durch ein allgemeines Glied
(aifo nicht blof vekurrent) darftellen kann, die »véllige Gefettmifig-
keit« duvrchaus velativ auf beftimmte Eigenichaften. Das gilt
a fortiori fiir vekurrvent definierte Folgen, wie etwa die Ziffern
der Dezimalbruchentwicklung von 7z, die Primzablen, die algebra-
ifchen Zablen, nach ibrem »Rang« geordnet ufw. ufw.

Davaus ergibt fich nun eine merkwiirdige Annéberung zwiichen
den beiden zuniddft fcharf untervfchiedenen Fillen der freien und
der gefemifigen Folge — auch wenn man von den Zwifdhenfillen
bei frei werdenden Folgen mit die Freibeit z. T. einfchrinkenden
Nebenbedingungen abfiebt. Nennen wir die Folge determinierct
beziiglich der Eigenichaft F,, wenn fie zu enticheiden geftattet,
welche ihrer Glieder diefe Eigenfichaft befigen, beziiglich andever
Eigenichaften F,, E; wo dies nicht der Fall ift, indeterminiert,
fo ergibt fich, dafl die vollig gefeimédfligen Folgen den frei werden-
den im wefentlichen gleichftehen, fobald man fie beziiglich detjeni-
gen Eigenichaften betrachtet, velativ zu denen fie indeterminiert
find. Die freien Folgen find gewiffermaBen dadurch gekennzeichnet,
daB fie alle n Eigenichaften gegeniiber indeterminiert find. Man kann
fie daher als abfolut indeterminiert bezeichnen'. Bei Folgen
mit gewiffen Nebenbedingungen gibt es ficher gewiffe Eigenfchaften,
gegeniiber welchen fie determiniert find. Folgen, die allen Eigen-
fchaften gegeniiber, alfo gewiffermaflen abfolut determi-
niect find, gibtes nicht. Denn nicht einmal die »Urfolge« der

1) Diefe Formulierung kdnnte mifiverftanden werden. Es gibt audh bei
vollig freien Wablfolgen gewiffe Eigenichaften, iiber deren Zutreffen, nach-
dem eine endliche Anzabl von Wablen vollzogen ift, entichieden ift, wie z. B.
die Eigenichaft, daf eine beftimmte Zabl » in der Folge vorkommt. Das
find eben die oben genannten »empirifichen« Eigenichaften. Diefe bdngen
eben gewiffermafien von der »Zeite, genauer von der Entwidilungss.
phafe, in der die Folge fich gerade zur Zeit der Frageftellung befindet, ab.
— Die im Text gemeinten Eigenfchaften, binfichtlich deren eine Folge »deter-
minierte oder »indeterminiert« ift, find aber fadmtlich als zeitunab=
bingig gedacht.
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natiirlichen Zablen 1, 2, 3, .. ift abfolut determiniert z. B. nicht beziig-
lich der Eigenidhaft Zwillingsprimzablen zu entbalten und dgl.; ja, im
Grunde kann man die teilweife Indeterminiertheit zum mindeften
aller duvch ein nicht-rekurrentes Gefety beftimmten Folgen auf die
Indeterminiertheit der Urfolge zuriickfiibren.

Diefe Eigenichaft der endlofen Folgen, immer (teilweife wenig-
ftens) indeterminiert zu fein, macht die mathematifche Problematik
beziiglich des Endlofen iiberthaupt ecft mdglich. Denn es ergibt fich
vermdge diefer partiellen Indeterminiertheit die Aufgabe, durch eine
endliche Schlufikette das allgemeine Glied der gefeimifigen Folge
fo umzuformen, daf} die Folge in der neuen Form beziiglich neuer
Eigenfchaften determiniert wird, binfichtlich weldher fie bisher in-
determiniert war. Von diefem Gefichtspunkt aus erfcheint als eine
Hauptaufgabe der Mathematik die fortfchreitende Deter-
minievrung der Folgen. Das beriihmte Fermaticde Problem
kann man etwa fo formulieven: Es ift die Folge der (in einer ab-
zdblbaren Reibe geordneten) Zablenquadrupel z, ¥, z, 7 (n > 2) fo
umzuformen, dafl fie determiniert wird in bezug auf die Eigen~
fchaft, die Gleichung "+ y™ = 2" indentifh zu befriedigen?.

Die Tatfache der teilweifen Indeterminiertheit macht alfo die
matbematifche Forfchung beziiglich diefes Problemtypus iiberhaupt
erft finnvoll. Die Moglichkeit der Indeterminiertbeit hidngt aber
davon ab, dafl die endlofen Folgen nicht bis ans Ende iiberblickt
werden konnen. Wire die Uberblickung der endlofen Mengen
moglich, fo gdbe es keine Indetermination und damit keine finnvolle
avithmetifche Problematik. Wer folche Fragen mit Sinn ftelit, mufl
alfo ein endliches Wefen fein. In diefer Beleuchtung ericheint
das dictum: ;6 $eog doedunrile’ als gevadezu widerfinnig?

1) Die fortichreitende Determinierung mit dem Fortfchreiten der For-
fchung bhat eine eigentiimliche Konfequenz, an der man nicht vorbeifeben
darf. Sie macht unentfcheidbare Hlternativen enticheidbar. Da nun aber
unenticheidbare Hlternativen nach dem pbanomenologifchen Zugangsprinzip
auch »an fich« nicht befteben (als Sachverbhalte, wie oben erldutert,
nicht vorbanden find), fo ergibt fich mit Notwendigkeit die Folgerung, dafB
mathematifche Sachverbalte mit dem Fortichritt des mathematifchen Wiffens
der Menichbeit fich verdndern — was fiir die bergebrachte Auffaffung
den Gipfel der Abfurditat dacftellt. Tropdem find wir der Meinung, daf
jene »Abfurditdt« die Wahbhvrbeit ift, womit allerdings die Pflicht
der pbilofopbifchen Kldrung diefer fo paradox anmutenden Sachlage not-
wendig verbunden ift. Ibr werden wir in § 6 zu geniigen fuchen.

2) Schon Hufferl bat fich in der »Philofopbhie der Arithmetik«, 1. Bd.,
(Halle a.S. 1891), S.214, Anm. 1, gegen diefen G auf fchen Ausfpruch aus
ganz dbnlichen Griinden gewanadt.
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HAllein das fiibvt geradewegs auf eine tiefer liegende philofo-
pbifche Frage, die hier noch nicht erdrtert werden kann.

b) Konfequenz und Wabrvhbheit.

Verfucht man fich von der in den bisherigen Entwicklungen
dargeftellten logifchen Sachlage zufammenbingend Redhenfichaft zu
geben, fo wird man dazu getrieben zwei grundverichiedene, den
Gang der Unterfuchung jeweilig beftimmende Ziele zu untericheiden,
das der Konfequenz und das dert Wabrheit. In einem
folchen Sinne kann man gevadezu von einer »Logik der Konfe-~
guenz« gegeniiber einer »Logik devr Wahrheit« fprechen,
wie das Huffetl tutl, Durch diefe Untericheidung wird man be-
fabigt die grundlegenden Fragebhaltungen des axiomatifchen Forma-
lismus (Hilbett) gegeniiber der des Intuitionismus (Brouwer)
in ibrem Gegenfaty kurz zu kennzeichnen: fiic Hilberct ift die veine
Mathematik eine Weiterbildung der Logik der Konfequenz, fiic
Brouwer eine Logik der Wahtbheit.

Der grundlegende Untetichied beftebt darin, dafl die Logik der
Wabhrbeit fich auf Sachverhalte formal-ontologifcher Natur be-
ziebt, diefe Sachvechalte felbft einfichtig (natiirlich »kategorial«) an-
zufchauen, d. h. in ibver urfpriinglichen (oviginiren) Gegebenbeit zu
erfaffen ftrebt.

Sie gebt fomit aus auf Seins- und Wefensverhalte?, die allet-
dings formaler Art find, nicht durch einen Prozefl der Generalifierung
aus dem konkreten Material (das, damit diefer Prozef mdglich ift,
notwendig von einer beftimmten eingefchrvdankten Hrtung fein muf,
niamlich »dinglich « im verallgemeinerten Sinn) zu gewinnen,
fondern durch die eigentiimliche »Operation« der »Formalifietung«>,

Dagegen vichtet fich die »Logik der Konfequenz« (und damit auch
Hilberts Mathematik — nicht feine Metamathematik!) im ftrengen
Sinn gar nicht auf Gegenftinde (die doch irgendwie zuginglich, in
itgendeiner Weife Phdnomene fein miiffen), fondern auf blofe
»Gefetheiten«, die in ibhrer inneren Struktur undurchdringlich find.

1) In einer (nicht verdffentlichten) Vorlefung iiber «Einleitung in die
Philofophie« im Winterfemefter 1923/24.

2) Es kann bier noch nicht erldutert werden, fondern wird erft an
fpdterer Stelle zur Sprache kommen, daf nicht etwa nur »dafeinsfreie«
Wefensverbalte in Frage kommen, fondern gerade echte Dafeinsver-
balte. Das bedeutet allerdings einen gewiffen Bruch mit der hergebrachten
pbianomenologifchen Thefe von der reinlichen Trennbarkeit von »Dafein« und
»Wefen« (im Sinne von »Eidos«).

3) Vgl. Hufferl1, Ideen, § 13.
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Sie gleichen darin in der Tat den Steinen im Spiel (Schach-Figuren
und dgl.), dal ibr Dafein gewiffermaflen ganz in ibver Spielfunktion,
in der Weife ibrer formalen Verkniipfung aufgeht. Es ift fogar
moglich, dal diefe »Gefetitheiten« in fich Widerfpriiche bergen, die
in der formalen HArgumentation gar nicht zutage treten, etwa wie
bei dem fachgemiflen Hantieren mit einer Granate ibre Spreng-
wirkung nicht in Evicheinung tritt!. Es ift daber auch kein Wunder,
dafl man fie haufig mit den Zeichen verwedfelt hat, fie fiiv »Zeichen,
die nichts bedeuten« bzw. bezeichnen, etkldct hat? Diefe Auffaffung
ftellt jedoch einen Miflbrauch des Begriffs Zeichen dar. »Ein
Zeichen ift doch offenfichtlich bezogen auf etwas, wofiit es Zeichen
ift.« HAloys Miiller bhat diefen Einwand mit Recht gemacht und
Bernays als Vertreter von Hilbett, bat davauf den Gebraudc
des Terminus »Zeichen« aufgegeben, foweit es fich um »bedeutungs-
lofe Zeichen« bhandelte und ibn durch »Figuce« ecfetit. Es ift dabei,
wie audh in der gerade erwidhnten Diskuffion zwifchen A. Miiller
und Bernays hevvortritt, von Widtigkeit, fich nicht an die Ein-
zelheiten der Form und Husfilbrung der »Figuren« zu ftofien
(ebenfo wenig wie man dies bei Spielfteinen und Schachfiguren tut),
fondern nur auf die fiiv ibre formale (Spiel-) Verwendung relevan-
ten Eigenfchaften an ibnen zu achten. Fafit man fie fo auf, fo
find fie in gewiffem Sinne doch wieder »Zeichens«, indem fie in ihrer
anfchaulichen Befonderheit auf etwas Gemeinfames, von ibhnen als
konkveten Figuren Verfchiedenes bhinweifen, — eben auf die nur
der kategorialen Anfchauung und auch diefer nur gewiffermafien
von »aufien«, als Elemente einer vrein formalen Verkniipfung zu~
ginglichen »Gefetheiten«?,

Beziiglich diefer »Gefegstheiten« formuliert die formale Mathe-
matik bzw. Konfequenz-Logik keine Sifie mit dem HAnfprucd auf
Wabhtheit. Man kann von einem »Theorem« diefer Mathematik nuc
ausfagen, daf es »beweisbar« (beffer: »ableitbar«) ift oder nidht,
nicht aber, dafl es wabhr ift oder unwahr. Die Sache liegt aber
auch nicht einfach fo, daB die formale Mathematik ein »bypo-

1) Darauf berubt z. B. u. a. die Folgerichtigkeit einer Argumentation in
den Unmoglichkeitsbeweifen der Mathematik.

2) Hilbert, Abbandl. d. math. Sem. d. Hamburg. Univ., Bd. I, Heft 2,
p. 157fF. (1922). »Neubegriindung der Mathematik« (Erfte Mitteilung). —
Bernays, Jabrb. d. D. Math. Ver,, Bd. 31 (1922), S. 10ff. Vgl. ferner die
Diskuffion zwifchen Bernays und Aloys Miiller im 90. Bd. d. Matb.
Ann,, S.153ff. und S. 159 ff.

3) Vgl. Bernays, l.c. S. 160.
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thetifch-deduktives Syftem« bildet (Pievi, B. Ruffell u. a.), d. bh.
nur hypotbetifche Satigefiige enthidlt von der Form: »Wenn die und
die Hxiome gelten, fo gelten die und die Theoreme.« Denn aud
die Hilbertfden Hxiome, wenigftens die transfiniten, »gelten«
gar nicht, d. h. kdnnen gar nicht gelten, fie kdnnen gar nicht wabtr
oder falfih fein. Lediglidh ein vrein formal definierter Begriff von
»Richtigkeit« (was in diefem Zufammenbang ungefibtr fo viel wie
»Spielgerechtheit« befagt) mit einem ebenfo formalen Gegenfaty
»Falichbeit« (was alfo mit »Unwabtheit« nicht zu verwedhfeln
ift) macht fie anwendbar. Hilbertt hat dies klar gefehen, wie die
folgende fchon angefiibrte Stelle zeigt: »Die Hxiome und beweis-
baven Sidfie find die Abbilder der Gedanken, die das iib-
liche Verfahren der bisherigen Mathematik ausmachen, aber fie
find nicht felbit die Wabrheiten im abfoluten Sinne.
HAls die abfoluten Wabhrheiten find vielmebr die Einfichten anzufiibren,
die durch meine Beweistbeorie binfichtlich der Beweisbarkeit und
der Widerfpruchsfreibeit jener Formelfyfteme geliefert wevrden«.
Trogdem kann man an diefer HAuBerung vom pbhilofophifchen Ge-
fichtspunkt aus wenigftens die Terminologie teilweife beanftanden.
G. Frege, der fich beveits 1903 idbhnlich geduflert hat, anlidBlich der
formalen Hrithmetik Thomaes, formuliert die Sache fo: »Wenn
fie (die formale Hrithmetik) ein Spiel mit Figuven ift, fo gibt es in
ibr ebenfowenig Lebtrfdtte und Beweife wie im Schachipiel«?
Frege lehnt alfo im Gegenfatt zu Hilbert auch die Beweife
in der formalen Mathematik ab, wihrend dodh gerade die Beweis-
theorie in der Hilbertfchen Metamathematik die enticheidende
Rolle fpielt. Was aber find die Deduktionen dev formalen Mathe-
matik, wenn fie nicht Beweife find?

Man mufl terminologifch veinlich fcheiden zwifchen ableiten
und beweifen, deduzieren und demonftrierven. Die
Mathematik der HAlten kannte nur die dnddecic, die demonftratio.
Fiir deductio gibt es kein eigentlich entfprechendes griechifches Wort:
“azaywy; wird nidt im logifchen Sinn gebraudt, draywyy eig drorrov

1) Math. Ann. 88, S. 153.

2) Grundgefetie der Aritbmetik, 1. Bd. (Jena 1903), S. 101. Die Stelle
fabt fort: »Zwar kann es Lebrfdte in einer Theovie des Schachipiels
geben, aber nicht im Schadbipiele felbft. Die formale HAritbmetik kennt nur
Regeln. Aber es ift auc eine Theorie der formalen Hrithmetik denkbar;
und in ibr wird es Lebrfie geben, die z. B. befagen, dal man von einer
gewiffen Figurengruppe aus gemifl den Spielregeln zu einer anderen Figuvren-
gruppe gelangen kénne.«
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bedeutet veductio ad absurdum. Hdochftens die dywyi' eines Sophis-
mas (wie des »Liigners« u.a.) kann mit unferer felbftindig ge-
wotrdenen Deduktion in Parallele gefet werden und dann das fach-
lich, aber nicht fprachlich entfprechende ovAdoyiouds.

Ein Beweis (demontftratio, dzzddec&ic) gebt auf Wahrheit (alijdsia).
Die Ausfiibrungen des Ariftoteles in den Analytiken? zeigen, dal
wobl zwifchen cvAdloyiouds und dreddeéis untevichieden wird, indem
bei dem »Beweis« die Vorausfegungen wabr fein miiffen, wihrend
fie beim ovAloyiouos Oiadextizds nur angenommen (d. b. aus der
im Schwange befindlichen Meinung (dé8a) aufgenommen) werden.
Aber dafl man Vorausfehungen macht, die einer Verifikation im
Zufammenbang der betrachteten Theovie (beim »bhypothetifch-deduk-

1) Vgl. den Wortgebrauch von »ca@ywjyij« bei Plutarvc, De commun.
not. 2, p.1059e = Stoic. vet. fragm. coll. Arnim, Vol. II, p. 8¢ = Chryfippus,
fr. 250: . . Adyous Tis Gywyas Uywsis Eyovras; vgl. fr. 208° (Xouvoinmov loyur@y
{ntnudrov B p. 99, 13: 9 (u)év (¢ywyn) 1(od) Adyov vyuis (ergdnzt von Hrnim).

2) Es kommen bauptfachlich folgende Stellen in Frage: 1. Hnalytica
priota I, c. 1. Die Unterfuchungsrichtung wird zu Beginn fo gekennzeichnet:
»oDToY Mév Elmelv mepl T xei Tivog oty 1) 6x&ns, 610 megr amodeSey xar & -
oriiuns emodetxTexiise (24a, 10—11). Der Unterichied der »apodeiktifchen«
und »dialektifchen« Ausfage wird beftimmt: s»dcapéose ¢ 7 dmodesxrixn modrades
Tijs deadextexijs, 81e 7§ udv @modewxtixy Aippis Jaréoov popiov Tijs GvTupdssds EoTev,
... % 0t duedextixd 2pdTnois Cviupdoevis ot (24a, 22—25). Hber diefe Unter-
fcheidung ift irvelevant fiir die Deduktion (den Syllogismus) als folchen:
»obdtv 0t droicer mOs TO yevéaHhae Tov éxarégov Guiloyoudve 24a, 25—26). »GoTe
fotee ovhhoyioTixn uéEv mEOTRGLS GBS reTd@aols F) Gno@eols Twos xatd Two,
amodeuxtixy 0€, Eav &hndis 5 zer du i & @oyiis vmodéoewy sldnuuévn« (a29—b 10).
Endlich ift wichtig die Definition des Syllogismus felbft: »oviloyisuds ¢ 2o1c
loyos @ TESVTWY TGV €TEQdv Te T@Y xeuévaw ¥ Gvdymis Guupeives 16 TRUTC
eiveee (24b 18—20). 2. Analyt. priora ], c. 4. — Uber das Verbdltnis von Hpo-
deixis und Syllogismus: »7odregov d¢ mepi Gvidoyiouot Aexréov § mepl amodeileng
due 16 xedohov m@riov eiver TOY Guiloyiudv' 3 uév yao &nddests oulloyiouds
75, 6 ouldoyiouos ¢ o mds anddeafice (25b, 28—31). Danach fcheint es alfo, als
ob die Deduktion (sviloyiouds) allgemeiner ift als der Beweis und im wefent-
lichen mit unferem Begriff der Deduktion identifch ift. Dies ift auch richtig,
nur ift oviloywouds nicht genau dasfelbe wie die beutige vein formale Deduk-
tion, indem felbft im »dialektifchen« Syllogismus wenigftens nach dem
»Inbalt« der Vorausfepungen gefragt wird. Vgl. ». .. zar¢ piv @hidewy 2z 16v
xat’ @hijYecer Sueyeyoupupévoy vndgyew, cic 0t Tovs diciexTizols cuiioyiouovs
¢x Tov xete 06y ngordoenv« (46a,8—10), d.bh. bei den in der Unter-
redung (Streitgelprdch) vorkommenden Schliiffen mufi man die Voraus-
fegungen aus der (Sffentlichen) Meinung nebmen. Immerbin beftehen weits
gebende Hnalogien. Huch der ariftotelifche Begriff der Schlufi-Figur
(oyijue) ift dem der Hilbertfchen Beweisfigur analog. Vgl. z. B. (26a,
13—14): »... djkov &v roUte T() GyiucTt TIOTE E6Te xei 7dTe olz i0Tew Guhho-
yLouGs . . .«
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tiven« Syftem) oder gar grundfiglich nicht (bei der formalen mathe-
matifchen Axiomatik Hilberts) auf ibre Wabrheit oder Unwabhe-
beit gepriift werden kdnnen, davon ift keine Rede. Ein Evkennen
ift jedenfalls ftreng an wahrve Hxiome (Husgangsfie) gebunden
(vgl. bef. die Anfangskapitel der zweiten HAnalytik). HAuch die
Stoa bat fih zu der Idee der »eigenftindigen« Deduktion nicht
hindurchgerungen, obwohl von ibr klar ausgefprochen wird, daf
ein Schlufl auch dann nodh giiltig bleiben kann, wenn die Pradmiffen
falich find! (Adyog ovrvaxtivds). In gewiffem Sinne ift dafiiv ja jeder
indivekte Beweis (d. h. durch die dmaywyy e droor, veductio ad
absurdum) ein Beifpiel (das fchon in der Ariftotelifchen Syllo-
giftik eine grofie Rolle fpielt), aber bier ift doch auch gevade be-
zwedkt, die Unwahvheit der Hypothefe darzutun. Somit ift die
antike Logik durchaus demonftratio (dzddeéis) oder eine un-
vollkommenerve Erfagform fiir die Demonftration. Eine Husnabme
macht hdchftens die erwibnte {toifch e Betrachtung iiber den Aéy0g
OLVOATLAOG.

Im Gegenfaty dazu ift es fiir das Verftindnis der modernen
uns befchidftigenden Gedanken grundlegend, dafl man die von dev
Geltung und der Mdglichkeit der Geltung ibrer Vorausfeungen
unabbingige, veine, »freifchwebende« Deduktion oder » Ableitung«
(bezw. »Herleitung«) untericheidet von dem Beweis, der vor allem
auf ficheren Fundamenten ruben muf}, die aufweisbar fein miiffen.

Man kann, wenn man diefe ftrenge Bezeichnungsweife ge-
braucht, nicht mebr von einer Hilbertichen »Be weistheorie«
fprechen, fondern nur von einer Ableitungs-(Herleitungs-) Theorie,
die iiber die Herleitbarkeit beftimmter Formeln aus beftimm-
ten HAxiomen urcteilt und dgl. Es ift alfo eine Formel in der
formalen Mathematik nicht mebhr »beweisbar«, fondern nur »berleit-

1) Vgl. zu diefem Problem H&1d er, Die mathematifche Methode, § 103,
S. 267/68; Sigwart, Logik, 2. Aufl, 1. Bd, S.285/86 und die folgenden
ftoifchen Fragmente (aus der Arnimichen Sammlung): Vol. II, p. 78 (Cbry-
fippus fr. 239): xpfvecdar 06 quow Tov ovvaxTixdy Adyov, 6Te Gurextixds EoTiv,
Stav 15 due @Y Aqpudrov odtod ovumloxfi imnras 1O Ovudowsuc . . . xelmEQ ui)
Svre ddndi due 1o éni weodos Eyew, Cuvextixdv eivel quuéy ... ... TODTO Jép
70 svvnuuévov @ndés dote, due 16 undémore (gyduevov and 1o aindods Miyew Emi
vevdos (p. 78, 1. 15—16, 18 —19, 22—24). — Vol. II, p.81 (Chryfippus fr. 243):
&0 Gdndei O dhnSés Emeren, ... xai yeudes evdos, ... xel yevder alndés. . ..
&indei pévrow eddos odx dxolovdsl (p. 81, 1. 36 — p. 82, 1. 2).

Das lefitere ift genau unfere moderne »implizite Definition« der Im-
plikation (—> R, §—> R, §—> §; aber nicht R —>F). Vgl. etwa Adker-
mann, Math. Ann. 93, S. 4.

Hufferl, Jabrbuch f. Philofophie. VIII. 33
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batr«. Dagegen miiffen Sifje der Metamathematik, fofern fie nicht als
unmittelbar einfichtig aufweisbar find, notwendig beweisbar
fein, wenn fie als geficherte Ergebniffe der Wiifenichaft betrachtet
wetrden follen. .

"Wabrbeit (a-Aj3eer), woretlich und in der eigentlichen Bedeu-
tung »Entdecktbeit«!, kann nur apodiktifch erkannt werden, auf
Grund von wabren Pramiffen; fie ift alfo aufweisbar oder beweis-
bar innecrbalb einer apodiktiichen Theovie. Sie eignet daher nurv
den metamatbhematifchen Siien Hilberts, nicht den »eigentlich
mathematifchen«. Ein Unterfchied von »abfoluter« und »relativer«
Wabrbeit beftebt nicht. P. Bernays hat bieriiber eine Reihe
unferes Ervachtens duvchaus irrviger HAnfichten gedufiert?: »Unter
diefem Geﬁcbtspunkt (der Verwendung nur der primitiviten an-
fchaulichen Evkenntnismittel) werden wir verfuchen, ob es nidt
moglich ift, jene tranizendenten Hnnabmen in einer folchen Weife
zu begriinden (!), daB nur primitive anfchauliche Erkenntniffe
zur Anwendung kommen. In HAnbetracht diefer Befchrinkung der
Ectkenntnismittel werden wir andeverfeits von diefer Begriindung (!)
nicht verlangen konnen, daf} fie die zu begriindenden Annabmen
als Wabrheiten (im pbhilofopbhifchen Sinn) erkennen
liBt, fondern wir werden zufrieden fein, wenn es gelingt, die auf
jenen Annabmen aufgebaute Hrithmetik als ein mdgliches, d. h.
widerfprudsfreies Gedankenfyftem zu erweifen.«

Die wichtigften Begriffe, um die es fich bandelt, find bier:
»begriinden«, »Wabrbheit im philofophifchen Sinn« (!) und »mégliches
Gedankenfyftem«.

Zundchft: »begriinden«. — Dies ift offenbar doppelfinnig; es
kann bedeuten »beweifen« oder »herleiten«. Von einem Beweis
der »transcendenten Annabmen« (d. b. der transfiniten Hilbert-
fchen Axiome und Theoreme) kann keine Rede fein; ebenfowenig
von einer sHerleitung« der Axiome, fondern hdditens der formal-
mathematifchen »Theoreme«. Hber aud diefes Wort ift im Grunde
analog wie der Husdruck »Beweis« unftatthaft® oder wenigftens
nur cum grano salis zu nehmen oder noch beffer durch den Hus-

1) Nach M. Heidegger; in nicht verdffentlichten Vorlefungen, vgl.
jeit feine Abbandlung »Sein und Zeit« paffim (in diefem Jabrbuchband).

2) In dem f{chon oft zitierten Vortrag in Jena 1921: abgedruckt im
Jabrb. d. D. Matb. Ver. 31, S. 10 ff. (1922). — Wir wiffen nicht, ob Bernays’
Anfichten in diefem Punkte denen Hilberts durchgdngig entiprechen.

3) Hilberts formal-mathematifche »Theoreme» find ariftotelifch
gefprochen keine Adyor @amogavrixoi, denn fie find wedev aindsic noch pevdels.
— Vgl. dazu auch die oben (S. 71, bef. Anm. 2) zitierte Auflerung Freges.
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druck »Formel« zu erfeen. Gemeint find indeffen mit dem HAus-
druck »>Annabmen< wobl ficher gerade die transfiniten Axiome,
und ibre »Begriindung« wird wobl in indivekter Weife dadurch als
geleiftet angefeben, dafl fie in ein mdogliches, d. i. widerfpruchsfreies
Gedankenfyftem bineingeftellt werden und daduvch gewiffermafien
einen Halt bekommen.

Damit werden wir von felbft auf den zweiten Begriff. der
»Mdglichkeit« gefiibrt, der in der »Widerfprudsfreibeit« liegen foll.
Wit wiffen bereits, was es mit diefer auf fich bhat; ‘fie gibt in der
Tat eine Mdoglichkeit, namlich die der unbefchrdnkt fortfegbaren
Herleitung von Formeln und immer neuen Formeln, wobei aber
diefe Formeln eines eigentlichen Sinn-Gebaltes (»Inhalts«) vdllig
entbehren. Hlio nur die Moglichkeit des ftandigen Klapperns der
Formel-Miible ift gegeben, des ewig ungeftérten Formelfpiels.
Von einem »Gedankenfyftem« darf man ftreng genommen nicht
fprechen, denn man pflegt doch damit allgemein zu meinen, daf§
jeder Gedanke des Syftems einen beftimmten Sinn bat; aber bier
bandelt es fich lediglich um Spiel-Gedanken im Gedanken-Spiel,
genau analog dem »>Gedanken«, der in einem geiftreichen Schachzug
fteckt. Das hier allein vorliegende Gedankenfyftem ift in keinem
andeven Sinn vorbanden, als das »Gedankenfyftem« einer Schachpartie.
Aber offenbar ift das nicht von Bernays gemeint, oder wenig-
ftens ift diefe Bedeutung des Husdrucks nicht ftreng durchgehalten.
Sondern fie fchwankt immer wieder hiniiber nach der eines finn-
vollen Gedankenzufammenbanges, der in dem Sinn »moglidh« ift,
dafl er eventuell auf Wirklichkeiten irgend welcher Art »angewandt«
werden kann!. Das ift eine offenfichtliche Erichleichung? Eben-
dasfelbe mufl man aber auch beziiglich feines Moglichkeitsbegriffs
fagen. Denn eben diefe »Mdoglichkeit« foll »Wirklichkeit« werden
konnen, d. b. foll denkbare Witklichkeit fein, — und das auf Grund
ibrer Widerfpruchsfreibeit. HRudch das ift wiederum eine Erficlei-
chung. Denn die Gegenftinde dev transfiniten Axiome, die trans-
finiten Mengen, find ja gerade nicht denkbar im Sinn der formal-
ontologifchen Mdglichkeit; fie find nich t kategorial erichaubar, fie
find blof leeve Gefefytheiten. Sie kdnnen alio keineswegs
zu Witklichkeiten werden. Ja felbft die »Widerfpruchsfreibeit«

1) In der Tat ift ja bekanntermafien die Hauptaufgabe der klaffifchen wie
auch der modernen HAnalyfis, auf pbyfikalifche Fragen anwendbar zu fein.
2) Wenigftens wird das in einer vielleicht denkbaren, wenn auch aufler-
ordentlich fchwer begreiflichen »Anwendung« des leeren Formelipiels auf
fachliche Fragen liegende ungebeure Problem gar nicht erwibnt! f.u. S. 77 f.
33°
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bat gar keinen sinbaltlichen« Sinn, fie bedeutet nicht etwa die
conditio sine qua non der formal-ontologifchen dabilitas. Die da-
bilia der formalen Ontologie diivfen allerdings keine Widerfpriiche
aufweifen, aber zundcit miiffen fie iiberhaupt ivgend etwas in formal.
ontologifchen Katagorien Fafibares enthalten, — und das tun die
transfiniten Mengen nicht. Zwifchen den »Formeln« Hilberts find
fchon deshalb keine eigentlichen Widerfpriiche mdaglich, weil die
Formeln gar keine Gedanken ausfagen, alfo auch keine einandetr
widerfprechenden Gedanken enthalten kdnnen. Der Widetfpruch
tritt nur gewiffermafien als Selbftfperrung des Konfequenz-Mecha-
nismus, als ein fozufagen mechanifches Hemmnis des Fortgangs der
Folgerungen auf, gemidf der Spiel-Regel des Folge-
rungsipiels, nicht etwa gemiB eines einfichtigen Sinnzufammens-
banges. Hlio ift auch mit dem vein formalen (»mechanifchen«)
Nachweis der Widerfpruchsfreibeit gar nichts getan fiiv die onto-
logifche Moglichkeit der Gefegtheiten der Hilbertichen Mathe-
matik; insbefondere macht er jene Gefefytheiten nicht zu Gegen-
{tindlichkeiten im Sinne der formalen Ontologie. — Ubetr die
»Wabhrheiten im pbhilofopbifchen Sinne« noch etwas zu fagen, er-
iibvigt fich nun wobl; es gibt nur Wahrheiten in einem Sinn;
die fatidbnlichen Gefiige der formalen »Konfequenz-Mathematike«
Hilbevts find weder der Wahvheit noch der Unwabhrbeit fabig.
Wenn man fich die gefchilderte Sachlage vor Hugen fiibrt, fo
entltebt naturgemifl die Frage: Weldhen Sinn hat dann iiberhaupt
noch die Hilbertiche Mathematik? Weldhe Motive beftehen iiber-
baupt noch dafiir, fich gerade mit den von Hilbetrt betrachteten
»Gefetitheiten« zu befchdftigen? Das Nichftliegende zur Beantwort-
tung diefer Frage ift, weiter zu fragen: wie kam Hilbert gerade
auf diefe Gefestheiten? Die Antwort lautet natiirlich: er nabm fie
aus der hergebrachten Mathematik auf, fein Ziel war ja uripriing-
lich die »Begriindung« der iiberlieferten Mathematik. Nun war aber
doch die klaffifche Mathematik fichetlich »inbaltlich« gemeint; fie ver-
meinte, fich des Unendlichen wirklich bemichtigen zu kdnnen. Sie
tat dies auf Grund einer Hrt von Extrapolation nach dem Prinzip
der »Permanenz der formalen Gefeie«, indem fie mdglichit viele
Eigenichaften endlicher Mengen auf die unendlichen iibertrug.
(Alfo vermittels der von Brouwer kritifierten Verallgemeinerung
der Gefeie der Teilmengen einer endlichen Menge auf unendliche
Mengen.) Diefe mit dem Namen »Exiftentialabfolutismus« von
Weyl' bezeichnete Huffaffung ift in der Tat in gewiffem Mafie

1) Math. Zeitfchr., Bd. 20, S. 150.
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auch noch fitv Hilbert leitend. Zwar ecrkennt Hilbetrt den
gyundlegenden Feblichtuf vom Endlichen auf das Unendliche, er
verfchméht aber doch nicht, cine ganz dbnliche Analogie zur Moti-
vierung der Aufftellung feiner transfiniten Axiome zu benugen, die
in dem fchon Kkritifiecten » Aviftides«-Beifpiel hervortritt?.

Diefe Hrt »Begriindung« haben wir nun in aller RAusfiibrlich-
keit als ungeniigend nachgewiefen. Hber welche andere kdnnte
man an ibre Stelle feten? Oder wenn dies nicht mdglich ift,
welches Verfahren foll man einfchlagen, um die Analyfis aufzubauen?

Die Antwort davauf ift zundcdhit, dal man >inbaltlich<, d. b.
nach >intuitioniftifcher Methode« foviel von der Hnalyfis aufbauen
foll, als man kann. In diefer Richtung find immerbin vedht be-
merkenswerte Anfinge von Brouwetr, Weyl u.a. gemacht worden.
Bllerdings find beide Fotrfcher nicht ganz derfelben Meinung iiber
den Umfang des fo Begriindbaren. Wey!l mddte fich ganz ftrikt
auf das Endlofe befchrinken, wihrend Brouwertr einen echeb-
lichen Teil der klaffifchen Mengenlehre »unabhingig vom logifchen
Sap vom ausgefchloffenen Dritten« begriindet hat’. Es wird nodh
zu unterfuchen fein, ob nicht etwa auch der Reibe der Cantor-
fchen transfiniten Zablen ein >inbaltlicher« Sinn untergelegt werden
kann (f. u. § 5a). Vorldufig kdnnte man jedenfalls die intuitioniftifche
Mathematik (die alfo der Metamathematik Hilberts entfpricht) in
zwei Stufen begriinden: 1. unter ausiclieBlicher Benujung des
Endlofen (der abzibibaren Mengen); 2. unter Benuiung des kon-
ftruierbaren Transfiniten (nach Brouwer).

Was dann iiber diefe Mathematik hinaus mdoglich ift, bleibt
allerdings, feiner eigentlichen Begriindung nacdh, vollig im Dunkeln.
Man kann wiederum die traditionelle Mathematik fpalten in 1. einen
>metamathematifch fundierten Beftandteil 4, 2. in einen als - Gefett-
beit« darftellbaren Beftandteil 3. Weyl® bat bemerkt, daf Theo-
reme des Beftandteils .4, wie wir kurz fagen wollen »von der Art 4«,

1) Vgl. auch feine neuen ARusfiibrungen im HAuffag »{iber das Unend-
liche« (Math. Ann. 95).

2) Brouwer, Begriindung der Mengenlebre bzw. Funktionenlebre
unabbidngig vom log. Saty vom ausgelchloffenen Dritten. Verbandl. d. k. Akad.
van Wetenfchappen te Amfterdam (1918 u. 1919), 1. Serie, Deel Xil, Nr.5 u.7;
Deel XIII, Nr. 2. — Weyl, Uber die neue Grundlagenkrife der Matbematik,
Matb. Zeitfche. Bd. 10, S. 39 ff. (Die Bemerkung iiber Brouwer S. 170). —
Randbemerkungen zu Hauptproblemen der Matbematik, 1I. »Fundamentalfat;
der Algebra und Grundlagen der Mathematik«. Matb. Zeitlchr, 20, S. 142 ff.
= B. de Loor, Die boofstelling van die algebra van intuisionistiese stand-
punt. (Acad. proefschrift). Amsterdam 1925.

3) Weyl Lc S. 14849,
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d. b. folche, die mit Hilfe von A-Begriffen allein ausfprechbar
find, auch dann noch gelten, wenn ibre »Beweife« nur mit Hilfe
von B-Begriffen gefiibtt werden kdnnen. Es find alfo »Umweg-
beweife« durch das Transfinite ebenfo mdglich, wie in der Klaffifchen
Mathematik Beweife mittels des Imagindren. Die bekannteften Bei-
fpiele find Divichlets Beweife vein zahlentheoretificher Theoreme
mittels der Methode der Infinitefimal-HAnalyfe. Indeffen ift wefent-
lich, daf} die Endtheoreme von der Hrt 4 find. — Man kann einen
Schritt weiter geben und fagen: die Theoreme der Analyfis, foweit
fie fiic die pbyfikalifichen Anwendungen von Belang f{ind, find det-
act, daf} fie Gruppen von nur approximativ beftimmbaren Grdfien
verkniipfen. In der Pbyfik find diefe Grdflen immer nur bis auf
eine endliche HAnzabl von Dezimalen beftimmt, die der phyfikalifchen
Theorie zugrundeliegenden >rein mathematifchen< Theoreme geben
eine beliebige HAnzahl Dezimalen, d. b. genauer, fie ordnen der
ftets wachfenden Ziffernfolge der »gegebenen< Dezimalbriiche die
ebenfalls unbefchrdnkt fortichreitende Ziffernfolge der »gefuchtenc
Dezimalbriiche zu'. Theoreme diefes Typus (zu ibnen gehdren z. B.
alle Reibenentwicklungen und dgl) find alfo indefinit, d. b. in
der Brouwer-Weylichen HAnalyfis finnvoll; und das auch dann
noch, wenn fie nur mit Hilfe des Transfiniten Hilbetts bewiefen
werden kdnnen. Man kann alfo fagen: Soweit die Analyfis auf die
pbyfikalifche Praxis divrekt anwendbare Theoreme liefert, ift fie
mittels intuitioniftifcher Begriffsbildung begriindbar.

Leider ift damit aber keineswegs etwa die gefamte »theotetifche
Phyfik« begriindet. Denn diefe hdngt gerade in ibren neueften
Entwicklungen vielfach nur noch febr indirekt (durch Zwifchenichal-
tung ftatiftifther Uberlegungen u. dgl.) mit der meffenden Ev-
fabrung zufammen. Ein guter Teil der modernen pbyliikalifchen
Theorie ift vielleicht wirklich (genau laft fich das bei den beute noch
unbekannten Grenzen der Brouwertichen Hnalyfis noch nicht
fagen?) »tvansfinit«.

Weyl hat verfucht, — unter der eben genannten Annabme, —
fich dariiber Rechenfchaft zu geben, weldhen Sinn man diefer »trans-

1) Es bandelt fich eigentlich um Schachtelfolgen von Intervallen (f. unfere
Arbeit diefes Jabrb. 6, S. 425 ff.). Im Text ift nur wegen der leichteren Ver-
ftandlicbkeit von Dezimalbriichen die Rede, die nicht fo eindeutig die erreichte
Genauigkeit anzeigen. Docb ift dies eine im Grunde leicht zu erledigende,
rein technifche Frage.

2) Wenn das einmal genauer bekannt fein wird, wird man auch die
Wichtigkeit des Brouwerfden »Transfiniten« im Vergleich zum Weylichen
~reinen Indefiniten< abfchdien kdnnen.
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finiten« Analyfis und Phyfik nun noch zufchreiben kann'. .Er bat
dem phanomenologifch (intuitioniftifch) begriindbaren »Wiffen« den
»Glauben« gegeniibergeftellt, in dem es »dem Bewufitfein gelingt,
‘iiber den eigenen Schatten zu fpringen’, den Stoff des Gegebenen
binter fich zu laffen, das Transcendente darzuftellen; aber, wie fich
von felbft verftebt, nur im Symbol«. Es bandelt fich dabei um
eine der Kkiinftlerifchen analoge »theovetifche Geftaltung«, deren
»Organ« nicht »das Sebhene«, fondern das »Schopferiiche« ift. Weyl
lebnt fich dabei pbilofophifch an Fichte an?, der die Poftulaten~
lehte Kants auf HAlles ausgedehnt habe, fodal »obhne den Glauben
an die transcendente Vernunftthefis . . . . alles Wiffen tot und gleich-
giiltig ift«.

Nun ift in der Tat nicht zu verkennen, dafl es feht nabe liegt,
die Grundbegriffe der Kantfchen Philofophie auf die eigenattige
»Transcendenz« des Transfiniten anzuwenden?® Von dem bekannten
Wort von den Begriffen, die obne Anfchauung leer find, bis zu ge-
wiffen Einzelbeiten der transcendentalen Dialektik — dem regulativen,
nicht konftitutiven Gebrauch der Ideen, deren transcendentalem
Schein, der Erichleichung in den dialektifchen Hrgumenten, endlich,
nicht zuletit: den auf die fpezifiiche Natur des Menfden, als ge-
{chaffenem Wefen, beziiglichen Hnfchauungsformen des Raumes und
vor allem devr Zeit, wobei noch die enge Beziehung von Zahl und
Zeit in der Lehre vom transcendentalen Schematismus befonders zu
beachten ift, — kann man in dem befonderen Problem des matbhe-
matifchen Transfiniten die grofien Kantifden Frageftellungen
wiedetfinden. (Vgl. unfere fpiteren Husfiibrungen iiber Kant § 6b 11
und 6c¢ lIID.) HAber andeverieits ift doch zu betonen, dal Kants
Poftulatenlebre erftens der praktifchen Vernunft angehdrt,
zweitens fich auf das ecinfichtige Verftindnis des Sittenge-
feges griindet, — beides, wie es fcheint, Momente, die fiiv die
Problematik der theovetifchen Phyfik nicht exiftieren.

Neuerdings hat Weyl (in feinem Beitrag »Philofophie der
Mathematik und Naturwiffenfchaft« zum »Handbudh der Philofophie«
HAbteilung II, A, berausgegeben von Bdumler und Schréter,
Miinchen [Oldenbourg] 1926) feine HAuffaffung einer fachlich bedeut-
famen »fymbolifchen« Mathematik nidber auseinandergelegt. Eine

1) Math. Zeitfchr. Bd. 20, S. 149 —150, Symposion I, S. 30—32.

2) L c. S. 149, Anm. 20. Wir zieben es vor, im folgenden die urfpriing-
licheren Kantif chen Begriffe zu verwenden.

3) So fagt auch Hilbert am Schluffe feines neuesten Aufiaties »Uber
das Unendliche« (Math. Ann. 95), das Unendliche fei eine Idee im Sinne Kants.
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Wiirdigung der dort entwickelten, fehr bemerkenswerten Gedanken
tiberfchreitet den Rahmen der gegenwirtigen Unterfuchung fchon
deshalb, weil nach Weyl das »von dem Glauben getragene Jenfeits,
auf das fich die Symbole der Hilbertichen theovetifchen (nicht in-
tuitiven) Mathematik rvichten«, nur gefunden werden kann, wenn
man »die Mathematik fich vOllig mit der Phy{ik verichmelzen
laft« und annimmt, »dafl die mathematifchen Begriffe von Zabhl,
Funktion ufw. (oder die Hilbertichen Symbole) prinzipiell in der
gleichen HArt an der theorvetifchen Konftruktion der wirklichen Welt
teilnebmen, wie die Begriffe Energie, Gravitation, Elektrizitit ufw.«!
Unfere gegenwirtigen Betrachtungen befdhrinken fich aber auf das
Gebiet der reinen Mathematik. Nur fo viel fei bemerkt, daB Weyl
fich in feinen neuften Unterfuchungen vor allem Leibniz nibert?
und unter den nadkantifchen Philofophen eher Scdchelling als
Fichte. Uber die Frage der »fymbolifchen Mathematik« als einer
Weife der Naturdeutung, welde ein Randproblem unferer
Unterfuchung dacftellt, witd am Sdhluf} der ganzen Hbbhandlung
noch Einiges gefagt werden (§ 6 c 1V).

Hietr endet jedenfalls die logifche Analyfe. Sie erweift fich
als unfibig, der Hilber tfichen Hnalyfis einen felbftindigen Sinn
zu erteilen und fchiebt die Frage det tiefergebenden sontologifchen
Analyfe« zu. Vom »logifchen« Gefichtspunkt aus bleibt nur die
axiomatifiche Differenzierung der Mathematik 4 und B, devart, dall B
als umfaffendeves Gebiet A einfchlieit, fo dafl fiiv zu B gehdrige
»Gegenftindlichkeiten« und »Sée« (weldhe Bezeichnungen, wie nun-
mebr feftftebt, nur cum grano salis zu nebmen find) die Mdglichkeit
befteht, vielleicht einmal zum Teil wenigftens zur Gruppe A4 zu ge-
hbéren, wodurch fie vom blolen »Gefefjtfein« ecft eigentlich zum
»Sein« kommen wiirden. Diefe Axiomatik hdhever Ordnung ift auch
ein pofitiv wiffenichaftliches, von dem hier bebandelten Grundlagen-
ftreit unabbhidngiges Problem, vergleichbar mit dem der »teinen«
Beweisfiltbrung in der projektiven Geometrie und der auf das
avrchimedifdche Axiom, den Pafcalfcden und den Defargues-
fchen Saty beziiglichen axiomatifchen Unterfuchungen. Sie untericheidet
fich aber von jenen geometrifchen Problemen durch ibve philofo-
pbifche Bedeutung, obwobl fie fiic die pbhilofophifchen Fragen nur
den Wert einer Vorunterfuchung baben kann.

1) Vgl. Matb. Zeitichr. 20, S. 150 und Symposion I, S. 31.
2) Vgl. unfere fpdteren Ausfiihrungen iiber Leibniz in § 6 ¢ IIl.
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§ 5.
Ontologifche Probleme des Intuitionismus.

Bei der Formulierung des Problems der mathematifchen Exi-
ftenz als eines philofophifchen wurde von vornherein auf
feinen ontologifchen Charakter Gewicht gelegt. Die entichei-
dende Frage ging auf den Seinsfinn der mathematichen Gegen-
ftinde. Es wuvde ausgefiibrt, dafl die beiden in diefer ganzen
Unterfuchung fortgefeit betrachteten Grundauffaffungen diefen Seins-
finn von ibrem mathematifcden Gefichtspunkt aus, die eine in
der bloflen Eigenfchaft devr widevriprudsfreien Funktion
im Syftem der mathematifchen Theorie, die andere in der eigen-
tiimlichen Zugangsmdoglichkeit der Konftruktion fahen (§ 2).
Indeffen kann man mit diefen aus der pofitiven mathematifchen
Wiffenichaft felbft erwachfenen Begriffen und Kategovrien die eigent-
lich ontologifche, d. h. fpezififch pbilofophifche Frageftellung
nicht in voller Sinnangemeffenbeit zum Husdruck bringen.

Es ift allerdings leicht zu fehen, daBl jene beiden in dev poii-
tiven Mathematik zur Chatvakteriftik der mathematifchen Exiftenz
benutiten Begriffe der »widerfpruchsfreien Funktion« bzw. der »Kon-
ftruierbarkeit« eine enge Beziebung zu den auch gegenwirtig in der
»Etkenntnistheorie« einander gegeniiberftehenden Richtungen
des »Realismus« und »Idealismus« haben. Das trat ja in unferer
eigenen Darftellung dadurch bervor, dafl wir das »Zugangsprinzip«
im Anfchlufl an die in unfever friiheren HArbeit (diefes Jabrbuch Bd. 6)
gebrauchten Bezeichnungsweife auch »das Prinzip des transzenden-
talen Idealismus« nannten. Huf der anderen Seite entfpricht die
grundfiglich »unerkennbare« (unzugingliche) aber doch widerfpruchs-
los in ein »fyftematifches Weltbild» einzuordnende Gegenftdndlich-
keit der »vealiftiichen« metaphbyfifdhen Grundhaltung. (Man denke
etwa an N. Hartmann, Die Metaphyfik der Erkenntnis, Berlin
1921). — Tvotdem ift auf diefen Tatbeftand kein enticheidendes
Gewicht zu legen, weil die Problematik der »Erkenntnistheorie«
nicht fiiv irgend ein philofopbifches Problem als entfcheidend ange-
fehen werden kann. Entfcheidend ift vielmehr die ontologifde
Problematik, in einem noch (in § 6a) zu erliuternden Sinn.

Ontologie geht danach auf die Seinsart jeglicher Gegenftandtich-
keit, leptlich bezogen auf das Dafein des Menfchen als ausge-
zeichnetes Sein. Es witd nun die Hufgabe der folgenden Untec-
fuchung fein, die fiir die Chavakterifierung der mathematifchen Gegen-
ftande finnangemeffenen ontologifchen Kategorien zu entwidkeln.
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Fiiv diefe Abficht ift ein Riickgang auf die Gefdichte der
Matbematik wie auch der Philofophie unvermeidlich. Denn nur
in einem folchen Riickgang kann der Sinn-Urfprung der beute iib-
lichen zur Kennzeichnung der »mathematifchen Exiftenz« dienenden
Kategorien erfafft wevden. Indeffen wird das Notigfte in diefer
Richtung geleiftet werden kénnen, wenn auf die Anfidnge der
matbematifchen Begriffsbildung in der Geiftesgefchichte bei den
Griechen zuriidkgegangen wird, und dann noch die enticheidendften
Ubereinftimmungen und Unterichiede in der geiftigen Grundbaltung
unferer »abendlindifchen« Mathematik gegeniiber der antiken bet-
vorgehoben werden!,

Die eigentliche ontologifche Problematik im ftrengen Sinn wird
erft in § 6 entwickelt werden, die unmittelbar folgenden Ausfiibrun-
gen bhaben den Zwedk, durdh Betrachtung der enticheidenden Einzel-
probleme im Anfchlu an die biftorifche Entwicklung das konkrete
Material fiir die prinzipiellen Uberlegungen zu liefern.

Der HAbichnitt (a) des Paragraphen wird fich gleichwohl mit
einet Begriffsbildung zu befdhidftigen baben, die evft im 19. Jabt-
bundert, von G. Cantor gefchaffen worden ift, ndmlich mit der
Reibe derv transfiniten Ovrdnungszahbhlen. Denn fie ift
zucr Bebandlung des an fich urvalten »Kontinuumproblems«, wie es
beute liegt, die fachliche Voraufeung. Die biftorifchen Bemer-
kungen folgen daber erft am Anfang des Hbichnitts (b).

a) Der transfinite Progressus und feine onto-
logifche Deutung.

I. Die Reibe der Cantovrfchen Transfiniten in der
traditionellen Interpretation.

Betrachtet man die pbilofopbifchen Bemerkungen, die Geotrg
Cantor, der Begriinder der Mengeniebre, zu feinen bahnbrechen-
den Entdeckungen gemacht bat?, fo fdllt auf, daf fie vor allem,

1) Die Rolle, die die arabifche Mathematik und als ibre Quelle die
indifche bei der Entftebung der abendldandifchen gefpielt bat, ift in ibren
ndberen Umftinden noch zu wenig gekldrt, um beriickfichtigt werden zu
konnen. Fiiv die bier verfolgten Zwecke geniigt eine einfache Gegeniiber-
ftellung der antiken und abendldndifchen Mathematik in ibrer Grundhaltung.

2) Uber diefen am HAnfang der Entwicklung ftehenden »ontologifchen«
Urfprung der Mengenlebre ift die gegenwirtige Wiffenfchaft hinweggefchritten
zu einer formalen Theovie, fei es mebr konftruktiven, fei es mebr axioma=
tifchen Gepriges. Es ift aber, fofern man auf die pbilofopbifchen Grundlagen
der »Mengenlebre« den Blick richten will, wichtig, die uripriingliche in
matbematifch - tbeovetifcher Hinficht noch manche Mingel aufweifende Faftung
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ja fait ausichlieflich von den transfiniten Ovdnungszablen bandeln,
von jener berviibmten »Fortleung der ganzen vealen Zablenveihe
iiber das Unendliche bhinaus« und ibvrem Zufammenbang mit dev
Stufenreibe der »Maichtigkeiten«.

Cantor hat bereits in der »Mannigfaltigkeitslehre« von 1883
fich dariiber geduflert, wie evr fich die philofophifche Bedeutung des
von ihm entdeckten »beftimmten Unendlichen« denkt.

Es beift (Math. Anm. 21, S. 556) in § 5; daBl »das wabre Un-
endliche oder HAbfolute, welches Gott ift, keinerlei Determination
geftattet«. »Der SaB ‘omnis determinato est negatio’ ftebt fiir mich
ganz aufler Frage« dagegen: » ... was ich bebaupte, ... ift, dafl
es nach dem Endlichen ein Transfinitum (welches man auch
Suprafinitum nennen kdnnte) d. i. eine unbegrenzte Stufenleiter von
beftimmten Modis gibt, die ihrer Natur nach nicht endlich, fon-
dern unendlich find, welche aber wie das Endliche durch beftimmte
wobl definierte von einander unterfcheidbare Zablen determiniert
werden kdnnen.«

Und fpater (1887)' noch klarer: »Es wurde das Aktual-Unend-
liche nach drei Beziehungen unterichieden: etrftens fofern es in
der bhdchften Vollkommenbeit, im vdllig unabhidngigen auflerwelt-
lichen Sein, in Deo rvealifiert ift, wo ich es Abfolutunendliches
oder kurzweg Abfolutes nenne; zweitens fofern es in der
abhidngigen, kreatiirlichen Welt vertreten ift; drittens fofern es
als mathematifche Grofle, Zabl oder Ordnungstypus vom Denken
in abftracto aufgefaBit werden kann. In den beiden leiten Be-
ziehungen, wo es offenbar als befchrinktes, nocdh weitever
Vermebhrung fdhiges und infofern dem Endlicdhen
verwandtes Aktual-Unendlidcdes fich darftellt, nenne ich
es Transfinitum und fee es dem Hbfoluten ftreng entgegene.

Sehr merkwiirdig ift der Husdruck »noch weiterer Vermehrung
fihig und infofern dem Endlichen verwandtes Hktual-Unendliches«.
Man ift geneigt diefe »Verwandtfchaft mit dem Endlichen« in ge-
wiffem Sinne als eine Verwandtichaft mit einem wevrdenden
(potentiellen) Unendlichen auszulegen. In der Tat fcheint das ein

der Cantotfchen Grundbegriffe wieder bervorzubeben. — Ich beziebe mich
dabei auf die »Grundlagen einer allgemeinen Mannigfaltigkeitslebre «
= Uber unendliche, lineare Punktmannichfaltigkeiten V. Math. Ann. Bd. 21,
S. 545 fF, (1883)] und auf die Auffite »Mitteilungen zur Lebre vom Trans-
finiten«, Zeitfchrift fiir Philofopbie und pbilofopbifche Kritik, Neue Folge,
Bd. 88 (1884), 91 (1887), 92 (1888).

1) Zeitichr. f. Phil. u. pbilof. Kritik, Bd. 91, p. 81 82.
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mit Cantor korvefpondierender »grofier Theologe«' auch gefiiblt
zu haben, wenn er (I. c. S. 91) fagt: »aus Ibrem (Cantors) Ruffaty. ..
evfebe ich ... wie Sie das Hbfolut-Unendliche und das, was Sie
das HAktual-Unendliche im Gefchaffenen nennen, fehr wobhl unter-
{cheiden. Da fie das lefitere fiir ein »nodh Vermebrbares« (natiic-
lich in indefinitum, d. h. ohne je ein nicht Vermehrbares werden
zu koénnen) ausdriicklich erkliren und dem Hbfoluten als »wefent-
lih Unvermehrbarem« entgegenftellen . ..., fo find die beiden Be-
griffe des Hbfolut-Unendlichen und des Hktual-Unendlichen im
Gefchaffenen oder Transfiniten wefentlich verfchieden, fodafl man im
Vergleidh beider nur das Eine als eigentlichUnendliches, das
HAndere als uneigentlich und aequivoce Unendliches bezeichnen muf. «
Zu bemerken ift bierzu, dal Canto v fonft mit »Uneigentlich-Unend-
lich« das gewdhnliche potentielle Unendliche bezeichnet. Da er fich
mit der Darftellung des zitierten Briefes im weiteren vollig ein-
verftanden erkldrt, fo kann man vielleicht annebhmen, dafl aud
Cantor felbft feinem Transfiniten zum mindeften einen »velative
potentiellen Chavakter zufpricht. HAllerdings widerfprechen dem
viele Stellen bei Cantor ausdriicklich, an denen die Hktualitat,
das Sein, nicht Werden des Transfiniten mit aller Schdrfe betont
wird. Etwa l.c. S.98 gegen Wundt: » Wundts Huseinander-
fepung zeigt, daB ev fich des fundamentalen Unterichiedes von Un-
eigentlich~Unendlichem = verinderlichem Endlichen = syncategorema-
tice infinitum (&wetpov) einerfeits und Eigentlich - Unendlichem = Trans-
finitem = Vollendetunendlihem = Unendlichfeiendem = categore-
matice infinitum (dgwetouéror)® andeverfeits nicht klar und deutlich
bewufdt ift ...« Oder 1. c. S.108: »Unter einem Hktual-Unendlichen
ift ... ein Quantum zu vecrftehen, das einerfeits nicht veranderlich,
fondern vielmebr in allen feinen Teilen feft und beftimmt eine vichtige
Konftante ift, zugleidh aber andeverieits jede endliche
Grofe derfelben Art an Grofle iibertrifft. Hls Beifpiel fiibre ich
die Gefamtheit, den Inbegriff a 1le v endlichen ganzen pofitiven Zahlen
an; diefe Menge ift ein Ding an {ich und bildet, ganz abgefehen
von der natiitlichen Folge der dazugehdvigen Zablen, ein in allen
Teilen feftes beftimmtes Quantum, ein dgwoiouévor, das offenbar
geofer zu nennen ift, als jede endliche Anzahle. — Man mufl aber
wobl unteticheiden zwifchen der einzelnen transfiniten Zabl, und
1) Nach einer Bemerkung von Gutberlet in einer Rezenfion von
A.Fraenkels »Mengenlebre« im Pbilofophifchen Jabrbuch der GSrres-
Gefellfchaft Bd. 32 ift es der Kardinal Franzelin gewefen.

2) Ariftoteles, Phyfik 111, c. 8 (p. 208 a 6): 10 dmetgov ot udvoy dvvduce
AN ws agwoLoudvor.
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z. B. »dem Transfiniten« im Ganzen, das fih zundcdfit in der ftets
vermehrungsfibigen Folge der Ordnungszablen in ganz analoger
Weife darvftellt, wie das (als dvrauer v aufgefafite) »Endlofe« (nach
dev intuitioniftifchen HAnfchauung) in der ftets verlingerungsfibhigen
Folge der endlichen Zablen. — Es fragt fich nun, ob dervartige
endlofen Prozeffe, wie fie fich in den Folgen der endlichen wie der
transfiniten Ordnungszabhlen darftellen, fich nicht fchlieflich doch auf
ein — allerdings im eigentlichften Sinn »im Unendlichen liegendes«
— Ziel hinbewegen konnen. Von der Reihe der transfiniten
Zablen fagt Cantor (L c. S. 109): »Das Transfinite mit feiner Fiille
von Geftaltungen und Geftalten weift mit Notwendigkeit auf ein
Abfolutes bhin, auf das »wabrbaft Unendliche«, an dessen Grdfie
keinerlei Hinzufiigung oder Hbnabhme ftatthaben kann und welches
daber qualitativ als abfolutes Maximum anzufeben ift. Legtevres iiber-
fteigt gewiffermafien die menicdliche Faffungskraft und entziebt fich
namentlich matbematifcher Determination; wogegen das Trans-
finite nicht nur das weite Gebiet des Mdglichen in Gottes Evkennt-
nis erfiillt, fondern auch ein veiches, {tets zunehmendes Feld idealet
Forfchung darbietet und meiner Uberzeugung nadh auch in der
Welt des Gefchaffenen bis zu einem gewiffem Grade und in ver-
fchiedenen Beziebungen zur Wirklichkeit und Exiftenz gelangt, um
die Herrlichkeit des Schopfers, nach deffen abfolut freiem Ratfchluf,
ftirker zum Ausdruck zu bringen, als es durch eine blofl »endliche
Welt« hidtte gefchehen konnen ... .«

In einem beftimmten Sinn kann man die erfte transfinite
Ovdnungszabl w, den Ovrdnungstypus der Reibe aller endlichen Zablen,
als »Grenze« (Ziel) des endlich en Ziblprozeffes anfeben, als Ziel
des transfiniten Ziblprozeffes aber den »Ovdnungstypus detr
Reihe aller Ovdnungszablen«, die beriichtigte »maximale« Orvd-
nungszahl ¥}. Diefe identifiziert alfo Cantor in der obigen Stelle
mit dem abfoluten Unendlichen.! Es fei kurz die Paradoxie,
die fich an diefes 17" kniipft, evinnert: W foll einevieits der Ordnungs-
typus aller Ovdnungszablen in ibver natiitlichen Reihenfolge ge-
nommen fein, ift alfo unvermehrbar. Hndererfeits kann man doch
grundfaglich jede Ovdnungszabl durch Anbidngen eines Elementes
(Addition der 1) vergréfern: 1V -+ 1 >1; ganz analog wie etwa
®+1>w oder fogar n-41>mn.

1) Die Antinomie, die fich an die Menge W kniipft, wurde zwar erft
1897 von Buvali=Forti publiziert (Rend. Circ. Math. Palermo XI), aber
von Cantor bereits 1896 brieflich Hilbert mitgeteilt. (Angabe von
F.Bernftein, Math, Ann. 60, S. 187.)
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Dies ift ein offenbarer Wideriprudh .

Es ftimmt diefer Umftand gut zu Cantorvrs Bebauptung, daf}
das HAbfolut-Unendliche (alfo TV) die menicdliche Faffungskraft iiber-
ftieger Oder genauer gefagt: Der paradoxe Begriff der »maximalen«
Ordnungszahbl W kommt daducch zuftande, dafl man der transfiniten
Zablenveibe ein Ziel fetst, das felbft feinerfeits nur transfinit fein
foll, aber nicht — wie Cantor urfpriinglich meinte — das Bbfolut-
Unendliche, das sinfinitum aeternum increatum sive absolutume?,

Nun bietet fich aber anicheinend bereits diefelbe Schwierigkeit
auf einer viel friiheren Stufe dar: ndmlich bei der »Erzeugunge
der erften Transfiniten o felbft. Betrachtet man die werdende
Zabhlenrveibe 1, 2, 3, 4, . ..., fo gilt, dafl jede einzelne, noch fo grofie
Zabl in fich konftant, feft beftimmt, feiend, nicht wevdend ift; dafl
fie aber vermehrbar ift, etwa um 1, fo daf} alfo der Ubergang
n—>n + 1 mdglich ift, wodurch die Zablenreibe 1, 2,3 ....(n~1), 1
fih um ein Glied weiter entwickelt. Hber es ift anfcheinend finn-
los von der Reihe alletr ganzen Zablen zu fprechen. Denn einer-
feits miifte, wenn diefer Reibe die beftimmte Zabl z entipriche,
x die »lete« aller Zablen fein, andererfeits kdnnte man die auf fie
folgende z+4 1>z leicht bilden. (Man fiebt die genaue Hnalogie

mit der HAntinomie der Zabhl 1)
Wie entziebt fich Cantor diefem Dilemma? Erv fiihrt tatfdch-

lich eine »auf alle Zablen folgende« Zahl w ein, aber verlangt von
ibr nicht, daf fie die le t e ift, fondern 14t auf fie beliebige weitere
Zablen w4+ 1, w+2, o+ 3,....... folgen.

Man ift beutzutage an diefes Verfabren duvch die langjdbrige
Gefchichte der Mengenlehre fo gewdhnt, dafl man fich das Hufler-
ordentliche diefes erften Schrittes ins transfinite Gebiet kaum noch
zum Bewufitfein bringt. Dazu kommt, dal man mit Hilfe von axio-
matifch aufgebauten angeblich »exakten« Satj- und Beweisfyftemen
fein Gewiffen damit bevrubigt, daB man ja vor Wideripriichen ge-
fichert fei, — obwobl eine wirklich radikale Sicherung eigentlich ecft
die Hilbertiche Beweistheorie (und die ibr verwandte von
J. Kénig)? in Huslicht ftellt. Indeffen, im Grunde ift es — onto-
logifch, d. b. »inhaltlih« angefehen — ein unerhdrtes Vorgeben, auf
alle Zablen noch weitere »iiber das Unendliche hinaus« folgen
zu laffen.

1) Vgl.z.B.Heffenber g, Grundbegriffe der Mengenlebhre (Gottingen
1906), Kap. XXIV, insbef. §§ 98 —99.

2) Cantor, Zeitichr. f. Phil. u. philof. Kritik 91, S. 105.

3) Neue Grundlagen der Logik, Arithmetik u. Mengenlebre. Leipzig 1914.
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Siebt man die Sachlage ontologifch an, fo mufl man notwendig
weiter fragen: ift es moglich, diefe Fortfegbarkeit der Zahlenteihe
iitber w binaus auf irgend einem Gebiet an irgend einem Beifpiel
konkret zu verfolgen?

Es fcheint zunidft, als ob man etwa die einfachen Umordnun-
gen der Zablenveibe:

w:1234....; w+1:234....1; wv+2:345....12;
Ww-t+w:1357...2468....; ufw. ufw.
verwenden konnte. HAber ndheves Zufehen zeigt doch fofort, dafd
es fich bier um eine ganz unorganifche duflerliche Aneinanderfeiung
von ginzlih verichiedenen Reihen angehdtigen Zahlen handelt.
(123..), (234...), (135...), (246...) uiw. untericheiden
fich z. B. nur durch die willkiitliche Bezeichnung.

Die 1 binter alle Zahlen zu feten: 12 3....1; fie einfach zu
wiederholen, leiftet ontologifch gar nichts. Denn das Nebeneinander-
fchreiben von 2 und 3, von 17 und 18, allgemein von » und n -1,
bat einen Sinn; der durch + 1 angedeutete Ubergang von einet
beftimmten Zabl zur niddftfolgenden n ->» n - 1 ift das Grunder-
zeugungsprinzip der Zablenreihe, des »Immer nodch eins«. Hber
etwas devartiges beftebt zwifchen den Punkten » ... « und der » 1 «
am Schblufl nicht.

Man ift daher einigermagien ratlos und ontologif d fcheinen
die Zablen w, w 4+ 1 ebenfo wenig begreiflich, wie die Zablen W,
W4 1.

Freilih zu Widerfpriichen kommt es bei w nicht. Und
Cantor ftellt fith (in den enticheidenden Punkten, aber nict
duvdaus) auf den Standpunkt: folange man Widetripriiche ver-
meidet (und die Unnabbarkeit des Hbfoluten refpektiert!), kann
man auf alle Einwinde mit der Bemerkung antworten: man diicfe
eben nicht die im Endlichen »felbftverftindlichen« Eigenichaften aufs
Unendliche iibertrageu, Hber diefer Standpunkt fchligt den Fovde-
rungen der ontologifchen Frageftellung ins Geficht! Wider-
fpruchsfreibeit — das wurde ja friiber eingebend erdvtert — befagt
im ontologifchen Sinn gar nichts Pofitives. Grundfitlich uner-
filllbare Intentionen kdonnen durchaus widerfprudhsfrei fein. Eigent-
lihe »Exiftenz« — im ontologifchen Sinn — erfordert phédno-
Mmenale Gegebenheit, »Zugang«. Es »exiftieren« eben leten
Endes nur Phdnomene.

Stellt man demgemif die Frage fo: »Gibt es transfinite Phi-
Nomene? Gibt es das Transfinite als Phinomen? Inwieweit
und in welcher Gegebenheitsweife?«, fo ift die fo gefafite »Exiftenz«
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von w ebenfowenig von vornherein gefichert wie die von W. Die
Widerfprudhsfreibeit von © »erlaubt« zwar die phanomenale »Exi-
ftenz« von w, aber fie begriindet fie keineswegs, fie ift eine not-
wendige, aber keineswegs eine hinreichende Bedingung diefer
»Exiftenze«.

Es ift angefichts diefer Sachlage begreiflich, daf der radikale
Intuitionismus Weyls, der fich ja pbhilofopbifch auf phdnomeno-
logifchen Grundlagen aufbaut, die Exiftenz des aktual unendlichen
o ablehnt!. In dem Huffag iiber die Grundlagenkrife beifit es:®
»Kein Platy ift da in unferer Hnalyfis fiir eine allgemeine Mengen-
lebre . . .« »Die Mathematik ift ganz und gar, fogatr den logiichen
Formen nach, in denen fie fich bewegt, abbhingig vom Wefen der
natiiclichen Zabl.« »In den bier gezogenen vadikalen Konfequenzen
ftimme ich, foviel ich verftehe, nicht mebhr ganz mit Brouwert
iibevein. Beginnt er doch fogleich mit einer allgemeinen Funk-
tionenlebre, . . . betrachtet Eigenfchaften von Funktionen, Eigen-
fchaften von Eigenichaften u. f. f. und wendet auf fie das Identitits-
prinzip an. (Mit vielen feiner Husfagen gelingt es mir nicht,
einen Sinn zu verbinden).« Pofitiv fagt Wey13: »Ausgangspunkt
der Matbematik ift die Reibe dev natiiclichen Zablen, d. b. das Gefef; x,
das aus dem Nidchts die erfte Zahl1 erzeugt und aus jeder
fchon entftandenen Zabl die nédchitfolgende erzeugt; ein Prozefl, der
niemals zu einer f{chon dagewefenen Zabhl zuriickfiibrt.«

Der eigentliche Evnft der Frage nach der Exiftenz des Aktual-
Unendlichen im Sinne des Transfiniten tritt alfo fchon bei w zu-
tage- Huf diefe Frage muf fchon bei w und dann weiter bei jeder
beftimmten transfiniten Zabl:

w o)'.
o+1, otow, v-o 0°,,, W°,,, 0 =¢ ,,.,82

(9, ift die 1. Zabl der 3. Zablenklaffe), ufw. ufw. eine beftimmte

1) Vgl. etwa Math. Zeitichr. 10, p. 57. Noch fchédrfer ift die Kritik gegen
die Canto rfchen »Michtigkeiten«, die als mathematifch v5llig bedeutungslos
angefeben werden. Siebe 1. c. S. 67 unten: »Der Zweifel an der Liickenlofig-
keit der Cantorfchen & greift nach unferer Auffaffung nicht erft bei ¥,
auch nicht erft bei N, Plat, fondern fchon am erften Beginn der Zablens
veibe; die Bebauptung, dafl 1 die kleinfte auf 0 folgende Kardinalzabl iit,
muf als grundlos zuriickgewiefen werden. Mir {cheint daraus die matbema-
tifche Wertlofigkeit diefes Michtigkeitsbegriffes bervovzugeben. Natiirlich
bebalten die endlichen Kardinalzablen ibr altes gutes Recht, wo fie nicht auf
eine »definite Menge« bezogen werden, fondern auf den Inbegriff einzelner
gegebener Elemente (Zablbegriff des tdglichen Lebens).«

2) Lc. p.70. 3) lLc p.5T.
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»inhaltliche« (in der Hilb et tfchen Redeweife »metamatbhematifche«)
Antwort gegeben werden. Die iiblichen gegen die »negativen Argu-
mente« gewendeten Gegenargumente Cantots geniigen bhier nicht.
Cantotr macht den Verfud, fich der Beweislaft fiir die phianome-
nale Aufweisbarkeit der transfiniten Zablen mit der Bemerkung zu
entziehen, auch die grdfleren endlichen Zablen feien nicht »uno in-
tuitu« aktuell zu denken. Erv fidbrt fort: »Und trojdem bhaben wir
das Redt, die endlichen Zablen, aud wenn fie noch fo grof find,
als Gegenftinde der diskursiven, menf{dliccden Erkenntnis
anzufeben und fie wiffenfchaftlich nach ibhrer Befchaffenheit zu untec-
fuchen; dasfelbe Redht ftebt uns audch in bezug auf die
transfiniten Zabhlen zuc«l

Bekannt find die Forfchungen iiber die primitiven Zablauf-
faffungen (der Naturvdlker?, des Kindes, des tédglichen Lebens), die

1) Zeitichr. f. Phil. u. pbilof. Kritik, Bd. 91, S. 261. — Cantor erwibhnt
kurz vorber (l.c.S.260), daB Auguftinus (De civitate Dei, 1. XIJ, cap. 18)
fagt: »profecto et omnis infinitas quodam ineffabili modo Deo finita est,
quia scientiae ipsius incomprebensibilis non est«, und fiabrt nun nach der
oben zitierten Stelle fort: ». .. Nach unferer Organifation find wir nur felten
im Befity eines Begriffes, von dem wir fagen kdnnen, dafl er ein »conceptus
vei proprius ex propriis« widre, indem wir durch ibn die Sache adidquat,
obne Hilfe einer Negation, eines Svmbols oder Beifpiels, fo auffaffen und
erkennen, wie fie an und fiir fich ift. Vielmebr find wir beim Erkennen
zumeift auf einen »conceptus vei proprius ex communibus« angewiefen,
welcher uns befdbigt, ein Ding aus allgemeinen Prddikaten und mit Hilfe
von Vergleichungen, HAusfchlieBungen, Symbolen oder Beifpielen derartig zu
beftimmen, dafl es von jedem anderen Ding wobl unterfchieden ift.... Ich
gebe nun fo weit, unbedingt zu bebaupten, daf diefe zweite Art der Be»
ftimmung und Abgrenzung von Dingen fiir die kleineren transfiniten Zablen
(z. B. fiic @ oder ® + 1 oder »”, bei kleiner endlicher ganzer Zabl ») eine
unvergleichlich einfachere, bequemere und leichtere ift, als fii
febr grofie en d i cb e Zablen, bei denen wir gleichwobl auch nur auf dasfelbe,
unferer unvollkommenen Natur entfprechende Hilfsmittel angewiefen find.«

Es liegt beziiglich der Erfaffung der grofien endlich en Zablen in der
Tat ein wichtiges Problem vor, dem wir noch einige Bemerkungen widmen
wevrden. Vgl. dazu Hufferl, Philofophie der Aritbmetik (Halle 1891) Bd. ]I,
S.211-216 (Rolle der fymbol. Vorftellung in der HArithbmetik. Uber Gauf’
Rusfpruch 6 9¢ds Goedunrited); S.218 (Auffaffung der et b e blich e n Mengen);
S. 221 -223 (Symbolifierung durch Vermittlung des vollen Prozeffes der Einzel-
auffaffung); S. 240—242, 244—245 (groBe endliche Mengen); S.246—250
(unendliche Mengen). — Vgl. auch Math. Anb. zu § 3, Nr. IIL

2) Vgl. z.B. Levy«Briihl, Das Denken der Naturvdlker. Wien und
Leipzig 1921; Wertheimer, Drei Abbandlungen zur Geftalttheorie. Ers
tangen 1925, (»Uber das Zablendenken der Naturvdlker«). — Bekanntlich haben
felbft die Griechen erft durch Archimedes und Hpollonius eine Zablen~

Huffert, Jahrbud f. Philofophie. VIII 34
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feftgeftellt haben, dafl urfpriinglich nur ein kleines Stiick der end-
lofen Zablenveihe differenziert und deutlich gegeben ift, dafl aber
von einer gewiffen, von den jeweiligen Umftinden abbingigen
Stelle ab alle gréBeren Zablen in eine unvorftellbare »ungebeure«
Zahl zufammenfliefen. Erft allm#blidh evobern fich die Vdlker im
Verlauf ibrer Geiftesgeichichte (wie jetit noch das Kind: man denke
an das Rechnen in den begrenzten, fich {tufenweife vergréfiernden
»Zablentdiumen« auf der Volksfchule!) die Kenntnis der endlofen
Folge der ganzen Zablen, und es lag fo fiit Cantor die Auffaffung
nabhe, dafl diefer Evoberungsprozef in feinen transfiniten Zabhlen
einen legitimen Fortgang finde. Hber dutrch die Tatfache der Et-
oberung der endlofen Zablenceibe fiiv die Evkenntnis, die etwa durch
das dekadifche Pofitionsfyftem odev die Hrchimedif ch en Oktaden
in der »Sandrechnung«! geleiftet wurde, ift nodh nichts ausgemacht
iiber die Weife der Erfaffung der grofien Zablen als Phinomene?.
Ebe iiber diefe Frage nicht Klarbeit herricht, wird man auch nicht
beurteilen kdnnen, inwiefern vielleicht C antots Bezeichnungsweife
der Transfiniten fiiv diefe binfichtlich der Zugdnglichmachung
dasfelbe leiftet, wie etwa das dekadiiche Pofitionsfyftem fiiv die end-
lichen Zahlen. Denn man wird zugeben miiffen, dafl eine folche
Zuginglichmachung, alfo in gewiffem inditekten Sinn eine Erfaffung
des Zahlenpbhdnomens, bei den gegebenen endlichen in derv
Wiffenfchaft und Praxis verwendeten Zahlen wirklich geleiftet ift.
Nun ift die Frage der Huffaffung grofier Mengen fchon von
Hufferl in feiner »Philofopbie der Hritbmetik« (II. Teil) eingehend
evdrtert worden. Es beifit dort (S. 212): »Die Vorausfegung, von
der wir zunddit als wie von einer felbftverftindlichen ausgingen,
namlich, daB jedes arvithmetifche Operieren eine Betdtigung mit und
an den wirklichen Zablen fei, kann nicht der Wahrheit entfprechen.
Allzu voreilig lieBen wir uns von der gemeiniiblichen und naiven

benennung und fchriftliche Bezeichnung evbalten, die beliebig grofie Zablen
zu bezeichnen geftattet. (Anders die Inder, die fchon febr friib febr hoch
binaufreichende Zablwdrter und fpiter das dekadifche Pofitionsfyftem befafien).

1) yeupirns (avenarius). HArchimedes, ed. Heiberg, Vol. II.

2) Man koénnte daran denken, aus der Verwendung beliebiger hoher
Zablen in der Aftronomie ufw. Schliiffe auf ibve Gegebenbeit zu zieben.
Aber wenn man etwa an die Weife denkt, wie in der Inflationszeit die
grofien Geldziffern im faktifchen Leben in die Ericheinung traten, fo erkennt
man, wie leicht fih in folchen Fillen gewiffe Erfat:Phzanomene vor die
nominell gegebenen Ziffern z. B. der Geldfcheine (Milliarden, Billionen ufw.)
fchieben. So wirkte doch z. B. die Billion einfach wie eine neue Geldeinbeit,
etwa als ob man von der Mark zum Taler oder dgl. iibergegangen wire.
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Anficht leiten, die den Unterichied zwifchen fymbolifchen und
eigentlic en Zablvorftellungen nicht beachtet und der funda.
mentalen Tatfache nicht gevecht wird, dafl alle Zablvorftellungen,
die wit iiber die wenigen erften binaus in der Zablenceibe befitien,
fymbolifdche find und nur fymbolifhe fein kdonnen; eine Tatfache,
weldhe Charakter, Sinn und Zweck der HArithmetik ganz und gatv
beftimmt«!, Weiterhin (S. 218): Bei der Erfaffung finnlichert Mengen
gebt »unfere urf{priinglicd e Intention auf die Bildung einer Inbe-
griffsvorftellung, weldhe jede der Teilanfchauungen (der Menge) fiic
fich auffafdt und mit den andeven einbeitlich zufammen begreift. Da-
vauf gebt unfeve Intention, aber ibr vollauf zu geniigen, feblt es
bei den erheblicheren Mengen an einer entfprechenden Leiftungs~
fabigkeit unferes Geiftes. Wobl ift noch die fukzeffive Einzel-
auffaffung der Mengenglieder moglich, aber nicdht
mebr ibhre zufammenfaffende Kollektion?, und fofern
wit in devartigen Fillen doch von einer Menge odet Vielbeit fprechen,
kann dies offenbar nur in fymbolifchem Sinne geichehen.« Huch dann,
wenn wir noch eine eigentliche Mengenvorftellung bilden kdnnten,
unterlaffen wir bdufig »die wirklihe Huffaffung aller einzelnen
Glieder, vollfiitbhren nur ganz wenige, wenn iiber-
haupt irgendwelde Schritte und begniigen uns mit einer
noch viel uneigentlicheren Subfumption unter dem Vielbheitsbegriff
als fonfte?,

1) Vgl. die weiteren Husfiibrungen Hufferls, 1. c. S. 213—-215.

2) Man vgl. dazu, was Kant in der Kritik der Urteilskraft § 26, »Von
der Groflenfchdung der Naturdinge« fagt. (S.104—105 Kebrbach): »Nun
gibt es zwar fiir die matbematifche Grdfienfchdtiung kein Grofites (denn die
Macht der Zablen gebt ins Unendliche); aber fiir die dftbetifche Grdfiens
fchdung gibt es allerdings ein Grofites ...« »Anfchaulich ein Quantum in
die Einbildungskraft aufzunebmen, . . . dazu geh&ren zwei Handlungen diefes
Vermdgens: Auffaffung (apprebensio) und Zufammenfaffung
(comprebensio aestbetica). Mit der Auffaffung bat es keine Not; denn damit
kann es ins Unendliche geben; aber die Zufammenfaffung wird immer
fcbwerer, je weiter die HAuffaffung fortriickt und gelangt bald zu ibrem
Maximum, nimlich dem #Aftbetifch-grofiten Grundmaflie der Grdfienfchatung.
Denn wenn die Buffaffung fo weit gelanget ift, daBl die zuerft aufgefafiten
Teilvorftellungen der Sinnenanfchauung in der Einbildungskraft fchon zu er-
16fchen beginnen, indef daB diefe zur Auffaffung mebrever fortriickt, fo vers
liert fie auf einer Seite ebenfo viel als fie auf der andern gewinnt, und in der
Zufammenfaffung ift ein Groftes, iiber weldbes fie nicht binauskommen kann.«

3) Hufferl bemiibt fich auf den folgenden Seiten um die fchwierige
Hnalyfe der mom ent anen Mengenauffafiung; eine gewiffe Lofung wird
fcblieflich erveicht durch Einfiibrung der »figuralen Einbeitsmomente«. Diefes
Problem kiimmert uns bier nicht.

34*
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Es erhebt fich allerdings angefichts diefer Sachlage die Frage
»worin die Gewidbr fiivr die Vollftindigkeit der durdhlaufenden
Einzelauffaffung der Menge liegt« (S. 240) oder anders ausgedriickt,
die Frage nach der »Mdglichkeit einer vollftindigen Durchzédblung«
(S.241). Hier ift enticheidend der Hufweis der fog. »figuralen Momente«!
gewiffer geftaltbafter Eigentiimlichkeiten der Mengen, die der Succeffion
der Einzelauffaffungen »einen geregelten und ficheren Gang erteilene,

Fiir den gegenwirtigen Zweck geniigt es, den einfachften Fall
ins Huge zu faffen, daB die Glieder der Menge in einer Reihe etwa
vaumlich oder auch in der Zeit vorliegen bzw. nacheinander ab-
laufen. Es find alsdann die »Verkniipfungen der elementaren
Reibenrvelationen, die uns anleiten.« Wir gehen vom erften Glied
zum zweiten, von da zum dritten, allgemeiner vom (72— 1)*" zum
nte" und vom 7' zum (n-+1)'" iiber. »Indem uns fo ftets
zwei aneinandergrenzende Verkniipfungen zugleich und zwar als
woblgefonderte gegenwirtig find, kann die neue als folche erkannt
wetden, und dev Fortichritt wird zu einem eindeutig beftimmten.
Diefe Eindeutigkeit gewibrleiftet aber die Vollftindigkeit detr
durchlaufenden Einzelauffaffung« (S. 241).

Wit find alfo auf die befchriebene Weife in der Lage, audh
grofie, als Ganzes uniiberfebbare Mengen, bei geniigender Zeit-
aufwendung vollftindig zu duvchlaufen bzw. uns vermdge der
eigentiimlichen Verkiivzung, die Zeitftrecken in der »uneigentlichen«
Vorftellung ecleiden?, auch noch fo grofie Mengen devart »duvchlaufen

1) Nédberes bei Hufferl, L. c. S. 227 ff. — Die dort gegebenen Defkrip-
tionen find allerdings keineswegs ftreng pbhdnomenologifche, fondern pfycho=
logifche. Es bietet aber dem Kenner der pbanomenologifchen Methode keine
grundfdglichen Schwierigkeiten, den phdnomenologifchen Kern jener Defkrip-
tionen vein berauszulchdlen. — Nur auf einen Punkt fei bingewiefen: Der
Gedanke, die uneigentliche Gegebenbeit einer Menge, Zabl ufw. als »fymbo=
lifch« aufzufaffen in dem Sinn, dafl an Stelle des eigentlichen Gegenftandes
als »Reprifentant« ein »Zeichen« figurieve, ift nach den fpdteren Forichungen
Hufferls unbaltbar. Es bat an ibre Stelle vielmebr die grundfigliche
Einfilbrung der Begriffe der »leeren Intention« und ibrer »Erfiillung« zu
treten. Siebe die beziiglichen Ausfiibrungen der »Logiichen Unterfuchungens,
befonders in der I. und VI Unterfuchung.

Ebenfo darf der fundamentale Unterichied, der zwifchen Kollektion
(Menge) und finnlichem Einbeitsmoment beftebt, nicht auBer
HAcbt gelaffen werden: eine Kollektion ift das Korrelat einer kategorialen
Anfchauung, das finnliche Einbeitsmoment (figurales Moment) der finn-
li ch en Anfchauung. Vgl. V1. Log. Unterf,, 2. Abichnitt, bef. § 91, S. 161.

2) Die Rolle der Zeit bei der Erfaffung mathematifcher Gegenftandlich-
keiten wird in § 6 b erdctert.
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zu denken«. Diefe diskrveten linearen Mengen kdnnen nun offenbatr
die Auffaffung der Zabhlen begriinden; an ibnen kann der Zablen-
dhavakter als abftraktes Moment herausgehoben werden. Wie das
gefchiebt, ift fiir die gegenwirtige Unterfuchung nicht von Belang.

So kann man alfo die Frage nacdh der phanomenalen Gegeben-
beit grofievrer Zablen dabin beantworten, daf} fie auf Grund einer
»gedachten« vollftindigen Durdhlaufung, deren Eindeutigkeit durch
die Art der zdblenden Bewegung gefichert ift, in einer gewiffen
Weife »felbft gegeben« find. Und aller Wabricheinlichkeit nach gibt
es gar keine noch erfiilltere Weife der Gegebenheit diefer Zahlen
oder wenigftens geniigend hober Zabhlen diefer Art. Es wiirde
dann alfo fogar die einzige Weife der orvigindren Gegebenbheit vor-
liegen, deven fie fahig find. — Wie fteht es nun aber mit unend-
lichen Mengen? Hieriiber ftehen auch fdhon in der »Philofophie
der HArithmetik« (S. 246 —60) erftaunlich tiefgehende Bemerkungen,
die ganz und gar der beutigen »intuitioniftifchen« Huffaffung und
zwar in ibrer radikalften (Wey1ichen) Form entfprechen.

Es wird zundchit gefagt, daB die unendlichen Mengen fich da-
durch von allen nodh fo grofien endlichen Mengen grundiiglich
unterfcheiden, daf} fie als wirkliche Kollektion audh fiiv ein »ideali-
fiertes Ecrkenntnisvermdgen« nicht anfchaubar find. »Der Gedanke,
daf} irgend eine Erweiterung unferes Etkenntnisvermdgens diefes
zu der wirklichen Vorftellung oder auch nur der finnlichen HAus-
{chopfung folcher Mengen befdbigen kdnnte, ift unausdenkbar. Hier
bat felbft unfere Kraft der Idealifierung eine Schranke« (S. 247).
Gegeben ift lediglich »die fymboliiche Vorftellung eines unbefchrinkt
fortfegbaren Prozeffes der Begriffsbildung«, mit Riickficht auf deffen
Ergebniffe fukzeffive (endliche) Mengenvorftellungen gebildet wevrden,
die fich ftets erweitertn. Sofern diefer Prozefl nun als eindeutig
beftimmt vorausgefetit wird?!, erhdlt auch der Begriff »ein mdgliches
Refultat diefes Prozeffes« einen beftimmten, fafBbaren Sinn®

1) Bedenklich ift es allerdings, wenn Hufferl (S. 247) fagt: »Es ift
a priori durch fcharfe begriffliche Momente beftimmt, was diefe ftetig aus=
Zudebnende Menge umfafit oder umfaffen kann, d. b. von einem jeden vors
8egebenen Denkobjekt 14t es fich unzweideutig entfcheiden, ob es Glied
diefes Prozefies bzw. diefer Mengenbildung fein kdnne, oder nicht.«

Dies gilt offenbar nur fiir gefetmiBige Folgen und audh fiir die
u‘f‘)lge X felbft, nicht aber fiir »frei werdende Wablfolgene, die in gewiffem
Sinn doch auch unendliche Mengen find.

2) Man beachte, wie der Begriff des »Mdglichen«, des Spielraumes der
Vatiablen, erft durch den Begriff des beftimmten Prozeffes feinen Sinn
erbilt, nicht umgekebrt!
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Das »begriffliche Prinzip«, das dem Prozeffe feine Beftimmtheit
gibt, tritt an die Stelle des figuralen Momentes, das bei der fukzef-
fiven Duvrchlaufung der Glieder der endlichen Mengen den Leit-
faden abgibt.

Soweit die Husfiibrungen Hufferls. Man kann ibnen i. A.
noch beute zuftimmen, nur ift der Unterichied zwiichen einem be-
grifflichen Moment und dem »figuralen« (alfo vein finnlichen)
Moment einigermafien irvefiihrend. Es bandelt fich bei der end-
lichen Kollektion, wie Hufferl fpidter in den »Logiichen Unter-
fuchungen« eingebend gezeigt hat, nicht um eine vein finnliche Et-
fiillung, fondern das eigentliche Kolligieren ift eine Leiftung der fog.
skategorialen HAnfchauung«. Hnderverfeits ift das »und fo weitet«
des endlofen Prozeffes zwar wobl kategorial durchformt, aber doch
auch fundiert auf das »finnliche Moment« des »offenen Horvizonts«.
Denn audh die Sinnlichkeit ift fchon durchaus von Intentionali-
titen ducchbercicht, wie die Phanomenologie der Wahrnehmung
zeigt.

Ziebt man diefe Bemerkungen in Erwidgung, fo ergibt fich,
daf auch die unendlichen (endlofen) Mengen in einem gewiffem
Sinne origindr gegeben find, wenn man nur den Sinn von »origi-
ndce« entfprechend gefchmeidig auffaft. Die eigentiimliche Anfchau-
lichkeit des »offenen Horvizonts« kann wirklich dem »figuralen Mo-
ment«, das etwa in der Form einer linearen HAnordnung die Auf-
faffung grofier Zablen ermdglicht, zur Seite geftellt werden. Im
Grunde fpielt fogar diefer »offene Horvizont« bei der Huffaffung
febr grofler endlicher Mengen eine Rolle: denkt man fich etwa
100000 Pflafterfteine in linearer Anordnung, fo bat man doch eben
nur den Beginn der Reibe, dann, geleitet vom figuralen Moment
den offenen Hovizont und dann das Ende der Reibe, alfo
etwa fo:

-1 -2 0
F— > m--- 1
01 2 100000

So angefehen ift die »Vorftellung« der unendlichen Zablenveihe
fogar in gewiffem Sinne einfacher, indem fie nur das Anfangsftiick
und dann den »offenen Horizont« enthilt:

F— >

o1 2 > in indefinitum.

So kommen wit in gewiffem Sinne zu Cantots Bebhauptung
zuriick, dafl die einfachen transfiniten Zahlen leichter zu erfaffen
feien, als fehr grofie endliche Zabhlen. Und es kdénnte fogar einen
Hugenblick lang fcheinen, als ob von dem gewonnenen Standpunkt
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aus nunmebr die quafianfchauliche Darftellung (gewiffermafien der
Schematismus im Kantfchen Sinn) der Transfiniten leicht fei; etwa
konnte man verfinnbildlichen:

o durch: | - . >
0 1 2

w+1 ” i 1 T - |——|
0 1 2 0 1

ntw I 1 S | Ty
0 1 0 1

- ” i | ._-i [ "-i 1 -
01 01 01

ufw. ufw.

Aber es ift klar, daB man damit nur auf eine verichlechterte
(weit weniger prizife als die friiber gegebene) Darftellung durch
HAnordnungen von Zablen zuriickkdme, oder auch durch Punkte auf
der Zablgeraden, etwa in folgender Weife:

2"
w ift davzuftellen ducch 1 2 3... oder ¥ § % $§...° 2n :
i I !, 1 [} i
0 5 i S 1
w+w durch: 1 357... 246 8... oder
2" -1 2" -1
durch: 0 ¥ ... o vead ¥ 1k 2E,.. 17 o
i ] § 1 ; I ] 1 i
0 1 3 1 14 13 2
ufw. ufw.

Es wurde fhon friiher gefagt und ift aud jest zu wiederholen,
daf auf diefe Weife niemals die Fortiegung des Prozeffes iiber das
Unendliche binaus plaufibel gemacht werden kann. Man ift alfo im
Grunde noch auf dem alten Fleck.

Es muB eine grundfitlich andere Mdoglichkeit der phanomenalen
Unterbauung des Canto v ichen abftrakten Schemas der »Erzeugungs-
prinzipien« gefunden werden.

Es mag auf den etften Blick verwunderlich evicheinen, daBl man
einen derartigen konkveten Unterbau iiberbaupt auffinden kann. Aber
es ift tatfichlich der Fall und, niber befeben, auch nicht paradox.
Denn man muf fich doch iiberlegen, daB der »abftrakte Prozef«
der Anwendung der Cantorvichen »Erzeugungsprinzipien« auch
in concreto vollzogen wird, fofern man etwa die Bezeichnung
der hdheren transfiniten Zahlen moglichft weit binauf verfolgen
will.  Alleedings kommt bei einem witklichen »pbidnomenalen«
Unterbau doch noch etwas hinzu — wie fich fogleich zeigen wird —,
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néamlich die Herftellung bzw. die Aufweifung eines Motivations-
zufammenhangs, der zur Fortfehung des begonnenen Prozeffes
»ins Transfinite« antreibt.

II. Transfinite Strukturkomplikationen
des Bewufitfeins.
An zwei im Typus in mancher Hinficht unterfchiedenen Bei-
fpielen fei nun die konkrete Moglichkeit der Unterbauung des
Schemas der transfiniten Zablen durch Phidnomene gezeigt:

HA. Die Stufen der Relativierung von HBusfagen.

Man kann aus irgendwelchen Motiven fich gegen eine Husfage,
gegen viele Ausfagen — vielleicht gegen alle konkrvet erfolgten naiven
HAusfagen fkeptifch verbalten. Man kann das etwa ausdriicken, indem
man fagt: »Die Wahvrhbheit desSafies p, ift nur vrelativ.«
(Diefer Saty werde kurz mit p; bezeichnet.) Wenn man konkveter
fein will, kann man fagen: velativ auf das urteilende Individuum,
feine geiftesgeichichtliche Lage u. dgl. Dabei ift impliziect, daB die
Wabhrheit des Sages p; abfolut gelte®.

Man kann nun aber weiter geben und mit einer gefteigerten
Skepfis auch diefen Saty p; bezweifeln, ibn alfo irgendwie fiic velativ et~
kliven. Alio etwa: »Die Wahrheit von p; ift relative. Analog kann man
fortfahren: »Die Wabrheit von p, ift velative. [p;] uiw., wodurch man

eine endlofe Folge von Sidtien Py Py P2 v« v+ Pn Pnd1.... echilt.
Man bhat dann alfo etwa konkvet die folgende Reibe: »Es LAt
fich bezweifeln, daB es fich bezweifeln 146t, ufw. ufw.,...... in

endlofer Folge.« (Kurz zu bezeichnen mit po).

Kann man fiiv diefen Saty vein in abftracto die abfolute Wahr-
beit in Hnipruch nebmen? Hus den bier allein in Anfpruch zu
nehmenden formalen Griinden gewifl nicht. Denn: Es 4Bt fich
wiederum bezweifeln, daf diefe in indefinitum eingefchachtelte Reihe
einen lefiten Standpunkt ausdriickt, d. h. man kann den Saf; bilden:
»Es 1Bt fich po bezweifeln« oder »die Wabhrheit von p. ift velative.
Diefe lefte Ausfage ift nun offenbar in demfelben Sinn ihrem Range
nacdh pPo nachgeordnet?, wie pnt1 dem pa, d. h. fie muft mit po 41

1) Diefe Uberlegung ift diejenige, auf Grund welcher man vom circulus
vitiosus im radikalen Skeptizismus zu fprechen pflegt.

2) Holder (Die mathematifche Methode, Berlin 1924, S. 544) fagt bei
der Einfiibrung der transfiniten Zablen iiber die Ordnungsbeziebung des
Vorangebens: »Da nun diefes Vorangeben einen Rang und nicht notwendig
das Fortfchreiten in einer Reibe bedeutet,auch keineBeziebungzum
Zeitbegriff baben foll, fo ift es kein Widerfpruch, wenn
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bezeichnet werden. Hier treten alfo die transfiniten Zablen als
Indizes auf. Die mdglichen Stufen von Relativierung laffen
fich formal darftellen durch® den Husdruck P« Wo « eine trans-
finite Zabhl iftl

Diefes Beifpiel bat gewiffe Nacdhteile. Man wird namlich ge-
neigt fein zu verlangen, daf fiir die {chrittweife Steigerung des
Zweifels oder der Relativierung Motive aufgezeigt werden. Nun
kann man allerdings fagen, daf} hiet jenes beriihmte Argument vom
Widerfinn jedes vadikalen Skeptizismus im Spiele fei und alfo
ein »etrkenntnistheovetifches« Inteveffe vorliege. Die Riickbeziiglich~
keit (wepivgorry)) der Leugnung oder Bezweiflung aller Wabrheit
auf diefe einzelne, jene Leugnung oder Bezweiflung ausdriickende
«Wabhrbeit« foll den radikalen Skeptiker in einen Widerfpruch mit
fich felbft bineintreiben. Hber differenziert man die Ausfagen nach
Stufen (Typen)?, fo fchlagt diefe Hrgumentation febl. Die Husfage:
»HAlle Husfagen erfter Stufe find unwabre« ift felbft von zweiter
Stufe, fillt alfo nicht unter fich felbft und kann deshalb wohl wabt
fein. Damit ift einem gewiffermafien rvaffinierteven, aber eigentlich
nicht minder rvadikalen Skeptizismus »2. Stufe« die Tiiv gedffnet,
der feinerfeits die RAusfagen 2. Stufe bezweifelt. Indeffen kann man
diefem Skeptizismus (oder negativen Dogmatismus) 2. Stufe den Ein-
wand machen, das Ucteil 3. Stufe: »HAlle Ausfagen 2. Stufe find un-
wabr« fei ficher falfch, denn von den beiden kontradiktorifch entgegen-
gefetsten Urcteilen 2. Stufe »Hlle Ausfagen 1. Stufe find falfch« und
»Nicht alle Ausfagen eviter Stufe find falich« muf} eines wabr fein.

witr zundcdft eine nicht abbrechende Reibe von Elementen, deren Range
ovdnung der Reibenfolge entfpricht, und dann nodh ein einzelnes Element
denken, das in feinem Rang nac den famtlichen in der Reibe entbaltenen
Elementen kommen foll.«

Hier wird offenbar die Rangordnung ganz kiinftlich definiert (H61ldev
fagt felbft, 1. c. S. 544 oben, von diefer Begriffsbildung, dafl fie »febr kiinft.
lich ift«), aber nicht irgendwie phanomenologifch auf eine einbeitliche konkrete
Rangordnungsrelation begriindet, wie bei uns auf die Relation dev »Eins
fcbacbtelung« der Sdie. Denn in unferer Bezeichnungsweife beifit pn41:
»pn ift velativ wabre.

1) Vgl. die von W. Akermann fiir dic matbematifche Kom~
plikation mdgticher logifchen Formen fiir »transfinite Axiome« eingefiibrten
Rangordnungszablen. (S. Math. Anb., zu § 3, Nr. II.)

2) Vgl. die »theory of logical types» von B.Ruffell und die @bnliche
Theorie von J. Kdnig. — Bei Ruffell und Whitebead (Principia
Mathematica, Vol. ], p. 65) eine dem Textbeifpiel @dbnliche Analyie der Ausfage
»] am lying«, die allerdings dann anders gewandt wird.
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HAlfo find nicht alle Husfagen 2. Stufe falfch, denn jene kontradik-
tovifchen entgegengefeiten Urteile find doch alle beide folche 2. Stufe.

Man kann diefe Hrt Hrgumentation noch weiter fortfeten und
wird fich dann der Leere derartiger Spekulationen in peinlicher
Weife bewufit. Es beftebt daber ein ftarkes Motiv, Argumente die-
fer Art fo umzugeftalten, dafl fie mebr Inbalt bekommen. Man
kdnnte das etwa fo verfuchen: Gebht man von der bekannten Be-
bauptung aus, alle konkrveten in devr Geiftesgefdhichte der
Menfchbheit in der Form von Urteilen geduflerten Meinungen
feien nicht »abfolut wabr«, fondern abhingig von der jeweiligen
biftorvifchen Situation, fo kann man diefe konkreten Urteile als
»Husfagen 1. Stufe« (4,) auffaffen und jene Bebauptung als eine
»Husfage 2. Stufe« (4,). Nun wird doch jene Ausfage 4, auch im Ver-
lauf der Geiftesgefchichte, alfo etwa jett, im Abendland, tatfdchlich
gefillt, fie gehort alfo auch zu den gefchichtlich-konkreten Husfagen
im weiteren Sinn. (Das ift nicht mebr eine blofle leeve Spielerei:
Die Entwicklung der Gefdhichtsichreibung, des biftorifchen und
skulturpbilofopbifchen« Bewuftfeins find felbft geiftesgefchichtliche
Vorginge). Die eben gemachte Betrachtung ift eine iiber eine Hus-
fage 2. Stufe, alfo felbft von 3. Stufe. (Kritik des biftovifchen Bewuft-
feins). Damit hort es aber nicht auf: man kann auf verichiedene
Weife zu Husfagen 4. Stufe iibergehen. (Etwa: Kritik der Kritik
des bhiftorifichen Bewuftfeins, oder Geilchichte der Gefdhichte des
hiftorifchen Bewufitieins ufw.) Man bat alfo hier eine anfcheinend!
inbaltsvolle Iterationsmdglidkeit. Die gr6fiere »Inhalt-
lichkeit« bei diefem lefsten Beifpiel wird erteicht durch die Riick~
wendung auf das konkrvete biftovifche, d. b. letitlich das eigene Da-
fein, fo wie es jeweilig ift. Fiibrt man diefe Riickwendung auf das
eigene faktiiche Dafein durch, fo gelangt man zu der Betrachtung
eines dem Beifpiel der Relativierung nebengeorvdneten Beifpiels der
transfiniten Itevation der Reflexion auf fich felbft. — Zuvor fei jedoch

noch ein andeves befonders anfchauliches Beifpiel einer transfiniten
Stufung angegeben.

B. Die Stufen der Bildgegebenbeit.

Wie andere Modi des vorftellenden (imaginativen) Bewufitieins,
1Adt fich auch die Bildvorftellung itevieven. Hbnlich wie man von
iterievrten Vergegenwirtigungen (Erinnerung an Erinnerungen u. dgl.)
fprechen kann, kann man auc ineinandevgeichachtelte Bildintentionen

1) Das Wabvre und das Scheinbare an jener »Inbaltlichkeit« der Iteration
wird fpdter noch genauer unterfucht werden.
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betrachten: Man kann etwa ein Bild nochmals abbilden und bat dann
ein Bild von einem Bildl. Man kann diefe Komplikation der Inten-
tionalitdt beliebig oft wiederholen und offenbar leicht endliche Stufen-
indices einfiibten. (Bild eines Bildes eines Bildes = Bild 3 Stufe
ufw.) Es fragt fich aber nun weiter, ob auch diefe HArt der inten-
tionalen Iteration fich bis zu einer Stufe mit transfinitem Index
etheben kann. Und ferner liegt die weitere Frage nabe, ob man
eine folche transfinite Iteration (wenn fie mdglich ift) nicht in dem
Falle des Bildes befonders anichaulich vor Augen fiibven kann, viel«
leicht fogar durch geeignete Figuven.

In der Tat find beide Fragen zu bejaben, wie im folgenden
gezeigt wird.

Man nehme ein konkretes Beifpiel:

a) Buf dem Deckel cines Bilderbuches fiivt Kinder fei ein Kind
abgebildet, das ein Exemplar eben des Bilderbudhes, worauf die
Bbbildung fich befindet, in der Hand bhidlt, in der Weife, daBl das
Deckelbild fichtbar ift. Dann wird offenbar auf diefem abgebildeten
Dedckelbild wiederum ein gleiches Kind mit Budch zu fehen fein, auf
deffen Umichlag wiederum ein gleiches Kind mit dem gleichen Bud
(in kleinerem Mafftab natiirlich) evicheint; ufw. ufw. in indefinitum.

b) Oder: man denke an das alte Deutiche Reichswappen (1871 bis
1918), wie es auf Miinzen ufw. abgebildet war. Das Wappen zeigte
einen HAdler mit Bruftichild, das feinerfeits einen (febr #hnlichen)
Adler entbielt, der dann allerdings in feinem Bruftichild eine fchach-
brettartige Figur trug. Man kann fich diefe Darftellung leicht fo
abgedndert denken, dafl 1. die HAdler eine genaue Vertkleinerung
von einander find und 2. jeder Hdler im Schild wieder einen
Adler trdgt.

c) Oder: man denke an einfache geometrifche Figuven; etwa
die folgenden? (Fig. 2—4):

1) Vgl. Hufferl, Ideen zu einer reinen Phinomenologie, z. B. § 100,
S.211. — Hufferl betont bereits »die ideale Mdglicbkeit beliebiger Forts
fiilbrung der Ineinanderichachtelungens«.

2) Andere Beifpiele finden fich fiir mengentbeoretifchen Zwecke z. B.
bei W.H. und G. C. Young, The theory of sets of points (Cambridge 1906),
p. 169, 230, 243ff. ufw. und (wo die Abbildung allerdings nicht geometrifch
dbnlich ift) bei F. Klein, (Autograpbierte) Vorlefungen iiber die Anwen-
dung der Differential- und Integralvechnung auf Geometrie (Leipzig, 2. Rb-
druck, 1907) Seite 218, 225, 242 — 43, 281 —307.

Diefe Vorlefungen erichienen jept auch im Druck in der Courants
fchen Sammlung (Springer-Verlag, Berlin).
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Fig. 2. Fig. 3.

Fig. 4.

HAlle diefe Beifpiele zeigen gewiffe Geftalten (Konfigurationen),
die fich unendlich oft in der Figur wiederholen. Man kann (wie
im ecften Beifpiel (a) evident ift) diefe ineinandergefchachtelten Kon~
figurationen als Bilder von einander auffaffen und kommt dabei
auf Stufenchavakteriftiken von beliebiger endlicher Hébhe.

Bisher ift eine transfinite Stufung noch nicht erveicht. Hber,
wenn man fidh ein Bild der Typen (a), (b), (c) nochmals abgebildet
denkt und diefe Hbbildung nocdhmals ufw., fo erbidlt man Bilder
', (04 1), ufw. Stufe!. Damit bat man alfo wirklich, wenig-
ftens fiir die erften Transfiniten w, w+1, w42 . .. eine anichau-

1) Um ein Kkonkvetes Beifpiel zu baben, nebme man das Bild («) und
denke es fich photograpbiert und dann diefe Photograpbhie etwa im Druck
reproduziert. Man koénnte dies durch eins oder mebrmalige Umrinderung
des Bildes andeuten. Dabei ift allerdings etwas ftérend, dafl der Fortfchritt
der intentionalen Stufung beim inneren Bild nach innen zu gebt, wibrend
er bei den Ridnderungen nach aufl en zu ftattfindet. Diefer Richtungswechfel
findet aber nuv in der, natiitlih fymbolifdcen, Figur ftatt, die Bild~
Intentionen bauen fich ftindig in ein und derfelben Richtung aufeinander.
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liche, in gewiffem Sinne fogar durd eine Zeichnung wiederzugebende
Darftellung ecvreicht.

Noch eine Bemerkung fei binzugefiigt: Es ift klar, dafl in einer
witklichen Zeichnung nur eine endliche (und zwar tedht kleine)
Anzabl Bilder ineinander gefchachtelt werden kann. Huch wenn
man fich ideale Zeichnungen denkt, die bei immer ftirkerer Vet
grdéferung immer feinere Einzelbeiten zeigen wiitden!, kdnnte man
doch diefen VergrdflerungsprozeB de facto nicht unbegrenzte Zeit
bindurdh fortfegen. Es ift aber doch fo, daB die eriten Einfchachte-
lungen den unendlichen Fortgang der veinen idealen Mdglichkeit nach
einfichtig werden laffen. Diefe »idealiter « unendliche Verwicklung
der Einfchachtelung der Bilder bildet man fymbolifch in einer
der befchriebenen Figuren ab. Und auf diefe, in gewiffem Sinn
fymbolifch e Abbildung wird dann das weitere (v, [w + 1] ufw.)
Abbildungsverfabren angewandt. Diefe »Symbolik« ift aber keines-
wegs abftrakt-gedanklich, fondern anfchaulich; — vergleichbar etwa
der malerifchen Dartftellung der »unendlichen« Raumtiefe in ge-
wiffen Bildertn Claude Lotrrains oder der klaffifichen bollandi-
fchen Landichaftsmalevei.

In andever Hinficht mufl aber zugeftanden werden, dal nur
eine endlich e Komplikation im wortlichen, unfymbolifden
Sinn im Bilde »vorbanden« ift, — wibhrend die Verwicklung detr
Intentionalitdt transfinit ift. Wir wevrden diefer eigentiimlichen Ev-
fcheinung wieder begegnen (f. u. S.106fF.) und fie dann in ibret
Bedeutung wiirdigen?.

C. Die Stufen der Reflexion auf fich felbft.

Der Gedanke der Iteration der Reflexion fpielt wie der det
Itevation iiberbaupt in Hufferls »Ideen zu einer reinen Phino-
menologie« eine nicht unwichtige Rolle”. Es findet fich auch dort fchon
der Begriff der » Stufencharvakteviftik «, einer Art »Index, mit
dem jedes Charakterifierte fich als zu feiner Stufe gehSrig bekundet«.

1) Wir baben folche Gebilde bei der Betrachtung der verichiedenen Arten
von rdumlichen Limiten (»Bebarrungs«», »Entfaltungs«-Limiten ufw.)
in unferer Avrbeit im 6. Bd. diefes Jabrbuches (§9, B u. C, § 10) befchrieben.

2) Im Math. Anb., Erg. zu § 5, Nr. V iit ein geometrifches Beifpiel genauer
durchgefiibrt.

3) Vgl. L.c. §38 (S.67); § 77 (S.146 unten); § 78 (S. 148) iiber Itera-
tion der Reflexion; § 107 (S. 119 ff.) iiber iterierte Modifikationen iiberbaupt;
§ 112 (S.226fF.) Iterierbarkeit der Phantafiemodifikation; §100 (S.210f.) Stufen-
bildungen der Vorftellungen in Noefis und Noema; § 101 (S. 211 ff.) Stufen-
chavakteriftiken.
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(S. 212)'. Ganz #bnlich wurde oben die Stufe mit dem Index an
das p oder A bezeichnet.

Wenn von Hufferl audh bereits alle abftrakten Mdglichkeiten
durchdacht und auch fiir beliebig hohe endliche Iterationen
anidhauliche Beifpiele gegeben find (f. bef. S. 211), fo wird doch iiber
die offen endlofe Iteration niemals hinausgegangen und es ift auch
fiir diefen Fortichritt ins Transfinite bei feiner Betrachtungsweife
kein konkretes Motiv aufzuweifen.

Dagegen kann man einen devartigen transfiniten Progreffus aus
einem wirklich lebendigen Motiv herleiten, wenn man auf eine be-
fondere Hrt der Iteration der Reflexion aufmerkfam wird, die
Karl Lédwith in feiner Differtation iiber Nietziche? betrachtet
und als »Paventbefen~Reflexion« bezeichnet bhat. Im Anfchluffe an
Doftojewskijs Erzdblung »Die Stimme aus dem Untergrund«? wird
dort die Mdoglichkeit entwickelt, iiber das eigene Tun und lestlich
die eigene Weife da zu fein in iterierender Weife zu veflektieren.

In diefer Evzdblung wird eine Art Selbftgefpridch eines mit fich
zerfallenen Menichen gegeben, der iiber fich felbft nachdenkt und
alle feine faktifchen Lebensduflerungen. Hud dies, dafl er in diefer
unfruchtbaren Weife iiber fich nachdenkt, ift ein Gegenftand feines
Nachdenkens. Ferner, dafl er iiber diefe feine Reflexion auch noch
nachdenkt und nachdenken kann, wird zum Thema weiterer Reflexion.
Aber auch die Iterationsmdglichkeit felbft wird nach einigen det-

1) Die wichtige Stelle lautet in extenso: »In allen derartigen Stufens
gebilden, die in ihren Gliederungen iterierte Vergegenwirtigungsmodifikas
tionen entbalten, konftituieren fich offenbar Noemen entiprechender
Stufenbildung. Im HAbbildungsbewuftiein zweiter Stufe ift ein »Bild«
an fich felbit als Bild zweiter Stufe, als Bild eines Bildes chavakterifiert. ... .
Jeder noematifchen Stufe gehdrt eine Stufenchavakteriftik zu, als eine
Art Index, mit dem jedes Charakterifierte fich als zu feiner Stufe gebdrig be~
kundet. . . .. Denn zu jeder Stufe gebdren ja mégliche Re-
flexionen in ibr, fo z. B. binfichtlich der in der zweiten Erinnerungs=
ftufe erinnerten Dinge Reflexionen auf die derfelben Stufe angehdtrigen (alfo
in 2. Stufe vergegenwirtigten) Wabrnehmungen von eben jenen Dingen«.

2) »Huslegung von Nieiches Selbftinterpretationen und von Niegiches
Interpretationen« Miinc ener Philof. Differt. 1923 (Mafchinen-Schrift-Exem=
plar in der Miin ch e ner Univerfitits-Bibliothek).

3) »Die Stimme aus dem Untergrund. Aus den Papieren des Untet-
grundmenfchen.« Neu {iiberfeft von Konrad Praxmarer (Berlin, der
weiBe Ritter-Verlag 1923). — Dies ift die getreuefte Uberfeung. In der Pipe -

fchen Gefamtausgabe Doftojewskijs beifit die Erzablung » Aus dem Dunkel der
Grofiftadte.
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artigen HAnfangsgliedern der wiederholten Reflexion erkannt und
wird felbft zum Gegenftand der Reflexion?.

Das Widhtige ift nun, dafl diefe wiederholte (iterierte) Reflexion
bier nicht nur ad boc angeftellt, zum Zwedke der Demonftration
gewiffer komplizierter Strukturmdglichkeiten des Bewufitfeins ev-
funden ift, fondern dem lebendigen Motiv entftammt, der Boden-
lofigkeit und Leeve des eigenen Dafeins zu entfliehen, einen inneven
Halt durdh aufrichtige, fchonungslofe Selbftbefinnung zu finden. Frei~
lich fchldgt gevade bei diefer itevierten Paventbefen-Reflexion die
Abficht fehl und fiibrt im Gegenteil nur zu dem immer troftloferen
Bewufitiein der vdlligen Haltlofigkeit %

Dadurch untecicheidet fich das bier vorliegende konkrete Phéano-
men von den von Huffervl befdhriebenen, die ihre Komplikation
nur einer Art kombinatorifcher Phantafie verdanken. Man kann
wobl in der Hrt, wie es Hufferl beichreibt, derartige Stufenbil-
dungen gelegentlich ein Stiick weit beobachten und dann, dariiber
theovetifierend, ibr Bildungsgefet; erfaffen. Hber es befteht kein
konkvetes, nicht rein erkenntnismidfliges Motiv, die Iteration ins
Endlofe oder gar ins Transfinite weiter zu verfolgen. Dagegen ift
es im Falle der »Parenthefen-Reflexion« die gewaltige Madht des
Fluchtimpulfes vor dem eigenen eigentlichen Dafein, vor der Not-
wendigkeit, fich felbft ins Angeficht feben zu miiffen, die die Fort-~
fegung der Reflexion auf jederv beveits erreichten Stufe evzwingt®.

1) Es beifit beifpielsweife 1. c. (Praxmarer) S. 67; [am Ende einer Wieder»
gabe eines Tagestraumes.]: ». . . Aber wenigftens ift doch alles am Comers
fee gewefen. Ubrigens, jedoch Sie baben ganz recht; es ift wirklich abs
gefchmackt und auch gemein. Das Gemeinfte ift aber, dal ich nun vor Ibnen
angefangen babe, mich zu vechtfertigen. Und noch gemeiner ift, dafl ich jet
diefe Bemerkung mache. Und genug iibrigens jeit, denn fonft hdre ich
iiberbaupt nimmer auf: es wirdimmernoch eins gemeiner
als das andere fein«. — [von mir gefperrt], Hier bat man allo witks
lich eine Reflexion auf einen unendlichen Prozefl, alfo eine Reflexion w ter
Stufe. Die (w-1)te Reflexion findet fich allerdings nicht bei Doftojewskij. —

2) KKLowith ftellt a.a.O. diefe unfruchtbare »Parentbhefen-Reflexion«
(fo von ibm genannt nach den im Text von Doftojew skij in febr charaks
teriftifcher Weife auftretenden Paventbefen, in denen die Reflexionen b&berer
Stufen jeweils ibren Pla) finden) der echten »exiftentiellen« Reflexion gegen-
iiber, bei der fchon die erfte Stufe ernftgenommen wird, und nicht die Intention
der Selbftbefinnung fich in der Betrachtung der piychologifchen Verwidklungs.
mdglichkeiten verliert und damit fich auf der Flucht vor ibrem urfpriinglichen
Ziele befindet. Man vergleiche die fpater im Text im Anfchlufl an Lask ge-
machte Bemerkung. (S.105f.)

3) Diefer Gegenfaty des faktifchen Lebens in der Hlltdglichkeit der »Welt«
und des eigentlichen Dafeins ift von Heid egger einer eingebenden phéno-
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Zugleich — und das ift ebenfalls wichtig — beftebt eine vollendete
Kontinuitit zwifchen dem Schritt von n auf n-+1 und dem von
itgend einem endlichen s zu ©, von da zu w41 ufw. Es ift jedes
Mal genau derfelbe Schritt — phdnomenologifch gefeben —, det
ausgefiibet wird.

Man kann dies ganz klar einfehen, wenn man eine Uberlegung
beranziebt, die E.Lask in feiner »Logik der Pbhilofophie« (Tii-
bingen 1911, S. 112) angeftellt bat. Lask madt bekanntlich den
Unterichied zwifchen einem beftimmten, gewiffermafien als Thema
dienenden »Inbalt« und einer ibn »umgreifenden« kategorialen Form.
»Alle unfinnliche Form ift Geltungsgebalt, d. b. geltendes, von der
Kategovie »Gelten« umkleidbares Material.« Diefes Umkleiden des
Materials mit Form ift offenbar etwas HAbnliches, wie die Reflexion
auf ein beftimmtes Erclebnis»matevial«. Diefes Umkleiden kann
nun ebenfo wie die Reflexion iteriert werden. Wie alles Unfinn-
liche, fo ift auch jede logifche Form Geltungsgebalt, in der Kategorie
» Gelten« ftehendes Unfinnliche. Und wie jede logifche Form, fo
ftebt auch die logifche Form »Gelten« felbft in der Kategovie »Geltene.
Es liegt alfo bier eine Riickbeziiglichkeit (7zegizoorri)) vor. Hber
Lask fabrt fort: »Das ift in keiner Hinficht paradox. Im oberen
Stockwerk find Form wie Matevial beide unfinnlich, und es kann
deshalb dieForm dieferunfinnlichenFormderForm

nicht anders lauten als dieForm devuntecften Form.
Es ift in keiner Weife zirkelbaft, wenn die Kategotrie des Geltens
auf die Kategorie des Geltens wiederum angewandt und vom Gelten
felbft bebauptet wird, es fei ein kategorialer Geltungsgebalt, ein
logifch Geltendes. Man ift hierbei lediglich gleichfam ein Stockwerk
des theovetifchen Sinnes hoher geftiegen! und bemerkt dabei, daB
es in diefem drvitten Stockwerk keine neue Kate-
gotie mehr gibt. Die Form der Form der Form kann ebenfo
wie die Form der Form nur »Gelten« bheiflen. Damit wird allev-
dings der rvegreffus in infinitum zugeftanden. Hber er befagt nichts
anderves, als dafl die Kategotie ins Unendliche Material der Kategorie
zu wevden vermag. . . . . . Und es ift auch ganz in der Otdnung,
dafl die Kategovie des Geltens ins Unendliche in der Kategorie
des Geltens fteht, da ja die Form der Form ins Unendliche unfinn-
lih ift. Vom zweiten Stockwerk an gibt es eben in diefer Hinficht

menologifchen HAnalyfe unterzogen worden (teilweife in Freiburger Vor-
lefungen mitgeteilt, vergl. jett die Abbandlung »Sein und Zeit«).

1) Was bier Lask »Stockwerke nennt, entfpricht genau dem von uns
friiber mit »Stufe« Bezeichneten.
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nichts Neues mebr. Die Kluft zwifchen Sinnlich und Unfinnlich liegt
im unterften Stockwerk, zwifchen Urmaterial und untecfter Form.
Das unterfte und das obere Stockwerk zeigen uns die letsten Gegen-
faglichkeiten in der Rolle des Kategorienmaterials. Mit dem Mate-
vial des zweiten Stockwerks ift die Kluft beveits iiberichritten. Die
iibrvigen Stockwerke diitfen desbhalb von der Kate-
gotienlebtre vernadchlidffigt werden. Ins Unendlidhe
eineLogik derLogikzu fordern, ift allerdingsiiber-
flﬁffig. e e e e

Aus diefen L askfchen Darlegungen geht hervor, dal im Falle
von Form-Inbalt die Iteration zwar mdglich, aber belanglos ift, {chon
die 4. Stufe »Form der Form der Form« bringt nichts Neues gegen-
iiber der 3. Stufe »Form der Forme«.

Wie verbilt es fich damit bei der Reflexion? Hnalog wie bei
Lask zwifchen »Urmateriale und »unterfter Forme« befteht ein
grundlegender Unterichied (»eine Kluft«) zwifchen dem naiven, un-
reflektiecten, geraden Erleben und dem veflektierten. Gebht man
dann weiter, fo ift das Reflektieren auf die Reflexion (1. Stufe)
ebenfalls vom Typus des veflektierten Etlebens iibethaupt. D. b.
die Reflexionserlebniffe alle v Stufen ftehen gemeinfam in einem
beftimmten Gegenfatt zum urfpriinglichen, naiven Etleben!. Nach
der Etkenntnis diefer Sachlage gibt es zwei Moglichkeiten, fiiv die
das Leben fich entfcheiden kann. Entweder: Die Eitelkeit
der itevierten Reflexion iiberbaupt wird erkannt: man bleibt bei der
Reflexion etfter Stufe ftehen und fucht diefe wirklich mit vollem
Etnft zu vollziehen, dem Hnblick des eigenen Selbft nicht auszu-
weichen. Man ftellt fich gewiffermafien der Selbftpriifung. Oder:
man fcheut den Ernft des edbten Vollzugs der Reflexion und fliichtet
fich, diefem Vollzug immerfort ausweichend, in immer neue Itera-
tionen. — Im erften Fall kommt es offenbar iiberhaupt zu keiner
boberen Stufenbildung. Im zweiten aber tritt nun folgende eigen-
tiimliche Wendung ein: Bei wiederholter Iteration wird die Ein-
fdemigkeit der konkreten, aufeinanderfolgenden Iterationsftufen
erkannt. Diefe fiibrt zu dem Gedanken, die unbegrenzte Ite-
rationsmdglichkeit ins HAuge zu faffen, Zabhlbegriffe einzufiibren,

1) Das ift es ja auch, was die Umwendung von der unechten und un-
fruchtbaven »Parenthefen-Reflexion« zur eigentlichen und echten »exiftentiellen«
Reflexion exmdglicht. In diefer Wefensgleichbeit der Reflexionen aller Stufen
zeigt fich eben die Leere der Iteration der Reflexion. Die Hufmerkfamkeit,
beffer die Sorge oder die Bekiimmerung muf fich der urfpriinglichen »Kluft«
zwifchen geradem und veflektiertem Erleben zuwenden.

Hufferl, Jahrbuch f. Philofopbie. VIII 35
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von der Itevation 7' Stufe zu reden ufw. Indem man aber
dies tut, wird die Gefahr drobhend, dal man »ftecken bleibt«, zu
einem feften Standort gelangt, dafl die »Flucht vor der Faktizitit«
ein Ende hat. Der Fluchtimpuls treibt alfo weiter — »iiber das
Unendliche hinaus«! Denn: Die Stufe der Reflexion auf die
Moglichkeit der unbegrenzten Itervation der Reflexion ift die w'®,
die von dem Fludhtimpuls vor der Stillegung auf jener eben ge-~
nannten Stufe weitergetriebene Reflexion die (w4 1)fe

So kommt man alfo tatfdadlich in dem Beifpiel
derPavrenthefen~Reflexion aus konkveten, »hiftori~
fdben«<Lebensmotivenzueiner transfiniten Itevation
der Reflexion.

Man kann gegen die foeben dargelegte ontologifche Interpre-
tation des transfiniten Prozeffes einen Einwand etrheben, der auf
den erften Blick viel fiiv fich bat!, der aber doch, wie wir meinen,
widerlegt werden kann, wobei fich ein tieferer Einblick in die
pbdanomenologifche Struktur des transfiniten Progrefius ergibt.

Betrachten wir den Vorgang der Iteration der Reflexion auf
fich felbft genau, d.h. ganz konkret, fo beobachten wir folgendes:

Ich veflektiere auf meine foeben vollzogene Reflexion, dann
wiederum auf diefe foeben vollzogene Reflexion zweiter Stufe ufw.
ufw. Nadhdem ich fo eine beftimmte endliche Anzabhl, fagen wit =,
ineinandevgefchachtelter Reflexionen vollzogen bhabe, erhebe ich mich
— indem ich mit der Weiterverfolgung der fich immer &fter inein-
anderlegenden Reflexionsakte aufhdvre — auf eine Stufe der Be-
trachtung, die iiber allen diefen ins Endlofe fich umichliefenden
HAkten liegt. Buf diefer Stufe, der w'", ift das Objekt (das Thema
oder die Materie) meines aktuellen Reflexionsaktes, in dem ich jetst
lebe, die gefamte endlofe Folge der friiher vollzogenen Reflexi-
onen. — Zible ich nun die wirklich vollzogenen, foeben einzeln ge-
nannten Reflexionen ab, fo bhabe ich ervftens die n erften nach-
einander vollzogenen und jeweils auf den unmittelbar vorhergeben-
den Akt bezogenen Akte und dann zweitensals(n 4+ 1) Akt die
zulejt genannte Reflexion von angeblich w'®* Stufe. Ich habe alfo
im ganzen keineswegs w (oder ¥,), fondern nur n -1 Reflexionen
wirklich vollzogen. Das gebt auch ganz klar aus der Bemerkung
hervor, dafl dodh jeder Reflexionsakt eine gewiffe Zeit braudht, alfo
in endlicher Zeit auch nur endlich viele Hkte nadcheinander aktuell

1) Ich verdanke die Kenntnis diefes Einwandes Herrn Drv. Frit
Kaufmann.
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vollzogen werden koénnen. — Daraus kann man fchliefen, daBl der
legten Reflexion die Stufen-Charvakteriftik w zu Unredht zugelichrie-
ben wurde, es kommt iht blof der Index » +1 zu. Das beifit:
Die gefamte gefchilderte Lebens-(oder Bewufitieins-)ftruktur ift
gatr nidt transfinit, fondern nur finit: unfere ontologifche
Unterbauung des transfiniten Progreffus erweift fich als eine I1lufion.

Man kann diefen febr ernft zu nehmenden Einwand nicht mit
der billigen Bemerkung widerlegen, die Zeit gehdre nicht in die
Phdnomenologie, fondern in die Pfychologie; bhier bandele es fich
um iiberzeitliche, vein intentionale Strukturen u.dgl. Derartige Lehren
balten wir fiir grundfalih. In unferem Falle ift es wefentlidc,
dafl die Reflexionen nacdheinander vollzogen werden, denn fie
beziehen fich jeweils auf das foeben vom Bewuftfein Geleiftete. Es
ift in der Tat vichtig, daB nur endlich viele Reflexionen nachein-
ander in der endlichen Zeitfpanne, in der unfere Betrachtung voll-
zogen oder verftanden (d. b. mitvollzogen) wird, witklich »gefchehen«
konnen. Und die Zidblung ergibt ja auch einwandfrei, daB es ge-
vade »+1 find. HAlfo ift es audh richtig, dafl die ganze Betrachtung
eine finite Struktur (vom Index 2+ 1) befitit.

Sollte alfo der Einwand Recht bebhalten? Wir meinen nidt,
troty allem.

Denn es ift im Vorhergehenden eine wichtige Untericheidung
nicht beachtet worden: Man mufl die Struktur der Betradhtung
iiber die Ineinanderfchachtelung der Intentionalititen f{orgfaltig
untericheiden von der Struktur diefer Ineinanderichachtelung felber.
Die erfte Struktur ift von finiter, die zweite von transfiniter
Komplikation. Nicht jede einzelne Intentionalitit, die »vorbanden
ifte, d. b. im Sinn des Phanomenzufammenbanges notwendig liegt,
mufl auch einzeln betrachtet werden. Sind unendlid viele Inten-
tionalititen in einem Pbhinomenzufammenbang »vorbanden«, — fo
kénnen fie gar nicht einzeln betrachtet werden.

Dies evicheint vielleicht auf den erften Blick erftaunlich, aber
die gleiche Sachlage liegt bei jedem Hotizontphdnomen vor.
Nadh einer grundlegenden Erkenntnis Hufferls ift es gerade das
Wefen des endlofen »offenen Hotizontes«, des »und fo weiter«, daf§
unendlich viele Glieder »vorliegene«, die aber mit einem Blick iiber-
fchaut werden. Die Behertichung des Unendlichen durdh einen
endlichen »Gedanken«, das ift der Sinn jedes »Hotizonts«,

1) Mathematifch entfpricht diefem Hotrizontphdnomen nicht die Wabl-
folge, fondern die gefetymifige Folge.
35*



548 Oskar Bedker. [108

In unferem Falle ift nun in der Folge der zuerft betrachteten
n Reflexionen ein Hovizontphidnomen zugleich mitgegeben. Wir
batten ja fchon vorbin (S. 105) dargelegt, dafl gerade das Bewuft-
fein des gleichférmigen weiteren Fortgangs das Motiv fiit das
Unterlaffen der Weiterverfolgung diefes Fortgangs ift. Sobald
die Anwendbarkeit der Kategorie »Und fo weiter« gefichert ift, ift
eine Weiterverfolgung in concreto in der Tat iiberfliiiffig und lang-
weilig. (Hegels »ichlechtes Unendlich<.) Das beifit: Die in der
»Betrachtung« (n - 1)'® Reflexion kommt nur zuftande, infofern die
Endlofigkeit der Kette der friiher vollzogenen und der in Fort-
fepung dev urfpriinglichen Vollzugstendenz weiter
vollziehbavren Reflexionen eingefehen wird. Der Ubergang von
devr in der »Betrachtung« 7" Reflexion zur (14 1)*" ift ein fei-
nem intentionalem Sinn nach toto coelo andevrer Schritt
als der Ubergang von der entfprechenden (12 — 1)'™" zur 1'" Re-
flexion. Die transfinite Komplikation der intentionalen Strukturen
bleibt durchaus beftehen®.

HAber trotdem ift die Etwdgung des Einwands nicht obne Nutien.
Denn f{ie bat auf die neue, bisher nicht beachtete, phdnomenologifche
»Schicht« (oder »Dimenfion«) der fogenannten »Betrachtung der Re-
flexion« aufmerkfam gemacht. Diefe neue Schicht bat die grund-
fapliche Bedeutung, daf fie den finiten Mechanismus ans Licht
zieht, der die transfiniten Struktuven in ibhver eigentiimlichen Be-
wegtheit gewiffermafien fteuevt, der dem endlichen Menichen-
geift ibve Beberrichung ermdglicht?. Das Gefety, das den trans-
finiten ProgreB rvegelt, ift feinem Inbalt nach finit, wie jeder Inhalt
des Bewufltfeins finit ift. Das ift gewiffermafien die Kebhrfeite der
anderen von uns immer wieder bhervorgehobenen Tatfache, daf

1) Auf eine ganz #dhnliche Sachlage ftieBen wir bei dem Beifpiel der
ineinandergeichachtelten Bilder, das friiber verwandt wurde (f. oben S. 98ff.).
Wir wiederbolen nochmals den entfcheidenden Punkt: Es ift natiiclich un-
moglich, unendlich viele ineinandergeichachtelten Bilder wirklich zu zeichnen.
HAber der »Logik der Sache« nach miiffen unendlich viele Bilder vorbanden
fein. Wenn z. B. der kleine Junge auf dem Deckel des Bilderbuches ein
genaues Bild eben diefes Bilderbuchs in der Hand balten foll, fo muf fich
diefe Beziebung ibrem eigenen Sinn nach endlos fortpflanzen. Wir »feben»
da deutlich die unendliche Stufung der Bilder ibrer Idee nad, dem
Sinne ibrer Intention entfprechend. Hber ebenfo deutlich fehen wir — mit
den Augen —, dafl nur eine ganz kleine Zahl von Stufen, vielleicht 4 oder 5,
witklich kdrperlich vorliegt. Beides widerfpricht fich keineswegs.

2) Man kdnnte diefen »Mechanismus« mit O. Héldevr (Die matbe=
matiiche Methode, Berlin 1924, §§ 116, 117) als »Uberbauung« bezeichnen.
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pbanomenal das Unendliche immer ein offener Horizont, ein endlofer
Prozef ift!. (Vgl. Math. Bnb. zu § 5, 1V. [llber Brouwer.])

Nachdem der Einwand gegen unfere ontologifche Interpretation
des transfiniten Progreffes nunmebr erledigt ift, wollen wir die
Tragweite und die Frudtbarkeit diefer Interpretation erSrtern.

Zu diefem Zwecke ftellen wir folgende beiden Fragen:

Fiibrt die gefchilderte Motivation nun wirklichzu allenCantort-
fchen Transfiniten? Und wie verhdlt es fich mit der paradoxen
Ordnungszahl W?

I. Um die erfte diefer Fragen zu beantworten, liegt es nabe,
auf die beiden »Erzeugungsprinzipien« Cantors
binzuweifen. Diefe find gegeben datin, dafl

1. zu einer votrbandenen fchon gebildeten Zahl eine Einbeit
binzugefiigt witd,

2. »wenn irgend eine beftimmte Sukzeffion definierter ganzer
vealer Zablen vorliegt, von denen keine grdfite exiftiert,
auf Grund diefes zweiten Erzeugungsprinzips eine neue Zabhl
gefchaffen wird, welche als Grenze jener Zahlen gedadht,
d. b. als die ibnen allen ndcditgeofite Zahl definiert wird«?2

Diefe beiden Erzeugungsprinzipien find nach Cantor derart,
»dafl durdh ihre vereinigte Wirkung jede Schranke in der Begriffs-
bildung vealer ganzer Zablen durchbrochen werden kann.«?)

Man fiebt nun leicht, daBl diefen b eid e n Erzeugungsprinzipien
bei dem Vorgang der Reflexion im Grunde derfelbe Schritt detr
Zuriickbiegung der Intention auf fich felbft (das ift ja eben ve-flexio!)
entfpricht: einmal, beim Fortichreiten von der " zur (8+ 1)*" Stufe,
durch Reflexion auf das foeben vorhergegangene » geradeaus gervichtete «
Erlebnis, das andere Mal, beim Fortfchreiten von einer endlofen
Reibe von ineinander gefchachtelten Reflexionen zur Grenze diefer

1) Mathematifch driickt fich diefer eigentiimliche Sachverbalt in der
bei der Kritik der Ackermannicen Theorie befprochenen Tatfache
aus, daBl die Reibe der transfiniten Ordinalzablen gewiffermafien in der
Richtung nach riickwirts finit ift, d. b. man kann von jeder transfiniten Zabl
viickwirts in endlich vielen Schritten zur Eins zuriidkgelangen, weil dabei:
eben alle Limesiiberginge gewiffermafien »iiberfprungen« werden, wibrend
fie nach vorwirts durch den Grenzprozef »iiberklettert« werden miiffen.
Diefen Umftand will A k et m ann benuen, um feine eigentlich transfiniten
Betrachtungen als finit auszugeben. Aber finit daran ift nur die »liberbauung-,
nicht die betrachtete Materie felbft. Vgl. Matbh. Anb. zu § 3, II.

2) G.Can tor, Math. Ann. XXI,S.577. Weiteres iiber fich bier anfchliefliende
mathematifchen Fragen f. § 5alV und Math. Anb. zu § 5, 1] u. VI.

3) L c. S. 547.
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Reihe, durch Reflexion auf den Vollzug der Erfaffung der Gefetilichkeit
diefes endlofen Prozeffes. Man kann alfo mit Recht fagen, dafl das
gefchilderte konkrete und konkret motivievte Phdnomen der
»Reflexion« als phdnomenologifcher Unterbau beider Cantorficer
Evzeugungsprinzipien dienen kann. (Vgl. Math. Anb. zu § 5, I).

Es ift vielleicht noch ein weiterer Schritt moglich: Verfucht man
fich in dieCan t ot fchen Gedankengidnge felbft (wie fie in der »Mannig-
faltigkeitslebre« im XXI. Band der »Mathemat. Annalen« niedergelegt
find) hineinzudenken, fo erkennt man, daf das, was man eigentlich
vollzieht, eine Hrt »Reflexion auf das foeben Getane« ift — foweit
wenigftens das zweite Etrzeugungsprinzip in Frage kommt. Denn
um zur »Grenze« iiberzugeben, mufl man fich die GefetmiBigkeit
des veihenbildenden Prozeffes, der die Reibe konftituiert, deren Limes
man fucht, vor Hugen balten. Das ift aber nur mdoglich durch Re-
flexion. Ift diefe Buffaffung vichtig, fo ift die phdnomenologifche
Hnalyfe der Reflexion nichts andetes als ein analyfierendes Bewufit-
machen deffen, was in der mathematifchen Limesbildung eigentlich
fchon latent vorhanden war.

II. Die zweite Frage war nach der Pavradoxie dert
Menge W. In der Tat ift diefe Frage fiit die gegenwirtige Be-
trachtung von enticheidender Bedeutung und keineswegs nur die
fpielevifche Befchdftigung mit einem fpifindigen Sopbisma. Denn,
wenn es witklich gelungen ift, der Reibe der Cantorfchen Trans-
finiten ein konkvetes Phidnomen unterzulegen, miiffen Widerfpriiche
innecbalb diefer Gegenftindlichkeit unmdoglich fein. Ein abftrakt
durch beftimmte HAnnabmen poftuliertes bzw. konftruiertes Gegen-
ftandsgebiet kann an Widerfpriichen leiden, ibm gegeniiber bat dabhetr
der Nachweis feiner Wideriprudsfreibeit einen guten Sinn, —
aber eine pbanomenologifch aufweisbare Entitdt ift eo ipfo widet-
fpruchsfrei. Wenn {ich alfo die Antinomie von Buvali-Forti
nicht aufkldren und zum Verfchwinden bringen liele duvrch ein-
fache konkrete Verfolgung der phdnomenalen Ge-
gebenheiten, fo wire das ein fehr triftiger Grund, die Richtig-
keit der in Frage ftebenden phanomenologifchen Hnalyfe anzu-
zweifeln.

Die beiden Cantoticen »Erzeugungsprinzipien« durchbrechen
jede Schranke bei der Erzeugung der transfiniten Zablen. Das
2. Prinzip fcheint zur gréfiten Ovdnungszabl W (dem Ordnungstypus
der Menge aller Ordnungszablen) zwangsliufig zu fiibven. Hat
man aber einmal W eingefiibrt, fo ermdglicht das 1. Erzeugungs-
prinzip den Forctichritt zu W+ 1, womit die angeblich »grdfte« Ord-
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nungszabl W iibevichritten ift. Dies ift, nochmals wiederbholt, die
Burali-Fortifiche Antinomie.

Gebht man nun zuriick auf die konkreten Phanomene der »Refle-
xion<, die den beiden abftrakt-formalen Erzeugungsprinzipien
Cantots untergelegt wurden, fo ift offenbar die enticheidende Frage:
Welches konkrete Reflexions-Phanomen entipricht
der Ovrdnungszahbhl W? Es miifite dies diejenige Reflexion E(W)
fein, die auf alle mdglichen Reflexionsftufen zuriickblickt, fich auf
fie »zuriickbiegt«. — Gibt es eine folche Reflexion d. h.: Ift fie als
ein konkretes Phdnomen aufweisbar?

Es muf} daran ervinnert werden, daB jede Reflexion fich bezog
auf den jeweils vollzogenen geraden Hkt, das jeweils unmittelbar
vorher vollzogene Erleben. Diefes Erleben konnte von zweierlei
Arct fein:

1) Entweder war es ein einfacher gevader Hkt, ein einfaches
fchlicht vollzogenes Erlebnis. (Dem entfpricht formal die Anwendung
des erften Erzeugungsprinzips, der Ubergang von « zu a4 1).

2) Oder: es war die Ecfaffung einer beltimmten gefemifigen
Reihe mdglicher Einfchachtelungen von Erlebniffen (nicht unmittelbar
einander umiclieflender Einfchachtelungen, fondern einander irgend-~
wie, in itgendwelchen » Hbftdnden«, durch irgendweldche Vermittlungen
einfchlieBender Einichachtelungen.) Diefe offene, in ibrem mdglichen
»Wevrden« erfafite Reihe wurde durch die Reflexion zu einem
Gefamterlebnis zufammengefafit. (Dem entfpricht formal die Anwen-
dung des zweiten Erzeugungsprinzips, der Ubergang von der
Reibe ®g+++ @, -.+ @5... zu ibrem Limes.)

Audh im zweiten Fall beziebt fich aber die Reflexion auf ein
ins HAuge gefafites beftimmtes Reibengefet,’ fiir das keine obeve
Schranke exiftiect: in dem Sinn, dafl keine ins Auge gefafite Reihen-
entwicklung die legte ift, daB die fortgefeite und ftets fortiegbavre
Reflexion immer auf neue weiter veichende Reibengefetie fiihrt.
(Dies duBlert fich in der Cantorichen Symbolik in dem Auftreten
immer neuer Verkniipfungsfymbole und der Einfiihrung immer neuer
Buchftaben wie w, ¢, 2.... ufw. ufw.)

Aber niemals kann die Reflexion fich auf alle in diefer Weife
»moglichen« Reihengefetie iiberhaupt beziehen. Diefe fiigen fich
nicht zu einem »Gefamt-Reibengefe« zufammen. Odev vielmebhr:
genauer ausgedriickt verhilt fich die Sache fo: die nadheinander

1) »Reibengefey« bedeutet bhier und im folgenden nicht obne weiteres
dasfelbe wie »Funktionsgefety«. S. Math. Anb. zu § 5, Il (Bem.zu Hilbert).



552 Oskar Bedker. [112

eingefiibrten Reihengefeje verbalten fich wie Hnfangsftiick und
Fortfetung, die friiber eingefiibrten Gefetie find in allen nadchfolgen-
den aufgeboben, d.b. bewabrt (Hegel), fie bilden das Gefety des
HAnfangsftiicks der nach dem hdheren Gefety gebildeten Zahlenteihe.
So fiigen fich allerdings alle nacheinander zu Tage tretenden Gefetie
zu einem einzigen zufammen, aber diefes ift niemals in feiner Voll-
endung gegeben, fondern immer im Werden begriffen (duvrduer ov),

Das ift nun freilich auch bei den einzelnen konkreten Gefeien
der Fall, aber es befteht folgender entfcheidende Unterichied:
das jeweils neu eingefiibrte Reibengefety, das durdh eine neu ein-
gefiibrte trvansfinite Zabhl bezeichnet wird, ift feinem Charakter
nach eben duvch diefe Bezeichnung eindeutig gekennzeichnet (wobei
natiitlich diefe Bezeichnung jeweils die Beziebhung zu fchon friiber
eingefiihtten Zablen eindeutig feftlegen mufl). Der Fortichritt zu
immer neuen, erweiterten Reibengefeien ift nur mdoglich durch die
Einfiibrung immer neuer Symbole und immer neuer (rekurvent
definierter) Verkniipfungsprinzipien zwifchen ibnen. Um einen
folchen Fortichritt zu evzielen, ift es alfo notwendig, gewiffermafien
immer neue Mannigfaltigkeitsformen einzufiibren. (Wie das fehr deut~
lich aus Veblens und Mablos Arbeiten! iiber die Fortfegung der
Reihe der Transfiniten bhervorgebt. Soldhe Hrbeiten widren ja gar
nicht finnvoll, wenn ein medanifch zu errechnendes Gefety fiir
alle mdglichen derartigen Bezeichnungen exiftiecte®.) Es gelingt
alfo prinzipiell nicht, ein Univerfal-Gefety aufzufinden, das die
gefamte Reibe der transfiniten Zablen, wie fie durch die beiden
»Evrzeugungsprinzipien« zuftande kommt, beberrichte. In der Ter-
minologie der Intuitioniften ausgedriickt: Die Folge der fuk-
zeffive einzufiibrenden formalen Reibengefetze ift
eine werdendeFolge, derten »Zukunft« nicht voraus-
febbar ift.

In Bnbetradt diefes Tatbeftandes hat es keinen
Sinn, von der Mdglicdhkeit einer konkreten phédno-
menalen Unterbauung der Zahl W zu reden.

Diefer Zabhl W entipricht nur detr gdnzlich unbe-
ftimmte sfreie« Horizont des von den beiden Et-

1) Trans. Am. Matbh. Soc. 9; Lpz. Ber. (math. Kl.) 63, 64, 65. (Zu Veblen
vgl. Math. Anbang zu § 5, VI B.)

2) Es liegt alfo auch bier wieder der fchon friiber (in § 4 a) befprochene
Fall vor, dal die Mathematik die Kunft ift, frei werdende Folgen gefetlich
zu beberrichen oder das Unendliche mit endlichen Mitteln auszudenken.



113] Matbematifche Exiftenz. 553

zeugungsprinzipien ins Endlofe weitergetriebe-
nen transfiniten Prozeffes.

Man evvidt, daB die pbhilofophifch (d. h. ontologifch) lefte Be-
deutung diefes fo zur Gegebenbeit gebrachten transfiniten Prozeffes
darin befteben wird, dafl in ibm das Phinomen des Endlofen,
des Vorftofles in die unbekannte Zukunft zu feiner zugefpitjteften
begrifflichen Geftalt kommt, — daf} in ihm das formal-anzeigende
Schema des wabrhaft Unendlichen in Evicheinung tritt, das niemals
— wie Hegel fo oft eindringlich auseinandevgefeyt hat — mit der
durch die gewdhnliche Zablenteibe fchematifierten »fchlechten Un.
endlichkeit« verwedhfelt werden davf. (Dies wird erft fpidter ndber
unterfucht werden.)

Es ift offenbar widerfinnig, diefen fo verftandenen »freien«
transfiniten Prozefl »fortfejen« zu wollen. Die Stufe der Reflexion
iiber diefen Prozef, die man mit dem Index W 2zu bezeich-
nen verfucht ift, fteht nicht auf der gleichen Linie mit irgend einer
andeven Reflexionsftufe. Der W-.Prozefl kann nidht vollzogen
wetden, wie fonft ein a-Prozefl oder ﬂ-Prozeﬁ.

Es ift daber feblerhaft, diefe Stufe durch einen Index W
in Analogie mit dem Index « oder S zu bezeichnen. Wenn man
dies doch tun wollte, fo wire es unvermeidlich, aud iiber diefe
Reflexion, iiber ibre Mdoglichkeit ufw. zu veflektieren und man kdme
unweigetlich zu einer »fupra-transfiniten« (ultrafiniten) Reflexions-
ftufe mit dem Index W+ 1. Hber damit bhédtte man eben den W,
Prozefl zu einem endlich dharakterifiecten «- oder f-Prozef um-
gebogen, feinen »freien« Grundcharakter zu einem gefemifligen
denaturiert — d. b. den Grundfinn des durch W fymbolifierten
Phinomens miflverftanden.

Bezieht man diefe Betrachtung auf die konkvrete Lebens-Be-
deutiamkeit der »Paventbefen-Reflexion« zuviidk, fo ecricheint das
W als Symbol der vollendeten, radikalen »Bodenlofigkeit«!
des fo in »Paventbefen« rteflektierenden Lebens. Das eigentiim-
liche Gefiibl des Schwindels, das den einfichtigen Betrachter hier
ergreift, deffen Ausdruck in gewiffem Sinne die Antinomie von
Burvali-Forti ift, ift edbt, es beweift die Unmdglichkeit, daf
das Leben wahtbhaft vor fich felbft entfliechen kann, — daB es auf
dem Wege der itevierten Reflexion jemals zur Rube kommt.

1) Der Begriff der Bodenlofigkeit ift vom Grafen Paul Yord in
die Philofophie eingefiibrt worden; vgl. den Briefwedhfel Dilthbey.Yorck
(Halle, Niemeyer, 1923) und die demnidcft in diefem Jabrbudch ericheinende
Arbeit von F. Kaufmann: »Die Philofopbhie des Grafen Yordke.
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Anmerkung.

Es ift von biftovifchem Inteveffe, auf zwei HufBlerungen
Sdhellings aus feiner erften Periode aufmerkfam zu machen, die
mit bewunderungswiirdigem Scharffinn den Grundgedanken dev
transfiniten Iteration der Reflexion auf fich felbft und zugleich da~
mit die wefenbaft bier auftretende HAntinomie, die wir beute mit
dem Namen Burvali-Fortis bezeichnen, vorausabnen.

1. Ideen zu einer Philofophie der Natur, Ein«
leitung zur 1. Auflage (1797) [Gef. Werke, HAbt.1, Bd.II, S. 16]:
»Indem ich frage: wie kommt es, dafl ich vorftelle, erbebe ich
mich felbft iiber die Vorftellung; ich werde durch diefe Frage
felbft zu einem Wefen, das in Anfehung alles Votftellens fich ur-
fpriinglich frei fiiblt, das die Vorftellung felbft und
den ganzen Zufammenbang feiner Vorftellungen
unter fich erblickt. Durch diefe ganze Frage felbft werde ich
ein Wefen, das, unabhidngig von dufleren Dingen, ein Sein in fich
felbft bat.«

2. Briefe iiber Dogmatismus und Kritizismus,
[Werke, Abt. 1, Bd.I, S. 320, Anm. 1; S. 60 der Originalausgabe]: »Daf}
wir unfers eigenen Iths nie los werden kdnnen, davon liegt dev
einzige Grund in der abfoluten Freibeit unfers Wefens, kraft welcher
das Ich in uns kein Ding, keine Sade fein kann, die einer
objektiven Beftimmung fidbig ift. Dabher kommt es, dafl unfert
Ich niemals in einer Reibhe von Vorftellungen als
Mittelglied begriffen fein kann, fondern jedesmal
vor jede Reibe (!) wiederum als erftes Glied tritt,
das die ganze Reibe von Vorftellungen fefthdlt: dafl
das bandelnde Ich, obgleich in jedem einzelnen Falle beftimmt,
doch zugleich nicht beftimmt ift, weil es namlich jeder objek=
tiven Beftimmung entflieht, und nur dutr {ich felbft beftimmt
fein kann, alfo zugleid das beftimmte und das be-
ftimmende ift«. (Die ganze Sidie betreffenden Sperrungen
find von mir, einzelne gefperrte Worter ftehen fchon fo im
Original.)

Diefe Stellen, von denen die zweite, zeitlidh friibeve (1795) die
klaveve ift, zeigen, daB Schelling die Idee einer transfiniten
Itevation dev veflexiven Intentionalitdt berveits lange vor G. Cantorv
klar vor fich fah, natiirlich ohne fie matbematifch zu erfaffen.
Denn, wenn das Ich »jedesmal vor jede Reibe wiederum als ecftes
Glied tritt« bedeutet das (in fpiegelbildlicher Verkehrung gewiffer~
maflen, fodaBl alfo die Inverfen woblgeordneter Typen *w, 14 *®
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ufw. erzeugt werden) offenbar nichts andeves, als den Fortichritt
von dem einer Transfiniten vorausliegenden Abichnitt zu diefer felbft,
ein Fortichrittsprinzip, weldches die beiden Can t o v fchen Erzeugungs-
prinzipien in eins zufammenfafit?.

Befonders inteveffant ift aber der im lesten Saty liegende Hin-
weis auf die Buvali-Fortifche Antinomie: das I ift zwar »in
jedem einzelnen Falle beftimmt«, namlich als unmittelbar »vor« det
ganzen jeweiligen Reibe feiner Vorftellungen unfichtbar (nach
Hufferls Husdruck »anomyme) ftehend. D. h. jede Transfinite
folgt ihrem Hbichnitt oder jedem Hbichnitt folgt unmittelbar eine
eindeutig beftimmte Transfinite. Trotdem ift es doch — vom ein-
zelnen Falle abgefeben — nicht ein fiiv alle Mal »objektiv« beftimms
bar, es entfliebt ftindig, d. h. zu jeder Reibe von Ovrdnungszahlen
gibt es eine groBere, die Reibe alletr Ovdnungszablen kann nicht
als Objekt feftgelegt werden. Vielmebr ift das I letstlich »zugleich
das beftimmte und beftimmende«, d. h. wollte man dem Ich abfolut
genommen, die maximale Ordnungszabl T} entfprechen laffen, die
allen iibrigen Ovdnungszablen nachfolgt, es alfo rein »beftimmend«
fein laffen, fo ergédbe fich fofort, da es eben durch diefe Gedanken-
wendung audh fhon zum Gegenftand der Betrachtung gemadht, alfo
»beftimmt« wire, fodad das »anonyme«, es beftimmende Ich bereits
wieder »vor« es getreten widre — entfprechend dem Fortichritt
von W zu W4 1.

Die Antinomie von Burali-Forvti 16ft fich alfo ontologifch
dabin, daf} ibre latente Vorausfeiung, es lieflen fich alle Ordnungs-
zabhlen iiberbaupt zu einem HAbicnitt zufammenfaffen, ivctiimlich
ift; es a8t fich nur jed e beliebige Ordnungszabl zufammen mit famt-
lichen ibr vorbergebenden in einem Hbidnitt zufammennebhmen.
Die Transfiniten zdblen eben nicht Reiben von Dinge n (»Objektens,
»Sachen«) ab, fondern Reibhen veflektiver Ichakte und es ift ontolo-
logifdh durchaus nicht paradox, fondern geradezu evident, daff die
Gefamtheit derartiger Ichakte nicht einen beftimmten ftarren Um-
fang bat. Denn die HAnnabme einer »umfangsdefiniten Mannig-
faltigkeit« von Ich-Reflexionen wiirde die » Freiheit« des Ih
aufheben.

Die Betrachtung Schellings gebt natiirlich auf Kants Begriff
der transzendentalen Hppervzeption zurviick (sDas »Ich denke« mufd
alle meine Vorftellungen begleiten kdnnene), aber das eigentiims.

1) Vgl. dazu v. Neumann, auf deffen Arbeit im Math. Anbang, zu
§ 5, Nv. I ndber bingewiefen ift.



556 Oskar Bedker. [116

liche Prinzip der Uberfdhreitung jeder (auch unendlichen) Vorftellungs-
reibe findet fich nur bei Schelling.

Das Vorftehende zeigt, daf der Grundgedanke des transfiniten
Prozeffes in den Grundanichauungen des deutichen Idealismus tief
verwurzelt ift. (Es gibt allerdings fchon in der antiken Philofophie
eine Iteration des Seinsbegriffs [am friibeften wobl bei Plato,
Parmenides 142 B — 143 B], die zu einer transfiniten Wiedetholung
ausgeftaltet werden kénnte.)

III. Die mathbematifchen Theorieniiber die Menge W.

Nach diefer Abfchweifung ins eigentlich pbhilofophiiche Gebiet
kebren wir jett zu den mathematifchen Theovien zuriick. Es ift
namlich offenbar von Widchtigkeit, die foeben gegebene »Erkliarunge«
des Paradoxes der Zabl W mit den in der mathematifchen Wiffen-
fchaft hervorgetretenen » Aufléfungen« diefer Antinomie in Beziehung
zu fefjen.

Da ift nun zunddit eine Huflerung anzufiibren, die fchon vor
den eigentlichen »Loéfungs-Theotrien« der mengen-theoretiichen Anti-
nomien getan wurde: Heffenbevrg (Grundbegrifie der Mengen-
lebre § 99) fagt ndmlich: »Das Paradoxon der Menge W evinnert
an diejenigen HAntinomien, die nach Kant entfteben, wenn wir die
Natur als abgefchloffenes Ganze betrachten. Nach Fries entfpringt
ferner die Unendlichkeit des Raumes, der Zeit und der Zablen audh
davaus, daf} fie als formale Bedingungen der Erfahrung deren un-
vollendeten Charakter widerfpiegeln miiffen..... Die Menge aller
Dinge ift kein abgefchloffenes Ganze, weil unfere Erkenntnis jedet-
zeit unabgefcloffen ift, und die Menge W ift als formales
»Gervippe« des unvollendbaren Prozeffes der
Bildung wohlgeordneter Mengen felbft unvollend-
bar«!, Heffenberg bat mit dem fcharfen Blick des an Kant
gefchulten Forfchers des Wefentliche bereits gefeben, wenn er aud
nicht den Mut batte, daraus die notwendigen Konfequenzen zu
ziebhen, vielmebr ausdriicklich ablebnt den eben angefiibrten Gedanken
fiir eine »Lofung« des Paradoxes zu etkldren.

Buch alle fpdteren »Ldfungen« der Antinomie von Burali~
Forti haben das Gemeinfame, daB fie die vedhtmiBige Exiftenz
der Menge W leugnen. Zum Teil wird das erreicht durd eine
axiomatifche Begriindung der Mengenlehre, bei der gleich bei der
impliziten Definition des Mengenbegriffes durch die Bxiome

1) Lc. S.147/48 (633/34).
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dafiiv geforgt wird, daB W keine zuldffige Menge dacftellt (Zermelo,
Fraenkel, v. Neumann). Zum andern Teil ftiitgt man fich
auf eine Theorie der logifchen Typen (B. Ruffell und in etwas
abweichender Weife auch J. Kénig). Diefe zweite Hrt der
»Lofung« (denn die erfte ift ja nichts als eine Vermeidung des ge-
fabrlichen Gebiets iibethaupt) bat viel Hbnlichkeit mit den im
votigen ausfiibrlich betvachteten Ineinandecichachtelungen von Hus-
fagen, mit den Stufenchavakteriftiken ufw. In der Tat ift dev Be-
griff der »Stufe« im wefentlichen derfelbe wie der des »logifchen
Typus« im Sinne Ruffells. (Hufferl beziebt fich nicht auf Ruffell,
da er von ganz andeven, viel allgemeineren Motiven her, namlich
phanomenologifchen, auf die »Stufencharakteriftik« gefiibrt wurde).

Ruffells und Kénigs (frithere) Theorien untericheiden fich
dadurch, daf der erftere nur endlich e Ordnungszablen (Indizes)
der Typen zuliBt, devr zweite auch transfinite (wie wir oben
aud).

Die Formulierung Ruffells ift fo eigenartig, daB fie angefiibrt
zu werden verdient!. Der Hauptpunkt ift, dal es zwar >diefelbe
Behauptung« in allen Typen (auf allen Stufen) geben kann, aber
daB keine Mdglichkeit beftebt, diefe Tatfache in Form einer Be-
bauptung auszudriicken. So werden z. B. die logifchen Grundaxiome(!)
der Reibe nad, je nach Bedatrf, in immer hShere »Typen« einge-
fithrt: » Wit kdnnen von jedem neuen Funktionstypus (= Satftufe)
bandeln, ohne die Tatfache in Riickficht zu ziehen, dafl es fpateve
(hdhere) Typen gibt. Durch die fymbolifche Hnalogie »feben«
wir, dafl der Proze unbegrenzt oft wiederholt werden
kann«. — »Wenn wir in irgend einem Stadium von einer Klaffe
zu bandeln wiinfchen, die definiecrt ift durch eine Funktion vom
30000 ften Typus, fo werden wir unfere Schluweifen und Annahmen
30000 Mal zu wiederholen haben. Hber es befteht immer noch
keine Notwendigkeit, von der Hierarchie (der Typen) als von einem
Ganzen zu fprechen, oder vorauszufegen, dafl Husfagen gemacht
werden kdnnen iiber ‘alle Typen’e.

Befonders mevkwiirdig ift die (an verfchiedenen anderen Stellen
fih wiederholende) Husdrucksweife: »wir fehben<, wo doch diefes
»Seben« nicht legitim ausgedriickt werden kann. Ruffell zeigt zwar,
dafl man bei konkreten Beweifen immer fchrittweife vorgehen kann
und alfo die Ausfagen iiber jenen »gefebenen« Sachverhalt nicht

1) B.Ruffell und A.N.Whitebead, Principia Mathematica, Vol.1l,
p. X1, XII, XIII, XV; das Zitat fteht auf p. XI (von mir iiberfest).
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braudt, — aber wenn auch der mathematifche Logiker auf diefe
Weife die »gefdbrliche« Zone vermeiden kann, fo bleibt das in ibr
liegende Problem doch beftehen und ibm kann von dem tiefer For-
fchenden nicht ausgewichen wevden.

Die Léfung von Burvrali-Fortis Hntinomie wird von
Ruffell folgendermafien ausgedriickt!: » ..... eine Reibe ift eine
Relation und eine Ovdinalzabl ift eine Klaffe von Reihen . ... Dabetr
ift eine Reibe von Orvdnungszablen eine Relation zwifchen Klaffen
von Relationen und ift vom hdherem Typus als irgend eine detv
Reiben, welche Glieder der fraglichen Ovdnungszabl find (die ja eine
Klaffe ift). B.-F.s »Ovdnungszablen aller Ovrdnungszablen« muf
die Ovdnungszabl aller Orvdnungszablen eines beftimmten Typus
fein, und mufl daber von hdherem Typus fein, als irgend eine diefer
Ovdnungszablen und es liegt kein Widerfpruch darin, daf fie grdfler
als jede beliebige von ihnen ift.« Obwobl unfere Stufenbildung auf
einem andeven Prinzip als die Ruffells berubt, fo ift doch diefe
Formulierung ganz analog der unfrigen: auch bei uns konnte der
Ordnungszabl W kein Stufenindex zugeotvdnet wevden. —

In feinem letsten Werk »Neue Grundlagen der Logik, Arithmetik
und Mengenlebre«? (das eigentlich den Titel »Syntbetifche Logike«
tragen follte!) bat J. KSnig eine abweichende Ldfung derfelben
HAntinomie gegeben (S. 254 ff.) Befonders wichtig ift Anmerkung 3
zu S. 254, wo es bheifit: »Wenn wir >die Menge der Ordnungs-
zablen« 1/ genau betrachten, fehen wir, dafl die Ervlebniffe, die
dem die Menge W definietenden Denkbereih (W) angehdren,
durchweg Mengen- und Ovdnungsrelationen find .. . .. In
diefen Erlebniffen . . . . findet fich aber keine Spur der Tat-
fache, dafl die Menge alle Otrdnungszablen als Elemente
enthdlt. Evft wenn wiv diefen Denkbereich felbft ob-
jektivieren, als Ding betvracdhten, deffen Eigen-
fcbaften in einem hoherenDenkberecichebeldhrieben
werden, kann diefe Tatfache in Evidenz treten3 In
diefem Sinne ift die Eigenfchaft der Menge, alle Ovdnungszablen zu
entbalten, kein Etlebnis, das dem Denkbeteiche (W) angehdrt, fondern
eine HAnfchauung, die an dem »fertigen« Denkbetreiche erlangt
wird... Allerdings konnen wir diefe Tatfache felbft mit andeven fiir
jene Anfchauung notwendigen zufammen axiomatifieren, gelangen

1) Principia matbematica, Vol. I, p. 66.
2) Leipzig 1914.
3) Von mir gefperrt!
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aber dadurch zu einem héheren Denkbeveiche (W)', der von (W)
wefentlich verichieden ift. ... Die Verwedifelung der Denkbereiche
(W) und (W), die offenbar nicht geftattet ift, filbrt zur fogenann-
ten Antinomie der W-Menge. Es foll fogleich ndber auseinandet-
gefetit werden, wie das »HAnbédngen eines Elementes« an W als Ev~
weiterung des Denkbereiches (W) ausgefiibrt wird und nachtréglich
diefes »Anbidngen« als Evweiterung des Denkbereichs (W)  aufgefafit
witd, In dem einen Falle ift diefe Erweiterung ausfiibrbar, in dem
andern unmdglich. Die Verwechslung, eine quaternio terminotrum,
ergibt die Antinomie. .. .«

Diefe Husfiibrungen f{timmen mit unferen entfprechenden durch-
aus iibevein; die Wendung »Objektivierung des Denkbereichs« ift
genau das, was in unferer Darlegung das konkrete Etfaffen dev
gefeymifligen Reihenbildung ift. — Im Einzelnen find die Stufen-
bildungen bei uns anders (verwickelter, mit transfinitem Index),
aber das Wefentliche ift doch die Auffaffung, daB der »transfinite
Prozefl im ganzen« gar nicht verglichen werden kann mit feinen
konkreten Teilprozeffen (daB der Denkbereich ()" von (W) ginz-
lich verichieden ift).

Die Ausfiitbrungen Ruffells und Kénigs beftdti-
gen alfo nuv dieim vorigen dargelegte Interpreta-
tion des transfiniten Prozeffes.

Im ganzen kann man fagen, daf} die Betrachtung der iterierten
Reflexion imftande ift, fogar die am weiteften vorgetriebene Be-
zeichnung der transfiniten Zablen zu ecrfaffen, alfo die Theorie det
transfiniten Zablen weit iiber das von Ruffell z. B. zugelaffene
Mafl bhinaus fichert. Diefes Etgebnis ift in Anbetracht des »intuitio~
niftifchen« Ausgangspunktes fehr merkwiirdig und unerwartet. Es
hat feinen Grund darin, daf der Gedanke neu ift, die Verwick-
lichung der »grofien« Mengen nicht in irgendweldhen objektiven
»Gegenftinden« von beftimmter Bauart, mit pavataktifch geordneten
sElementen« zu fuchen, fondetn inder Komplikation detr Struktur
desBewufitfeins felbft, am konkreteften in der Iteration der
Reflexion auf fich felbft. Diefe Gedankenwendung enthilt aber ein
ferneves Problem, zu deffen Bebandlung wir nunmebr iibergeben.

IV. Die transfinite Komplikation des Bewufitieins
und die Mengenlebre.

A. Die transfinite Progreffion und der iiberlieferte Mengenbegriff.

Die ontologifche Unterbauung des transfiniten Progeffus, wie fie
in Bbichnitt II vermittels der Hnalyfen der fogenannten Bewuft-
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feinsftufen gelungen war, ift in pbhilofopbifcher Hinficht ficherlich von
einetr erheblichen Tragweite. Insbefondere war ja die letite analy-
fiecte Bewuftieinsftruktur, die itevierte Reflexion auf fich felbft,
nicht nur eine in der velativ abftrakten Weife der ifolierten Defkrip-
tion etrfaffbares Phinomen, fondern war ceiner hermeneu-
tifch en Explikation, einert Huslegung auf den Sinn des konkvet
lebendigen Dafeins, des Lebens (nicht des reinen abftrakten Be-
wufdtieins) fibhig und zu ibrem tieferen Verftindnis auch bediicftig.
Die transfinite Komplikation der Struktur der Reflexion erwies fich
als ein befonders zugefpiiter Ausdruck der vadikalen Bodenlofigkeit
des umweltlichen alltiglichen Dafeins. Damit ift es gelungen den
Cantorfdhen transfiniten Progreffus im eigentlichften Sinn onto-
logifch zu interpretieven, ibm eine ganz genau beftimmte Bedeu-
tung fiiv den Sinn der Faktizitdt felbft zu geben.

Es bleibt indeffen bei aller diefer gewonnenen Aufbellung der
Natur des transfiniten Progreffus doch noch die Frage nach feiner
mathematifchen Tragweite und Bedeutung ungeldft. Insbefon-
dere erhebt fich das Problem: Ift mit der erwidbnten ontologifchen
Intevpretation des transfiniten Progeffus (d. h. des Prozeffes,
der von einer transfiniten Zabl, ftreng als Ordhungszahl genommen,
niamlich als Indexbezeichnung der Stufenchavakteriftik gewiffer
Bewufitfeinskomplikationen, zur andeven fiibrt) fchon die mathema-
tifche Exiftenz dev entfprechenden woblgeordneten transfiniten M e n-
gen bewiefen? Ift alfo de r Teil der Cantort{chen Mengenlehre, det
von den woblgeordneten Mengen bandelt, gefichert und kann man
von diefer Bafis aus vielleitht zu einem intuitiven Begreifen
auch weiterer Cantorfcher transfiniter Mengen vorzudringen
verfuchen?

Hier muf} nun davor gewarnt werden, in den in Hbi{cnitt 1I
gegebenen Darlegungen bereits eine intuitive Sicherftellung der
Exiftenz der woblgeordneten Mengen zu fehen.

Denn, von anderen noch zu erwibnenden Schwierigkeiten ab-
gefeben, involviert der Begriff der Cantorfiden Mengen eine
Nebenordnung (Parataxe) famtlicher formal gleichberechtigter Mengen-
elemente. Die Mengenelemente find zunidft einmal da, dann
erft werden fie »woblgeordnet«; »diefelben« Elemente kdnnen auch
anders geordnet werden; umgekebrt kann (vielleicht) eine beliebige
Menge woblgeordnet werden.

Dagegen ift es offenbar finnlos, die Komplikationsftufen eben
der itevierten Reflexion, deven Stufenchavakteviftiken (Indizes)
transfinite Zablen find, anders anovdnen zu wollen, oder fie
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fich erft ungeordnet vorbanden zu denken, um fie dann ecft »wobl-
zuordnen«. Sofern alfo das ontologifche Fundament dev trans-
finiten Zablen (nach der Betrachtung des HAbfichnitt II) lediglich davin
liegt, daB fie als Stufenchavakteriftiken der Reflexionsftufen fun-
gieren kodnnen, ift eine Freibeit der Anordnung der Elemente der
»Menge« jener Stufen durchaus nicht gewibrleiftet. Oder, anders
ausgedriickt: Sofern man in dem Begriff der Menge die Mdglichkeit
der verfchiedenartigen Anordnung der Mengenelemente gleich mit
aufnimmt, bilden die »fimtlichen« Stufen (bzw. ibre Indizes) gat
keine Menge. Von allen Stufen im Sinne einetrt Menge zu
reden ift finnlos. HAber nicdht nur das: es ift auch fchon unmdglich,
von einer transfiniten Teilmenge von »einigen« Stufen zu veden, fo-
fern man fich  diefe Stufen ivgendwie abftrakt und ungeovdnet
nebeneinandergelegt denkt, gewiffermafien in einem bomogenen
Medium ausgebreitet.

Dazu kommt noch ein zweites: Audh als von Haufe aus ge-
orvdnete Mengen kann man die transfiniten Indizes nicht obne
weiteres faffen. Zwar kann man wobl untericheiden zwifchen konkreten
Fillen transfiniter Komplikation (etwa zwifchen dev itevierten Bild-
intention oder der iterierten Reflexion auf fich felbft) und dem
diefen Fillen gemeinfamen, von ibnen abftrabhierten Ordnungstypus
der Folge der transfiniten Indizes; aber die eben genannten konkreten
Fille ftellen doch keineswegs aktual-unendliche wohlgeordnete
Mengen dar, fondern potentiell-unendliche Prozefife.
Man kommt zwar mit det Annabhme aktualer wobhlgeordneter Mengen
nicht auf einen Widerfprucdh, aber eine pofitiven, kategoriale Hufchau-~
ung ift nicht mebr mdglich. Die ontologifche Fundierung des trans-
finiten Progressus qua pro-greffus (genauer als das (verbale) pro-
gredi, procedere felbft) ift nicht iibertragbar auf die entfprechenden
transfiniten, woblgeordneten Mengen. Der Progreffus »exiftiert« im
ontologifchen Sinn, die woblgeordnete Menge nicht. (Jedenfalls
exiftiert fie nicht auf Grund des Progreffus). Wenn man alfo alle
Sdtie iiber transfinite woblgeordnete Mengen als folche iiber
pure transfinite Ordnungszahbhlen (denen gar nichts »Mengen-
baftes« anbaftet und die auch nicht felbft zu »Mengen< zufammen.
gefafit werden kdnnen) deutet, dann kann man von einer onto-
logifchen Fundierung der Lehre von den transfiniten Zablen reden.
Aber keineswegs ift das berechtigt, wenn man — wie gerade in den
neueren Darftellungen der » M engenlehre« allgemein iiblich ift —
die Theorie der woblgeordneten Mengen zur Grundlage der Lehve

von den transfiniten Zablen macht.
Hufferl, Jabrbuch f. Philofophie. VIII. 36
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Wir kommen alfo gerade zur alten Cantorfchen Idee der
»Fortfefbarkeit dev Zahlenveibe iibetr das Unendliche hinaus« zuriick,
ecine Idee, in der der dynamifche Prozefl-Chatrakter im Vorder
grund ftebt!. Es ift alfo gerade diejenige (dltere) Betrachtung, det man
beute im allgemeinen nur mebr einen beuriftifchen Wert beimifit,
die fich vom pbhilofopbifch-ontologifchen Gefichtspunkt aus als die
fundamentale und die Exiftenz begriindende erweift. Dagegen ent-
behren die axiomatifch-formalen Betrachtungsweifen durchaus des
ontologifch faflbaren Hintergrundes. Es ift dies ein Beifpiel von
vielen fiit die (i. a. unbewufite) Abwendung der modernen Mathe-
matik von ibrer philofophifch-ontologifchen Bafis. (Vgl. dazu § 6a).

[Es ift wichtig, fich daviiber klar zu werden, ob von diefer Ein-
fchvdankung der Tragweite unferer ontologifchen Begriindung des
Transfiniten die Anwendung der transfiniten Induktion ge-
troffen wird, die der Metamathematik W. Ackermanns zugrunde
liegt. (Vergl. Math. Anh. z. § 3, II.) Man fiebt leicht, daBl das nicht
der Fall ift. Die Anwendung, die Ackermann vom Transfiniten
macht, benuit nur den transfiniten Prozefl als folchen, nicht die
ftatifhe, fimultane Menge der Komplikationsftufen. D. b.: Es ift
notwendig und binveichend fiivr die Ackermann{ich e Theorie, die
Reibe der transfiniten Zablen als ein beftimmtes Gefet; des Fort-
fchreitens aufzufaffen, durch das die immer komplizierteren trans-
finiten Formeln eine nach der andeven formal konftruiert werden
kénnen (was aber natiirlich nodh nicht befagt, daB auch die in jenen
Formeln gemeinten mathematifchen Gegenftandlichkeiten oder Pfeudo-
gegenftindlichkeiten konftruiert werden kdénnen?).]

Die fo gewonnene Hufkldrung iiber das Transfinite Cantors
macdht auch verftandlich, dal die ontologifche Fundierung aller iibex-
baupt irgendwie bezeichenbaren transfiniten Zahlen gelingt, d. b.

1) Man evinnere fich der Darlegungen in Hbichnitt I; befonders der
Diskuffion Cantots mit dem Kardinal Franzelin, wobei befonders der
Kardinal das durvduec 6y der ganzen Reibe der Transfiniten mit grofiem Scharf-
finn fchon damals betont bat.

2) Eine weitere merkwiirdige Beftdtigung des Gefagten bildet der lete
Hilbertiche Auffa »Uber das Unendliche« (Math. Ann. 95, S. 161 ff.), dev
mir zur Zeit der Niederfchrift des Textes noch unbekannt war. — In diefem
HAuffa wird (zum Zwecke der Lofung des Kontinuumproblems) der transs
finite ProzeB als formales Abbild der mdglichen Komplikationsftufen der
Funktionen einer Zablenvariablen (d. b. der Zablfolgen) aufgefafit. (Ndbheres
dariiber in § 5b). Es wird alfo das Transfinite de facto »inbaltlich« und
ganz in unferem Sinne gebraucht: als Index, nidht als Ordnungstypus
einer aktuell unendlichen Menge.
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foweit die Kraft der Erzeugungsgefefje veicht; andrerfeits aber die
intuitive Erfaffung fchon viel weniger »veicher« (»grofier« im popu-
liven Sinn) Mengen miflingt. Die Stufenreibe, die die Mengen
nach ibrer »GrdBe« (alfo etwa ibrer Midhtigkeit und der Kompli-
kation ibres Ordnungstypus) und nach der Mdglichkelt ibres Exiftenz-
beweifes auf Grund beftimmter Exiftenzialaxiome in der traditionellen
Mengenlebre bilden?, ift nicht die mafBigebende im Sinne unfever
Ontologie. Die formaliftifche Mathematik ift bier nicht einfach das
weitere »Gebiet B«, das das engere intuitiv erfaflbare »Gebiet H«
umfichlieft. Vielmebr bleibt die Merkwiirdigkeit (die aber nunmebt
wobl nicht mehr paradox ericheinen diirfte) befteben, daf von dec
intuitiven Grundpofition aus ein Vorftol in Gebiete vorgetrieben
werden kann, die von den iiblichen formalen Exiftenzialaxiomen aus
nicht erveicht werden kdnnten. Eine Paradoxie liegt aber deshalb
nidt vor, weil das durd jenen »intuitioniftifchen« Vorfto Erreichte
nicht eine Theorie der betreffenden »rviefigen« transfiniten Men-
g en ift, fondern nur gewiffer rein ordinalerIndizes, die einer
eigentlich mengentbeoretifchen Ruffaffung nicht obne weiteres zu,
ganglich find. Der vorliegende Tatbeftand macht auch andererfeits
den Gang der gefchichtlichen Entwicklung verftindlich, im Verlauf
welcher ja die Huffaffung der transfiniten Zablen als rein ordinaler
Indizes zuerft auftrvat, als Erweiterung einer Beobachtung von nuvr
durch folche Indizes charakterifierbaren Strukturen an abftrakten
Mengen und der Reibe ibrer sHbleitungen«% Hlle deractigen
»mengentheoretifchen« Beifpiele gaben aber immer nur den etften
Bnfang der Reihe der Transfiniten, gingen jedenfalls nie iiber die
»zweite Zabhlenklaffe« hinaus.

Als nach diefem Vorftadium dann (in der klaffifchen Abhandlung
Cantors von 1883 im 21. Band der Math. Ann.) die beiden »Et-
zeugungsprinzipien« det transfiniten Zablen gefunden wurden, durch
die die Reibe der Transfiniten eine Unendlichkeit im echten Sinne
gewann (nicht nur im Sinne von He gels »fchlechter Unendlichkeit«),
war mit erftaunlichem Scharfblick der ontologifch entfcheidende Vor-

1) Fiiv die Mdglichkeit verichiedener zugrunde zu legender Exiftenzial-
axiome vgl. man die Darftellung A. Fraenkels, »Einleitung in die
Mengenlebrer, § 13; ferner: v. Neumann, Journ. f. Math. 154, S. 219 ff.

2) Cantor, zuerft Math. Ann. 17, S, 358 (1880); vgl. dazu Schon-
flief~Habn, Entwiklung der Mengenlebre 1 (Leipzig und Berlin 1913),
S. 92, Anm. 1; ferner Sch 3 nflieB, Enzyklopddie der math. Wiff,, Bd.1; 1A 5
(»Mengenlebre») Nt. 1; Young, The theory of sets of points (Cambridge
1906), § 12—14.

36*
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ftof ins Transfinite gemadht und zwar genau in der Weife, wie et
ontologifch haltbav ift. Ungliickfeligerweife verlieB Cantor fpiter!
(1897) felbft diefe freifichdpferiiche Begriindungsweife und ging zur
Theotrie der wobhlgeordneten Mengen iiber, und dadurch erft wurde
— indem nunmebr die aktual-unendliche Menge fiir alle Teile
der Theotrie des Unendlichen grundlegend wurde — die Mdglichkeit
der ontologifchen Begriindung preisgegeben.

Allerdings find doch auch pofitive mathematiiche Motive vor-
banden, die zur Theotrie der woblgeordneten Mengen gefiibrt haben,
namlich ecvftens die grofien Schwierigkeiten, die fich einer »kon-
ftruktivene, nur auf die Canto richen Erzeugungsgefete geftiigten
Theovrie der transfiniten Zahlen in matbhematificher Hinficht
entgegenftellen. Dariiber werden wir nod zu rveden haben.
Zweitens aber die nicht gevingeren Schwiervigkeiten des Ubet-
gangs von einer rein ordinalen Theorie der transfiniten Zahlen zur
allgemeinen Lebre von den unendlichen, auch nicht-woblgeordneten
Mengen. Wit fahen, dafl eine Menge, auch eine geordnete, onto-
logifch eine ganz anderve Struktur bat als ein unendlicher Prozef;
nur durch eine Hrt nivellierender Reduktion gelangt man von dem
sgeftuften« Aufbau des Prozeffes zur sMenge«, in der alle Trans-
finiten ftreng parvataktifch auftreten. Will man alfo den Vorftofl auf
ganz fchmaler Front ins Gebiet des Unendlichen, den man auf
Grund der transfiniten Komplikation der Bewufitfeinsftrukturen
wagen kann, verbreitern zu einer Okkupation eines ganzen abge-
rundeten Gebiets, fo muf} man vielleicht notgedrungen den onto-
logifchen Unterbau zum mindeften teilweife im Stich laffen und nur
noch mit vein formalen HAnalogien arbeiten.

Diefes merkwiitdige Verhdngnis ift tief verankert in dem Wefen
des Formalen iiberhaupt. Und von diefer Seite aus gewinnt die
eigentiimliche foeben gefchilderte Sachlage eine philofophifch, genauer
gefagt logifd grundfdgliche Bedeutung. Es bandelt fich nam-
lich um den Ubergang von der von einem konkrteten Lebensphano-
men (das als folches der hermeneutifchen »HAuslegung« zuginglich
ift) in beinabe wdrtlichem Sinne »abgezogenen« Form zu einer
nivellierten, in gewiffem Betracht »allgemeinen«, aber deshalb auch
in ganz beftimmter Hinficht »verblaften« Formalitit. Sind bei dem
ecften formalen Charakter die kategorvialen Eigentiimlichkeiten des
konkreten Phidnomens voll echalten, — was man daran erkennen

1) Beitrdge zur Begriindung der transfiniten Mengenlebhre II, S. 208.
(Math. Ann. 49.)
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kann, daf} fie viickwédrts wieder beinahe unmittelbar durch eine Art
konkreter Deutung (»Entformalifierung«) zum lebendigen Phinomen
zuriickfiibren! —, fo ift bei der zweiten HArt des Formalen diefe
kategoriale Struktur seingeebnet«. Das beifit: der Ubergang von
der erften zuvr zweiten Weife des Formalen kann bezeichnet wevrden
alsdie Nivellietungdevipezififch kategovialenDiffe-
venzievrtheit des uvipriinglichen formalen Charvak-
ters des Phdnomens.

Das Mathematifch-Formale der traditionellen Art ift durch eben
jene Nivelliertheit der kategorialen Differenzen gekennzeichnet gegen-
iiber dem »Formal-HAnzeigenden«%? (Heideggert), das fich wie ein
diinnes Gewand der plaftiichen Eigentiimlichkeit des Phénomen-
Korpers anfchmiegt. Hndrecfeits ift auch diefes Formale der »an-
zeigenden Hrt« unter gewiffen Umftinden einer gewiffermafien mathe-
matifchen Bebhandlung fibig. Dies ift einigermaBen iibervaichend,
wenn man bedenkt, daf das Formale der anzeigenden Hrt eigent-
lich die methodifche (»begriffliche«) Grundlage der interpretierenden
Geifteswiffenfchaften (Philologie, Gefchichte ufw.) ift. Hllerdings ift
zu betonen, daBl diefe Moglichkeit der mathematifchen Explika-~
tion formal-anzeigender Charaktere nidt allgemein beftebt, fondern
ibren Grund im vorliegenden Falle in der iterativen Struktur
des Phdnomens bhat. Hier erdffnet fich die Mdglichkeit eines tiefen
Einblicks in den Wefenscharakter des Mathematifchen iiberhaupt, bei
dem die Itevation, die »Wiederholung« des in irgend einem

1) Denn, genau befeben, ift das Verftdndnis jenes formalen Charakters
nur mdglich im Vollzug eines Lebensbezugs von der Art des entformalifierten
Bezugsiinns des konkreten Pbanomens. Hm »Beifpiel« der transfiniten
Reflexion auf fich felbft gezeigt: das Verftindnis der Wirkungsweife der
Cantorfchen Erzeugungsprinzipien involviert im Grunde {tets den Voll-
zug von Reflexionen auf das eigene Tun, alfo — in einer beftimmten Zu-
fpibung auf das gerade jeweilig lebendige Tun — eben nichts andeves als
die konkvete Reflexion auf fich felbft. (Vgl. oben S. 110.)

Daraus ergibt fich allerdings, daf}, genau befeben, das angebliche »Bei-
fpiel« von der iterierten Reflexion auf fich felbft im Grunde gar kein beliebiges
Beifpiel ift — fondern die Sache felbft. Keine andere transfinite Stufung des
Bewufitfeins ift jener lepten Konkvetion fibig wie die Reflexion auf fich
felbft. Etwa transfinite Iterationen von Erinnerungen, Phantafien u. dgl. find
doch immer nur kiinftliche, abftrakte, analogifche Bildungen nach dem
Mufter der iterierten Reflexion und obne deven Hilfe in concreto gar nicht
»auszudenkene, d. b. der pbinomenologifchen »HAnfchauung« nicht zuganglich.

2) So genannt, weil es auf das jeweilig gemeinte konkrete Seiende
gleicdbfam binzeigt, es anzeigt, aber nidht wie eine leere Form
sumgreift« (L ask).
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Betracht Gleichen (bzw.Identifchen) eine enticheidende Rolle
fpielt. (Vgl.§6 b u.c.)™

B. Phdanomenologie und mathematifche Theotrie der Transfiniten.

Nach den vorangehenden ontologifden Bemerkungen mufi
nun das Verhiltnis zur mathematifchen Theovrie noch genauer
beleuchtet werden. Die phdnomenologifche Unterbauung des trans-
finiten Progrveffus mittels der iterierten Reflexion auf fich felbft
und dergleichen beabfichtigt nicht, einen Erfaty fiiv die mathe-
matifche Theorie der transfiniten woblgeordneten Mengen bzw.
Ordinalzablen zu bieten. Sie ift iiberhaupt nicht in dev friibev iib-
lichen Weife auf die philofopbifche Begriindung einer als fakrofankt an-
gefehenen mathematifchen Theorie eingeftellt. (Die Marburgetr neu-
kantifhe Schule batte bekanntlich die Philofopbie gewiffermafien zur
ancilla scientiarum [praecipue mathematicarum] erniedrigt. Demgegen-
iiber ift es die unverkennbare pbhilofophifche Tendenz der Huffercl-
fchen Lebhre von der pbanomenologifchen Reduktion, dal die phino-
menologifche Philofophie nicht nur von den politiven Wiffenichaften
unabbingig fein foll, fondern daf fie auch die Grundlegung, die jene
fich felbft gegeben haben, einer (vor allem ontologifdhen) Kritik
zu unterwerfen hat). Was unfere phanomenologifche Unterbauung
beabfichtigt und audh leiftet, ift dies, daB ein »fachlich exiftierendes«,
d. h. konkrvet aufweisbares Phanomengebiet aufgezeigt wird, zu
deffen Hnalyfe wirklich transfinite Prozeffe bendtigt werden.

Man konnte mit einem gewiffen Recht fagen, die in diefem
Sinne »fachliche« Mathematik der transfiniten Ovdnungszablen fei
angewandte Mathematik. Die eigentiimliche Struktur des An-
wendungsgebiets, die jenes von Haufe aus wefenbaft befite, fei es,
die die Einfiibrung der transfiniten Otrdnungszablen zu feiner Be-
bherrichung erzwungen habe. Zu vergleichen wire etwa die HArt,
wie die Faraday e zunddft ganz unmathematifche Konzeption
des elektrifchen Feldes die Vektotranalyfis (und fpater die
Tenforanalyfis) bitte entftehen laffen, die ja auch in ibren Anfdngen
durch die Phyfiker (Maxwell, Gibbs, Heavifide ufw.) und
nicht durch die Matbematiker gefchaffen worden fei.

1) Hiftorifch ift noch anzumerken, dafl die Problematik der kategorialen
Nivellierung zuerft bei Ariftoteles, im I. Buch der Pbhy({ik auftritt, welche
Etkenntnis uns durch die eindringende Interpretation diefes Textes duvch
M.Heidegger (in feiner Freiburger Vorlefung im Sommer-Semefter 1922)
wiedergegeben wurde.

An diefer Stelle kann darauf nicht ndber eingegangen werden.
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Aber freilich ift doch noch ein wefentlicher Unterichied zwiichen
jenen phyiikalifchen »HAnwendungen« einer matbematifchen Theovie
(mdgen fie auch mitunter biftoriich der fyftematifchen Entwicklung
der veinen Theorien vorangegangen fein) und jener in manchem
Betracht analogen Beziehung der Theorie der transfiniten Ovdinal-
zablen zu derv Iterationsmdglichkeit von Intentionalititen im »veinen
Bewufitfein«, Denn widbrend jene sphyfikalifchen« Entitdten tran-
fzendente Gegenftandlichkeitenfind, handelt es fich hiecumtvranfzen-
dentale Gegebenheiten, d. b. um folche Phianomene, in denen fich
Gegenftinde im eigentlichen Sinne iibetbaupt erft konftituieren.
Dies duflert fich in evidenter Weife vor allem darin, dafl jene ite-
vierten Intentionalititen bei der konkreten Konftitution des vein
mathematifchen Begriffs der transfiniten Ovdinalzablen felbft
die f{chlechthin entfcheidende Rolle fpielen. G. Cantors geniale
Konzeption der beiden Erzeugungsprinzipien fiir die transfiniten
Zablen ift ja konkret genommen nichts andeves als die transfinite
Iteration einer Intentionalitit.

An diefer Stelle entfteht aber eine enticheidende Schwierigkeit, die
eine weitere Betrachtung unbedingt erfordert. Die Begriindung der
Lebte von den Transfiniten mittels der Erzeugungsprinzipien, wie
fie Cantor in feiner »Mannigfaltigkeitslebre« (Math. Ann. 21) zu-
erft andeutungsweife gab, ift von ihm felbft fpéter (in den » Beitrdgen zur
Begriindung der transfiniten Mengenlebte; Math. Ann. 46 u. 49) als
unduvrdhfiithrbar angefeben worden. Notgedrungen trat dafiiv die
Begriindung mittels des Begriffs der woblgeordneten Menge e¢in, die,
wie foeben gezeigt wurde, ontologifch fchweren Bedenken unterliegt.

Die Schwierigkeit liegt darin, daB der Zweifel beredhtigt ericheint,
daf die Cantorichen Erzeugungsprinzipien, fobald man fie fcharf
zu formulievren verfucht, gar nicht zu allen transfiniten Zahlen
fiibren, ja vielleicht nicht einmal zu allen Zablen der II. Zablenklaffe!
Was mit diefer paradoxen Bebauptung gemeint ift, ift folgendes:
Cantor bhat fchon felbft die »erften« Transfiniten, von w ab, konkvet

und liickenlos benannt, bis zur erften »Epfilonzahl« &= w®"

und dariiber ein Stiick hinaus. Man bat es friiber als felbftverftindlich
angefehen, daf diefe liickenlofe Benennung auf die ganze Il. Zablklaffe
ausgedehnt werden kann. Damit ift gemeint, dafl zwar nicht alle
Transfiniten dev II. Klaffe durch ein beftimmtes finites Bezeichnungs~
fyftem benannt werden kénnen (denn das ift ja nach dem bekannten
»Sa von der endlichen Bezeichnung« fiir jede nichtabziblbare Menge
ausgefchloffen), daB aber nur eine endliche Anzahl neuer Zeichen
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erforderlich ift, um zu jeder beliebigen Zahl der Il. Klaffe zu ge-
langen. »Es ift alfo jede Zabl det II. Klaffe einer endlichen Bezeich-
nung fihig, die ganze Klaffe felbft dagegen nicht«l.

Fiirt diefe im allgemeinen ftillichbweigend ge-
macdte Annabme gibt es bis jetit keinen Beweis.
Charakteriftifich ift, dal Brouwevr, dem wicr die bisher einzige
ftreng durchgefiibrte konftruktive Theorie der Transfiniten ver-
danken?, keineswegs eine Angabe iiber die Grenze oder Unbegrenzt-
beit feiner Konftruktionen macht. Erv gibt eine fyftematifche Theorie
bis zur zweiten Epfilonzabl ¢ — 35 FLN o (¥ Buchftaben €) und zeigt

v=1

dann nuvr, dafl man auch nod grdéfiere Zablen bezeichnen kann.
Keineswegs aber zeigt er, dafl die fo oder fonftwie bezeichenbaren
Zablen jede Zabl der Il. Zablenklaffe iibertreffen konnen. Es wire
alfo die Mdglichkeit denkbar, dal der transfinite Prozef} fich fchlief3-
lich an einer oberen Grenze feftlduft, was zunacft verborgen bleibt
und nur dann zu Tage kommt, wenn man ihn exakt zu faffen fucht®.

Aber audh nadh der fiiblichen Auffaffung wird die Reibe detv
Transfiniten, fobald man iiber die II. Klaffe hinauskommt, immer unbe-
ftimmter. So ift z. B. keinesfalls die liickenlofe Bezeichnung aller
Transfiniten bis zur Anfangszabl der IIl. Klaffe 2; mdglich, felbft
wenn jede Transfinite unter 2, von einer geeigneten Bezeichnungs-
weife erreicht werden kdnnte. Vollends die Transfiniten, die
Mahlo definiect bat! (die iiber £, weit hinausgehen) find in ihrer
Exiftenz von gewiffen bypothetifchen Poftulaten abhingig.

Angefichts diefer unleugbaren Unficherheiten und Sdhwierig-
keiten innecrhalb der mathematifch en Theorie der Transfiniten
fragt es fich, ob unferer ontologiich-pbhdnomenologifchen Deutung
wirklich eine teale Bedeutung zukommt. Man kénnte meinen:
Wenn die transfiniten Zablen wirklich formale Strukturen an kons

1) Heffenberg, Grundbegriffe der Mengenlebre, § 94 (S. 138).

2) Verbandl. d. K. Hkademie van Wetenfchappen te Amfterdam, I. Serie;
Deel XII, Nv. 5, S. 22 ff., vgl. befonders den Schlufl S. 41 —43.

3) Ruf diefe ganze Schwierigkeit bat mich Herr Profeffor Wey1 briefs
lich bingewiefen. Jede einzelne Definitionsweife, die auf Grund fchon defi.
nierter Transfiniten gréfere Transfinite beftimmt, verfage fchlieflich. (Phanos
men des »Einbolens« oder dev »kritifchen Zablen« Beifpiel: ¢ wo wé = ¢ ift.)
Es fei moglich, dafl nicht nur jede einzelne derartige Definitionsweife verfage,
fondern daf es fogar eine Grenze »innerbhalb der II. Zablenklaffe« giabe, unters
balb welcher bereits alle mdglichen Definitionsweifen verfagt hatten. —
Diefes Problem wird im Matbh. Anb. zu § 5, VI B niber erdrtert.

4) Leipziger Berichte, math.»phyif. Klaffe, Bd. 63, 64, 65.
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Kkreten Phdnomenen davftellen, dann miiffen fie audh felbft duvchaus
beftimmt und obne jede Unklarbeit und jeden Wideripruch fein.
HAber diefe Forderung ift iibectrieben: Gewifl miiffen die Unklac-
beiten der Theorvie der Transfiniten befeitigt werden, aber diefes kann
nicht durch einen phdnomenologifchen Madtipruch gefcheben. Wir
fehen ja gevade, dal die phidnomenologiiche Betrachtung nicts tut,
als die (vein ordinale) mathematifche Unterfuchung getreu nachzu-
zeichnen. Sie zeigt, dafl die mathematifche Theorie eine fachliche,
ontologifch falbare Bedeutung bat, — auch da, wo fie noch problema-
tifch oder von Hypothefen abhidngig ift. Die Probleme der mathe-
matifchen Theorvie find fadh lich e Probleme, ihre Hypothefen folche
iiber echte mogliche » Sachverbhalte«, ibre Fortichritte fach-
lich e Fortichritte! Wir find imftande jedes (auf »intuitioniftifcher«
Grundlage, d. h. ohne fchrankenlofe Anwendung des Satzes vom
ausgefchloffenen Dritten gewonnene) Ergebnis der mathematifchen
Theorie fachlich zu deuten, was noch fehr deutlich bei der folgenden
Betradhtung des Kontinuumproblems (§ 5b) fich zeigen wird. Hber
wit konnen natiiclich nicht mathematifche Schwierigkeiten und Un.
ficherheiten durch phanomenologiiche Betrachtungen umgeben odet
wegdeuten.

Der Grundgedanke unferver fachlichen Deutung der Transfiniten
bleibt von jenen Schwierigkeiten unbeviibrt; ganz ficher ift die
Theotrie und fachliche Deutung der serften« Transfiniten, bis in die
erften Epfilonzablen binein; diefe geniigen auch fiir alle praktifch
vortkommenden Bediitfniffe der Hilbetrt-Ackermannicden Be-
weistheorie, alfo fiir die praktifch notwendigen metamathematifchen
Verwendungen. Im Ubrigen mufl das Ergebnis der im Gange befind-
lichen mathematifchen Unterfuchungen abgewartet werden. Hber,
wie es auch ausfallen mdge, es wird einer vollig beftimmten pbhéno-
menologifch~ontologifchen, d. h. fadlidhen Interpretation fibig
und bediirftig fein.!

b) Unterfucdhungen zum Kontinuumproblem.
Vorbemerkung.

Im folgenden wird unter der Bezeichnung »Kontinuumproblem«
lediglidh das mathematifche Problem der Klaffifikation aller
»Zablfolgen« (Irrationalititen) und analog aller boheren Funktionen

1) Einige weiterfiibrenden Bemerkungen zum jetigen Stand der mathes
matifchen Theorie der Transfiniten find im »Matbematifchen Anbang« zu
§ 5 vereinigt (fiebe befonders Nr. VI).
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(etwa der unftetigen Funktionen einer Varviablen) verftanden. Es
ift alfo nicht gemeint das Problem der mathematifchen Bemeifterung
des anfdauliden Kontinuums, welches vom Verhiltnis der Mor-
phologie rdumlicher Geftalten und der eigentlichen Geometrie abbingt.
Fiir die Bebandlung diefes Problems verweifen wir auf den I. Teil
unferer Abbandlung »Beitrdge zur phdnomenologifchen
Begriindung der Geometrie und ibhrver phyfikali-
fchen Anwendungen« (diefes Jahrbudh Bd. VI, S. 398 ff.).

I. Die gefchichtlichen Wurvrzeln in der Antike.
A. Die antike Definition der matbematifchen Exiftenz durch Konftruktion.

Es ift das bleibende Verdienft von H. G. Zeuthen die Prin-
zipien des Exiftenzbeweifes bei den Hlten aufgekldrt zu babenl.
Nach feinen Forfchungen dient als alleiniges und ftets angewandtes
Mittel fiir den Exiftenzbeweis die Konftruktion. Und zwar, da
die antike Mathematik nur Geometrie ift (auch die Arithmetik und
Hlgebra ericheint im geometrifchen Gewand), Konftruktion von Fi-
guren. Hls Grundlage dienen dabei zwei Fundamentalkonftruk-
tionen: Die Verbindung zweier gegebener Punkte durch eine Gerade
und das Schlagen eines Kreifes um einen gegebenen Punkt mit ge-
gebenem Radius. Dafd diefe Konftruktionen m 8 glic find oder, was
dasfelbe bedeutet, dafl die durch fie gelieferten Figuren »exiftievenc, ift
der Inhalt zweier Poftulate (alzrjucra) des Euklid. Es wird weiter
gefordert die eindeutige Exiftenz der Verlingerung einer begrenzten
Geraden (unter der Form, daf alle vechten Winkel gleich find) und
die Exiftenz des Schnittpunktes zweier nicht-parvallelen Geraden (das
Parallelenaxiom). Die Schnittpunkte von Kreifen werden nicht in
einem befonderen Poftulate gefordert, ergeben fich aber aus det
Definition des Kreifes als einer gefchloffenen Figur. (Euklid,
Elemente I, 15) %

1) Vgl. »Die geometrifche Konftruktion als Exiftenzbeweis in der antiken
Geometrie«, Math. Annalen, Bd. 47, S. 222-—28 (1896), und »Gefchichte der
Matbematik im Altertum und Mittelalter«, Kopenbhagen 1896, [im folgenden
zitiert als »Gefchichte«], bef. S.88—91; 118—126; 148—49; 175—76; 191—99
(bef. S. 192); 212; 217.

2) Vgl. Zeutben, Gefhichte ufw., S.118—126. Nach S. 122 find die
Schnittpoftulate von Kreis und Geraden nicht aufgefiibrt; laffen fich aber aus
den einfachften Sdten (I, 1, 12, 22) ableiten. S. 123 wird gezeigt, daff die
Definition des Kreifes als gefchbloffene Figur und HAbnliches bei anderen ge-
fcbloffenen Figuren das fog. Axiom von Pafch erfet, das nur vom Dreieck
als einfachfter gefchloffener Figur bandelt. Indeffen betrachtet P afch krumme
Linien iiberbaupt nicht. Fiivr den Griechen aber war der Kreis
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Zeuthen duflert fich iiber die Bedeutung diefer Poftulate
folgendermafien!: »In Ubereinftimmung damit, daB die Probleme
der Hlten im wefentlichen Sée iiber die Exiftenz, und ibre Léfungen
Beweife fiiv die Exiftenz des Bebandelten oder Gefudhten find, find
die Poftulate Bebhauptungen iiber deffen Exiftenz, deven
Anerkennung ohne Beweis oder Nachweis vetlangt wird.« Die bierin
ausgefprochene Parallelifierung von Poftulat («lzyua) und Problem
(wodpique) einerfeits und Axiom (o &wvoa bei Euklid, fpiter
d&lwpa) und Theovem ($ewoyue) andrerfeits ift fchon in der Hntike
aufgeftellt worden, wie wir von Proklos wiffen?

Proklos berichtet von einem Streit zwifchen der Hkademie
(vertreten durch Speusippos) und der Schule von Kyzikos (ver-
treten durch Menaichmos, den Sdiiler des Eudoxos) iiber die
Auffaffung des eigentlichen Wefens der geometrifchen Konftruktion.
Diefer Streit ift fiir die Kenntnis des ontologifd en Charakters
der mathematifchen Gegenftinde in der Huffaffung der Hntike von
Wichtigkeit und wird dabher noch fpidter (in § 6b) niber zu et-
drtern fein.

Fiiv die gegenwdrtige Problematik geniigen folgende Bemet-
kungen:

Die Notwendigkeit, die mathematifchen Gebilde durch die Art
ibrer Konftruktion zu definieren und in ibrer Exiftenz zu fichern,
wird zwar im Hltertum allgemein anerkannt® Hber beziiglich des
ndberven Charakters diefer Konftruktion geben die Meinungen aus-
einander. Wibvend die akademifche Partei jedes eigentliche Werden
und Entfteben geometrifcher Gebilde ablehnt, riickt die kyzikenifche
Schule die konkrete Herftellung in den Mittelpunkt der Be-
tracbtung. (Dabei fcheint die Frage des ontologifchen (»metapbyfi
fchen«) Charakters der mathematifchen Gebilde fiir die »pofitiviftifchene
Eudoxos-Sdhiiler keine entfcheidende Rolle zu fpielen, fondern

eine primitive Figurv. — S. 124 iiber das Poftulat der Gleichbeit der
rechten Winkel, wozu der Kommentar des Proklos zur Stelle (in Euclidem
p. 188 Friedlein) zu vergleichen ift. — Die Zeutbeniche Interpretation ift aller-
dings, was diefen Punkt betrifft, nicht allgemein anerkannt. Fiir das Ganze
ift diefe Einzelbeit aber nicht von grofier Bedeutung.

1) Gefchichte ufw., S. 120.
2) Proclus in Euclidem, p. 178,12—179, s (Friedlein).

3) Diefe Huffaffung bingt auch mit der allgemeingriechifchen Anfchau-
ung zufammen, die alle Dinge von der Seite ibres Werdens, fei es ibres Her-
geftelltwerdens (réyrn), fei es ibres Wachfens (¢vors), anfiebt.
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nur die eigentlich mathematifchen Eigenfchaften werden in Betracht
gezogenl,)

Der Streit um die Benennung der matbematifchen Sige, —
ob man fie als Theoreme oder Probleme bezeichnen folle — riihet
letiten Endes bher von diefer verichiedenen Stellung zur Frage detr
Zeitlichkeit, der Genefis der mathematifhen Gebilde. Ob
die Gebilde vom Denken (Geift, diarvoie) gefchaffen werden oder
nur gefunden wevrden, das ift die Streitfrage. Ob fie an fich von
Ewigkeit ber »da find« (man denke an Platos dvduryoig-Lehte
beziiglich des Mathematifchen im »Meno«!), oder von der didvoia
»zuwege gebracht« wevrden (wopileo$er), das ift die Hlternative.

Man fiebt, es ift im Keime fchon die heutige Hlternative, ob die
axiomatifch-defcriptive Haltung gegeniiber dem tranfzendent feien~
den Matbematifchen vecht hat (der Exiftenzbegriff Cantors, Dede-
kinds und Zermelos, in gewiffem modifiziecten Sinne auch
Hilberts), oder ob det Zugang durch die Konftruktion, nicht
blof} die abftrakt mdgliche, fondern die wirklich ausgefiibrte, das
Enticheidende ift. [Man denke an Brouwers Husfprudh: die
Mathematik ift vielmebr ein Tun als eine Lehte — d. b. ein mowety
bzw. 7rogilew, nicht eine Jewpla!l

Freilidh, der Streit um die Benennung der mathematifchen
Site blieb unentichieden, keine der Parteien fiegte: bei Euklid
gibt es eine fyftematifche Trennung beider Bezeichnungen Problem
und Theorem [im wefentlichen allerdings gemifl der fchon von

1) In diefem Sinn ift auch die Aftronomie der kyzikenifchen Schule rein
matbhematifch, obne fich in Spekulationen iiber die Geftirnfeelen, den unbes
wegten Beweger u. dgl. zu verlieten. Darin ift fie Vorlduferin der fpéateren
»exakten«, ontologifch nicht mebr inteveffierten alexandrinifchen Aftronomie
(Evatoftbenes, Aviftarch, Hipparvc ufw.). Hnalog ift in der reinen
Matbematik Euklid durchaus nicht explizit ontologifch intereffiert, wenn
auch gewiffe ontologifche Momente bei ibm latent mitipielen (z. B. bei der
Theorie der Irrationalitdten im X. Buch). Hllerdings mufl man fagen, dafl er
darin in gewiffem Sinne Platons eigener Enweifung folgt, der es fiir die
dudvoce, die mathematifche Erkenntnisweife fiiv charakteriftifch bilt, dafl fie nicht
iiber beftimmte »Hypothefen« binausfragt. [Vgl. Staat, VI.Buch, p. 510B—511H.]

Uber Eudoxos felbft ift noch zu bemerken, daB ev in die innerakas
demifche Diskuflion iiber die Ideen eingriff [f. Avift ot. Metaph. A9 (991 a,
9—19); febr @bnlich (Dublette) M5 (1079 b, 12—23)]; in der er einer »Immas
nenz« der Ideen in den Dingen das Wort redete (»fie feien fo, wie dem Weiflen
das Weifle beigemifcht werden kdnnte«). Er fcheint fich alfo an dem Beifpiel
der »reinen« Farben, die aus den empirifchen Farben als pbinomenale Kom-
ponenten berauszufeben find, das Innewobnen der Ideen in den Sinnendingen
(alfo die »uédeiice) auf »pofitiviftifche« Art Klargemacht zu baben.
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Menaichmos bebaupteten dizzy srpofoly, erftens des srooloacdar
70 Iyroduevor und zweitens des merrogiouévor (od. rmwegrwgoionévor)
tetv, (Proclus in Eucl. p. 78, 10 — 11).] — Hber trotidem ift in dem
ftrengen Gefiige des Euklidifchen f{yftematifchen Hufbaues dev
Mathematik duvchgidngig die Konftruktion zur Grundlage -eines
jeden Exiftenzfaes gemacht. Dies ift von Zeuthen bis ins ein-
zelne gezeigt worden.

B. Die antike Lebre von den irrationalen Verbiltniffen.

Fiiv den Griechen find Zablen nur die natiirlichen Zablen und
in zweiter Linie die Briiche, nicht aber die Irvationalen. Es gibt
nach griedifcher Auffaffung keine Zabl (dotIudc) die mit fich felbft
multipliziect 2 gibt'

Dagegen it fich die »Exiftenz« der Quadratdiagonale, die,
wenn die Seite s ift, nach dem pytbagoriifchen Lehriaty s} 2 betrégt,
durch geometrifche Konftruktion beweifen. Die irrationalen Grofien
(ueyédn oder baufiger eddeiar &loyor genannt — in der Friibzeit fagt
man dafiiv @ooyror) werden als Verhiltniffe einer Strecke zu einer
gegebenen Busgangsftrecke gefafft. Euklid gibt im V. Buch (Def. 4
u. 5) eine ganz allgemeine Definition des Verhiltniffes (Adyoc) oder
genauer gefagt, der Verhdltnisgleichheit:

Def, 4: Adyov &yewv meids dMyla ueyedny Aéyerar, @ dvavva
mokharmhaoialpeva aAljdwy drregéyeuy.

Def. 5: &v v avtd Ay ueyédy Adyevow eivar, modrov 7weods
dcbregoy nai Tolrov 7wdg TéTagrov, Orav va 7ol 7rpWTOV Ral TELTOU
loang mwoldamddoie T@y To¥ devrégov nal Terdgrov ioduig rwolhartha-
olwy rad’ 6motovody mollamdaoiaoudv Exarégov éxarépov ¥ &ua
Smegéyn, 3 Gua Toa J, ¥ &ue Sdeiny, Migdévia ravddinhe.

Zu deutfch:

Def. 4: Man fagt: GrdBen haben zu einander ein Verhiltnis,
wenn fie vevvielfdltigt einander iibertreffen kdnnen.

(Dies ift, in der Form einer Definition, das fogenannte »avchi-
medifche«, in Wabrheit von Eudoxos ftammende HAxiom.)

Def. 5. Man fagt: »Grdflen fteben in demfelben Verbhiltnis, die
1. zur 2. und die 3. zur 4., wenn das gleich oft Vervielfachte der
1.und 3. das gleich oft Vevrvielfachte der 2. und 4. gemidfl welder
Vervielfachung aud immer jeweilig entweder zugleich iiber-

1) Dafiir geben fchon die »Pythagoreer~ einen febr alten Beweis »aus
dem Geraden und Ungeraden«, den Euklid X, 117 aus biftorifchen Griinden
aufbewabrt bat.
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trifft oder ibm zugleich gleicht oder es zugleich unterichreitet, ent-
fprechend genommenc,

(D. b. in modernen Zeichen: a:b==c:d, wenn fiic beliebige
ganze Zahlen m und n, zugleid ma>nbund mec>nd; bzw.
ma=nb und me=nd; bzw. ma <nb und mec <nd.)

Diefe Definition ift nicht »entfcheidungsdefinit« und daber im
Sinne Kronedkers nicht zuliffig.

Das zeigt fich in der charvakteriftifcthen Nebenbemerkung zad’
6rvoLovody reodhardactaoudy. »gemif was fiir einer Vervielfachung auch
immer«, Die Definition geftattet offenbar nicht, unmittelbar bei 4
vorgelegten Grdflen «a, b, ¢, d feftzuftellen; ob a:b=c:d ift. Denn
man kann nicht alle mdglichen Paare ganzer Zablen (m, n) durch-
probieren, ob fiir jedes Paar ohne Husnabme zugleich ma>nb
und me>nd ift ufw. Denn es gibt unendlich viele voneinander
verichiedene Zablenpaare (m, n).

Andrerfeits ift es leicht, durch eine kleine Anderung der Be-
zeichnungsweife, diefe Euklidifdhe Definition der Gleichheit detv
Verhiltniffe in genauev Parallele zu fegen mit Dedekinds Defi-
nition der vreellen Zablen duvch »Schnitte«%. Man kann in der Tat
aus den drei dcharkteriftiichen Relationen:

ma % n b zugleid mit me % nd etbalten:

c > n
leich mit —-—-— —,
“HPIE : d < m

AV

* o
Sl

n
wobei offenbar 7 irgendeine teelle und oo eine vationale »Zabl« (im

a
modetrnen Sinn) ift. Bezeichnet man nun nod 7 mit dem einen

c n
Budhftaben e, 7 mit 8 und Emit 0, fo erhdlt man die Definition 5

in der folgenden Form:

Es ift ¢ =p dann und nur dann, wenn zugleich a und g grdfler
bzw. gleich bzw. kleiner als ¢ find, was fiiv jede beliebige Rational-
zabl o gelten foll.

Denkt man fich alfo famtliche Rationalzahlen gegeben, fo rufen
a und 8 diefelben Einteilungen (»Schnitte«) in der Gefamtbeit der
Rationalzablen bervor. Denkt man fich durch « bzw. § die Rational-

1) Vgl. meine Arbeit, diefes Jabrbuch, Bd. VI, S. 409, Anm. 3.
2) R-Dedekind, Stetigkeit und irrationale Zablen, Braunichweig 1878.



135] Matbhematifche Exiftenz. 575

zahlen in 2 Klaffen geteilt, je nachdem fie grdBer oder kleinetr
(oder auch, wenn mdglich, gleich) a bzw. § find, fo erhdlt man nach
der Definition diefelben Klaffen, wenn e¢=p ift und nur dannl.

Das ift aber nichts andeves -als die Dedekindiche Definition
der rveellen Zabhlen durch »Schnitte« im »Gebiet« dev rationalen
Zablen. —

Es ift erftaunlich, daf die Ubereinftimmung der alten und detv
modernen Definition detr »allgemeinen« veellen Grée fo vollkommen
ift. Fiiv den gegenwirtigen Zufammenbang ift nun befonders wichtig,
dafl diefe Definition durchaus gegen die konftruktive Definition
der matbematifchen Exiftenz bei den Hlten zu fprechen fcheint.

Aber bei tieferem Eindringen in die Sachlage erweift fich diefe
Ubereinftimmung mit der modernen Dedekindicen Theorie als
febr oberflichlich. Wiahrend ndmlich Dedekind die Exiftenz
der Gefamtheit der reellen (rationalen und irrationalen) Zahlen durch
feine Definition mittels des Schnittes fiiv gefichert bdlt, wird bei
Euklid die Exiftenz aller irrationalen Zablen (Verhiltniffe) nir-
gends angenommen, fondern jedes neue einzufiihvrende Vetrbiltnis
witd konftruiert und damit in feiner Exiftenz gefichert. (Dies
ift von Zeuthen und andevren bis in alle Einzelbeiten nachgewiecfen
worden.)

Auf diefe Weife, durch die Konftruktion mittels Lineal und
Zitkel, gelangt man allerdings nur zu denjenigen Irrationalititen, die
wit beute durch eine Kombination von Quadratwurzelzeichen aus-
driicken. Uber diefes Gréfenmaterial gebt Euklid nirgends binaus.
Die Zabl 7z wird z. B. nicht von ibm eingefiibrt, nur der Satj, dafl
fich zwei Kreife wie die Quadrate ibrer Radien verbalten, wird
bewiefen (XII, 2).

Diefe quadratifchen Itrationalititen werden bekanntlich im X.Buch
von Euklid einer fovgfiltigen Klaffifikation unterworfen. Man bhat
fich in neuever Zeit mitunter iiber die pedantifche Sorgfalt Euklids
gewundert und die moderne algebraifche Bezeichnungsweife gelobt,
die den gefamten Inbalt des X. Budhes in ein paar Formeln faffen
kénne.

Die HAuffaffung, als ob es fich bier beim Ubergang zur alge-
braifchen Bezeichnungsweife und Darftellung um einen blofien tech-
nifchen Fortichritt handele, ift jedoch verfeblt. Sie verkennt durchaus
die Abficht, die Euklid im X. Bud leitete”

1) Vgl. zum Ganzen etwa Zeutben, Geldichte ufw., S. 141,
2) Man muf fich auch evinnern, dafl duvch Euklids X.Buch die Lebre
zweier Mathematiker erften Ranges aus der Zeit Platons, nimlich des
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Fiiv ibn war die Konftruktion und Klaffifikation dev Irrationali~
taten deshalb fo wichtig, weil fie die Seinsweife diefer
»GréfBen« herausftellte, in dervrAbftufung, in derx fie
fich fchrittweife von den vrationalen, durc »Zahlen«
(doe9uol) ausdriickbaren Verhédltniffen entfernen. Den
unechdrten Einarudk, den die Entdeckung des Irrationalen (des dooyrov
oder &loyov, des sUnfagbaren«, »Unanfprechbaren«) madhte, ift
bekannt; — mag auch die Sage, die Hippafos als Verrvidter diefes
Gebeimniffes der Pytbagoreer durch gottliche Fiigung im Meeve
umkommen 1ilt, eine fpite Erfindung feinl. Dafl etwas »exiftieren«
follte, was mittels Verbiltniffe ganzer Zahlen nicht ausdriickbar ift,
was fich, wenn man es mittels ganzer Zabhlen-Verbiltniffe auszu~
driicken verfucht, fich als unendlich (&zegor unbegrenzt) erweift,
fchien die durchgehende Hervrfchaft der Form, des ovdnenden Prin-
zips zu gefdbrden, und zwar nicht im Gebiet des finnlichen, flieBenden
Werdens, fondern in dem des exakt Kkonftruierbaren (mittels den
diavoree erfafibaren) Seienden. Die Schwierigkeit wurde iiberwunden
eben durdh die genaue Konftruktion und Klaffifikation der Irratio-
nalitdten felbft; ein neues Gebiet wurde dem Chaos entriffen und
dem Kosmos eingegliedert!. [Vgl. Plato, Philebos 16 C — 18 C7.

Thedtet und des Eudoxos, zu einem fyftematifchen (mindeftens vor-
ldufigen) AbfchluB gebracht wird; widbrend andeverfeits einer der beriihms
teften nacheuklidifchen Mathematiker, Hpollonios von Perge, diefe Lebre
im Geifte Euklids erweitert (f.u.). Die Gréfiten bhaben fich alfo um diefe
eigenartige Theorie dev Irrationalitdten bemiibt!

1) Vgl. bierzu Eva Sacdchs, die 5 platonifchen Kdrper. Berlin 1917.
(Philolog. Abbhandl., ber. v. Wilamowit;, Heft 24.) S.38 u.82ff. Das Thema
der »5 platonifchen Kdrper« bdngt mit dem gegenwirtigen aus folgendem
Grunde zufammen: Die Tatfache, dafl im Gegenfaty zu den unendlich vielen
konftruierbaren reguldren Polygonen der Ebene nur 5 reguldre Polyeder im
Raum »exiftieven«, ift ein fchlagendes Beifpiel des konftruktiven Sinnes der
mathematifchen Exiftenz. Diefes Beifpiel bhat daber auch bei den Griechen
ein folches Anfehen genoffen, dafl das klaffifche Syftem der griechifchen Eles
mentarmatbematik, das Euklidifche, in dem Kkonftruktiven Exiftenz. und
Einzigkeitsbeweis der 5 reguldren Polyeder gipfelt (Buch XIil), wobei dann
die Klaffifikation der dazu notwendigen Irrationalititen genau nach dem
X. Budh durchgefiibrt wird.

2) Die Belege im Einzelnen wiirden zu weit fiilbren und auch nur bei
den Gefchichtsichreibern der Mathematik (Hankel, Zeutben, P. Tannery
u. a.) Gefagtes wiederholen. — Hingewiefen fei nur auf den »goldenen Schnitte,
bei dem fich die Irrationalitat durch das Nichtabbrechen des Euklid ichen
Verfabrens zur Herftellung des grdfiten gemeinfamen Teilers fofort konftas
tieten 1dBt. Der goldene Schnitt ift bekanntlich dadurch gekennzeichnet, dal
eine Strecke durch ibn fo zerteilt wird, daB der grofere Teil zum Ganzen
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Dies fcheint nun fo aufgefaBt worden zu fein, dafl gewiffermafien
Stufen und Hrten von Geformtheit, gewiffermafien von rvelativer

dasfelbe Verhiltnis bat, wie der Reft (der kleinere Teil) zum grdfieren Teil.
Mifit man nun (gemdfl dem Euklidifchen Teilerverfabren) den Reft am
grofleren Teil, dann den neuen Reft am 1. Reft, den 3. Reft am 2. uiw. ufw.,
fo erbdlt man nach Definition immer dasfelbe Verbiltni-~. Das Verfabren
kommt alfo nicht von der Stelle und geht daber ins Unendliche. (Ganz
analog, wie etwa die Divifion 1,000 : 3 niemals abbricht. — In der Tat entfpricht
auch in unferer modernen Schreibweife dem »goldenen Schnitt« der Ketten-
bruch mit lauter Einfen als Teilnennern:

1

1
R
1+

In diefem Fall fiibrt alfo ein Verbiltnis, das Figuren von b&chfter Har-
monie der Form entfteben 1d8t (man denke an feine Rolle in der Kunft und
fiiv die Konftruktion des reguldren 5- (Pentagramms!), 10+, 15:Ecks und der
reguldven 12- und 20:Fldchner), wenn man es »ausfprechen« will, zu einem
unendlichen Progrefl.

Dies ift fiir den Griechen etwas Unerbortes. Denn es zeigt fich fchon
in ibrer friiben Ornamentik, im Dipylonftil, dem fog. »geometrifchen« Stil,
dafl die Figuren bdufig mit dem Zirkel — der Zirkel ift nach Ovid,
Metam. VIII, 247, eine Erfindung des Perdix, des Schwiegerfobnes des
Ddadalus (was ftets auf die Kunft des 7. und 8. Jabrbh. zu deuten ift) —
konftruiert find und jedenfalls immer ganz elementar konftruierbar find.
5:Ecke oder 5teilige Rofetten u. dgl. kommen nicht vor, wobl aber 4., 8s,
6=Ecke u. dgl. Dagegen kommen 5= und 7teilige Figuren fowobl im kre-
tifch»mykenifchen wie im »ovrganifcheren« Stil des 7. Jabth. (dem fog. »otien-
talifierenden« Stil) vor; doch gibt es in diefen Stilen keine Zirkelkonftruk-
tion mebr.

In diefe Tendenz der friiben Ornamentik auf vdllige Durchfichtigkeit
der Verhiltniffe paft die fpéatere Entwicklung in der Mathematik durchaus
binein. Dafd bier zunidchft mit ganzen Zablen alles zuftande gebracht werden
follte, ift nabeliegend. (Im Einzelnen kann man fich das Problem der }'2
verfchieden entftanden denken: aus der Geometrie oder auch aus der Mufik.
Vgl.Zeuth en in »Kultur der Gegenwatt«, 111, Abt. ], 1. Lieferung, S. 36 —37.)

Es kommen natiitlich de facto fchon in den einfachften Figuren der pris
mitiven Ornamentik (Quadrat, Sechseck) Irrationalititen vor; aber das konnte
man nicht wiffen.

Inteveffant und zu wenig bekannt ift, dafl die ricbtige matbematifche
Sechsteilung des Kreifes als Ornament auf dovifchen geometrifchen Fibeln
(die fpiteftens aus dem 8. Jabrh. ftammen) vorkommt [Bufdhor], alfo
nicht aus dem Orvient ftammt, wie Zeutben meint. Allerdings entfteht
diefe Figur durch Spielen mit dem Zirkel gewiffermafien von felbft; immerhin
ift merkwiirdig, dal gerade mit fo ziemlich diefer felben Konftruktion (namlich
der des gleichieitigen Dreiecks) noch Euklid feine Elementa beginnt. (J, 1).

Hufferl, Jahrbuch f. Philofophie. VIIL 37
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» Ausfprechbatkeit« unterichieden werden, die fich mebr oder weniger
von dem véllig zu Ende »Husfprechbaren« entfernen. Man denke
etwa an den eigentiimlichen euklidifchen Husdruck »eddeior dovdue
odupergore (X, Def.3) und entiprechend »dvrduer grral« (X, Def. 6),
der befagt, dal wenigftens die Quadrate der Strecken kommenfurabel
find; dbnlich die fog. »doppelt irrationalen« Strecken ufw.

Die Euklidifd e Klaffifikation fiibrte, wie fchon gefagt, nur
zu den quadratifchen Irrationalititen. In der fpdteren Entwicklung
gab es Erweiterungen in verichiedener Richtung:

1. Durch die Betrachtung skdrperlicher Orter« (Kegelichnitte), die
kubifche Irrationalititen mit fich brachten (ausgehend von der Drei-
teilung des Winkels und der Verdoppelung des Wiirfels) und bis zut
allgemeinften kubifchen Gleichung fiibrten. (Archimeds Kugelteilungs-
problem).

Man kann an folchen Aufgaben, wie der Dreiteilung des Winkels
fich gut die Weife der Erweiterung der Sphdren der mathematifch
exiftierenden Gegenftinde vor Hugen ftellen:

Im Sinne Euklids sind nur durch Kreife und Geraden kon-
struierbave Gebilde exiftent, dazu gehdren (von einzelnen Hus-
nabmen abgefeben) die einen gegebenen Kreisbogen drittelnden
Teilungspunkte nicht. Indeffen fcheint andrerfeits durcdh den
Hugenichein evident, daBl es ein genaues Drittel jedes Winkels gibt,
ebenfo wie etwa audh ein Siebentel (z. B. ein regelmifliges Siebeneck
ufw.). Man erweitert nun den Kreis der zugelaffenen Elementar-
konftruktionen und fiibrt als neue Konftruktionsmittel etwa die
Kegelichnitte ein. Dabei gelingt es, dadurch, dal man fie als
»kovperliche Orter« auffaft (dies tut nach Zeuthen zuevst
Menaicdhmos) die Kontinuitit mit den uripriinglich eingefiibrten
Konftruktionsmitteln zu wahven. Es werden jeit eben als Kon-
fteuktionsmittel Kreife und Geraden im Raum, als ibr Produkt
Kreiskegel und deven Schnitte mit Ebenen, eben die »Kegelichnitte«
verwendet. Dagegen tritt die praktifch leicht duvdhfiibrbare, aber
theoretifch nicht leicht (nur duvch Konchoiden) zu beberrichende
»Einfchiebung« (vetioig) zuriick L

Abnlich liegt die Sache beim Problem der Wiirfelverdoppelung,
wo fich die Entwicklung von Hrvchytas iiber Eudoxos zu
Menaicdhmos durchaus im Sinne der fdhdrferen Befchrdnkung dev
Konftruktionsmittel und damit dev ftrengeren Exiftenzbeweife abipielt?.

1) Vgl. Zeutbhen, Geidhichte ufw., § 8, S. 79fF.
2) Zeuthen, lc, §9, S.82ff.
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2. Duvch Huffteigen zu immer hdheven Graden: a) durch Ev-
forfchung hdberer Kuvven, der fog. »linearen Orter« . Doch gelangten
die Griechen auf diefe Weife wobl zu Kurven héberen Grades, aber
doch nicht zur Gefamtheit aller algebraiichen Kurven? Es wirve
aber wobl denkbar gewefen, daB} fie dazu gelangt, etwa mittels dec
Graffmanniden »linealen Mechanismen«?

3. Durch eine Fortfithrung und Verallgemeinerung der Eukli-
difdhen Konftruktionen im X. Buch, die in des Apollonios ver-
loven gegangener Schrift epl drdxtwy @ldywv (de irveationalibus
inordinatis) vorgenommen wutde, die durch F. Woepcke* aus
einer arabifchen (von Abu Othman berriibrenden) Uberfegung
eines Kommentars des Pappos® zum X. Bucdhe Euklids in ibrem
Gedankengang vekonftruiert werden konnte. Danach befteben die
Erweiterungen des Hpollonios in zwei Hauptpunkten a) in der
Verallgemeinerung der in Euklids Klaffifikation auftretenden
Binomen zu Polynomen (nach moderner Busdrucksweife), b) in der
Betrachtung zum wenigftens uter Wurzeln aus gewiffen Potenzen,
namlich Husdriicken von der Form:

‘ll,
VA" B”  (Woepdke, l.c,,p. 713/14).

Alfo auch hier kam man nicht zu der allgemeinften algebraiichen
Zabhl, ja nicht einmal zu der allgemeinften durch Wurzelzeichen darc-
ftellbatren irrationalen Zabhl. Man muf} indeffen bedenken, daB unfere
von der algebraifchen Zeicheniprache ausgehende Problemftellung
den Griedhen notwendig fchon als Frage fernliegen mufite, vielleicht
fogar unerreichbar war. Man mufl bedenken, daB Apollonios diefe

1) Vgl. Zeutben, Die Lebre von den Kegelichnitten im Hltertum,
Kopenb. 1886, S. 226 ff.

2) Zeutbhen, Lc., 5. 489 — 90 (iiber den Irrtum Descartes’ beziiglich
des von Pappus, Coll. math., ed. Hultich, p. 680 eingefiibrten »Orts zu 2n
bzw. 27 — 1 Geraden); vgl. Gefchichted. Math.imAltertum p.237/38;
Gefch. d. Math. im 16. u. 17. Jabrvh., S. 208/9, 210.

3) Uber diefe vgl. z. B. F. Klein, Vorl. iiber Ainwendung der Diff.s
u. Integr.»Rechnung auf Geometrie (autograpb., 2. Abdr. 1907), p. 266 — 69.

4) Dariiber vgl. Apolloniused. Heiberg, Vol. I, p. 119 — 124, und
vor allem F.Wo ep ke, »Essai d’une vestitution des travaux perdus d’HApollo-
nius sur les quantités irvationelles d’aprés des indications tivées d’'un manuscrit
araber. Mémoires présentés par divers savants a l'académie des sciences
de Vinstitut impérial deFrance, Sciences Mathématiques et pbysiques, TomeXIV.
Paris 1856.

5) Woepcke felbft ichrieb den Kommentar einem gewiffen Vettius
Valens zu; Heib erg (Literaturgefchichtliche Studien zu Euklid, Lpz. 1882)
zeigte aber, dal Pappos der Verfaffer ift.

37*
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Irvationalititen obhne Zweifel alle geometrifch konftruiert bat!, was
einen ganz andeven Problemafpekt betrvorruft.

Merkwiirdig ift nun, daf fich in dem Kommentar des Pappos
Gelichtspunkte finden, die mit der vorhin gegebenenontologifichen
Interpretation der Euklidifchen Xonftruktionen im X. Buc iiber-
einftimmen. Darin mdchten wir geradezu einen Beweis unferer
Auffaffung erblicken, wie fogleich ndber erldutert werden wird.

Zunichit findet fich in der Inbhaltsiiberf{icht des nicht iiber-
fegten 1. Buches des Kommentars Folgendes (Woepcke, L. c. § 19,
p. 175):

Nr. 2. Du fini et de linfini comme principes de la commen-
surabilité et de l'incommensurabilité.

Nr. 7. De lexistence téelle des quantités incommensurables
dans les choses matérielles.

Nr. 8. Des principes métaphysiques (Dieu et la matiére) de la
commensurabilité et de l'incommensurabilité.

Nr. 9. Que les lignes vationelles existent par convention et non
pas natuvellement.

Dann kommen folgende wortlich iiberfefite Stellen in Betracht:

p. 693. (Uber Euklid): »la drvoite des deux noms est la premiére
des lignes formées par addition, parce qu’elle est la ligne
gui a le plus d'affinité avec la ligne vationelle.

p. 701. (=Hpollonius, ed, Heiberg, Vol II, p. 124, fragm. 35):

»En premier lieu, Euclide nous a donné (la théovie de) celles
d’entre elles qui sont ordonnées et homogenes aux fractionelles;
car les irrationelles se divisent premiérement en inordonnées,
c’est-a-dire cellesquitiennentdelamatierequon appelle
covrvuptible,etquis’'étendental’infini; et, secondement,
en ordonnées, qui forment le sujet limité d’une science, et
qui sont aux inordonnées comme les rationelles sont aux irrationelles
ordonnées. Ot Euclide s’occupa seulement des ordonnées qui
sont homogénes aux vrationelles,et qui ne s’enéloi-
gnent pas considérablement; ensuite Hpollonius s’occupa
des inordonées, entre lesquelles et les rationelles
la distance est trés~grande.«

Es ift alfo von der »Verwandtichaft mit den rationalen Linien«
die Rede, davon, daBl »die draxror Gloyor an der Uiy @Iagry teil-

1) Vgl. Euklid-Scholien (Elementa Vol. V, ed. Heiberg), p. 414, 15—16
[ty dmlovordrwy eldmr], dv ouvvriSeuévwy yivovrar dmewgor dloyor, dv Twas xai 6
"Anmolevios év ey d g es (aufzeichnet, konftruiert).
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baben (ueréyerv)«, daf »die raxral den Rationalen homogen find
und fich nicht betrdchtlich von ibnen entfernen«, daf} »die Entfernung
(dedoraoig, dicorque) der &raxror und der yrel febr grof ift« ufw.

Wir bhaben alfo das deutlihe BewuBtfein der verfchieden
abgeftuften Entfernung vom Rationalen (»nicht betrachtliche,
»febr weit«) der grdBeren oder geringeren Verwandtichaft (Suoyerijc,
ovyyevig?) mit dem ¢yzov, endlich die Teilbabe am Vevrgidng-
lichen feitens der &raxvor (f. 0. Nr. 7) und ebenfalls Beziebung
zum Unendlichen, det raxzel zum Endlichen (vgl. Nr. 2).

Man konnte fich denken, dies feien erft neuplatonifche
Ziige: Die Stufenreibe zwifchen dem dei ov und der fAy ¢dapr)
I pricht dafiir, und befonders, dafl fie gemdfl der Teilhabe am Ver-
ganglichen beftimmt witd. HAud in manden Scholien zu Euklid
finden fich mit den Gedankengidngen des P appos-Kommentars
verwandte Bemerkungen und zwar vorzugsweife an folchen Stellen,
die einen neuplatonifchen Eindruck machen! und z. T. febr enge
Beziehungen zu Proklos’ Euklid ~ Kommentar zeigen. Andrerfeits
kann man nicht leugnen, daB eine folche Stufenteihe doch fchon in
Platos diaivetifdver Hievarchie, die Stenzel neuerdings behan-
delt bat, vorberveitet ift%. Man kann aucd die Lehrve des Speu-
sippos von den Stufen des Seienden gemif der Folge der idealen
Zablen vergleichen, wie fie von E. Frank auseinandergelegt wor-
den ift3,

Endlich ift zu fagen, daB der in Rede ftehende Kommentar des
Pappos, wie Eva Sads bemerkt, in feiner niichternen Hrt fih
von dem Tone der Scholia Vaticana zu Euklid X, die deutliche
Verwandticdhaft mit Proclus (in Euclidem I) zeigen, wefentlich
untecfcheidet *.

1) Vgl. Euclidis Elementa ed. Heiberg, Vol.V, in librum X, Nr. 1, 2,
133, 135, insbefondere: p. 414,16—415,4; 415, 11-12; 417, 11—20; 417, 21—418,6;
484, 23—485,7 (Nr. 1, 2, 135 find aus den Scholia Vaticana); vgl. aud als
Parallelftelle zu p. 417,11—20: Jamblichus, Vita Pyth. § 247, ferner: Eva
Sads, l.c. p.38—39 zur Stelle, und p. 71—175.

2) J.Stenzel, Zabl und Geftalt bei Plato und Ariftoteles. (Leipzig
u. Berlin 1924), p. 23, p. 7, p. 110ff,, 119—-120 und die bekannte Pbilebos-
Stelle 16 D: »... mpw & 115 1ov @eeIudv «drod mévie xaridy Tov uerald To0U
anefpov Te xel To €vds ...« und 17 B: »uere 0 76 & dmepa 09Us, 1@ 08 udow
aOTols Exipevyse . . . «

3) Plato und die fogenannten Pythagoreer, Halle a. S. 1923, Beilage XV11J,
bef. S. 244 —251.

4) Eva Sads (l.c., S.71—175) fagt, dafl die Scholia Vaticana zu Euklid
auf die (verlorene) Fortfepung des Kommentars des Proklos zuriickgehen.
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Aus diefen Erwidgungen evgibt fich, daBl die Huffaffung der
Irvationalen verfchiedener Komplikationsftufe als Wefenbeiten
verichiedenen Seinscharakters, der fich ftufenweife vom Sein detr
rationalen Gebilde, die den Ideen von allen mathematifchen Gegen.
ftandlichkeiten am nédchften ftehen, entfernt und damit fich der
odola der Ty @3apry entfprechend annidbert, im Grunde fchon bei
Plato zum wenigften vorbereitet ift und in der friiben Akademie
(Speusippos) wabhricheinlich fchon geberricht bat?.

Man kann alfo die pbhilofophifthe Bedeutung der exakten Kon-
fteuktion dev Irvationalen, die durch den genauen Bufweis exrftens
der matbhematifchen Exiftenz iiberbaupt, zweitens des Grades an
Komplikation der Synthefe der Kreife und Geraden den Seinschavakter
diefer Gegenftandlichkeiten feftftellt, fchon fiir die friihe Hkademie
aufrechterbalten. —

4. Endlich gibt es in der Hntike vereinzelte tranfzendente
Zabhlen (eigentlich nur 7z; e wird explizit nicht erwibnt). Sie
treten bei Ardhimedes durch Fldchen und Rauminhalte gegeben auf.

Die Einfiibrung diefer Grdéflen erfolgt nicht im modernen Sinn
als Limiten geradliniger oder ebenflichiger Figuren, fondern nach
dem Hxiom: Das Ganze ift grdfler als der Teil, vermittels deffen
die Inbalte ufw. zwifchen gewiffe Grenzen eingefchloffen werden,
die beliebig wenig Spielraum bhaben.?)

(Vgl. Heiberg, der die Ubereinftimmung mit Proklos auf die Benufung
einer gemeinfamen Quelle, ndamlich eben des P a p p 0 s » Kommentars, zuriick-
fiibvt) Das fachliche Hauptargument ift eben die Verichiedenbeit des Tones:
fachlich bei Pappos, neuplatonifch~myftifch bei Proklos und den Scholien.

1) Es fei noch auf die Bemerkungen von E. Sachs (L c, S. 176 —177)
zur Stelle G efety e, Buch VII, p. 820E, bingewiefen. E.S. verftebt die Stelle:
16 1OV pETENT@Y xel duérpwy mpds dAlnhe fTive pUcee yéyove (»Die Sache mit den
meflbaren und unmefibaren Gréflien, in welchem WiesSein (¢pdois) fie im Vers
biltnis zueinander geworden find.«) fo: ». . . wie fich rationale und irratios
nale Grdfien ibrer Natur nach zueinander verbalten« und leugnet, daB
o bier eine pbilofopbifche (ontologifche) Bedeutung bat. (Gegen die Mei~
nung H. Vo gts, Bibliotheca mathematica (3) X, S. 139.) Sie meint, der Ver-
gleich mit dem Brettfpiel, der bei Plato dann folgt, gebe auf das kombinierende
Verfabren bei der Klaffifikation der Irvationalititen durch Thedtet und
Euklid. Der dabei auftretende Husdrudk diayvéoxew (p. 850C) bedeute
das »Hevauserkennen und Untericheiden der verichiedenen Klaffen«. — Hber
man mufl eben gerade bei diefer Klaffifikation die dabei feftgeftellte »¢gvoic«
jeglicher Irrationalitit ontologifdh, als ibr fpezifilhes Wie=Sein in der
Stufenleiter zwifchen & (dem Rationalen) und dem &nepov (modern etwa:
der transfzendenten Zabl) auffaffen.

2) Es bedarf dazu bei krummen Lingen und Oberflichen befonderer
Hxiome, vgl. Zeuthbhen, Geldh. d. M. i. Altertum, S. 175-177.
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Diefe Inbalte werden aber nicht definiert als Limiten, fondectn,
wobl auf Grund der anfchaulichen Geftalt der einfachen Figuren wie
Kreis und Kugel ufw., als exiftent angenommen. Das Ex-
bhauftionsverfahren beftimmt blof ihre GrdBe.

Darin liegt die Einfiibrung des irrvationalen Verbiltniffes 7
(etwa zwiichen Kreisflidhe und Quadrat des Radius) obhne Kon-
ftruktion und daber obne Beziehung zu der Klaffifikation der an-
deven Irrationalititen. sz ftebt alfo ganz vereinzelt da und wird
gewiffermaflen »urfpriinglich gefhSpft«. Dies ift von der Hntike
aus gefehen nicht fo erftaunlich wie fiir uns. Denn fiir fie war der
Kreis eine einfa de Figur, wie ja aus feiner Verwendung als
elementares Konftruktionsmittel, d. b. als Beweismittel fiir die
matbematifche E xift e n z zufammengefetiter Figuren auf das klacite
einleuchtet. HAndretrfeits wiitde es der antiken Grundanfchauung
durchaus wideripreden, eine ins Unendli e fortzufegende
konvergente Ndaberungskonftruktion als E xift e nz beweis gelten zu
laffen. Es bandelt fidh bei antiken Exiftenzbeweifen ftets um
endlidc e Konftruktionen!!?

Sadlich liegt bier eine erfte, allerdings nur »gefiiblsméBige«
Ecfaffung dert Tranfzendenz von sz vor; 7z kann ja in dev Tat
auch beute nicht in die algebraifchen Zabhlen eingevreibt werden.

C. Das Kontinuum in der Antike.

Hus den vorhergehenden Darlegungen a3t fich nunmebr leicht
entnehmen, dafl das Kontinuum in der Antike famtliche peyédy oder

1) Vgl. zur ganzen Frage H. Hankel, Zur Gefchichte der Matbematik
im HAltertum und Mittelalter (Leipzig 1874), S. 123ff.; K.Laf wit;, Gefchichte
der Atomiftik (Hamburg und Leipzig 1896), Band I, S. 177f. — Hankel fagt
(1. ¢, S. 123): »Der Gedanke, dafl man, wie weit man audch in der Reibe der
Vielecke geben mdge, jene Kreisfliche nie erreicht, obgleich man ibr immer
niber und ganz beliebig nabe kommt, fpannt das vorftellende Denken in
dem Mafe, daB es um jeden Preis diefe Liicke, weldche gleichfam zwifchen
der Wirklichkeit und dem ldeal liegt, auszufiillen ftrebt, und pfychologifch
gezwungen ift, den — unendlich kleinen oder unendlich grofien? — Schritt zu
madchen und zu fagen: der Kreis ift ein Polygon mit unendlich vielen un«
endlich kleinen Seiten. Die HAlten aber baben diefen Schritt nicht getan;
folange es griechilche Geometer gab, find diefelben immer vor jenem Abgrund
des Unendlichen fteben geblieben . . . «. — Auf denfelben Sachverbalt fpielt
auch H. Weyl, Sympofion], S.6—7 an. Indeffen fcheint fiixr Weyl das
antike Verfabren nicht legitim zu fein, Diefer Auffaffung kénnen wir nicht
zultimmen. Es liegt eben nur eine andeve, in gewiffem Sinn primitivere
Grundauffaffung der matbematifchen Exiftenz vor, die an die reine Ges
ftalt (z. B. des Kreifes) unmittelbar ankniipft.
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ioyor umfafit baben mufl, alfo die vationalen und irrationalen, fo-
weit fie bekannt waren (alfo gewiffe algebraifche Irrationalititen
und dann als ifoliecte Gréfle noch 7).

Trotsdem findet fich diefe Huffaffung nirgends explizit ausge-
fprochen. Dem ftand fchon der Untecichied zwifchen dotduds und
1éyedog entgegen, die man keineswegs unter eine gemeinfame Gattung
(etwa Adyor oder eddeiar oder gar oqueie) explizit zufammenfafite.

Das abftrakte Schema aller Adyo, wie es fich aus den Eu-
doxifchen Definitionen (Euklid, Elemente, V, Df. 3 — 5) ergeben wiirde,
wird vollends niemals als Mannigfaltigkeit oder dgl. gefafit. Hille
devartigen »Mengenbildungen« waven der klaffifch en griechifchen
Mathematik fremd.

Man bhatte allerdings auch gute Griinde fiiv diefe Scheu. Sie
entfprang der Furdht vor dem Wideriprudh oder zum wenigften
den bhoffnungslofen Paradoxien, die der Eleate Zenon — in
fkeptifcher Abficht — mittels des Hktual - Unendlichen zuftande ge-
bracht batte. Das Pavadoxon von Hdbilles und der Schildkedte 148t
fih (vgl. dazu P. Tannevry! und B. Ruffell?) auf eine mengen-
theovetifche Form bringen. Die Paradoxie lduft, fo aufgefafdt, darauf
hinaus, da im Falle des Einholens der Schildkrdte durch Hcbilles,
der von diefem zuriickgelegte, um ein Vielfaches lingere Weg der
von jener in derfelben Zeit durchmeffenen, viel kiirzeren Strecke
punktweife umkehtbar eindeutig zugeovdnet werden kann, indem
die gleichzeitig von beiden Lidufern innegebabten Punkte einander
entfprechen. Dies ift nichts andres als die bekannte mengen-
theovretifche Tatfache, da zwei aktual unendliche Mengen gleich-
midcdhtig fein kénnen, obwobl die eine ein echter Teil der andern ift,
fo wie bier der Weg der Schildkedte ein echter Teil des Wegs des
HAcdhilles ift.

Dabei bhandelt es fich hier um zwei verichieden lange konti-
nuierliche Strecken. Fiiv das Paradoxon ift es gleichgiiltig, wie man
die *Kontinuitdt« diefer Strecken fich dachte. Tatfdcdhlich meinte
man in den HAntike und weiterhin bis auf Cantor mit *Stetig-
keit« einfach, dafl zwifchen je zwei Punkten noch unendlich viele
andere liegen. Man dadhte fich dabei das Kontinuum durch fort-
gefeite Teilung entftanden (etwa HArviftoteles). Damit ift aber

1) »Le concept scientifique du continu: Zenon d’Elée et Georg Cantor,«
Revue philofophique, XX, p. 385ff. (octobre 1885).

2) The Principles of Mathematics, Vol. 1, § 331 (p.350) und §§ 340 —41
(p. 358—60). Cambridge 1903.



145] Matbematifche Exiftenz. 585

ein neues geometrifches Moment berveits geltend gemacht, was detr
Entwicklung vorgreift.

Tatfachlich war (vermutlich!) die Folge der Zenonifchen Pava-
doxien eine Entwicklung in zweifacher Richtung: einmal zu einem
atomiftifchen Finitismus und andverfeits zur metbodifchen Vermeidung
wenigftens des Hktual-Unendlichen unter Zulaffung des endlofen
Prozeffes (et dmeigov Lévar?),

Der mathematifche Htomismus denkt fich nicht mebr die gerade
Strecke aus aktual-unendlich vielen Punkten beftehend, fondern aus
einet zwar grofien, aber endliden Zabl febr kleiner Linien-
ftiickchen zufammengefetft, die unteilbare Linien, <«Linienatome«
(¢ropor yoauual) beifen. Man braucht von diefer finiten Matbematik
nicht gering zu denken, es gelang ibr, vermutlich gerade deswegen,
weil fie eines Limesverfahrvens entraten konnte, zum wenigften
eine grofle Entdeckung, die Volumenbeftimmung der Pyramide
und des Kegels?.

Der Htomismus bebdlt alfo von Zenos aktual-unendlichen
Mengen die »Hktualitit« bei, aber nicht die Unendlichkeit. Um-
gekebhrt verfibrt die pythagorveifche Richtung, die in die grofle
Klaffifche Entwicklung der griedhifchen Mathematik durch den Hre-
chytas-Schiiler Eudoxos einmiindet. Sie bewabhrt das Un-
endliche, gibt aber die Hktualitdt preis. Dies Ende diefer Entwick-
lung 148t fich mit Aviftoteles (Phys. III, 7; p. 207b, 29—31) fo

1) Die biftorifchen Quellen find febr diirftig, und es 4Bt fich keinerlei
Entwicklung eindeutig konftruieren. Genau wiffen wir nur, 1. dal Zeno
das HAktual-Unendliche duvch feine Paradoxa ad absurdum fiibrte; 2. daf§
es eine atomiftifche finite Matbematik gegeben bat, die bei Plato und
Xenokrates noch vorbanden ift. Die Vermutung, daB Demokrit (und
vielleicht fchon Leukipp) fie ausgebildet bat, liegt febr nabhe. (Sie wird
beftritten von Sivt Thomas Heath, A bistory of Greek Mathematics,
Oxford 1921, Vol. I, p. 181; wie mir fchbeint, nicht mit durchfchlagenden
Griinden.) — Hingewiefen fei auf Stenzel (Zabl und Geftalt bei Plato und
Hriftoteles, S. 72 ff., der in Euklids befchreibenden Deflnitionen von Punkt,
Linie, Gerade ufw. atomiftifche Refte erblickt (L. c. p. 75, Anm. 2). — Vgl
auh O. Toeplity, »Mathematik und HAntike« (die Antike, Bd.I, S. 199);
3. daBAnaxagorvas die unendliche Teilbarkeit lebrte; 4. dafl die Pytha-
gorecrt das Problem der Ireationalen (wenigftens im Falle V2) aufwarfen.
(Zu weldher Zeit ift febr umftritten.)

2) Zeno felbft entwickelt als erfter den Gedanken eines folchen Pro-
zeffes, f. in §6b,1C.

3) Demokrit entdedite diefe Volumenbeftimmungen, wie wir jetit aus
Ardimedes, ad Eratofth. Methodus, praefatio wiffen. Eudoxos bewies
fie dann ftreng, vgl. Hrchimedes, quadratura parabolae, praefatio.
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chavakterifieven: (o¢ padquavizot) 0vdé viv déovear ol drreigov, 0048
yo@vrar, dlla wdvov evar oy Podhwvrar memegaouévyy,  »Die
Matbematiker bediirfen weder jetit [mebr?] des Unendlichen noch
gebrauchen fie es, fondern (fie brauden) nur (die Tatfache), daB
es begrenzte Strecken gibt, fo grofl fie wollen« — d. b, die Mathe-
matik braucht beliebig grofie (und auch kleine) Gréfien, aber keine
aktual unendlichen. (Die aufervordentlich tiefgehende Hnalyfe des
Unendlichkeitsbegriffs durch Ariftoteles wird uns noch fpiter
(in § 6b IC) beldhiftigen. Hier foll lediglich das auf das Kontinuum
Beziigliche kurz dargeftellt werden.)

Die Huseinandevfebung zwifchen atomiftifcher und *ftetiger«
Matbhematik fpielt verichiedentlich eine Rolle bei Avriftoteles und vor
allem in dev peripatetifchen Schullchrift sweol drduwy yoauucy {(Vers«
faffer vermutlih Theophbrast, gerichtet gegen Xeno-
kvates.) Die mathematifch treffendften Hrgumente gegen die
»Linienatome« find et {tens, daf irrationale Verhiltniffe in der ato-
miftifchen Mathematik unmdglich find, da ja die unteilbare Strecke
felbft als univerfelles Mal aller Strecken in ganzen Zablen dienen
kann, womit alle Vetrhdltniffe rational werden. Zweitens, dafl
man mittels der bekannten geometrifchen Konftruktion (EuklidI, 10)
jede noch fo kleine Strecke balbieren kann. Im Grunde gehen aber
beide Hrgumente (was man zu wenig beachtet hat) auf eine
Grundvorausfeung zurciick, die in der griedhifchen Grundvorftellung
vom Mathematifchen iiberhaupt tief verwurzelt ift.

Diefe Grundvorausfeffung lautet: Es gibt abfolut
exakte einfadhe Figuren, wie den Kreis oder das
Quadrat, — odetr: es gibt vreine elementare Grund-
geftalten. Der Elementavaufbau (die orotyeiwarg) der Mathematik
zeigt, dafl mit der Geraden und dem Kreis alle anderen vreinen Ge-
ftalten gegeben find. Sowobl der Nachweis der Exiftenz irrationaler
Verhiltniffe, wie audh die unbelchrankte Anwendbarkeit der Halbie~
rungskonftruktion beruht offenbar auf diefen *reinen* abfolut exakten
Figuren. Diefe find fiiv die Griechen auch durchaus nicht Ergebniffe
eines Grenzprozeffes, fondern en d li ch e Gegebenheiten. Das bedeutet
einen wefentlichen Unterichied zur modernen Mathematik, wo die
Irrationalzabl duvch einen unendlidhen Prozef definiert wird.

Sonft — von diefen Beweifen gegen den Atomismus abgefehen —
wird das Irvationale in der ariftotelifhen Vorftellung des Konti~
nuums nicht beriickfichtigt. Aviftoteles madht fih keine Gedanken
darviiber, wie die irvationalen, durch Konftruktion gegebenen Punkte
auf der Gevaden fich »zwilchen« die durch Teilung gegebenen ein-
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fdhieben, wo dodh fchon diefe fiir fich ein »Kontinuume« ausmadhen.’
HAlle dervartigen >mengentbeoretifchen« Fragen ftellte die HAntike
nicht. Sie verlieren aud fiir eine konfequent >potentielle<, ge-
netifche Huffaffung des Kontinuums febr an Schirfe.

Das Kontinuum ift alfo fiir Aviftoteles nichts aktual Unend-
liches. Es wird, bei Gelegenheit der Evdtterung des Unendlichkeits-
begriffs felbit, oft betont, dafl auch die endlofe Teilbarkeit des
Kontinuums keineswegs eine aktuale Unendlichkeit impliziert? Hller-
dings wird ein Unterichied gemacht zwifchen dem Unendlichen in
der (endlofen) Zeit und dem in der endlofen Teilung des Kontinu-
ietlichen?,

Das Unendliche ift zwar immer im Werden und Vergehen
(év yevéoer nal @3opd), aber doch mitunter (bei dev Zeit z. B.) in der
Weife, daB das Gewordene oder das Etfafite (t0 Aaufavduevov
wieder vergeht, wibrend ftindig etwas Neues entftebt (¥Ado xai &AA0);
— mitunter aber auch fo, daBl das Entftebende bleibt. (Dies ift
bei der unendlichen Teilung des Kontinuietlichen der Fall.) D. h.:
die Teilpunkte der friiberen Teilungen bleiben beftehen; es kommen
immer neue Zwifchenpunkte bhinzu, das Neg der Teilung wird immer
dichter, die Teilpunkte biufen fich immer mebr, wenn auch ibhve
Zabl und Didhte in jedem konkreten Stadium des Teilungsprozeffes
endlich bleibt.

1) Solche Fragen treten fchon innerbalb des rationalen Bereichs auf.
Ift etwa durch fortgefepte Dichotomie eine iiberall dichte Menge gegeben,
wie veibt fich dann etwa der drittelnde Punkt ein? — Anderfeits ift ja fogar
die Menge aller algebraifchen Zabhlen mit der der ganzen gleichmiacdhtig. Die
gefamten Definitionsmetboden der Antike fiibrten iiberbaupt nicht iiber die
abziblbare Menge binaus. Hudh infofern war die mengentbeoretifche Uns
inteveffiectbeit der Antike bevechtigt. Nur, wenn man den fdmtlichen
Eudoxifichen Adyor zugleich die mathematiiche Exiftenz zugefprochen
bitte, wire man zu einer nicht abzdblbaren Menge gelangt, zu dexfelben,
die wir beute Kontinuum nennen. Freilich, was diefe Exiftenzfetungenbloc
eigentlich befagt, dariiber find wir uns beute noch nicht im klaven. Eine
folche gewagte Exiftenzfehung widerfprach durchaus dem Geift der antiken
Matbematik.

2) Phyi. 111, 6 (206 a 16 —18): 70 d¢ péyedog, 610 pv zar’ vépyeiev olx égtw
&newpov, elpnrar Juawpéoer d'éoTiv: od yap yahembv dveleiv Tis drduovs yoaupds.

3) Pbyl. 111, 6 (206 a 25—29): dlhwg &' & 1¢ 16 ypdve dijlov 16 &megov, ..
xai imi 1ijs Junpéocws Tow ueyEtwv. Shws uév yap olrws &0l 1O &newgov, T() det
Ao =l dAho AeppdvecSar xai TO Jepfavépevoy piv dei elver memepaoudvoy, @l
sl ye érsgov xal Eregov. (206 a33—b 3) Ak dv uiv vois ueyédeoww, dmuoudvorros
100 Angdévros, Todro ouupaiver, Emi d¢ 1Y avdodmwy xel ToU yodvou ¢depoudvay
olitws Wote uy Emideimew.
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Damit ift dev klaffifche antike Begriff des Kontinuums evveicht,
in dem allerdings mathematifch keinerlei tiefere Probleme ficht«
bar werden.

Diefe ergaben fich erft aus der neueren »abendldandifchen« Ent-
wicklung.

II. Die weitere Entwicklung in der neuevren Mathematik
bis auf Hilbert.

A. Die »abendldndifche« Definition durch konvergente unendliche Prozeffe.

Es ift hiev nicht der Ort, die Gefchichte des Kontinuumproblems
davzuftellen. Deshalb mufl es geniigen, nach den antiken Wurzeln
des Problems die bhauptfdchlichen modernen, d.i. »abendldandifchen«
Stellungnabhmen dazu kurz zu etdrtern.

Der grundlegende Unterichied der fog. modernen, d. h. abend-
lindifchen neuerven Mathematik gegeniiber der antiken (die avabifche
Mathematik mdge aufler Betracht bleiben) ift die Einfitbrung det
unendlicen Konftruktion als legitimer Definition einer mathe-
matifchen Entitdt. (Definition durch ein Grenzverfabren (limes),
einen konvergenten unendlichen Prozef)!. Es wurde fchon
gefagt und fei nochmals wiederholt: die antike Betredhnung etwa
des Kreisinbalts duvch Ardhimedes gibt zwar eine (im Prinzip
unbegrenzt genaue) Hnndberung an die Zabl 7, aber diefe Zabl 7z
wird keineswegs durch diefen approximativen Prozefl definiertt.
Vielmebhr ift der Kreisinhalt als eine Grundeigen{chaft der einfachen
reinen Figur (Geftalt) Kreis a priori mathematifch exiftent. Dadurch
ift das Verbiltnis Kreisinbalt zum Inbalt des Quadrats iiber dem
Radius eine legitime mathematifiche Entitdt, trofdem es nicht im
iiblihen Sinne als konftruierbare Irvationalitit in die Stufenfolge
dev Ivrationalititen nach Euklid und Apollonios cingegliedect
wevrden kann. Es ift iibrigens, wie fchon erwidbhnt, die einzige
folche »transizendente« Zabhl, die in der antiken Mathematik vet-~
wendet wird. Hlle antiken Quadraturen, Kubaturen, Rektifikationen
ufw. find allein von 7z abhingig. Umfomebr find alle antiken De-
finitionen algebraifcher Zahlen (mittels iibereinander gebauter

1) Der etfte, der »die Grenze geradezu als eine durch Terme einer Folge
(series) definierte neue Zabl auffafite, deren Evmittlungsart eine neue
Rechnungsart bedeuten follter, war vermutlich James Gregory in der
Einleitung zu feiner »Vera circuli et byperbolae quadratura«, Padua 1667
(Vgl. H. Wieleitner, Geldichte der Matbematik 1I, 1; Sammlung Schubert
Nrv. LXIII [Leipzig 1911] S. 116; Eneftr3dm, Bibliotheca matbematica X,
348f.). — Die Notwendigkeit der Konvergenz ift febr fpit, eigentlich erft im
19. Jabrbundert (Gaufl, Abel, Caudy) voll eingefehen worden.
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Quadrat- und Kubikwurzeln ufw. ufw.) prinzipiell finit. Fiit uns
find die Wurzelzeichen nur Hbkiirzungen fiix unendliche Prozeffe
(etwa Kettenbriiche u. dgl.); fiir die Antike ftehen an ibrer Stelle
endliche Konftruktionen. Der Umfang der der HAntike bekannten
algebraifchen Zablen war de facto begrenzt. Grundfatlich wire es
moglich gewefen, eine beliebige algebraifche Zahl durch die endliche
Konftruktion einer beliebigen algebraifchen Kurve mittels eines
Grafmannfchen »linealen Mechanismus« zu definieven.

Uber alle diefe endlichen Konftruktionen gehen die moder-
nen konvergenten unendlichen Prozeffe grundfiglich binaus. Immer-
hin bleibt es zunddhit bei einer befchrinkten Benutjung folcher Pro-
zeffe, indem diefe als Konftruktionen einzelner teeller Zablen (ent-
fprechend den antiken Adyo:) verwandt werden. Von einer exiften-
tiellen Seung allev veellen Zablen ift zundchft keine Rede, — auch
nicht etwa bei Descartes anlidflich feiner Einfiihrung der Koot-
dinaten. Denn auch Descartes fudht doch nur das geometrifiche
Hnalogon zu den elementaren avitbmetifch-algebraifchen Operationen
(wobei er, wie fchon bemerkt, die allgemeinften algebraifchen Ope-
rationen nicht einmal erveicht)’. Von transfzendenten Zablen ift
aufler 7z nur noch e bekannt, und zwar ebenfo wie 7z geometriich
definiert, mittels des Hypetrbelinbalts. (Nicolaus Mercator, Loga-
vithmotechnica 1667.) [Zeuthen S. 56, 314f.; vgl. F. Klein,
Elem. Math. v. héh. Standpunkt, Bd. ], S. 336ff.]

Der Begriff einer vdéllig willkiirlichen teellen Zabl und damit
der Menge allerv diefer Zablen entwickelt fich erft im 19. Jabr-
bundert, und nicht etwa direkt, fondern auf Grund der ldee der
allgemeinen Funktion. Die Entwidklung des Funktionsbegriffs
ift alfo der Weg, der zum modernen Kontinuumproblem fiibtt.

B. Die Entwicklung des aligemeinen Funktionsbegriffs bis 1750,

Schon im fpaten Mittelalter um 1370 bhatte Nicole Oresme?
eine anfchauliche Vorftellung, wenn auch keinen mathematifich klaren

1) Zeuthen, Gelchichte der Mathematik im XVI. und XVII. Jabrs
bundert, S. 204. Die im Text folgenden Seitenzablen beziehen fich alle auf
diefes Werk.

2) Uber Nicole Oresme f vor allem H. Wieleitner: I »Der
Tractatus de latitudinibus formatrume, Bibliotheca mathematica (3) XIII,
S.115—145 und II. »liber den Funktionsbegriff und die grapbifche Dars
ftellung bei Oresmex, Bibl. Math. (3) XIV, S5.193—243. — Das WerkOtresmes
war bislang nur in einer verkiirzten Bearbeitung bekannt, P.Dubem ent-
deckte drei Handfchriften des Originals in der Bibliotheque nationale in Paris
und iiberfetste Teile der einen: (fonds latins 7371, fol. 2147 —26657); eine weitere
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Begriff einer beliebigen Funktion. Er wurde davauf duvch den
fcholaftifchen Begriff der intensio et vremissio formarum (feit He in-

Hand(chrift ift auch in Bafel (6ffentl. Bibliothek, N° F III 31 [4°]; fol. 2T bis
fol. 297). — Dubem, Etudes sur Léonard de Vinci, 1II. Série (Paris 1913),
gibt nur franzdfifche Ausziige, Wieleitnerv (L. c.II) gibt Stiicke des latei~
nifchen Textes nach Dub ems Hbfdcrift.

O resme gibt keine Darftellung von »empirifchen« Funktionen, wie man
béaufig lieft. Das wiirde ibm zu Unrecht moderne Ideen unterichieben. Tat=
fachlich gibt er fo etwas wie eine typifche Darftellung der Mdglichkeit der
Variation von Intenfititen (Wdrme z. B.) mit der Zeit oder entlang einer
vaumlichen Erftreckung. Die Figuren fchlieflen fich keinesweg an die Wirks-
lichkeit an, fondern entfprechen beinabe den Zeichnungen im Skizzenbuch
des Villars de Honnecourt. (Vgl. zur ecrften Orientierung iiber diefe etwa
J.v.Schloffer, Die Kunft des Mittelalters [die fechs Biicher der Kunft, 3. Buch,
Berlin»Neubabelsberg, Akad. Verlagsgef. HAthenaion, o. J.], S. 83 u. 84. Man
beachte befonders die Zeichnung des Léwen [Fig. 94] »contrefait au vife,
die durchaus nicht naturaliftifch ift.) Die »formae« [substantiales wie accidens
tales], deren »latitudo« [= Variationsweife, Schwankungsmd&glichkeit] darge-
ftellt wurde, waren zundchft durchaus keine pbhyfikalifchen Grdfien, fondern
etwa die »charitas in bomine«, die zu> und abnimmt und »magis et minus
per diversa tempora babetur« (Petrus Lombardus, Sententiarum
libri IV,, lib. I, Dift. XVIL [ca. 1150], f. Wieleitnerv, L c. XIV, 195, Anm. 3).
Heinrich (Goethales) von Gent (1217—1293) fpricht dann zuerft
von intensio et remissio und daf rvatio et causa augmentationis zu unters
fuchen fei (L. c. XIV, 196). — Erwébnt fei noch, da Bradwavdine (1 1399)
von den infiniti gradus in omni latitudine fpricht und daBl Gregor
von Rimini (1344) eine latitudo als doppelt fo grofl wie eine andere
bezeichnet. alfo fie miBt (l. c. XIV, S. 196/97).

Wieleitner beftreitet, daB Oresme die Koordinatendatftellung er-
funden babe und billigt ibm bd&chitens eine »Ordinatengeometrie« (ohne
den Begriff der Abiziffe) zu. Ferner tadelt er feine fdhwankende und uns
fcharfe Begriffsbildung. Man mufl aber bedenken, dafl es fich bier um eine
friibe Stufe einer felbftindigen (nur wenig von der HAntike beeinflufiten)
Konzeption neuer, fpezififch »abendldndifcher«~ (alfo wobl »nordifch beftimmter«)
matbhematifcher Begriffe bandelt.

Es liegt bievr bei Oresme m. E. die Urfprungsftdtte
der wichtigften Begriffe der neueren Mathematik: Funktion,
beftimmtes Integral, Hbleitungen aller Ordnungen (als Befchleunigungen
verfchiedener Ordnung auftretend), Prinzip der Permanenz der
formalen Gefefe (gebrochene Exponenten), — dies lejte im »Hlgoris-
mus proportionume«, vgl. H. Hankel, Zur Gelchichte d. Math. im Hltertum
u. Mittelalter, S. 350f.

Audb in der Frage des Einfluffes diefer Begriffsbildungen auf die fpatere
Zeit fcheint mir Wieleitner zu abfprechend zu fein. Es bat eben der
iiberméchtige Einflul der Antike feit der Renaiffance vieles Mittelalterliche
fcheinbar verichwinden laffen. (Vgl. das von Wieleitner felbft Beigebrachte:
fiir Descartes, XIV, S.241 1. c.,, Anm. 2, 4, 5; fiir Galilei, S. 242f.).
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vich von Gent) gefiibet, d. h. die allgemeine Idee des Wachfens
und HAbnebmens einer »Qualitdt« oder »Intenfitit«, wie wir beute
fagen wiitden, mit dev Zeit. Diefer Funktionszufammenbany wurde
duvch eine (allerdings im einzelnen, von ganz einfachen Fillen ab-
gefeben, pbantaftifch ausgeftaltete) Kurve dargeftellt. Fiit unfere
gegenwirtige Frageftellung ift nun das Entfcheidende, dafl hier bei
Oresme der allgemeine Begriff der Funktion mit tiefblicken~
der Hnichauungskraft entdeckt wird, wenn auch feine begriffliche
Faffung weit entfernt von letiter Schédcfe ift. Der allgemeine
Funktionsbegriff findet fich bier fchon eigentlich nach den beiden
Seiten, die fpiter von ausichlaggebender Bedeutung werden, kon-
zipiert. Einmal fkizziertt Oresme einen fyftematifchen Hufbau
immer komplizievterer funktionaler Gefemifigkeiten (uniformis,
uniformiter difformis, difformiter difformis, uniformiter difformiter
difformis, difformiter difformiter difformis ufw. ufw.). Es werden
auch Zablenveiben (aritbmetifche Reiben hdherer Ordnung u. dgl.)
zur Befchreibung der Gefeymifligkeiten herangezogen. Und dann
kommt zweitens bei ihm audh fo etwas wie eine ganz willkiirliche
Funktion zur Geltung, in Geftalt einer beliebigen, aus itgendwelchen
Geftalten zufammengefetiten Linie. Freilidh wird der HAnfa nicht
durchgefiibrt; O resme kommt nur zu einer Kombination von end-
lich vielen elementaren Figuren (Kreisbgen und gebrochenen
Linien)!. Immerchin ift dazu zu bemerken, dafl Oresmes Etdrte-
rung fich ftets nur auf eine shora«, eine »Stunde« als begrenzten
Zeitabichnitt bezieht. (Die Zeit bezeichnet i. A. die unabbingige
Variable.) Wiirde man immerfort Stunden bis ins Endlofe dazu-
nebhmen, dann kidme man zu einer Mannigfaltigkeit von Kombina-
tionen von der Midhtigkeit des Kontinuums. Denn man kann jede
auftretende Elementarfigur mit einer Zabl bezeichnen und kommt
dann auf eine Zablfolge bzw. auf die Menge aller Zablfolgen.
Oresme bhat diefe Betrachtung nicht?, aber evr denkt fich die
Elementatfiguren felbft »auf unendliche Weife vartiiert«®.

Diefe genialen Vorabnungen wutden von der fyftematifch fort-
fchreitenden Mathematik, die allerdings ihre Begriffsbildung erft
wicklich ftreng zu fichern batte, erlt ganz allmiblich wieder erreicht.
Der allgemeine Funktionsbegriff entwickelte fich febr langfam.

1) f. Wieleitner, Bibl. Math. (3) XIII, S. 138, Fig. 9 u. 10.

2) 1. c. X1V, 205, Anm. 2.

3) Lc XIII, S.139: »quas pono gratia exempli [figuras] possunt
infinite variari semper repraesentando latitudinem de qua est intentio
sive sermoe.
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Cavalieri fafite (ebenfalls in genialer Intuition und mit unge-
niigender Schédrfe) den Begriff des Integrals irgend einer Kuvve
(ZeuthHen, l.c, S.256ff.) Bei Pascal findet fich fodann (1659)!
ein allgemeiner Safy iiber partielle Integration bewiefen, in dem
zwei allgemeine Funktionen (Kutrven) auftreten. Die allgemeinen
kinematifchen Methoden von Totrricelli und Roberval (1668)
zur Lofung des fog. Tangentenproblems beziehen fich auf eine be-
liebige Kurve (l.c., S. 321ff). Barrow, Newtons Lehrer, for-
muliert und beweift einen allgemeinen Umkehrungsfaty beziiglich des
Tangentenproblems und feiner Umkebhrung, der fiir alle Kurven
gelten foll, (. c., S. 352ff, bef. S. 354) — es bandelt fich tatfdchlich
natiirlich nur um differenzierbare Kurven. Damit kommen wir
fchon bis an die Schwelle der Differential- und Integralrechnung
(Newton und Leibniz), die fich auf allgemeine Funktionen be-
ziebt.

Leibniz bhat im Gegenfag zu Barvows und Newtons
geometrifch -kinematifcher Methode (die innetlich, iibex Napiet
(1550-1617) noch mit den alten Oresmefchen Konzeptionen zufammens
zubdngen icheint), zuerft den allgemeinen atvithmetifch-
analytifchen Funktionsbegriff gefaft (Huguft 1673, in der
Handichrift Catalogue critique Nr. 575, iiberfchrieben »Methodus
tangentium inversa seu de functionibus«)? Uber die Descartes-
fche algebraifche Gleichung hinausgebend, wird der allgemeine
Begriff einer analytifcdhen Relation eingefiibrt und dem
geometrifchen Funktionsbegriff, der Kurve, wird das allgemeine
Fortichrittsgefety einer unendlichen Reibe gegeniibergeftellt. Hufler-
dem aber befchreibt er die funktionale Hbbingigkeit berveits 1673
in abftrakten Begriffen. Schritt fiiv Schritt ndbert fich dann Leibniz
dem allgemeinen analytifchen Funktionsbegriff (in Huffdfien in den
Acta Eruditorum 1692 —1694), den ev fpiteftens 1696 endgiiltig et-
veicht. (September 1694: von einer Variablen v: »quantitas quo-
modocunque formata ex indeterminatis et constantibuse«; Buguft
1696: »quantitates utcunque datae per indeterminatam x et con-
stantes« oder »algebraice vel transcendenter dependentes ab z et
constantibus«, welche mit X3! X2, ..... beveits fyftematifch

1) Lettres de H. Dettonville sur quelquesunes de ses Inventions en
Géometrie. — Zeutbhen, L.c. S.270ff.

2) Vgl. dariiber und iiber das Folgende die grundlegende HArbeit von
D. Mabnke sNeue Einblidke in die Entdedkungsgefichichte der hdheren
HAnalyfis« (Abb. d. PreuBifchen Akad. d. Wiff., Jabrg. 1925, Math..Phyf. K. Nr. 1),
§ 12—15. Befonders Seite 44 —45; 47—52.
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bezeichnet werden.)!. Damit ift im wefentlichen fchon der Begriff
erveicht, den Eulev fpiter einen sanalytifchen Husdruck« nennt.

Bei diefen Unterfuchungen ift allerdings nur jeweils eine (oder 2)
beftimmte Kurve bzw. Funktion Gegenftand der Betrachtung. Die
Mannigfaltigkeit aller mdglichen Kurven beftimmter Art fpielt noch
keine Rolle. Es ift daber auch kein HAnlafl, den Begriff der will-
kiitlichen Kurve zu prizifieren.

Uber die beftimmte konftante Kurve (Funktion) gebt bhinaus die
Vaviationsrechnung. Sie entftebt, als in gewiffem Maf all-
gemeines Verfabhren, etwa um 1700 (Jakob Bernouilli 1697)?% und
witd um 1744 von Euler als fyftematifche Disziplin begriindet®.
Hier treten zuerft gewiffermafien variable Kurven auf oder es
werden unendlich viele Kurven in Betracht gezogen, von denen
eine ausgezeichnet wevden foll!. Trogdem geniigt es zur Ldfung
der Hufgabe, neben der (als gefunden angenommenen) verlangten
Kurve eine geeignete Vergleichskurve zu betrachten, fodafl alfo
— wenigftens in den friibhen Stadien der Vaviationstechnung — ein
explizites Eingeben auf die Gefamtheit der mdglichen Kurven nicht
ndtig ift’. Das Inteveffe vichtet fich eben nur auf das eine »extres
male« Element, dbhnlidh wie auch bei den gewdhnlichen Maximal-
aufgaben.

C. Die Idee der »ganz willkiirlichen« Funktion.

Dagegen wurde der Begriff der »ganz willkiirlichen« Funktion
bei einer andeven HAufgabe, die in der Mitte des 18. Jahrhunderts
auftaucht, notwendig: bei dem beriibmten Problem der fchwingens-

1) Vgl. Mabnke, 1. c. S.51. HAn diefer Stelle wird auch iiber die Ent»
widklung der Terminologie bis zu dem beutigen Gebraudch des Wortes functio
ausfiibrlich berichtet, die der gemeinfamen Hrbeit Leibnizens und der Briider
Jakob und Jobann Bernoulli in den Jabren 1694—98 verdankt wird.

2) Newton bebandelt 1686 die erfte Variationsaufgabe (Rotations:
korper kleinfien Widerftandes), Jo b ann Bernoulli ftellt 1696 das Problem
der Linie kiirzeften Falles und 16ft es durch einen befonderen Kunftgriff.
Aber erft Ja kob Bernoulli gibt ein allgemein verwendbares Prinzip.

3) Methodus inveniendi lineas curvas maximi minimive proprietate
gaudentes. Laufanne u. Genf 1744. (Oftwalds, Klaffiker Nr. 46).

4) Jobann Bernoulli: »Der Sinn der Hufgabe [der Brachifto~
chrone] ift der: unter den unendlich vielen Kurven, welche . . ., foll die-
jenige ausgewidblt werden, lings weldber . . .« (Oftw. Klaff. Nv. 45, § 5).

5) Vgl. Jakob Bernoulli (Oftw. Klaff. Nr. 46 S.15): »Ift ACED B
die verlangte Kurve . . . und find C und D zwei beliebig nabe Punkte auf
ibr, fo ift das Kurvenftiik CED unter allen Kurvenftiicken, welche € und D
zu Endpunkten baben, das, welches der fchwere Punkt, der von A aus

Hufferl, Jabrbuch f. Philofophie. VIII. 38
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den Saite!. d’'Hlembert (1747) kam auf eine Lofung, die zwei
willkiirliche Funktionen entbhielt. Ev dadte fich darunter zwei ana-
lytifch ausdriickbare Funktionen. Eulev (1748) dagegen beftimmte
die beiden Funktionen geometrifch durch willkiivlich gezogene Kur-
ven?, wogegen fich d’'Hlembert verwahrte. Daniel Bernouilli
gab nunmebr (1753) eine neue Ldfung, die davauf binauslief, die
Eulervichen »ganz willkiirlichen« Kurven durdh trigonometrifche
Reiben davzuftellen. Die Mdoglichkeit einer folchen Datftellung wurde
aber nicht fofort anerkannt, d. b. fiiv nicht allgemein gebalten. Die
Frage blieb ungeldft (obwohl noch Lagrange fich darum bemiibte)
und ecft 1807 fprach Fourietr den Saty aus, daB eine ganz will-
kiirlich (graphifch) gegebene Funktion fich durch eine trigono-
metrifche Reibe darftellen laffe, deven Koeffizienten er durch Integrale
beftimmte. Die Konvergenz der Fouriericden Entwicklung wurde
allerdings, fiiv eine weite Klaffe von Fillen, ecrft 1829 von Dividh-
le t etwiefen (fiir Funktionen, die durchgebend integrierbar find und
nicht unendlich viele Maxima und Minima baben).

Prinzipiell und in der fiir unfere jeige Problemftellung wich-
tigen Hinficht heiffit das: die »ganz willkiicliche«, grapbifch gegebene
Funktion At fich zwar nicht durch einen endlichen, gefchloffenen

fallt, in kiivzefter Zeit durchmifit. Wiirde ndmlich ein anderes Kurvenftiick
CFD in kiirzerer Zeit durchmeffen wevrden, fo wiirde.. .« — Vgl. Euler,
1. c. Kap. 1, Lebrs. 1V (p. 42); Kap. 2, Aufg. I (p. 46); Aufg. V (p. 77) uiw.

1) Vgl. darviiber die {chdne Darftellung Riemanns in feiner Habix
litationsichrift »Uber die Darftellbarkeit einer Funktion duvch eine trigonos=
metrifche Reibe« (1854) [Gef. Werke! S. 213 ff.] §§ 1—3, und in den »Vorlefungen
iiber partielle Differentialgleichungen«, bg. v. Hattend ot ff (Braunichw.
1869): § 21, §§ 74—178, bef. § 78.

2) Es gibt bei Euler zwei Funktionsbegriffe, die nicht in Beziebung
gefest find. Erftens: »functio quantitatis variabilis est expressio analytica
quomodocunque composita ex illa quantitate variabili et numeris seu
quantitatibus constantibus». (Introd. in an. inf. 1748 t. I, p.4.) Diefem Funk-
tionstypus entfpricht die curva continua. Es gibt aber aufierdem noch beliebig
»libero manus ductu« gezeichnete Kurven: »curvae discontinuae seu mixtae
seu irvegulares«. Der Husdrudk continuae bzw. discontinuae beziebt fich
alfo darauf, daff die Kurven in ibrer ganzen Ausdebnung durch ein Gefe
darftellbar find bzw. in disparate Stiicke auseinanderfallen (etwa wie eine
Parabel, die fich in eine Hyperbel fortfetit). Es bandelt fich alfo nicht um
unferen beutigen Stetigkeitsbegriff, der von Cauchy ftammt. Die curvae
discontinuae bielt Euler fiiv analytifh nicht darftellbar. (Vgl. dazu die
biftorifche Einleitung in H. Hankels »Unterfuchungen iiber die unendlich
oft oszillievenden und unftetigen Funktionen« (1870), Oftwalds Klaffiker
d. exakt. Wiff. Nr. 153.)
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analytifhen Ausdruck, aber durd eine unendliche Reibe mit gefef-
mifig gegebenen Koeffizienten ausdriicken — unter den Divichlet-
fchen Bedingungen.

Das erfcheint zunidchit paradox, aber man mufl bedenken, daf
natiirlich die unendlich vielen Koeffizienten nur duvc ftindige Hin-~
zunabme neuer gegebener Kurvenpunkte, die man fich etwa immer
dichter angeordnet denken kann, numerifch berechnet werden kdnnen.
Das Merkwiirdige ift alfo nur, daB die diskvete Menge der
Koeffizienten die kontinuierlic e Kurve beftimmt. Hber dies ift
gerade wegen ihver Kontinuitit (im Caudh yichen, allo modernen
Sinne) der Fall. Denn die Stetigkeit befagt gerade, dafl, wenn man
etwa eine irrvationale Hrgumentftelle = durch rvationale Zablen ap-
proximiert, man dann gleichzeitig durch die entfprechenden Funktions-
werte den Wert f(z) in der erftgenannten Stelle x als Limes et-
reicht, d. h. mit den Funktionswerten an den rationalen Argument-
ftellen ift fchon die ganze Funktion gegeben und diefe rvationalen
Stellen kann man bekanntlich leicht in eine abzdhlbare Reibe ordnen.

Die willkiirliche ftetige (oder, wie man zeigen kann, auch un-
ftetige, aber den Ditidletichen Bedingungen unterworfene)
Funktion ift im wefentlichen darftellbar durch eine willkiirliche
Zablenreihe oder Folge — oder, wenn man will, eine »zablentheo-
vetiiche Funktion« (bei der Hrgumente und Werte ganze Zablen
find). Man fiebt alfo, daf der Begriff der willkiirlichen Funktion
den Begriff der willkiirlichen Zablenfolge — und damit der willkiic-
lichen veellen Zabhl, die durch eine Zablfolge beftimmbar ift — ein-
fchliefit.

Wit kebren nun fozufagen die Betrachtung um: In der graphifch
gegebenen willkiirlichen ftetigen Funktion fehen wir ein anfcheinend
anfchauliches Bild einer willkiirlichen vteellen Zabl. Insbefondeve,
wenn die Funktion perviodifch ift, d. h. fidh nach einem endlichen
Intervall identifcb wiederbolt, ericheint die gezeichnete Kurve als
eine edte, endliche Geftaltl., So wivre alfo die willkiic-
liche perviodifche ftetige Funktion und damit aud
die willkiivliche Zabhlfolge ein anfdaulidhes end-
liches Phdnomen!

Aber dies ift ein offenbaver Irvtum! Sdcon daraus
kann man dies entnehmen, daBl die »entfprechende« zahlentheo-
vetifche Funktion offenbar, als vollig willkiitliche, nicht endlich tiber-
fchaubar ift. Eine nibere Uberlegung lebrt, dafl an jenen ftetigen.

1) Eine Figur (oyfjue) im antiken Sinn.
38°*
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Kuvven nicht ibre Gefamtgeftalt in dem gegenwirtigen Problem-
zufammenbang das Wefentliche ift, fondern die Mdglichkeit, aus ihv
in einem unendlichen Teilungsprozefl eine immer dichter wer-
dende Menge von Punkten mit vationalen (oder auch algebraifchen)
HAbfziffen berauszubeben. Nur infolge diefer Mdglichkeit bhat die
grapbifch gegebene Kurve die Fidbhigkeit die willkiivliche ftetige
Funktion darvzuftellen.

Es verhilt fich alfo mit jener graphbiich gegebenen Euler{chen
Funktion nicht anders als mit einer echten werdenden Folge,
devren Glieder eines nach dem andern in der Zeit gegeben werden.

Es bandelt fich alfo um jene Gegebenbeitsweife eines anfchau-
lichen Kontinuums, bei der die unbefchrdankte Moglichkeit beftebt,
in den fog. »Innenhorizont« hineinzugeben. (Diefe Dinge find von
mir in einer friihevren Hrtbeit ausfiibrlich ervdrtert worden! und
kdnnen deshalb bier iibergangen wetrden.)

Es ift alfo nur Schein, daB man eine ginzlich willkiirliche
ftetige Funktion als gefchloffenes Gebilde »geben« kann. Man kann
fie eben in ibrer unendlichen (endlofen) Husdebnung nicht
anders geben als durch ein »Gefei« — d. b. man kann fie als
willkiivrliche nicht »geben«. Sie ift kein phaenomenon dabile.

Der Sdchein der dabilitas entftebt durdh ein
lestes antikes, »geometrifches« Element in Eulers
Mathematik,? wo doch der fonftige Sachzufammen-
hang ganz >modern< (abendldandifch) ift. Es ift in det
Mathematik des 18. Jahtrbunderts nicht mebhr erlaubt, Geftalten
als elementare Gebilde zu nehmen, wie die Antike den Kreis als
elementare Geftalt auffafite (f. o. S. 143, 146). Denn in detr neueven
Mathematik dienen allgemein endlofe (konvergente) Prozeffe als
Definitionen. Es werden, feit dem Ende des 17. Jabrbunderts in
immer fteigendem Mafle, mathematifche Gebilde in diefer Weife ein-
gefiibrt, wdhrend die geometrifchen Definitionen verfchwinden. Die
»exakten« geometrifchen Figuren find felbft Limiten. Diefer gefchicht-
liche Prozefl fetit fich im 19. Jabrbundert fort und fiibrt f{chlieBlich
zur vollftindigen »HAritbmetifierung« der Mathematik.’

1) Diefes Jabrbuch Bd. VI, S. 472—477.

2) Wie es #bnlich auch bei feiner Variationsrechnung bervortritt, wo
es evft von Lagrange iiberwunden wird. — In fa ch 1i ch e v Hinficht fei auf
unfere Betrachtung im Math. Anb. zu § 3, III am Schluffe verwiefen!

3) Freilich gebt es bei diefer Entwidklung nicht obne Krifen ab. Eine
folche kritifche Periode begann gegen 1800, wo man die Konvergenz der
benuften Prozeffe forgfiltig zu unterfuchen begann, nachdem man fich
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Audh die weitere Entwicklung des Funktionsbegriffs unterliegt
diefer Tendenz zur HArithmetifierung. Anftelle von E ulets grapbifch
vorliegenden willkiirlichen Kurven tritt Divichlets abftrakte Defi-
nition: »Eine Funktion beit y von z, wenn jedem Werte der
verdnderlichen Grofle x innethalb eines gewiffen Intervalls ein be-
ftimmter Wert von y entfpricht; — gleichviel ... ob die Abhdngig-
keit durch mathematifche Operationen ausgedriickt werden kann
oder nicht.« Diefe Definition nennt H. Hankel! eine »reine No-
minaldefinition«. Er fagt von ibr, fie teiche fiiv die Bediicfniffe der
fAnalyfis nicht aus, da Funktionen diefer Art allgemeine Eigenfichaften
nicht befigen. Das lefstere ift nicht vichtig;? aber es liegt in der
Tat eine wabre Kluft zwifchen diefer allgemeinften Definition und
den konkreten Konftruktionen der Hnalyfis.

Die allgemeine unftetige Funktion Dividhlets?® ift noch viel
weniger vorftellbar als die allgemeine Zablfolge. Denn die Menge
ibrer Hrgumente l4aBt fich nicht abzdblen. Die Funktion bhdngt ge-
wiffermafien von einer nichtabzidblbaren Menge von Bedingungen
ab, fie ift ein durch und durc transfiniter Begriff.'

bisher bauptfachlich auf feinen »mathematifchen Takt« verlaffen batte. Die
zw eite kritifche Periode wird vor allem durch Weiervcftraffens Tatigkeit
gekennzeichnet, der die ineinander eingefchachtelten Grenzverfabren zu beban=
deln lebrte und die reelle Zabl {charf definiert zur Grundlage der Infinitefimals
rvecbnung machte, aus der das Unendlichkleine verfchbwand. Die dritte
kritifche Periode ift die gegenwirtige, in der der Begriff des AktualsUnend-
lichen, der in der Mengenlebre fo grofie Triumpbhe feierte, angegriffen wird.
In diefen Forichungszufammenbang gebdren auch die gegenwirtigen Unter-
fuchungen.

1) Unterfuchungen iiber die unendlich oft ofzillierenden und unftetigen
Funktionen, 1870. (Oftw.-Klaff. Nr. 153, S. 49. — Die Einleitung der Arbeit ift
wegen der feinfinnigen biftovifchen Bemerkungen inteveffant; der fachbliche
Gebalt ift ldngft iiberbolt.)

2) Vgl. dazu E. Borel, Legons sur la théorie des fonctions. 1. edit.
Paris 1898 (2. edit. 1914), p. 126, Anm. 1.

3) Es ift bier und im folgenden unter dem Ausdrudk «D.{che Funktion«
immer die allgemeinfte unftetige Funktion verftanden, nicht etwa eine der
»Dirvichletichen Bedingungen« fiic die Darftellbarkeit durch eine trigono-
metrifche Reibe unterworfene Funktion.

4) Borel, L. c. p. 126: »une telle fonction est définie par une in-
finité non dénombrable de conditions; en pratique, cela
vevient a dire qu'il est impossible de la définiv. Il y aurait lieu de
distinguer parmi les fonctions discontinues les plus générales, qui paraissent
devoir @étre exclues, ... des considérations matbématiques, des fonctions
dont la discontinuité est assujettie a des restrictions. Ces restrictions
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Der Divichletfche Funktionsbegriff dient alfo nur als all-
gemeines Schema, analog dem Verhdltnis (Adyog)-Begriff des Eu-
doxos; die konkret verwertbaren Funktionen miiffen in irgend
einer Weife konftruiert werden. Dabei ift allerdings eine Grenze
fiiv die mdoglichen Konftruktionsmittel nicht zu feggen. Der in diefen
Konftruktionen beberrichte Bereich erweitert fich ftindig! und fein
Wacdhfen ift auch beute noch nicht zu Ende. Trotidem erveichen die
Konftruktionen nicht die abftrakte »Nominaldefinitione.

Es bleibt alfo — in verdnderter Form — der doppelte Funk-
tionsbegriff, der fchon bei Euler auftrat (und, wenn man will,
fogar fchon bei Oresme angelegt ift)? befteben. Uber den eigent-
lichen Sinn des abftrakt-formalen Begriffs fchwanken die Anfichten.
Es ift unfchwer zu febhen, daBl es fich hier um die hiftorifch friiheve
Stufe des modernen Streites zwifchen Intuitionismus (der den kon-
ftruktiven Funktionsbegriff hat) und Formalismus (detr die abftrakt-
fchematifche Definitionsweife wiblt) bandelt. (Vgl. fiiv diefes Stadium
etwa P. du Bois-Reymonds »Hllgemeine Funktionentheorie«
(Tiibingen 1882) und auch Hankels fchon zitierte Schrift von 1870.)

G. Cantors Mengenlebre wird (von den 70er Jabten ab) det
Mittelpunkt einer Gruppe von Unterfuchungen, die jede beliebige
Dirtichletiche Funktion, ebenfo wie jede »wobldefinierte« Menge,
als exiftent feten.® Die Scheu vor dem Hktual-Unendlichen ver-
fbwindet. Damit ift aus der »Nominaldefinition« der unftetigen
Funktion ebenfo wie aus der »Nominaldefinition« der veellen Zahl

doivent étre denatuvre telle quelafonction puisse étre
entierement définie par une infinité dénombrable de
conditions.

1) So wilHankel, L c. S. 49 ff,, der die allgemeine Erkldrung, y folle
fich mit z »gefeyméBig« dndern, mit Recht fiir dunkel balt, »die Mannigfaltig-
keit der in dem reinen D.{chen Funktionsbegriff enthaltenen, mdglichen
Grdflenbeziebungen zweier Verdnderlichen auseinanderlegen«. — Spiter
baben Weierftrafl, Cantor, Baire, Lebesgue diefe Konftruktion
immer weiter getrieben. Lebes gue bhat eine Funktion s»benannte«, die
nicht mebr analytifch darcftellbar ift. (Journ. d. Math. 1905.) (Vgl. Haus:
d o t f f, Grundziige d. Mengenlebrel, S. 429f., Bo v e 1, Méthodes et Problémes
de théorie de fonctions, 1922, S. 20.) — In andever Richtung verallgemeinert
Weyl (»Das Kontinuume, 1918) die analytifche Darftellung.

2) Leten Endes kann man diefelbe Doppeltheit fchon in der Antike
finden, wo Thedtet die Irrationalzablen nach konftruktiven Prinzipien
zuerft Kklaffifiziert und gleichzeitig Eudoxos die »Nominaldefinition» des
Adyos gibt.

3) Die Divichletfche Funktion kann offenbar als zweidimenfionale
Punktmenge aufgefafit werden.
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(dem antiken Verbiltnisbegriff [Adyoc] nach Eud o xo0s) eine Exiftenz
feende »Realdefinition« geworden. Eine devartige Definition kann in
keiner Weife mebt als eine Erweiterung der antiken konftruktiven
Definition angefeben wevrden. Denn es ift abfolut wefentlich fiir den
antiken Begriff des Elementaraufbaus (croryeiworc), daB et von einer
endliden Komplikation ift. Zweitens kann fie auch nicht fo auf-
gefafit werden, als ob fie durch einen unendlichen Prozefl im mo-
dernen Sinne vollbracht wiirde. Sie fdllt alfo aus der Richtung
der bisherigen mathematifichen Methodik ganz beraus.! Es bleibt
vielleicht die Mdglichkeit, die in gewiffer Hinficht fo naive Huf-
faffung der aktual unendlichen Mengen als »mit einem Schlage ge-
gebener« als eine Riickkebtr zum primitiven »Geftalten=«
Seben« dev avrdhaifchen Mathematik (wie fie war, ebe die
orouyelwotg - Methode fich duvchfetite!) auszulegen. Manches fpricht
dafiir?; eine wirklich ftichbaltige Begriindung des Verfahrens kann
aus diefer Huffaffung keineswegs gewonnen werden. Denn es
bandelt fich dabei im Grunde um eine Wiederaufnabme der alten,
fritber kritifiecten, Eule rvichen »geometrifchen« Methoden; — nutr
dafl die Bedingungen fiic ibre Anwendung viel ungiinftiger ge-
worden find. Tatfdchlich bemerkt man auch, dafl der Verfuch ge-

1) Man kann als biftorifche Parvallele hochftens Leibniz anfiibren,
der den Verfuch machte die Kombinatorik und den Begriff der definiten
Mannigfaltigkeit fo zu erweitern, dafl auch eine (aktual) unendliche Kons
ftruktionsbafis zugelaffen wird. Vgl. dariiber die Hrbeiten H. Pichlers
(Begriff der »Volldeutigkeit«) und D. Mabnkes; zulammenfaffend
dargeftellt von D. Mabnke in diefem Jabrb. Bd. V1], S. 561ff. (Leibnizens
Synthefe von Univerfalmatbematik und Individualmetapbyfik § 20). — S. auch

unten §6c IIIC.
2) a) Man vgl. etwa die bdufigen Bemerkungen F. Kleins iiber der-

artige Anfchauungsmdglichkeiten. (Vorl. iib. d. Anwend. d. Diff.» u. Integr.R.
auf Geometrie, 1902). Klein fchrdnkt einerfeits die Anfchauung febr eng
auf das Endliche ein (Funktionsftreifen ufw.) Hndrerfeits erweckt feine
lebendige Darftellung doch immer wieder die I11ufion der Anfchaulichkeit
des Transfiniten, — Vgl. auch Matbh. Anb. zu § 3, III

b) Zermelos Beweis des Woblordnungsfates erfeit die als un-
moglich erkldrte »fukzeffive« Auswabl unendlich vieler Elemente durch ibre
»gleichzeitige« Auswabl. Dazu bemerkt H. Fraenkel, Einleitung in die
Mengenlebre (2. Aufl. Berlin 1924), S. 142—143: »Oben feite jeder einzelne
Auswablakt die Gefamtheit aller vorangegangenen Huswablakte voraus, . . .;
es gewinnt fo den Anfchein, als fei ein fukzeffiv wachfender Zeitaufwand fiiv
die Auswablakte etforderlich . . .; die Zugrundelegung einer gleichzeitigen
Huswabl ... ift jenem Verfabren zwar nicht in der praks-
tifcdhen Duvrchfilthrbarkeit iiberlegen, wobl aber pfycho-
logifch faBbarer und aufchaulider« (!!)



600 Oskar Bedker. [160

nauever Vorftellung der Gebilde immer wieder an ibre Genefis an-
kniipft, die aber eben nicht konfequent durchdacht ift.

Von diefer grundiilichen Stellung aus ift nun natiiclich dev
Begriff der willkiirlichen veellen Zabl obne weiteres zu faffen.
Denn erv 4Bt fich ja auf den einer abzdblbaren Menge oder auch der
zablentbeoretifchen Funktion fofort zurviickfiibren. Ebenfo ift jetst die
Menge aller veellen Zablen und auch die Menge aller teellen (dis-
kontinuierlichen) Funktionen obne weiteres eine erlaubte Begriffs-
bildung.

Die Menge aller veellen Zablen ift nun das Kontinuum, und
es gelingt Cantotr, von ibm eine abftrakte defcriptive Definition zu
geben; es ift eine »perfekte, iiberall dichte Menge«.

Aber Cantors geniale Schopfung enthidlt neben denjenigen
Begriffen, die das Hktual-Unendliche als wefentlichen Beftandteil
enthalten, auch nocd andere, die als zu der Idee eines unendlichen
Prozeffes gehdrig interpretiert werden konnen. Dabin gebhdrt
das Verfahren der umkebrbar eindeutigen Zuordnung zum Beweis
der Gleichmiédhtigkeit von Mengen, und - allerdings mit einet
wefentlichen Einfchrdnkung, von der noch zu rveden fein wird —
das fogenannte »Diagonalverfabren« zum Beweis, dafl eine Menge
michtiger ift als eine andere. Vor Allem aber ift hier die wunder-
bare Reibe der transfiniten Ovdnungszablen zu nennen, die be-
riitbmte »Fortfeung der vealen ganzen Zablenveibe iiber das Un-
endliche binause. (S.o0. § 5a.)

D. Das moderne Kontinuumproblem.

1. DieAbzidhlbarkeit allerendlichdefinierbaren
Zablen(Cantor,Botrel). — So entfteht das » Kontinuum-
prtoblem« im Sinne der Frage nach der Mddctigkeit des
Kontinuums. Oder anders ausgedriickt: als Frage nach der
(konftruktiven) »Woblordnung « des Kontinuums, nach feiner Ab-
zdablung mittels der transfiniten Zablen.

D. h. Es follen alle mdglichen teellen Zahlen in eine wobl-
geordnete Reibe gebracht werden, nach Hrt der friiber (§ 5a) be-
trachteten transfiniten Reiben.

Diefes Problem ift nicht ein Spezialproblem unter vielen andern,
fondern es ift die legitime bhiftorifche Fortfegung einer fundamentalen,
bis auf die Antike zuriickgebenden Problementwicklung. Es ift die
moderne Form des alten Problems der Klaffifikation der
Irvationalitdten, das zuerft von Theodorus aufgeftellt
von Thedtet einer vorldufigen Ldfung zugefiibrt wird, die dann
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von Euklid weiter entwickelt und von Hpollonius von
Perge nochmals erweitert wird. Diefe antike Klaffifikationen um-
fafiten nur algebrailche Irrvationalititen und audh diefe nicht voll=
ftindig (f.0.5.139). Cantor gibt (1873)' eine Ordnung famtlicher
algebraifcher Zablen nach ibrem Rang, worunter er die Summe
des Grades und der (abfolut genommenen) Koeffizienten der fie
definierenden algebraifchen Gleichung verftebt, und beweift auf
diefer Grundlage die Abzdhlbarkeit diefer Zahlmenge durch
die Reibe der natiirlichen Zablen. Zugleich zeigt Cantor aber,
mittels feines »Diagonalverfabrens«, daf eine dhnliche Abzédblbarkeit
der Menge allet teellen Zablen nicht beftebt®. Borel hat fpiter?
(1910) das Cantorfche Verfahren verallgemeinert und eine HAb-
zdblung fdamtlicher an der mathematifchen Forfchung einzeln ins
Auge zu faffenden veellen (i. a. transcendenten) Zahlen gegeben. Et
entwickelt eine Methode, jeder diefer Zahlen einen beftimmten (end-
lichen) Rang (oder » Hébe «, hauteur) zuzuidhreiben und mit feinev
Hilfe gelingt ibrve Hbzidbhlung, die zugleich die Zablen nad be-
ftimmten Rangftufen klaffifiziect.

Allerdings folgt gervade aus eben diefen Betrachtungen, daf
eine im Vergleich zu den abgeziblten ungebeuer viel reichere Viel-
beit von Zablen iibrigbleibt, die von der ordnenden Klaffifikation
nicht erfafft werden?. Von einem andeven Gefichtspunkt aus bat

1) Journ. f. Math. (Crelle), Bd. LXXVII, S. 259.

2) Das Diagonalverfabren zeigt, genau genommen, folgendes: Wenn
man eine abgezidblte (gefetmifige) Reibe von Zablfolgen bat, fo kann
man eine von diefen famtlichen verfchiedene Zablfolge Stelle fiir Stelle
bervechnen. (Etwa die Folge: e, 1, e+ 1, ¢ +1, ..., csv4+1 ..., wo
«ik die kte Zabl der 7ten Folge bedeutet.) So beftimmt eine konkret ausge:
fithvte Abzdblung aller algebrailchen Zablen eine tranfzendente Zabl. —
Man kann alfo nie dazu gelangen, eine abgezdblte Reibe von Folgen auf:
zuftellen, die alle Folgen, die definierbar find, entbielte.

3) Legons sur le Théorie de la Croissance (Paris 1910), Ch. V, p. 118ff.
Bovel ziebt Ldfungen von Differentialgleichungen, Reibenfummen ufw. in
in Betracht: »Admettons donc que chaque procédé de définition des nombres
incommensurables, au moyen d’entiers, ou de nombres définis par des
procédés antérieurs n'introduise gqu'une infinité dénombrable de nouveaux
nombres incommensurables. Les procédés successifs possibles sont cux-
mémes en infinité dénombrable. Donc, en tout, ensemble des nombres
incommensurables qu’'on aura défini a partiv des entiers sera dénombrable.

4) Borel, Lc. p.123: »Donc tous les nombres actuellement définis,
et ultérieurement définissables, ont leur définition représentée dans le tableau
illimité de suites d’entiers que nous avons construit. Il y a donc une
infinité (beaucoup plus dense que Uinfinité complémentaire) de nombres
incommensurables qui n'ont été ni ne pourront jamais étre définis.« —
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Weyl (in einem friihberen Stadium feiner Forichungen, 1918) eine
»logifche Konftruktion« der in der Matbematik vorkommenden ve-
ellen Zahlen gegeben. HRuch diefe fiibrt nur auf eine abziblbave
Menge von Zablen. Diefe Feftftellungen find freilich im Grunde
trivial, denn fie find eine unmittelbare Folge des fog. »Saties von
der endlichen Bezeichnung«, nach dem alle durch ein endliches Be-
zeichnungsfyftem zu beberrichenden Mannigfaltigkeiten abzdblbat find.
Denn bei allen gefchilderten Klaffifikationen handelt es fich um folche
endliche Bezeichnungsfyfteme, etwa mittels der (endlichen) Rang-
orvdnungsindizes. —

2. Transfinite Reiben von teellen Zablen. (Du
Bois-Reymond, Hardy). — Die foeben gegebene Uberficht
iiber die Gefchichte des Klaffifikationsproblems der Zablen zeigt, daf
auch die moderne Erweiterung des antiken endlichen Konftruktions-
verfabrens eine Erfchdpfung der das Kontinuum bildenden veellen
Zablen nicht erveicht. Die Kluft zwifchen der »allgemeinften« veellen
Zabl (dem Adyos des Eudoxos) und den noch fo weit getriebenen
Konftruktionen der HAnalyfis bleibt uniiberbriickbar.

Hber Cantors Konftruktion der transfiniten Ovdinalzablen
erdffnet hier neue Mdoglichkeiten. Wir baben diefe Konftruktion
friiber (in § 5a) ontologifch unterbaut und als ontologifch ebenfo
legitim evwiefen als den gewdhnlichen unendlichen (konvergenten)
Pvozef.! Wir halten daber das Miftrauen, das z. B. Borel? in
fie fetst, fiiv nicht bevechtigt.

Der erfte, der eine transfinite Reibe von Zablfolgen (d. b. auch
von teellen Zablen) aufftellte, fcheint Hardy (1903) gewefen zu
fein.® Er benutit dazu wefentlich das Diagonalverfahren. Seine
Methode ift von Hausdorff® und Schoenfliefl vereinfacht
worden. Sie bdngt mit dem fchon wefentlich &lteren Sap von
P.duBois-Reymond (1872)° zufammen, det fich auf monotone

Die Richtigkeit diefer lejten Bebauptung bidngt von den prdzifen Sinn von
»Definition« ab. Siebe unten die Befprechung der legten Hilbertichen
HArbeit. (»Uber das Unendliche«, Math. Ann. 95.)

1) Dabei ift natiirlich die klare mathematifiche Fafibarkeit vorausgefett.

2) Vgl. Méthodes et Problemes de théorie de fonctions (P. 1922) p. 19:
»Les nombres incommensurables et lillusion du transfini«, ferner: Legons
sur la théorie des fonctions. 2.edid. Note V1.

3) Hardy, Quart. Journ. of Math.35 (1903) p. 87. — Dariiber berichtet
Schoenfliefl, Entw. d. Lebre v. d. Punktmannigfaltigkeiten. Bd. I, S. 22fF.

4) Leipziger Berichte (Math.-pbyf. KL) 59 (1907), S. 217.

5) Journal f. Math. 74, S. 294; ferner Math. Ann. 8 (1875), S. 363 und 11
(1877), S. 149.
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Funktionen bezieht und es ermdglicht eine Menge folcher Funktionen
nach der Schnelligkeit ibres Wachstums mittels der Zablen der
II. Zablklaffe abzuzidblen. Nimmt man fiiv diefe Funktionen im
fpeziellen folche mit ftets ganzzahligen Werten fiir die ganzzabligen
HArgumente, fo kommt man zu einer entfprechenden Hbzdbhlung ge-
wbnlicher Zablfolgen.

Freilich erbebt fich nun audh diefernn Konftruktionen gegeniiber
die Frage, ob fich mit ibrer Hilfe alle Zablfolgen abziblen laffen,
— oder ob nicht auch bier die Kluft zwiichen der noch fo weit ge-
triebenen Konftruktion und dev »willkiitlichen« Zablfolge unveriandert
beftehen bleibt.

3. Dev intuitioniftifche Gefichtspunkt (Brouwer).
Detr wabre Begriff der allgemeinen vreellenZabhl. —
Brouwertrs Kontinuumtheovie wicft diefe Frage in der Tat auf
und beantwortet fie durch die Untericheidung von frei werdenden
und gefemifig bis ins Unendliche binein beftimmten Folgen. Dies
wurde fchon erSctert (§ 1a, § 4a)l.

Das Kontinuum wird nach Brouw et teprifentiect durch die
frei werdende Wablfolge, die damit an die Stellen der willkiirlichen
veellen Zabl tritt; es wird zum sMedium freien Werdens« 2 Damit
witd entfchloffen das Problem der Vorftellbatrkeit der willkiirlichen
Folge angegriffen. Es wird gezeigt, daB diese Riickiichtnabme
auf das zeitliche Moment, — indem der frei wetrdenden
Folge die gefemifige feiende gegeniibergeftellt wird — die der
Vorftellung der ganz willkiirlichen Folge anbaftende Unklarheit iiber-
windet3. Es ift eben gar nicht derfelbe Begriff der Folge, der ein-
mal in willkiirlicher Alligemeinbeit und das andere Mal in eindeutig
beftimmter Gefetlichkeit verwandt werden kann. Das erklart mit

1) Fiiv die Beziebung von anfchaulichem und matbhematifchem Kontinuum
ift unfeve frilbere Hrbeit in diefem Jabrbuch, Bd. VI, zu vergleichen. Hier
wird lediglih das mathematifche Kontinuumproblem, das
allein von der Mannigfaltigkeit der mdglichen Zahlfolgen bandelt, be-
trachtet.

2) Eine Vorwegnabme diefes Gedankens bedeuten in gewiffem Sinn
manche Uberlegungen P. du Bois:Reymonds in feiner »HAllgemeinen
Funktionentheorie« (Bd. I, Tiibingen 1882). So madht er z. B. den Voriclag,
einen willkiirlichen Dezimalbruch fukzeffiv durch Huswiirfeln der Stellen zu
beftimmen. Das ift im Grunde eine echte «Wiirfelfolges«.

3) Vgl. den Husfpruch Weyls: »Das ,es gibt‘ (sc.: eine Folge von
der Eigenichaft E) verbaftet uns dem Sein und dem Gefefy; das ‘jede’ (sc.:
Folge bat die Eigenichaft Nicht-E) ftellt uns ins Werden und in die Freibeit.«
(Matb. Zeitichr, 10, Symposion I, S. 21).
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einem Schlage die iibervafchende Tatfache der uniiberbriickbaren
Kluft zwifchen der noch fo weit getriebenen Konftruktion und dem
»willkiiclichen« Gebilde.

Weldche Folgerung ergibt fich nun aus der Brouwet-Weyl-
fchen Huffaffung fiir die Interpretation des Kontinuumproblems?
Es {cheint fich der folgende Schlu unabweisbar aufzudringen: Es
heiflt einem Scheinproblem nachjagen, wenn man das Kontinuum
abziblen will. Denn es gibt offenbar keine noc fo umfaffende
Mannigfaltigkeit von gefemifiigen Folgen — und folche konnten
doch allein geordnet werden — die jemals die freie Wablfolge ent-
balten konnte, oder genauer gefagt, dem Spieltaum der freien
Wablfolge umfangsgleich werden kdnnte. Das Kontinuumproblem
ift alfo finnlos!. —

Diefe Argumentation ift wirklich febr plaufibel, aber wir mdchten
ibr troidem nicht in ibrem ganzen Umfange zuftimmen. Sie beftebt
foweit zu Redht, als fie dartut, dafl der Spielvtaum einer vdllig freien
Wablfolge nicht durch Konftruktion von Verlaufsgefeien unendlicher
Folgen erichdpft werden kann. Hber es entitebt ibr felb{t gegen-
iiber die kritifche Frage: Was ift eigentlich der genaue Sinn des
Begriffs »Spielrtaum einer Wablfolge«<? Die Wablfolge ift ibrem
eigenen Phinomenfinn nach immer im Werden, niemals vollendet.
Der Begriff des Spieltaums aber ichlieft gerade das Vollendet-
Sein ein. Ein »Raums« rubt in fich. Man kommt fofort zu einem
unaufldslichen Dilemma, wenn man fich die Frage vorlegt: Hat
diefer »Spielraum aller moglichen Wablfolgen« eine endliche oder
eine unendliche Erftreckung? Hitte er bloB eine endliche Erftreckung
— fagen wir von n »mdglichen « Gliedern — fo ergidbe fich, bei Be-
fchvankung auf ¢ Ziffern, daB es 9" mdgliche Folgen gibt; bzw.
wenn unbegrenzt viele Zablen zugelaffen werden, eine gewdhnliche
abziblbare Menge von Folgen (N," = &,). Hlfo enthielte dann der
Spielraum nicht einmal genug Plag fiiv die 8; Folgen (d. b. die mittels
der Zablen der II. Klaffe abzuzihlenden Folgen), die Hardy ufw.
konftruiert haben. Soll andrerfeits der »Spielraum« fich ins Unendliche
erftrecken, fo kommt man notwendig zum unbaltbaren Begriff des
Aktual-Unendlichen; denn ein »Spieltaum« »ift« und »wird« nicht?2

1) Vgl. Weyl, l.c. »Da die Brouwerfdhe RAuffaffung zwifchen dem
Kontinuum und einer Menge diskreter Elemente eine abfolute Kluft bes
feftigt, die jeden Vergleich ausfchliefit, kann in ibr die Frage, ob das Konti=
nuum abziblbar ift, gar nicht auftauchen.«

2) Man bat hier wieder ein Beifpiel fiir die Unmdglichkeit, kombina=
torifche Begriffe fruchtbar auf das Unendliche zu erweitern. Kombinatorifche
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Es kann alfo verniinftigevrweife gar nicht der Sinn des Konti-
nuumproblems fein, ein konftruktives Verfabhren zu finden, um den
»Spielraum der mdglichen Wablfolgen« zu ecichdpfen. Ift damit aber
der Sinn des Problems iiberhaupt zerftért? Doch wobl nicht. Denn
man kann immer noch fragen: gibt es nicht eine Mannigfaltigkeit
moglicher gefemidliger Folgen oder, anders gewendet: gibt es nicht
einen zuldffigen Begriffeines allgemeinften Gefefes
einer Folge? Und kann man nicdht diefen Begriff
eines allgemeinften Gefefes filr eine Zabhlfolge
(zahlentheovetifche Funktion) duvdh eine fukzeffiv erwei-
terte Konftruktion erfiillen? Wenn man alfo auch den
Begriff einer »ganz willkiitlichen« gefefflofen Funktion (fei fie
nun zablentheorvetifch oder ganz unftetig) aufgeben muf, — ift des-
balb nicht doch nocdh die Idee eines Leerfchemas fiir ein
mdgliches Funktions-Gefets und der Gefamtbeit feiner
mdglichen Erfiillungen zuliffig?

Es ift vielleicht zweckmifig, noch eine weitere Erwidgung bin-
zuzufiigen: Zu der eigentiimlichen Beziebung, die die freie Wabhl-
folge als Repridfentant des Kontinuums als eines Mediums freien
Werdens zu den zablentheotretifchen Funktionen hat, gibt es keine
HAnalogie bei den beliebig unftetigen Funktionen. Es gibt kein
»Kontinuum« aller unftetigen Funktionen als Medium freien Werdens,
in dev fich alle Funktionen einbetten und das duvch eine »freie
Wablfunktion« veprvifentiert werden kdnnte!. Man kdnnte den
Untevichied beider Fille darin fehen, daf bei dev zablentheoretifchen
Funktion die Argumente eine »wobhlgeordnete« Menge bilden, d. b.
in eine abzdblbare Reibe geovdnet find, wdhrend die Hrgumente
der unftetigen Funktion ein kontinuietliches Intervall (oder noch
allgemeiner: irgend eine lineare Punktmenge) bilden, das nicht
woblgeordnet ift, und deffen Wohlordnung (HAbzdblung mittels der
transfiniten Ordnungszablen), ja gerade die Aufgabe des Kontinuum-
problems ift. HAber damit ift nicht der Kern der Sachlage getroffen.
Selbft wenn man fich die Woblotdnung des Kontinuums der Hrgu-

Operationen kann man eben nur an »ftillbaltenden«, actu dafeienden
Gegenftindlichkeiten vollzieben, nicht an &rea dvvdues vre.

1) Vgl. Weyl, L c.: »Wenn es beifit ‘jede Folge’, wandelt fich der
Begriff des Gefeyes (functio discreta) in den der werdenden Wabifolge;
bingegen ftebt uns fiir die functio mixta und continua [die eine Folge einer
Zabl bzw. eine Folge einer Folge zuordnen] kein derartiges Kontinuum
zur Verfiigung, in das fie fich einbetten, wie die einzelne functio discreta
in das Kontinuum der frei werdenden Wablfolge.«
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mentpunkte auf konftruktive Weife aktuell vollzogen denkt, kdnnte
man immer noch nicht von einer freien Wablfolge fprechen. Man
bitte zwar eine »zablentheovetifiche Funktion von Zablen der II.
oder Nten Zablklaffe«! oder anders ausgedriickt eine stransfinite
Zabhlfolge«, — aber die Idee einer »transfiniten freien Wablfolge«,
die Schritt fiiv Schritt wird, ift offenbar abfurd. Denn fie wiirde
ja niemals bis zur wten Hrgumentftelle gelangen! Es befteht alfo
wirklich ein grundlegender Untevrfchied zwifchen indefiniten und
transfiniten Folgen und desbalb audh zwiichen gewdhnlichen
zablentheoretifchen Funktionen und stransfiniten« Funktionen (odet
a fortiori beliebig unftetigen Funktionen), indem nur die etften eine
»Reprifentation ibres Spielrtaums« (wenn man dies fiit den Augen-
blick wieder als mdglich annimmt) duvch eine Wablfolge zulaffen.
Trotidem beftebt ja, wie wir faben, das biftorifch iiberlieferte Pro-
blem der ErichSpfung aller Mdglichkeiten der »ganz willkiiclichene
Funktionen durdh Gefeieskonftruktionen in dem einen wie dem
anderen Fall in decfelben Weife. Das iiberlieferte allgemeine Pro-
blem muf alfo obne den Begriff der Wablfolge angreifbar oder
wenigftens interpretierbar fein, da diefer ja nur in dem ganz
fpeziellen Fall der zablentbeoretifchen Funktion mdglidh ift.

Wir kommen alfo zu dem Evgebnis, dafl die Brouwer{ice
Idee der Wablfolge, fo fruchtbar fie aud fiit manche Frageftellungen
ift, doch an dem Kern des Kontinuumproblems vorbeifiihvt. Die
Brouwerf{cden Gedanken find fiir die mathematifche Etfaffung des
anfdauliden Kontinuums fehr wichtig. (Diefe Seite des Problems
wurde ja von uns in einer friiheren Hrbeit (df. Jabrb. VI) in ge-
niigender Ausfiibrlichkeit bebandelt.) Aber zur Léfung des mathe-
matifden Kontinuumproblems, um die es fich bhier ausichlieBlich
bhandelt, tragen fie im Grunde nichts bei.

Wir kdnnen uns bier nicht ganz mit We y ls Anfchauungen ein«
verftanden evkliren. Weyl bat friiber (1918) eine vein Kkonftruk-
tive Kontinuumtheorie entworfen?. Es wurde davin ein »Weyliches
Zablenfyftem« aufgeftellt, das alle Zablen (Funktionen) umfafit, die
mit gewiffen, genau umichriebenen Konftruktionsprinzipien etrveicht
werden konnen. Eine einfache Uberlegung zeigt, daB die Gefamt-
beit der jeweils de facto konftruierten Gebilde duvch die natiirlichen
Zablen abziblbar fein mufl (vgl. die analoge Betrachtung Borels).

1) Man kann, obne wefentliche Einfchrdankung der Allgemeinbeit, fich die
Funktionswerte auf 0 und 1 befchrdinkt denken.

2) In feiner Schrift »Das Kontinuume (1918) und in dem 1. Abfchnitt
feines Auffaes »llber die neue Grundlagenkrife ufw.« (Matb. Zeitfchrift 10).
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Dagegen ergibt fich fiir die Menge aller durch unbegrenzt
bdufige HAnwendung der Konftruktionsprinzipien (Iteration)
erreichbaven Zablen die Michtigkeit des Kontinuums'. Es werden
bier alfo neben wirklich vorgelegten auch »mdgliche Gefeie« und
die Gefamtheit aller mdglichen Gefeje in Betracht gezogen. Das
enticheidende Motiv, dal Wey1l zur Hufgabe der friiberen Theorie
veranlafite, ift nun der Gedanke, daB der Begriff des »mdglichen
Gefeies« eigentlich finnlos fei. Wey1 fagt (Math. Zeitichr. 10) »die
Frage nach der »Mdglichkeit« ftellt uns ebenfowenig einem mit »Ja«
oder »Nein« antwortenden Sachverhalt gegeniiber, wenn fie geftellt
wird mit Bezug auf die beliebig oft zu wiederholende Anwendung
der Konftruktionsprinzipien, wie mit Bezug auf die unendliche
Zablenreibe, das ift der beliebig oft zu wiederholende Prozefl des
Ubergangs von einer Zahl zur nddftfolgenden«, Und an einer
anderven Stelle: »Hiev ift alfo von der Mdéglichkeit der Kon-
f{truktion gar nicht die Rede, fondern nur im Hinblick auf die ge-
lungene Konftruktion, den gefiibrten Beweis, ftellen wir eine
devartige Exiftenzialbebauptung auf [»Es gibt ein Gefeg von der
Eigenichaft E«]. Die negative Husfage, daB es ein folches Gefety
nicht gibt, bleibt natiirlich jeden Sinnes bar .. .«%

Hier mdchten wir nun gewiffe Zweifel dulern: Zwar miiffen wic
Weyl zugeben, dal man nicht Gebilde, die von den beliebig oft
wiedecholten Elementac-Konftruktionen gebildet werden, in ibver
Gefamtheit als »an fich« vorliegende mathematifiche Gegenfténdlich-
Keiten betrachten kann. Hber troidem kann man fragen: Ift wicklich
der Begriff eines m 6 glid en Funktionsgefeties und die Gefamtheit
folcher mdglichen Gefehe unter allen Umftinden unvollziehbar?

Es laffen fich doch offenbar unter Umftinden gewiffe unendliche
Mannigfaltigkeiten von Gefejen bilden. Namlich unter der Voraus-
fegung, daB die Mannigfaltigkeit felbft von einem Gefette hdhetrer
Ordnung beberricht wird. Es bandelt fich dann offenbar um ein

1) Man kann die konftruktiven Operationen etwa mit O; O, ... 0O, be~
zeichnen. Irgend eine endliche Kombination (O; O, ... O,) entfpricht ein-
eindeutig einem endlichen Kettenbruch, eine unendliche Kombination einem
unendlichen, alfo bzw. einer rationalen oder irvationalen Zabl. Die beiden
im Text genannten Gefamtheiten find alfo der Menge dev rationalen bzw.
der irvationalen Zablen #quivalent.

2) Dann folgt die Interpretation des Wortes »Folge« in dem Safie sjede
Folge bat die Eigenfchaft nicht-E« als freie Wahblfolge. Der {o inters
Pretierte Saty tritt dann an die Stelle der »finnlofen« Husfage: »Es gibt kein
Gefety von der Eigenfchaft E.«
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witklich vorliegendes Gefamtgefet;, es fiigt fich eben die gefamte in
diefer Weife geordnete Mannigfaltigkeit zu einem Gefety héherer
Ordnung zufammen. Diefes Gefamtgefes kann fich ins Unendliche
binein — nach einer ftreng konftruktiven Regel — entfalten, und
zwat nicht nur in indefinitum, fondern audh in tvansfinitum. Die
Ordnung ift felbftverftindlich immer »Woblordnung« (wie fie im Wefen
des transfiniten Progreffus liegt, um den es fich bier natiirlich
wieder bandelt) und die Menge der Einzel-Gefetie ift mittels det
Cantorticden Transfiniten »abziblbare«1.

Nun kann eine derartige Konftruktion wirklich in einem gewiffen
Sinn die Mannigfaltigkeit aller m&glic en Gefete umfaffen, in-
dem fie ndmlich das Schema einer univerfellen Klaffifikation bildet,
in das jedes einzelne Gefety, feinem formalen Charakter nach, an
einer beftimmten Stelle eingeordnet werden kann. Den Klaffen
kénnen Indizes zugeordnet werden (die i. a. transfinit wetden
konnen), die den »Rang« der in der Klaffe vereinigten Gefee an-
zeigen. Ein elementaves Beifpiel ift die Cantoviche Hbziblung
der algebrailchen Gleichungen mit ganzen Koeffizienten (bzw. det
algebraifchen Zablen). Hier entbhilt jede Klaffe endlich viele Ele-
mente. Ein verwickelteves Beifpiel ift die Klaffifikation gewiffer mono-
toner Funktionen nach der Schnelligkeit ibres » Wachstums« (du Bois-
Reymond, Borel u. a.). Hier enthidlt jede Klaffe unendlich viele
Funktionen und die ganze Konftruktion geht ins Transfinite?®

Es ift nun hier die Moglichkeit geboten, iiber den unfrucht-
baren Begriff der ganz »willkiivrlichen» Zabl oder Funktion

1) Vgl. dazu meine friibere Arbeit, df. Jabrbuch VI, p. 41314, bef. die
Anmerkungen 1 und 2 zu S. 414. — Es wurde dort fiir unmdglich evklart,
daf} »unendliche Mengen von Konftruktionsm&glichkeiten befteben, obne daf
fie nach einer Regel aufgezdblt wiirden«. »Kombinationen, bei denen die
(unbegrenzte) Iteration zugelaffen ift, find nur durvch konkrete vorgelegte
Gefetye angebbar, nicht durch ‘mdgliche’ Gefetse« (L. ¢c. Anm. 1). — Dann wird
weiter gefagt (l. c. Anm. 2): »Natiirlich kann man auch unendliche Mengen
von Gefeten auffteilen, nur miiffen fie ibrerfeits gefeyméBig beftimmt fein . ..
Dervartige Mengen find ftets abzidblbar. Hat man fie aber in eine abziblbare
Reibe gebracht, fo bat man aus der geordneten unendlichen Menge von
Gefeien ein einziges gemacht.«

Es war bier unter »abzidblbar« abziblbar mittels der natiirlichen Zablen
gemeint. In diefem Punkte glaube ich beute iiber meine friibere Auffaffung
(die mit der Weyls genau iibereinftimmte) binausgeben zu miiffen, indem
ich jegt auch Abzdblbarkeit mittels dev transfinitenCantor-
fchen Ordnungszablen zulaffe. Mit diefer Veraligemeinerung mdchte
ich aber obige Site wortlich aufrecht etbalten.

2) Gerade bei diefer Konftruktion ift iibrigens vieles ungekldrt. Sie
foll bier nur als allgemein illuftrierendes Beiipiel verwendet werden.
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binauszukommen. Indem man fowobl von dem unmdglichen HAllge-
meinbegriff der ganz willkiirlich zufammengewiicrfelten Menge von
Ziffern u. dgl. als auch von der hier nicht relevanten Vorftellung der
frei werdenden Wablfolge abfieht, gelangt man zu dem &duflecft frucht-
baren Begriff des mdglichen zahlentheorvetiichen Funktionsgefetes.
Diefer Begriff ift desbhalb fo frudtbar und wird vielleicht witk-
lich einmal zur Léfung des Kontinuumproblems fiihten, weil ein
Gefefy in einem beftimmten, friiber prézifierten Sinne! feinem Wefen
nach finit ift. Denn der eigentlihe Sinn eines mathematifichen
Gefeties ift ja gerade, mittels eines endlichen Gedankens das Un-
endliche zu hebertichen. Dabei mufl allerdings das Unendliche in
der kategorialen Form des Prozeffes auftreten; aber es braucht fich
nicht nur um einen gewdhnlichen »indefiniten«, fondern es kann fich
auch um einen echten »transfiniten« Prozef dabei handeln. Da aber
das Gefety felbft, feinem Inbalt nach, finit ift, ift es auch moglich,
auf folche Gefeie kombinatorifche Verfabrungsweifen anzuwenden,
den Spieltaum mdglicher Gefefie abzuftecken u. dgl.2

Die »allgemeine « veelle Zahl (oder unftetige Funktion) ift
alfo nicht mebr ein Begriff, der dem einer beftimmten vorlegbaren
gefetimifig gebauten Zabl oder Funktion ginzlich fremd oder dis-
pavat gegeniiberftebt. Sondern jener gefuchte Hllgemeinbegriff ift
nichts andeves als der allgemeine Begriff des beftimm-=-
ten vorlegbaren Exemplars felbft: et ift das leere Schema,
deffen Umfang durch die konkreten Beifpiele dirvekt ausfiillbar ift.
Damit ift nun endlich, grundfaglich und kategorial gefeben, die Kluft
zwifchen detr allgemeinen »beliebigen« und der beftimmten Funktion
iiberbriickt. Die Husfage: »y bangt vom z gefetmiflig ab« ift nicht
mebr sdunkele (wie Hankel meinte). Denn die Art und Weife,
wie die Mannigfaltigkeit der einzelnen Beifpiele von Funktionen den
Hllgemeinbegriff fiillt, ift durch die Konftruktion der indefiniten
bzw. transfiniten Folge von Stufen, nach der die Gefee klaffifiziert
werden, prinzipiell beftimmt. Die Hufgabe, diefe ausfiillende Kon-
ftruktion witklich vorzunebmen, ift nicht mebr finnlos.

1) Vgl. in der Darftellung des transfiniten Prozeffes § 5a die Erdrtes
rung auf Seite 106 —109.

2) Es bandelt fich allerdings, genau genommen, i. a. nicht um vein end-
liche Kombinatorik, nach dem Schema n", fondern um ein endliches Schema
(% ¢y... @), wo fiir die «; jeweils unendlich viele »Ziffern« eingefeit wer-
den kénnen; die Mannigfaltigkeit der Mdglichkeiten ift dann NP =N, Man
kommt fo iiber &, nicht binaus.

Huffer1, Jabrbuch f. Philofophie. VIIL 39
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Damit ift die Konftruktion natiitlich nocdh nicht durdhgefiibrt,
aber die prinzipielle Mdglichkeit ift erdffnet nach ibr zu fucen.
Hilberts Ldfungsverfuch, dem wir uns nunmebr in uniever Dar-
ftellung zuwenden, lduft in der Tat darauf hinaus, die in Rede
ftebende Konftruktion witklich auszufiibren.

1l. D.Hilberts Lofungsverfuch des Kontinuumproblems®.
A. Die angebliche Rolle der Beweistbeorie bei der Hilbertichen L&fung.

Die vorhergebende Darftellung der gefchichtlichen Entwicklung
des Kontinuumproblems und der Mdglichkeit, die fich prinzipiell fiir
feine Léfung evgab, fithrt unmittelbar bis an die Schwelle der
Hilbertfchen Betrachtungen. Damit ift natiirlich nicht gefagt, daf
fich jene Betrachtungen aus dev hiftorifchen Entwicklung mit Selbftvet-
ftindlichkeit ergeben bidtten. Sondern jene Entwickelungslinie tritt
nur fiiv den in der geidilderten Weife hervor, der Hilbertts
HArbeit kennt.

Hilberxt bhat felbft allerdings eine andere Huffaffung von feiner
neuen Theorie: er nimmt fie als Beftdtigung feiner Lebhre von den
Grundlagen der Mathematik, feiner Beweistheorie und feiner fym-
bolifchen, auf den finiten metamathematifchen Betrachtungen bafie-
renden Mathematik in HAnfprudh. Seine Beweistheovie fei »nach
ibren Friichten« zu beurteilen, und ibre fchdnfte Frucht fei eben ein
Beweis der Cantorvfden Vermutung iiber die Michtigkeit des
Kontinuums.

Es muf} von vornherein gefagt werden, dal wit diefen Anfpruch
Hilbetts niht fiivr gevechtfertigt balten. Im Gegenteil fcheint uns
die grofle Bedeutung feines kiibnen und eigenartigen Léfungsverfuchs
des beriihmten Problems gerade in dem fadchlichen, nicht-
fymbolifchen Sinn feiner Betrachtungen zu liegen. Wir halten diefe,
in Hilberts eigener Terminologie gefprochen, fiit metamathe-
matifde.

Es fei an unfeve friiberen Erwégungen beziiglich der Hilbert-
fchen Beweistheorie felbft erinnert (§ 3¢c), wo fich ergeben batte, daf
auch die Metamathematik obne die unmittelbare fachlich-inbaltliche
Bnerkennung des indefiniten oder endlofen Prozeffes (der
vollftindigen Induktion) nicht auskommt. Hnderfeits ift auch auf die
Darlegung der Rolle binzuweifen, die felbft im transfiniten Prozef} die
als folche ftets finit e Gefetlichkeit fpielt. (§5a,S.106ff.). Es laffen fich
danach in einem beftimmten Sinne die beiden fcheinbar fich wider-

1) Hilbert, Uiber das Unendliche, Math. Ann. 95, S. 161—190.
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fprechenden Bebauptungen aufrecht ecbalten, die Metamathematik
enthalte das Transfinite (in Form des Progrefies) und fei trogdem
ibrer gedanklichen Struktur nach finit, denn der finite Gefetes-
gedanke bebervicht mit Hilfe des Begriffs des offenen Hovi-
zonts das Transfinite.

Damit entfillt die Notwendigkeit, den transfiniten Prozef (als
Prozef!) »fymbolifch« zu begriinden, d. b. insbefondete feine Wider-
fpruchsfreibeit nachzuweifen®. Er kann unmittelbar als anfcauliches
Phanomen verwendet werden. Und nun ift das Entfcheidende: die
Hilbertihen Exwidgungen zurLdfung des Kontinuum-
problems benutten aufler diefem Prozefl keine
transfiniten Begriffe. Hlfo kdnnen diefe Exwidgungen auch
nicht die Notwendigkeit und Frudhtbarkeit der Hilberticden Be-
weistheorie erbdrten. Dies ift nun im einzelnen zu belegen.

B. Hilberts Hauptbetrachtung.

Die Hauptbetrachtung Hilberts befteht in der Rangordnung
aller moglichen zablentheoretifthen Funktionen. Dazu bedatf es
eines gefejlichen Rabmens, in den binein fie geordnet werden
kénnen (vgl. die vorangehenden Betrachtungen am Schluffe von
Abichnitt II). Diefer Rahmen wird gefunden duvch Bezugnabhme
auf die Weife dev Erzeugung der einzelnen Funk-
tion. Die Erzeugung wird vollzogen durch zwei elementare
Hilfsmittel: erftens die Einfegung (die Erfesung eines Hrt-
guments durch eine neue Variable), zweitens die Rekurfion
(nach dem Schema der Hbleitung des Funktionswerttes fiiv z - 1
aus demijenigen fiit n). — Der Hilbet tfiche Grundgedanke ift nun,
diefen beiden Erzeugungsmitteln der Funktionen die beiden Erzeu-
gungsprinzipien, die zu den Zabhlen dev II. Canto tfchen Zablklaffe
fitbven, nidmlich der Hddition von Eins und den Ubergang zum
Limes bei einer (gewShnlichen) abziblbaren Folge parallel zu fetsen.
So wie die beiden Cantoricden Erzeugungsprinzipien die Zablen
der Il Klaffe erzeugen, fo bringen Einfeungen und (gewdhnliche in-

1) Wir faben, bei der Betrachtung der Paradoxie der Menge W (§ 5a, 11I),
daB fich die Widerfpruchsfreibeit des transfiniten Progreffes beziiglich diefer
Pavadoxie in voller phinomenologifcher Evidenz ergibt, obne irgendwelche
»Hrgumentation«, aus der intuitiven Einfiht in den Sinn des Phinomens
der iterierbaren Reflexion. Indeffen find neuerdings noch gewiffe andere,
rein mathematifche Schwierigkeiten aufgetaucht, beziiglich deren eine Ents
fcheidung z. Zt. noch nicht gefallen ift. (Vgl. den matbematifchen HAnbang
zZu § 5, Nv. VI).

39°*
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definite) Rekurfionen die zablentheoretifchen Funktionen hervor.
Vermdge diefes Parallelismus beftebt eine eindeutige Zuordnung
zwifchen den transfiniten Zabhlen und den Funktionen.

Dies ift, wie gefagt, der febr einfache Grundgedanke. In-
deffen ftellen fich der Ausfiibrung noch mannigfache Hinderniffe ent-
gegen, die von Hilbert z. Z. auch nur zum Teil iiberwunden find.

Zuniad it fegt die Parallelitit zwifchen Zahlen und Funktionen
eine lineare, eindimenfionale Ovdnung der legteren voraus. Hber
das Verfahten der Rekurtfion fiihrt im allgemeinen duvchaus nicht
auf eine folche eindimenfionale Ordnung. Es beftehen mannigfache
Méglichkeiten des Ubergangs von n auf n + 1 und man braudt im
allgemeinen eine »verfthrinkte, nach verichiedenen Variablen zu-
gleich genommene (fimultane) Rekurfion«. Die Hufldfung diefer in
gewdhnliche fukzeffive Rekurfionen gelingt ecft, wenn man »hdherve
Variablentypen« benugt!). Mit Hilfe diefer nach ihrer >Hdbhe« ab-
geftuften Variablentypen gelingt dann die Zuordnung zu den Zablen
der II. Klaffe. Hilbert gibt dazu zwei Verfahten an: 1. Legt man
nur Variablentypen bis zu einer beftimmten Héhe zugrunde, fo er-
bdlt man durch Einfeung abziblbar viele (8;) Funktionen. Man
gewinnt alfo abziblbare Funktionsklaffen, die man nach der Hdbhe
der zugrunde liegenden Variablentypen ordnen kann. Diefe Typen
felbft entfprechen aber umkehrbar eindeutig den Zahlen der 1l. Klaffe.

1) Zur Erlduterung diefes Begriffs fei bemerkt: Hilb et t untericheidet
1. Grundvariable (diefe wieder nach Cantorfchen Zablklaffen) und
2. Vavriabletypen, die durch Anwendungen der logifchen Verkniip-
fungen auf die Ausfagen der Grundvariablen entfteben. Hls Beifpiele konnen
dienen: Funktion (der Grundvariablen), Funktionen-funktion, Funktionen-
funktionen=funktion . . . (dies kann dann transfinit iteviert werden!). — Diefe
Variablentypen werden nun nach ibrer »Hdbe« Klaffifiziert: a) Hobe 0:
Zablenkonftante; b) Hobe 1: Funktionen mit Grundvariablen als Hrgument;
¢) Allgemeine Regel: Eine Funktion, deren Argumente die (hdchfte)
Hobe « und deren Wert die Hohe 8 erreicht, befigt die Hdbe « -+ 1 bzw. 811,
je nachdem ¢ > g oder > « ift. (Fiivt « =3 ift « +1 =41, alfo die Wabl
unnotig.) Dabei kdnnen «, g transfinite Zablen fein.

Man fiebt bieraus, dafi diefe Hobhen nichts anderes
als die von uns friither eingefiibrten »Stufendarakte-
viftikene«find, diedie Komplikation einesintentionalen
Gebildes anzeigen. — Da meine diesbeziiglichen Betrachtungen noch
obne Kenntnis des Hilbertidhen Huffaes angeftellt wurden, ift mir das
enge Zufammentreffen mit Hilbervt eine willkommene Beftitigung fiiv die
Ricbtigkeit meines Gedankengangs. — Einiges Nibeve iiber die Hilbertfche
Theorie der Transfiniten, Variablentypen ufw. im »Matbematifchen Anbang,
Ergdnzung zu § 5, Nv. II.
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— 2. Man kann den Umftand beriickfichtigen, daf} die Zablen der
II. Klaffe felbft zu ibrer Definition gewiffe Einfchachtelungen, alfo
Variablentypen benétigen. »>Wir braucdhen nun nicht der einen
votliegenden Zabl der II. Klaffe die famtlichen Funktionen detrfelben
Hbbhe zuzuordnen, fondern kdnnen die Zablen der II. Klaffe und die
Funktionen fich nach der Hohe der zu ihrer Definition nétigen Va-
viablentypen einander entfprechen laffen«. (L. c., S. 188). — Kurz
gefagt und unferer eigenen friiheren Terminologie (§ 5a) ent-
fprechender: Der Grad der Komplikation dient als Leitfaden der
Zuordnung; dafl die Stufung nach der intentionalen Struktur-Kom-
plikation beide Male anwendbar ift, das ermdglicht eigentlich die
ganze Parallelifierung von transfiniten Zabhlen und Funktionen.

Damit ift angedeutet, wie Hilbert die Schwierigkeit der »ver-
fchrankten« Rekurfion iiberwindet und die Zuordnung wirklich voll-
ziebht.

C. Das Lemma Il

Es find nun aber noch zwei febr wefentliche fernere Schwierig-
keiten zu iiberwinden, ehe man von einer wirklichen Léfung des
Kontinuumproblems {prechen kann. Diefe Probleme find von Hilbert
z. Zt. noch nicht geldft, fondern ibre Léfung wird in zwei Hilfsfiien
gefordert, die als Lemma 1. und Il. bezeichnet werden.

Das Lemma II, das wir zwedkmiBig zuerft befprechen, lautet:
»Zur Bildung von Funktionen einer Zablvariablen find trans-
finite Rekutrfionen entbebrlich und zwar veicht die gewdhnliche,
d. b. nach einer Zablvariablen fortichreitende Rekurfion nicht nur
fiiv den eigentlichen Bildungsprozefl der Funktion aus, fondern es
geniigt auch, bei der Einfeung folche Variablentypen allein anzu-
wenden, deren Definition nur gewdhnliche Rekurfionen erfordert«l.

Diefes Lemma betrifft alfo die Moglichkeit des Vorkommens
transfiniter Rekurfionen. In der Tat war ja in der ganzen
Hauptbetrachtung ftillfch weigend vorausgefetit, daBl nur gewshn-
liche Rekurfion angewandt wird. Denn nur der gewdhnlichen, in-
definiten Rekurfion entfpricht der gewdhnliche w-Limesprozef,
der nur bis zu den transfiniten Zablen der II. Klaffe fiibrt. Einerv
bdheven, transfiniten Rekurfion wiitden bdheve Limesprozeffe (£;-,

1) 1.c.S.180. — Hilbert gibt dort auch noch eine »finite« Formulie-
rung: »Wenn unter Heranziebung einer bhdheren Rekurfion oder aus den
entfprechenden Variablentypen eine Funktion gebildet worden ift, die nur
eine gewdhnliche Zabl als HArgument bat, fo ldfit fich diefe Funktion audh
ftets durch gewdbnliche Rekurfion und unter ausfcblieflicher Anwendung
der Z-Typen (gewshnlichen Zablvariablentypen) definieren«,
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&2, ... Prozeffe, wo 2; 92, ... die Anfangszablen der IIL., IV. ufw.
Zablklaffe darftellen) zuzuordnen fein, und man kidme mit der Hb-
zdblung in die IIl. oder eine noch hdhere Zabhlklaffe binein. Damit
wire aber der Beweis des Kontinuumfaes ¢=¥; binfillig. Man
kdme nur zu c=8,, Wo a ganz unbeftimmt ift und vielleicht fogar
transfinit. Das wiére aber nicht mebr als die allgemeine Bebauptung,
daB das Kontinuum irgendwie wohlgeordnet werden kann.

Der Beweis von Lemma II ift alio enticheidend fiit das Ge-
lingen der gefamten Hilbertfichen Hbfibt. Diefer Beweis
ftebht noch aus. Es ldlt fich aber foviel fagen, dafl das Pro-
blem, das diefer Beweis davftellt, durchaus mit den
begrifflichen Mitteln unferer Metamathematik (wo
das Transfinite nur in Form eines Prozesses auf-
treten datf), ausgedriickt werden kann. Die Frage ift
die, ob es mdglich ift, einer gewdhnlichen Zablfolge ein echt trans-
finites Verlaufsgefety aufzuprdgen, das alfo nicht auf ein inde-
finites Gefety veduziert werden kann. Diefe Frage verneint das
Lemma II. Wie die Enticheidung indeffen auch ausfallen mdge, foviel
ift ficher, daB die Antwort auf die Frage in die Theorie der unend-
lichen Prozeffe (im weiteften) Sinn gehdrt. Der Beweis des Lemma
witd fich alfo in metamatbematifchen Erwigungen bewegen miiffen.

Zur nidberen Erlduterung mdge folgendes dienen:

Das Lemma Il lduft doch darauf binaus, dafl eine einfache Zabl-
folge nicht imftande ift, eine echt transfinite Gefeglichkeit aufzuweifen.
Sie ftellt gewiffermafen mit ibren 8, Gliedern zu wenig Stoff zur
Verfiigung, fo daf man ibr keine Struktur von transfiniter Kom-
plikation aufprdgen kann. Denn fie ift ja fchon durch eine gewdhn-
liche, von n auf n 4+ 1 gehende Regel rveftlos feftzulegen. Hnders
verhilt fich eine transfinite 2,-Folge, oder ein Hbicnitt des Kon-
tinuums, der ja ficher Teilmengen enthilt, die in eine £, -Folge ge-
ovdnet werden kdnnen (Havrdy). Deshalb find auch bei allgemeinen
unftetigen Funktionen (mit einem kontinuierlichen Intevvall als Hrt-
gument) odetr bei zablentbeoretifchen Funktionen hdberer (trans-
finiter) Klaffe transfinite Komplikationen mdglich, worauf audh Hil-
bert bhinweift (. c. S. 189: »Bn fich ift es gewifl, dafl transfinite
Rekurfionen und dementfprechend héhere Variablentypen in matbe-
matifchen Unterfuchungen, z. B. fiicr die Bildung von Funktionen
veeller Variablen mit gewiffen Eigenfchaften notwendig gebraucht
werden«).

Nun zeigt anderverfeits das Cantorfiche Diagonalverfabren,
dafl die Menge / der unftetigen Funktionen micdtiger ift als
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die Menge ¢ der zablentheoretiichen Funktionen der 1. Klaffe.
Allerdings ift das Diagonalverfabren nach den ftrengen HAnfor
derungen unferer »intuitiven« Mathematik (oder »Metamathe-
matik«) nur auf wicklid vorliegende unendliche Reiben von Folgen
anwendbar, aber offenbar ebenfogut auf eine transfinite 2, -Reibe
von transfiniten £;-Folgen, als auf eine w-Reihe von w-Folgen.
(Dagegen erfcheint ein Diagonalfchema, wie es bei Heffenberg, Grund-
begriffe der Mengenlebre, § 25, S. 44 auftritt, mit der vein fchematifchen
»Abzdblung« nadh a, b, ¢ ..., nicht zuliffig in der Metamathematik.)
In Anbetracht deffen, daB man (nach Hilberts Hauptbetrachtung)
in jedem Falle das Kontinuum in eine £,-Reibe (von der Midhtig-
keit ®.) orvdnen kann, geniigt auch das belchrinkte Diagonalver-
fabren, um zu zeigen, dal, wenn ¢ =N, f >, ift. — HAlfo iibertrifft
die Menge der »hdheren« Funktionen die »gewdhnlichen« und dem
entfpricht, daB der Spieltaum der »hdheren« Gefeglichkeiten, der
Umfang ibrver Mdglichkeit, grdfer ift. Von hier aus gefehen, et~
fcheint das Lemma I1 plaufibell. Nun bleibt noch das Lemma I
zur Erorterung iibrig. Diefes betrifft eine tiefliegende und grund-

1) Eine iiber das Woblordnungsproblems des Kontinuums verbreitete
Meinung, die fich auf eine Betrachtung von Lebesgue (Contributions a
Uétude des correspondances de M. Zermelo, Bull. Soc. Math. 35 [1907])
itiipt, die von Hausdorvff, Grundziige der Mengenlebre! (Leipzig 1914)
S. 429f., wiedergegeben wird, fcheint auf den erften Blik dem Lemma II.
zu widerfprechen. Es bandelt fich um die Tatfache, dafl die Zermel o fche
Auswabl ausgezeichneter Elemente aus jeder Teilmenge der woblzuordnen-
den Menge, die fiir das allgemeine Zermelofche Woblordnungsverfabren not=
wendig wird, beim Kontinuum auf »unmeflbaves, alfo jedenfalls Nicht-
B aitefche Funktionen fiibrt, die demnadch »analytifch nicht darftellbar« find.
Es laffen fich alfo »gefegmiflige Regeln« (im Sinne der Funktionen der
»normalen« Matbematik) fiir die Huswabl ... iiberbaupt nicht angeben«
(Fraenkel, Mengenlebre, S. 203). D. h. offenbar in unferer Sprache, daf
jene sauswiblenden Funktionen« unreduzierbar transfinit find.
Lemma Il bebauptet aber doch gerade, dal zur Woblordnung der Zabl«
folgen nur gewdbnliche Rekurfionen verwendet zu werden brauchten. — Dies
ift indeffen nur fcheinbar ein Widerfpruch. Denn man braucht zur Wobl-
ordnung des Kontinuums eben keineswegs nach dem Z e r m e 1 o fchen Syftem
vorzugehben. Es bandelt fich doch darum, die Zablfolgen felbft, alfo nicht
die famtlichen Teilmengen des Kontinuums zu ovdnen. Die Ordnung und
die Uiberblickung der Menge famtlicher Teilmengen M =11(N) einer Menge IV
ift aber grundfiplich eine fchwierigeve Aufgabe als die Ovdnung dev Elemente
der Menge N felbft. In unferem Fall ift M =1U(N) wefentlich dasfelbe wie die
Menge aller (unftetigen) Funktionen einer (kontinuietlichen) Variablen. [Man
kann etwa den Punkten jeder Teilmenge des Kontinuums den Wert 1, der
jeweiligen Reftmenge den Wert 0 geben und erbhdlt dann die entfprechende
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legende Frage und bier ift der Punkt, wo Hilbetrt wobl auf die
Relevanz feiner Beweisfiibrung befteben wird.

D. Das Lemma I.

Bevor wit auf den Wortlaut des Lemma eingebhen, ift es zweck-
miBig, noch einige Vorbemerkungen zu maden: Wit batten friiber
(in § 1a und § 4a) Zablfolgen kennen gelernt, die mit beftimm-
ten zurzeit noch ungeldften mathematifichen (bef. zablenbeovetifchen)
Problemen verkniipft waven, fo z. B. mit dem Fermatiden Prob-
blem, dem Problem der Zwillingsprimzablen und dgl. Oder man
nehme, um ein beftimmtes Beifpiel zu baben, die Hilb e v t {che Funk-

tion der Folge 1‘/’— 21/2— 3V~" A n‘/:‘ ..+, WO fiir ein Glied 1 zu feen
ift, wenn es vational, 2, wenn es irrational ift. Solche Folgen wollen
wit der Kiivze halber problematifche Folgen nennen. Sie
kénnen verichiedener HArt fein: manche find Sdhritt fiiv Schritt be-
rechenbar, alfo den Wablfolgen analog; bei anderen find endlich oder
unendlich viele oder auch alle Glieder mit einer endlichen Anzahl
von Ausnahmen oder endlich auch alle Glieder iiberhaupt unbekannt.
Gemeinfam ift ibnen allen, daf kein die Struktur der Glieder be-
herrichendes Gefefy bekannt ift.

Was bat man nun von folchen »problematifchen« Folgen zu
balten? Miiffen fie nicht auch bei der HAbziblung aller Folgen
mit in Riicklicht gezogen werden? Und wenn dies der Fall ift, wie
foll man fie abzdblen?

Hilbert antwortet darauf mit dem in Rede ftehenden Lemma I,
das felbft ein befonderer Fall eines allgemeinen Lemma ift, das
die Losbarkeit eines jeden mathematifcdhem Prvob-
lems bebauptet. Diefer Behauptung bhat bekanntlih Brouwert
energifch widerfprochen (f. 0. S. 55). Indeffen verfteht er wohl
unter Lofung eines Problems eine witkliche konftruktive Léfung und
weigert fich an das Beftehen einev folchen a priori fiir alle Félle zu
glauben.

Hilbert ‘dagegen meint nur, daf »die HAnnabme der
L8sbarkeit eines jeden mathematifdben Problems
wideriprudsfrei iftl.« DaBl die Bebauptung der Ldsbarkeit
widetrfprudsvoll ift, hat aber Brouwer nicht gefagt; er meint

unftetige Funktion.] Diefe ift allerdings nur mittels transfiniter Rekurfion
gefelich beberrichbar. Hber ibre Madhtigkeit [ ift auch grdfer als die des
Kontinuums ¢. — Vgl. zum Ganzen: Math. Anb. z. §5, Nv. VIC.

1) Er bemerkt (l. c. S. 180) ausdriicklich: »*Nun kann zwar meine Beweis~
theovie nicht allgemein den Weg angeben, auf dem jedes mathematifche
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nur, wenn fie auch widerfpruchsfrei ift, fo braucht fie deshbalb doch
noch nicht wabhr zu fein. Man erkennt bhier wiederum den tiefen
Gegenfaty zwifchen der intuitiven Grundanfchauung Brouwers,
die Wabrbheit und der formaliftifhen HAnficht Hilberts, die
blof Konfequenz (Widetrfprudsfreibeit) verlangt und fiir die
Wabhrheit in der formalen Mathematik ein finnleerer Begriff ift.
(Vgl. § 4bu.6a,) Hier kommt alio Hilbetts eigentiimlicher Stand-
punkt wirklich zur Geltung.

Das Lemma I im befonderen bat nun folgenden Wortlaut:
»Wenn unter Beiziehung von Funktionen, die mittels des transfiniten
Symbols ¢ definiert find, ein Beweis eines Widerfpruchs gegen den
Kontinuumfaty vorliegt, fo laffen fich in diefem Beweife jene Funk-
tionen durdh folche erfeien, die o hne Verwendung des Symbols ¢
allein durch gewdhnliche und transfinite Rekurfion definiert find, det-
art, dafl das Transfinite nur in Geftalt des Hllzeichens auftritte.
Dabei ift das transfinite Symbol ¢ die Bezeichnung der logifchen
Huswablfunktion.! D.h.

A@) —> A(ed)
bedeutet: Die Husfage A4 trifft ficher fiiv den Gegenftand (z. B. die
Zahl) ¢4 zu, wenn fie iiberhaupt fiiv irgend etwas zutvifft. (Illu-
ftrievrendes Beifpiel: A = unbeftechlich fein, ¢A = Ariftides. »Wenn
libethaupt jemand unbeftedhlich ift, fo ift ficher Ariftides unbe-
ftechlich«). —

Der Sinn, in dem das Symbol ¢ das Transfinite bezeichnet, ift
alfo ftreng zu fcheiden von unferem bisherigen Gebrauch des Wortes
in unfever Betrachtung, wo nur von einem transfiniten Prozef
(bzw. einer Rekurfion der Funktion) die Rede war. Das durch ¢
bezeichnete Transfinite ift recht eigentlich der Intution trans-
fzendent; ibm gegeniiber kann das Transfinite im Pvozef als
immanent, der Intuition zugédnglih bezeichnet werden.

Das Lemimal hat alfo die HAufgabe, den transicendenten Ge-
brauch des Transfiniten auf den immanenten zu veduzieren. Es tut
dies in einer eigentiimlich negativen Form, indem es die Reduktion
nur fiivr den Fall eines Beweifes eines Widerfpruchs gegen den
Kontinuumfay fordert.

Der Gedanke liegt nun nahe, fich von diefer eigentiimlich ver-
klaufulierten Faffung freizumachen. Was wiirde es bedeuten, wenn

Problem fich 15fen 146t, — einen folchen gibtesjaaud nicdht (1)«
— Vgl. auch die kiirzlich verdffentlichte AuBlerung von Wey!l (Handbuch
d. Philof., Abt. II, A, S. 20 f.).

1) Friiber gebrauchte Hilbert den Buchftaben r ftatt des ¢; f. 0. § 1, S. 17ff.
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man divekt die Reduktion in allen vorkommenden Fillen bei trans-
zendent-transfinit definievten Zablfolgen verlangte? Das wiirde nichts
anderes fein, als die konftruktive Léfung des mit der jeweiligen Folge
verkniipften Problems oder die Erfegung jeder »problematifchen«
Folge duvch eine normale, gefettmiéBige. Das wdire dann witklich
ein »allgemeines Ldsbarkeitsaxiom«. Hber das wiirde eine Zerbauung
des Knotens bedeuten! Hilbert fordert weniger: nur wenn das
Beftehen eines folchen Problems zu einem Widerfpruch mit dem
Kontinuumfaty fiibrt, wenn es alfo den Hauptbeweis ft 3¢ t, dann foll
der Formelzufammenbang, der den Widerfpruch beweift, nur imma-
nent-transfinite Bildungen enthalten.

In diefer Faffung ift das Lemma febtr wenig verftindlich; es
ecicheint ad hoc gemadht und enthilt keinen natiiclichen Tatbeftand.

Hber man kann die ganze Frage unabbidngig von den Befon-
derheiten, die Hilb et ts Beweistheotrie hbineinbringt, rein »fachlich«
zu evdrtern verfuchen.

Man kann da zwei Wege einfchlagen: einen weniger vadikalen,
aber gangbareren, und einen weniger leicht zu befchreitenden, aber
dafiir radikaleven.

I. Denkt man f{ich fiir das mit einer beftimmten Folge vet-
kniipfte Problem die L&fung gefunden, fo ift damit, wie fchon be-
mevkt, die bisher »problematifhe« Folge in eine unproblematiiche,
gefegmifige verwandelt. Hudh bevor die Lofung gefunden ift, be-
fteht offenbar eine eineindeutige Zuovdnung von Problem und
Lofung. (H8chftens kdnnten mebrere Probleme diefelbe Ldfung
baben, aber dann miifiten zwifchen ibnen felbft Zuordnungen befteben,
fie waren verichiedene Husdriicke eines Problems, und die ent-
fprechenden problematiichen Folgen kdnnten nicht als wefentlich vet-
fchieden angefeben wevrden). Hlfo vermebren die 16sbaren pro-
blematifchen Folgen gar nicht wefentlich die Menge der gefetmifligen
Folgen um neue Elemente. (Verdoppelung ift ja bei unendlichen
Mengen nicht von Belang!) Man braucht fich alfo um die proble-
matiichen Folgen gar nicht zu bekiimmern, foweit fie l1dsbarc
find. — Hber es kénnte doch — fofern man nicht das »allgemeine
Losbarkeitsaxiom« fordert — grundfdglich unilédsbareProbleme
und damit verkniipfte Folgen geben! (Mit diefer Mdglichkeit vechnet
ja z. B. Brouwert ausdriicklich!) Was foll man mit diefen unlds-
baren problematifchen Folgen anfangen?

Zuniddhft mufl man fich daviiber klar werden, Phinomene welcher
Art folche Folgen denn find. Sind es iiberhaupt unend-
liche Folgen? Ibre Glieder find doch entweder unbeftimmt oder,
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beften Falls, Schritt fiiv Schritt (in der Zeit) beftimmbar, dbnlich
wie bei einer frei werdenden Wablfolge.! In beiden Fillen baben wit
in ibnen kein d&rcetgov dvvauer v, kein progrefBhaftes Phinomen,
deffen Werden ins Unendliche binein beftimmt ift, Es liegen
alfo, »kategorial« angefehen, gar keine echten endlofen Folgen
vor! Diefe unldsbaren problematifchen sFolgen« tragen ihren Namen
zu Unvecht! Hlfo brauchen fie auch nicht bei der Abzdbhlung »alle v«
(natiitlich nur der echten) Folgen berviickfichtigt zu werden. Es
taucht gewiffermafien das Gefpenft der sganz willkiirlichen« Folge
noch einmal in einer neuen Maske auf, aber wir baben es entlavvt,
wie damals, als es im Gewande der »Wablfolge« uns entgegentrat.
— Dies ift der weniger radikale Weg zur Klirung der Sadlage.

II. Man kann nun in folgender Weife vadikal vorgehen. Man
lebnt die problematifchen unldsbaren Folgen nicht (auf Grund kate-
gorialer Erwigungen) ab?, fondern fucht fie, als Folgen, fo wie fie
fich zunidchft geben, bei der Abzidbhlung mit zu erfaffen. Hufler den
16sbaren Problemen, die durch ibre Ldfung erfefit gedacht und fo
gezdblt werden kdnnen, mufl man alfo die unldsbaren Probleme
als Probleme beriickiichtigen.

Die Hbzihlbarkeit der gefemifigen Folgen duvch die Zahlen
der II. Klaffe berubt, wie wir faben, darauf, daB — laut Lemma II
— einer gewdhnlichen Zabhlenfolge kein wirklich transfinites Gefety
aufgeprdgt werden kann. Der Gedanke liegt nun nabe, zu ver-
muten, dafl aud kein mit einer foldhen Zabhlfolge verkniipfbaves,
fie definievendes Problem ecine unreduzierbar transfinite Kompli-
kation in feiner intentionalen Struktur aufweifen kann. D. b. die
Probleme felbft entbhalten in ibrer eigenen logifchen Struktur nur
Rekurfionen in indefinitum, nicht in transfinitum. Wendet man auf
fie einen analog gebildeten Begriff der »HShe«, des Index der ftruk-
turalen Komplikation (Stufungschavakteriftik) an, wie auf die gefet;-

1) Die friiber genannte problematiiche Folge, die von der Irrationalitét

der Zablen IV‘ 2}/2 31/3 30C n‘/“ ... ufw. abbidngt, erweckt den Anichein, als
ob fie bis ins Unendliche beftimmt ift. Allein die Enticheidung iiber die Irra~
tionalitit der Glieder der obigen Reibe kann doch entweder nur Schritt
fiir Schritt duvrch lauter ganz unabhbingige Erwadgungen beftimmt werden,
— dann baben wir eine der Wablfolge analoge Bildung; oder fie wird
durch Gefety beftimmt, — dann baben wir iiberbaupt keine problematifche
Folge mebr. Im erften Fall kommt die »Folge« nicht in Frage, weil fie iiber-
baupt keine echte Folge ift; im zweiten ift fie unter den gefetm@figen Folgen
fchon mitgezablt.

2) Das zweite Verfabren ift alfo infofern vadikaler, als es nicht vor den
unldsbaren Folgen zuriickicheut, fie nicht durch begriffliche Analyfe umgebt.
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miBigen Funktionen, fo kommt man — bei Problemen fiir Zabl.
folgen — in Hnalogie zum Lemma II nur auf Indexzablen II. Zabhl-
klaffe. Hlfo wird aud durch die unldsbaren problematifichen Folgen
keine wefentliche Ethdhung der Gefamtzahl der Folgen (iiber ¥,
bzw. 2; hinaus) bewirkt.

E. Die fachliche Bedeutfamkeit der Hilbertfchen L&fung.

Um Miflverftandniffe zu vermeiden, fei ausdriicklich bemertkt,
daBl die vorangebenden Betrachtungen zu den beiden Hilbert-
fchen Lemmata keineswegs beanfpruchen, diefe Hilfsfae zu beweifen
(auch nicht etwa Lemma I unter Vorausfetung von Lemma II zu be-
weifen). Dazu find unfere Uberlegungen viel zu unbeftimmt. Hudh
wagen wit” nicht zu hoffen, dafl fie den Weg zu einem wirklichen
Beweife in einigermafien ins Gewicht fallender Stdtrke ecbellen.
Unfere einzige Abficht bei diefen Bemerkungen ift vielmebr, darzu-
tun, dafl Erwidgungen iiber die Lemmata angeftellt werden kdnnen,
die fich durchaus in dev intuitiven »metamathematifchen« Sphace be-
wegen. Und wir glauben zum mindeften febr wabhticheinlich gemacht
zu baben, daB} ein kiinftiger Beweis fich in eben diefer Sphire be-
wegen wird, der das ganze Problem obne Zweifel angehdrt.?

Wit kdnnen daber Hilbert nicht beiftimmen, wenn er feinen
Bnfag zur Léfung des Kontinuumproblems von feiner fpezififchen
Beweistheorie und feiner Lehre von der fymbolifchen »formalen
Mathematik« ohne fachlichen Sinn abbdngen ld3t. Es fillt iibrigens
immer wieder dem unbefangenen Lefer der Hilbertfchen HAb-
bandlungen auf, daf} die eigentlich mathematifchen Betrachtungen darin
ein durchaus fachlich gerichtetes Inteveffe an den Problemen, an
der vitfelbaften aufzuklirenden Sadlage merken laffen. In
Paventbefe wird dann, etwas unwillig, von sunferer finiten Ein-
ftellung« gevedet. Und detr kiibne Anfturm Hilbetrts auf das alte
beriibmte Problem wird um fein gefchichtliches Recht und feine
eigentliche Bedeutung gebracht, wenn man die ganze Sache auf
willkiirliche, wenn aud widerfpruchsfreie Spielereien bhinauslaufen
1dBt. Im Inteveffe der grofien geiftesgeichichtlichen Bedeutung detr Ge-
danken Cantors und Hilberts felbft proteftieren wir deshalb gegen
ihre formaliftifche Umdeutung, die wir fiiv eine Mifideutung balten.
Die grofie Sache mdge der Forichung evhalten bleiben! — DaB
dies grundfidglich nicht unmdoglid ift, glaupen wir gezeigt zu bhaben.

1) Einige weitere Schritte zu einem foldben kiinftigen Beweis find im
Matb. Anb. zu § 5, Nr. VIB, C zu fkizzieven verfucht worden.
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§ 6.
Das pbilofophiiche Problem der mathematifchen Exiftenz.

a) Hermeneutifche Analyfe der demonftrativen
und der deduktiven Mathematik.

Das eigentliche pbhilofophifche Problem, das durch die
Exiftenz einer mathematifchen Wiffenfchaft geftellt wird, wurde fchon
im vorbergehenden als ein ontologifches bezeichnet. Es ift
von grundlegender Wichtigkeit fiit das Weitevre, zu prazifieven, was
diefer Terminus »ontologifch« befagt.

Unter »Ontologie« ift hier erftens nicht gemeint die allge-
meine Wiffenfchaft vom Sein und feinen Mdglichkeiten im Sinne der
vationaliftifchen Philofopbhie des 17. und 18. Jahtbhunderts.

Zweitens ift darunter auch nicht zu verfteben die »eidetifche«
Wiffenfchaft der »tranfzendenten« Gegenftinde im Sinne des bis-
berigen phbdnomenologifden Sprachgebrauchs, — mag diefe
»Ontologie« nun aufgefafit werden als eine von den Modi des ev-
kennenden und fonftigen Bewufitfeins unabhidngige Wefenswiffen-
fchaft »Realontologie« (H. Convad-Martius), wie fie von den
»realiftifch« gervichteten Phinomenologen (Reinad, Pfdnder,
z. T. auch Scheler, Geiger, H. Conrad-Marctius ufw.) aus-
{chlieflich getrieben wird, oder mag es fich zugleich um eine fiiv die
eigentliche eidetifche Phdnomenologie des veinen Bewuftfeins vor-
bereitende, die »Leitfdden« dafiir bereititellende Wiffenichaft bandeln
(wie es Hufferls Wortgebrauch entfpricht)?

Sondern es foll »Ontologie« bhier foviel bedeuten wie
sHermeneutik dev Faktizitit« (Heideggetr)2 Damit ift gemeint
die Auslegung (interpretierende Explikation) des tatfdch-
lichen gefdhichtlichen Lebens als eines faktifchen, biftovifch da fei-
enden, auf die Weife feines Da-feins bhin,

Diefe Explikation gebht auf den Seins-finn diefes Dafeins,
lie zergliedert den Sinn des » Da« im Da-fein; d. b. fie legt aus und
auseinander, wie das jeweils in Frage ftehende Leben in feinem
konkreten Seinsmodus da ift.

Man kann diefen bier gemeinten »Seinsfinn« aud als
»Wefen« bezeichnen. In diefer Bedeutung wiirde »Wefen« dem
griechifchen Husdruck »odoiz« (fo wie ibn Platon und befon-
devrs Aviftoteles gebrauchen) etymologiich und bedeutungs-

1) Vgl. »Ideen« §§ 148—150.
2) Diefer betitelte eine im Sommetfemefter 1923 in Freiburg gebaltene Vor-
lefung »Ontologie oder Hermeneutik der Faktizitéte,
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mifig einigermafen entfprechen!, nicht aber dem Worte ¢idog oder
i0éa, obwobl fiit Platon die ¢dy das wabrbaft Seiende (z0 Svrwg
ov) find. Denn e&idog beifit urfpriinglich, in der griechifchen Um-
gangsipradche, foviel wie »Husfeben« und bebilt die »optifche« oder
»okulare«? Bedeutungskomponente auch in der metaphorifichen Vert-
wendung bei. Es ift daber »Wefen = odola« zu trennen von dem
iiblichen auf Huffetrl =zuriickgehenden phinomenologifchen Ge-
brauch vom »Wefen = eidog« (u. U. auch = wogpA) und nur in dem
erften Sinn foll das Wort hier gebraucht werden.

Es ift deshalb auch die folgende Unterfuchung nicht {chlechthin
als eine »eidetifche« zu bezeichnen, obwohl Beziehungen zu mdg-
lichen »eidetifchen Unterfuchungen« befteben. Denn es wird ledig-
lich verfucht, den Sinn gewiifer geiftesgefchichtlichen Erfcheinungen
(die in der Gefchichte der Mathematik aufgetreten find) auslegend
zu erdrtern. Nicht aber wird betrachtet, ob und weldhe fonftigen
»reinen Moglichkeiten« neben dem faktifchen Verlauf der Geiftess
gefchichte vorhanden fein kdénnten.

Es ift in diefer auf ein befonderes Thema gerichteten Hrbeit
nicht der Ort, im Vorbeigehen phidnomenologiiche Prinzipienfragen
zu erdrtern. Nur foviel fei gefagt: man pflegt fiiv gewdhnlich in
der Phanomenologie jede Hnalyfe von Sinnzufammenbingen nach
Vollzug der »eidetifch en Reduktion« anzuftellen, d. h. man fpricht
dem Faktifchen als folchem, der blofien Tatfdchlichkeit jeden Sinn-
gehalt ab. Ein Sinnzufammenbang bleibt nadh diefer HAuffaffung
vollig ungedndert, wenn et »in die Idee gefefit wird«; denn es witd
ibm dabei nur die als folde finnleere Faktizitit (Wicklichkeit,
Realifiertheit) genommen, wodurch der gefamte Zufammenbang zum
»Wefenszufammenbhang« geworvden ift und nur mebr eine »veine
MGoglichkeit« darftellt, die unter anderen Umftanden als den tatfach-
lich vorliegenden »verwirtklicht« fein kann?®,

Demgegeniiber ift es hier auf den Sinn devr Faktizitit
felbft und als folder abgefehen; es ift daber nicht mdglich,
ein Phdnomen »in die Idee zu fetiens.

1) Heidegger, von dem der Terminus »Seins-Sinn« ftammt, benutt
ibn zur Wiedergabe des atviftotelifchen soloix«, was in entftellender
Weife feit dem Mittelalter mit »substantia« iiberfet zu werden pflegt.

2) Nach einem HRusdruck des Grafen Paul Yordk, des Freundes Dil=
theys; vgl. »Briefwechfel Dilthey:Yorcke, (Halle, Niemeyer, 1923). S. 60, 113 u. .

3) Diefe Auffaffung ift z.B. kiirzlich von A. Metpger, »Der Gegen-
ftand der Erkenntnis« (ds. Jahrbuch Bd. VII, S. 613ff.) ausfiibrlich dar-
gelegt worden.
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Man koénnte biergegen einwenden, es kdnne und miiffe eben
auch das Eidos (nicht bloff das »Wefen«) devr Faktizitat be-
trachtet werden. Diefe Formulierung ervicheint uns unmdglich, denn
fie wiirde doch befagen, dafl man dieFaktizitdt betrachten
folle, indem man von ibrem Faktifch-Sein abftra-
biert, d. h. man ftellt die doch wobhl widerfinnige Bufgabe, die
ibrer Faktizitit beraubte Faktizitit zu unterfuchen!

Aber es {heint fich hinter jener, fo wie fie dafteht unbaltbaren
Formulierung doch der zutreffende Gedanke zu verbergen, dafd die
Sinnanalyfe (bermeneutifche Analyfe) der Faktizitit diefe nur in
ibrver Jeweiligkeit treffen kann. Das jeweils fo und fo
feiende Leben bhat die und die darakterifchen Ziige, die in einert
gewiffen Allgemeinbheit herausgeftellt werden kdnnen und
miiffen. Aber es handelt fich hier um eine befondere Hrt von Begriffen,
nimlich um formal-anzeigende (Heidegger), deren »All
gemeinbeit« in ibrer Bezogenbeit auf das »Jeweilige« liegt. Man
kann diefen »formal-angezeigten« Seinsfinn auch »Wefen« nennen,
— aber dann ift diefes »Wefen« grundverichieden von jedem »Ei-
dos« (ganz befonders jedem materialen Eidos!)™.

Es bandelt fich alfo fiir uns um Huslegung faktifchen
Seins. Was befagt dies aber, genauer betrachtet? Man kann ein
Phidnomen nur »auf etwas bin« auslegen, nicht {chlechtweg. Es
gibt aber eine fozufagen ausgezeichnete Richtung der Hus-
legung der faktifchen Lebensphdanomen: ndmlich eine Hus-
legung auf den Sinn der in ibnen fich duflernden
Weife des Dafeins (des menichlichen Lebens) felbit.

* *
*

In diefer Weife kann man nun die Gefchichte der Mathematik,
bzw. gewiffe in ibrem Verlaufe erfcheinende geiftesgefchichtliche Phano-

1) Man kdnnte mit Recht vom tranfzendentalen (d. b. das Eidos
tranfzendierenden) Wefen fprechen, wobei das Wort »tranfzendental« mebr
im mittelalterlichen als im kantifchen Sinn gebraucht wird. Vgl. Heidegger,
»Sein und Zeit« S. 38: »Sein und Seinsftruktur liegt iiber jedes Seiende und
jede mdgliche feiende Beftimmtbeit eines Seienden binaus. Sein ift das
transcendens fchlecdhthin. Die Tranfzendenz des Seins des Dafeins
ift eine ausgezeichnete, fofern in ibr die Mdglichkeit und Notwendigkeit der
radikalften Individuation liegt. Jede ErfchlieBung von Sein als des
transcendens ift tranfzendentale Erkenntnis. Phdnomenolos
gifche Wabhrbheit (Erfchloffenbeit von Sein) ift veritas
transcendentalis.«
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men anfeben. Damit kebven wir zu unferem konkreten Problem
zuriick.

Man kann fragen: Welden Sinn hat die mathema-
tifdhe Wiffenfchaft, aufgefaBt als eine Weife des
faktifchen Lebens? Welche Tendenz — Lebenstendenz, fak-
tifche Dafeinstendenz — liegt ibr zugrunde? Weldches faktifche, im
Sinn der Faktizitit felbft verwurzelte Motiv beftebt fiir das Auf-
treten und die Entwicklung der mathematifchen Forichung?

Das bierdurch angedeutete Problem ift freilich auBerordentlich
umfangveich und f{chwierig. Es iiberichreitet bei weitem den Rab-
men der in diefer Hrbeit behandelten Fragen. Hber man kann,
von jenem Gefamtproblem ausgebend, die Frageftellung befchrdn-
ken und dadurch zu einer im bier abgefteckten Rahmen angreif-
baren Hufgabe gelangen.

Man kann namlich fragen: Welche Bedeutung fiiv die
faktifchenLebenstendenzen und -motive bhat dev im
Vorigen fo viel bebandelte Streit um den Begriff
der mathematifchen Exiftenz«? Welchen Lebens-Sinn
bat der Gegenfaty der beiden ftreitenden Grundtendenzen der gegen-
wiartigen Mathematik, der formaliftifchen und der intuitiven?

Um diefe Frage weiter zu bebandeln, wird es gut fein, von
der grundfalichen Kennzeichnung auszugeben, die in den voran-
gebenden HAnalyfen von diefem Gegenfaty gegeben wurde: wir unter-
fchieden Logik dert Wahvtbeit — Logik der Konfequenz, Ma-
thematik als Demonftration — und als sfreifchwebende« De-
duktion. In diefen Gegenfifien wurzelt die Gegeniiberftellung
von Intuitionismus und Formalismus, um diefe Gegenfite geht der
Streit zwifchen Brouwer und Hilbert.

Es ift in der Tat leicht zu fehen, daB, je nachdem man fich fiiv
eine demonftrative oder fiir eine deduktive Mathematik
entfcheidet, man fofort auch eine jeweils andere Hauptfrage bei der
Grundlegung der Mathematik ins Huge faffen muf.

Das Grundproblem der Widetrfpruchsfreibeit des Axi-
omenfyftems entfpricht dex deduktiven Grundauffaiffung, das
Problem der Enti{cheidbarkeit der demonftrativen.

Fiir die »demonftrative« Huffaffung befteht die Frage der
Widerfpruchslofigkeit ja nicht als primdre und urfpriingliche: wenn
man die mathematifchen Entitdten durch Konftruktion oder fonft ein
konftituierendes Verfahren als Phidnomene in ihver »pbhdno-
menologifchen Exiftenz« fichergeftellt hat, — dann ift ibre
Widerfpruchsfreibeit felbftverftindlih. — Andevecfeits: fiic eine
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rein »deduktiv« orientierte Mathematik ift das Entfcheidbarkeits-
problem nicht von primdtrem Belang. Die mathematifchen Enti-
titen brauchen nidht vorgelegt zu werden, um als exiftent zu
gelten. Die Mdglichkeit der »Vorlegung« ift abhingig von den Un-
vollkommenheiten des »endlichen« menfchlichen Intellekts. Von
fadhlichem Belang ift fie nicht. —

Damit ift nun fchon ein Gedanke angedeutet, der geeignet ift,
zu der tieferen pbhilofophifdh en Bedeutung des in Frage ftehen-
den Gegenfaties der mathematifchen Grundauffaffungen hin zu fiibren:

Der Gegenfatp: Intuitionismus — Formalismus
ift verwurzelt in dem philofophifchen Grundgegen-
fag der anthropologischen und der »absoluten
AuffaffungdevrEtrkenntnis(Wiffenfdhaft)undleggtlich
desLebens felbft (alsdereigentlichften Witklicdkeit).
Dies ift nunmebr nidber zu erldutern:

Fiiv die »antbropologifiche« Grundanfichauung fteht der Menidh,
beffer das faktifche menfdliche Dafein im Mittelpunkt dec
philofopbifchen Problematik. Nicht der Menich als Wefen »in der
Welt«, nach Typen zu ordnen, nach pfychologifchen Gefemifigkeiten
zu duvchforfchen. Sondern als auslegbar auf den Sinn feines
faktifchen Dafeins, feiner Faktizitdt, von detr aus alle andeve
Faktizitdt in der Welt alleverft ihbre Bedeutung ge-
winnt.

Fiiv die »abfolute« HAuffaffung ift die Welt, das Univerfum des
Seins »an fich« da, mit beftimmten Ovdnungsftrukturen ausgeftattet,
die gewiffen formalen allgemeinften Gefefien »wefensmiig« ge-
horchen. Darin ift der Menfch nur ein unbedeutendes Wefen in der
gewaltigen Stufenceibe der Wefen iiberhaupt, mit manchen Zufillig-
keiten behaftet; obwobl vielleicht in fich ein Mikrokosmos.

Der Gegenfat beider Grundauffaffungen ift analog dem be-
kannten Gegenfa§ zwifchen Idealismus und Realismus, aber er geht
philofophifch wefentlich tiefer.

Denn es ift zwar vichtig, daB der »Ildealismus« einen Schritt
auf dem Wege nach der »anthropologifchen« Auffaffung hin bedeutet;
aber aucd nicht mebr. Die »anthropologifche« Huffaffung ift wefent-
lih hiftorifch, d. b. der Menich als erfabrender! (freilich

1) iorogeiv beifit »erfabren« (von iorwg, der Hugenzeuge). — Die im fol-
genden gefchilderte biftovifch-antbropologifche Betrachtungsweife ift — wenn
auch nicht unter diefem Namen — in die Pbanomenologie im wefentlichen
von Heidegger eingefiibrt worden.

Hufferl, Jabrbuch f. Philofophie. VIIIL. 40
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nicht im Sinne naturwiffenicbaftlicher »Empitie« (empivifcher Beob-
achtung), fondern im Sinne der vollen Lebenserfabrung) bat feine
Welt, die ibm nicht als ein gleichgiiltiges Objekt gegeniiberfteht
(nicht eigentlich »Gegen-ftand« ift), fondern die als Um-Welt im
lebendigen Umgang mit ibr »evicheint«, zum »Phdnomen« wird.

Von bhier aus, von der Konzeption der vollen »bhiftorifchen«
Lebenserfabrung aus gefeben, eticheint wenigftens der (iibliche
transfzendentale Idealismus als eine abftrahierende Modifikation
des urfpriinglichen biftorifchen Standpunkts. Denn bei ibm »bat«
das Leben, das in der verblaften Form des steinen Bewufitfeins«
nut mebt eticheint (auch da und vielleicht gerade da in befonders
extremer Weife, wo es »verniinftig« wertet und praktifch wird),
die Welt (die nur nodh in febr metaphoriichem Sinne die »feine« ift)
in der Weife des bloflen »Gerichtet fein auf«, des veinen in-
tentionalen Bezugs.

HAllerdings beiit in-tentio eigentlich »Gefpannt fein auf«, die
gefpannte Haltung! und driickt damit aus, dafl die Weife des Voll-
zugs diefer intentio nicht gleichgiiltig ift; — daB der Menidch, als
folcher, in feiner Faktizitat mit dabei ift, wo immer intendiert wird.
Aber freilich fieht der transfzendentale Idealismus von diefem
Moment gerade gefliffentlich ab; das steine Ich«, der »Ich-Pol«, die
»Subjektivitit« ift in fich nichts als ein ideales Zentrum; es kann
nicht konkret, als fo und fo da-feiend, die Intention vollziehen.
Die Intention ift nicht »lebendig«, fondern nur verwirklicht: zu ibr
als »Wefen«, als veine Moglichkeit, tritt lediglich dev iiberall gleiche,
in fich gédnzlidh farblofe »HAkzent« der »Realifierung« hinzu: das
allein foll ibr Faktifdh~Sein ausmachen?

1) intentio gebt auch als Terminus biftorifch legten Endes auf den
ftoifchen Ausdruck rdvos zuriick. Vgl. Stoicorum veterum fragmenta, coll.
J.v.Arnim, Vol.1, p.129,4 (Cleanthes, de virtute) »... 7 7is Yuyis loyis
Tovos dotiv i{xavos v 16 xpivew xai modrvew # ui.« (= Vol. III, p. 68, 30:
Chrysippus de virtute).

2) Indeffen mufl dazu bemerkt wevden, dafl die tranfzendentalidea-
liftifthe Phanomenologie (Hufferl), wenn aud nachtrdglich, den kon=
kreten ganzen Menidchen als lebendige Perfonlichkeit wiedergewinnt, indem die
»babituellen« Eigentiimlichkeiten, die den konkreten, individuellen Charakter
eines Menlichen ausmachen, als eine befondere Art (nicht im iiblichen Sinne
skonftituierte«) Tranfzendenz aufgefafit werden. Noch weitergehend fagt
Hufferl (»Ideen« § 57, S. 109/10): »Verbleibt uns als Refiduum der phino-
menologifchen Ausfchaltung der Welt, und der ibr zugehdrigen empiriichen
Subjektivitdt ein veines Ich (und dann fiir jeden Erlebnisftrom ein prinzipiell
verfchiedenes), dann bietet fich mit ibm eine eigenartige — nicht kons
ftituierte — Tranfzendenz, eine Tranfzendenz in der Immanenz
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Dagegen ift der Grundbezugfinn des biftorifchen Dafeins die
Sotrge (Heidegger). Der enticheidende Gewinn, der durch die
Einfithrung diefes Begriffes iiber den der »Intentionalitit« binaus
evzielt wird, liegt gerade darin, daB in dev »Sorge« der Vollzug
durch das faktiiche Dafein von vornberein unzweideutig enthalten
ift und aus ibm nicht wieder entfernt werden kann. Nur ein an-
derer Husdrudk diefes Umftandes ift es, dafl in diefer — »hermes-
neutifdhen« (Heidegger) — Auffaffung des philofophifchen Fragens
der Begriff des reinen Ih oder des reinen Bewufitfeins fiir die
konkrete, volle, eigentlich ontologifche Fragebhaltung fo-
fort verfchwindet. Das »vteine Ich« ericheint, vom hermeneutifchen
Gefichtspunkt aus gefeben, als eine HAbftraktion, als ein ideales Zen-
trum, worauf gewiffe abftrakte Typen von Bewufitieinsweifen be-
zogen wervden, lediglich zu theorvetifcher HAnalyfe, nicht zum Zwecke
der konkreten Huslegung des Lebens.

Dagegen ift das Sorgen die Grundbaltung des konkvreten
faktifchen menfchlichen Dafeins felbft, — wenigftens foweit es hifto-
vifd ift (und, bermeneutifch angefehen, ift es hiftorifch)!. Mit dem
Sorgen ift das eigentiimliche Hineingeftelitfein des Menfchen in »feine«
Welt bereits mitgegeben. Die ganze Frage, wie denn etwa die
menichliche »Subjektivitit« zu einer ibr transizendenten (transfub-
jektiven) Welt kommen kdnne, ift von vornberein als widerfinnig
nachgewiefen?. Das »Konftitutionsproblem« dev eidetifch-transizen-
dentalen Phanomenologie erfcheint in einer verwandelten Form, in-
dem die Gegenftinde der Welt als Gegenftinde der Sorge (in ver-
fchiedener Weife: als beveits vorbandenes Material, als Vetfiigbar-
keiten, Bufgaben, Hindevniffe ufw. ufw. — allgemein zu veden: als
»Bedeutfamkeiten«) auftreten. Das »Wie« ihrer Bedeutfamkeit fiic
das Leben (das natiiclich nicht eine einfache »Qualitit« ift, fondern
ein verwidkelt aufgebautes Phanomen) ift das, was die eigentliche
Weife der »Konftitution« des Gegenftandes ausmacht. — —

Diefe grundfiglichen Dinge kénnen bier nicht weiter ausgefiibrt
werden. Es ift vielmebr nun zu fragen, inwiefern die Exiftenz

dar.« Aber es bleibt doch noch unentichieden, ob diefes individuelle »reine«
Ih als konkretes volles Leben zu denken ift, das im leiten Sinne des Seins
des »Bewufitfeins« felbft verankert ift.

1) Uber die Frage der »Grenzen des Hiftorifchen« und dariiber, was
dann etwa das »NichtsHiftorifche« jenfeits diefer Grenze fein kénnte, ift
einiges am SchluB der Abbandlung gefagt (§ 6 c IV).

2) Vgl. datiiber Heideggers Darftellung in »Sein und Zeit«. (liber
das fog. »InsSein«), § 12, Seite 52 ff. diefes Bandes.

40"
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der mathematifchen Gegenftindlichkeiten in einetr beftimmten Weife
der Sorge und der Bedeutfamkeit fich duBerct.

Insbefondere: wie ift der im vorigen immer wieder bevvor-
getretene Gegenfaty »Formalismus — Intuitionismus« (mathematiiche
Exiftenz als Widetfpruchsfreibeit — oder als Konftruierbarkeit) zu
interpretieren? Weldche Weife des Sorgens und der Bedeutfamkeit
verbirgt fich binter jenem Gegenfaty der wiffenfchaftlichen Haltung?

Blicken wir auf die Gefcdhichte der Mathematik zuriid,
fo zeigt fich, dafl die demonftrative (intuitive) Matbematik in jedet
Hinficht das Urfpriingliche ift. Die rvein deduktive (formaliftifche)
Mathematik wurde eigentlich erft am Ende des 19. Jahrhunderts
(feit 1870 etwa) ausgebildet, obichon fie in manchen friibeven Strd-
mungen votbereitet ift (feit Leibniz.) So erfcheint fie als eine
merkwiirdige Spdtbliite; vielleicht ift fie als eine Entartung auf-
zufaffen. (Vgl. §6¢ 1IIC).

In den Sinn diefer merkwiirdigen geiftesgefchichtlichen Etfchei-
nung der rein deduktiven Mathematik kann man tiefer eindringen,
wenn man von dem diefer Form der Wiffenfdhaft
entfprechendenBegriffdermathematifchenExiftenz
ausgeht. Diefe war beftimmt vom Kriterium der Widerx-
fprudsfreibeit.

Nun war in einer friiheren Betrachtung (in § 3a) diefe Forde-
rung der Widerfpruchsfreibeit bereits auf ibren Sinn bin unterfucht
worden. Es war gezeigt worden, dafl fie nicht felbftverftandlich ift,
denn die fog. Ausfagen der formalen Mathematik bezieben fich nicht
auf Sachverhalte, die phdnomenologifch fafibar find, und daber als
Phianomene wideripruchsfrei definiert fein miiffen. Es hatte fich
aber auch herausgeftellt, daB fie nicht finnlos ift, fondern auch innerbalb
des puren Formelipiels eine enticheidende Bedeutung bat. Sie war
namlidh die conditio sine qua non fiicr die unbegrenzte Fort-
fegbarkeit devr rein formalen Deduktion. Sie ficherte
die Grenzenlofigkeit im Fortgang von einer Formel zu einer ftreng
beftimmten (nicht beliebigen) anderen; genauer gefagt: fie fchlof8 die
fatale Moglichkeit aus, dafl die formale Beziehung des »Folgens« einer
Formel aus anderen unendlich vieldeutig wird, indem etwa aus
einetr beftimmten »widetfpruchsvollen« Formel alle mdglichen Fol~
gerungen entfpringen kdnnen.

Hilt man fich diefe Bedeutung der Forderung der Widexfpruchs-
freibeit vor Augen und fragt man davaufbin, welche Sorge oder genauet
welche Weife des Sorgens hinter einer folchen Forderung fteht, fo
ergibt fich unmittelbar die Antwort: die Sorge um den unbe-
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grenzten Fortgang des Deduzievens felbft. Das heifit
alfo: die Sorge um die Erhaltung der im formal-mathematiichen
Forfcher lebendigen fpezififchen Sorgensweife. Anders ausgedviickt:
der Betrieb der Deduktion foll gefichert werden, unbekiimmert
um die Sachen und die fachlichen Probleme, um die es fich handelt
oder wenigftens bandeln kénnte. Dadurch, daB man den Sinn
der mathematifchen E xiften z in die Widerfpruchsfreibeit des »exi-
ftievenden« Gebildes verlegt, — wendet man alfo den Blick von dem
Seinsfinn des Gebildes geradewegs ab. Man verfperrt fich abficht-
lich die Moglichkeit und den Weg, nach der Weife des Seins
des Gebildes iiberbaupt nodh zu fragen. DafB es wideripruchsfrei
ift, befagt fiir feinen Seinsfinn gav nichts, es befagt im Gegenteil
gerade: man kann von diefem Seinsfinn abfehen, die Frage diefes
Seinsfinns ift gédnzlich belanglos fiit den Fortfchritt der mathe-
matifchen Wiffenichaft. Die Sorge fragt alfo nicht die matbematifche
Gegenftandlichkeit nach dem Wie ibres Seins, fie ift nicht um Sein
beforgt, fondern nur um ibhr eigenes Erbalten- Werden.

Das Kriterium der mathematiichen Exiftenz wird damit gerade
davein gefefit, daf} die Mdglichkeit befteben foll, von der Frage nach
dem Seinsfinn der mathematifchen Gegenftinde abzufeben. Die mathe-
matifche Exiftenz wird fo definiert, dafl der Sinn ibrer eigenen
Definition das Eindringen in den Seinsfinn der mathematifchen
Gegenftiandlichkeiten gerade vetrtbietet. Man kann alfo, in Finalogie
zu einem bekannten Scherzwort, geradezu fagen: »existentia a non
existendo«: die Idee devr Exiftenz in fich felbft enthédlt
fchbon die Abwebr dagegen, die »exiftente« Gegen-
ftindlichkeit auf ibr Sein, ibre eigentliche Exiftenz
hin zu befragen.

Diefe fo paradoxe Sachlage wird verftindlich, wenn man fie aus
dem Gefichtspunkt der hermeneutiichen Pbhinomenologie (Hei-
degger) betrachtet. Denn da ericheint fie nur als eine befonders
prignante Ausformung einer eigentiimlichen Lebensbewegtheit, die
fith des Sorgens in mannigfacher Weife bemichtigen kann. Die
Sorge, urfpriinglich in den Vollzug des vollen Lebens eingefpannt,
erlangt eine gewiffe »Eigenftindigkeit« (Heidegger), fie tritt in
die Modifikation des »Sidh-Verforgens«, wobei der Doppelfinn
diefes »dialektifchen Wortes« bedeutfam ift: einerfeits befagt es das
Sich-Verlieven der Sorge in fich felbft, andrerfeits klingt dev triviale
Sinn des fich (etwa in wirtichaftlicher Hinficht) Vetrforgens an, und
bedeutet fich felbft Nabrung geben, fich felbft evbhalten, autarkifch
werden. In diefem Wandel der forgenden Lebensbewegtheit dufert
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fich die allgemeine Tendenz des »umweltlichen Dafeins« nach Selbft-
genugfamkeit, die der Scheu entfpringt, auf den Sinn des eigent-
lichen Seins des Dafeins (die »Exiftenz« im zugefpititen Sinn) zuriick-
zugeben, kurz ausgedriickt, die »Abriegelung des Lebens
gegen fich felbft« (Heidegger)™

* *
*

In gewiffem Sinn kommt damit in der formaliftifchen Mathe-
matik eine Tendenz zur Vollendung, die fchon friib als eine fpezi-
fitch matbematifche erkannt wurde, ndmlich die »aphaitetifche«
Tendenz. Berveits Ariftoteles fpricht von diefer agalpeoig, die die
mathematifche Betrachtung an ibren Gegenftinden iibt, an einer be-
merkenswerten Stelle der Nikomadbifchen Ethik. Die Dinge als
mathematifche Gegenftinde faffen, heifit von ihrem eigentlichen Sein
wegfeben, nidht in fie eindringen, bedeutet eine Abfperrung des
fchlichten und unmittelbaren Lebensbezugs zu ibnen. Deshalb, fagt
Ariftoteles, kann aud ein junger Mann Mathematik felbftandig fov-
fchend treiben, weil es dazu keiner Lebenserfahrung bedarf, wahrend
die konkreten Wiffenfchaften von jungen Menichen nur auf Grund
autoritativer Mitteilungen, alfo im wefentlichen fchiilechaft, betrieben
werden kénnen?

Sachlich angefehen, bedeutet diefe dipaipeois (abstractio), daB die
Gegenftinde der Mathematik keinerlei Lebensbezug mebr als folche
baben. Und dies zwar, ndber betrachtet, in noch viel radikalerer Weife
als die Gegenftinde der naturwiffenichaftlihen Beobachtung (etwa
die »Pflanzen« — nicht die Umweltdinge »Blumen« und dgl.).
Denn bei jenen Objekten der naturwiffenfchaftlichen Beobachtung ift
doch immerhin etwas Konkrvetes im Blick, ein Phdanomen, das durch
einen beftimmten Motivationszufammenbang verbunden bleibt mit
dem bedeutfamen Umweltding, als das es urfpriinglich dem »alltdg-
lichen« Leben erichien. In gewiffem Sinn ift die botanifch befchriebene

1) Vgl. »Sein und Zeit«, 1. Teil, 1. Abfchnitt, 5. Kapitel B. (§§ 35— 38).
(Nachtraglicher Hinweis; die Terminologie ift teilweife von unferer
verfchieden.)

2) Etb. Nic. 6,9 (p. 11422 12—20): »... yewusrgixor udv wéor xei madn-
patixol yivovra xui Gopol T& TOLRUTE, (Podviuos 8 ol doxel yiveoHear. &iov 08t
10V x¢d Exaotd doTw 7 @oovnols, & ylvetaw yvdoiua 8 dumeiping, véos O Euneigog
odx ¥orw" mAij%os y&o yodvov mowsl Ty Eumeplev: dmel xal ToUT &v Tis 0xépasto,
due 7 O padnuarixds pdv mais yévorr dv, copds 0§ guowxds ol. % Ote T pdv
90 apeugéoeds 2oy, thv d of dgyer 8§ dumeplugt xai te uiv ol moTedousww oi
véor &dda Aéyovew, thv 0t 16 Ti doTey ovx &dnhov.«
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Bliite doch noch »diefelbe« Blume, die wir auf der Wiefe pfiiickten,
ift der Planet Venus »derfelbe« Gegenftand als der Abendftern oder
der Motrgenftern.

Bei mathematifchen Gegenftindlichkeiten ift es indeffen anders.

Ich bilde z. B. aus fiinf Gegenftinden, d. b. zunddit Unweltdingen,
etwa Hpfeln, verichiedene Figuren: eine lineare, eine zyklifche An~
ordnung, eine ebene oder eine kdrperliche Quincunx und dgl.
und betrachte diefe Hnordnungen mit den Hugen des Mathema-
tikers, etwa inteveffiert an ibnen als topologifchen Kombinationen.
Dann abftrabieve ich (dpagéw!) von dem fachlichen Gebhalt
der Gegenftinde, nicht nur von ibrem Umweltscharakter, fondern
auch von ibrem anfdaulichen konkreten Gebalt iiberbaupt. Einzig
die Weife der gegenfeitigen Bezogenheit der Gegenftinde, ibre
Ordnung ift noch von Belang. Es geniigt, an Stelle der konkreten
Gegenftinde fymbolifche, in fich leevre Zeichen zu feien, um diefe
Anordnung zu ftudieren, Namen treten gewiffermafien (und audh
die nur in der duflerlichften Form als Zeichen, etwa als Buchftaben
a, b, ¢ ufw.) an die Stelle der Dinge felbft.

Nun ift das Nennen (droudalery) an fich eine Weife den Gegen-
ftand zu baben, die ibn nicht eigentlich erfait (anfpricht, Aéye)) fon-
dern von fich wegftoflt, in Entfernung bidlt. Mit der »Etikettierung«
ift der Gegenftand erledigt, — im primitiven Seelenleben ift er
durch den geeigneten, ihm zukommenden, Namen gebannt!. (Vgl.
Briftoteles, Metaphyiik Z, c. 4 (1030a 7—17)). Das Nennen
(und a fortiori das Bezeichnen) bellt den Gegenftand nicht auf (wie
det Adyog dmogpavrizdg, das aufzeigende Hnfprechen, das in der Mdg-
lichkeit des diypPederv, des »Entdeckens« fteht), fondern 148t ibn,
feine niheve Befchaffenbeit, d. b. vor allem feinen Seinsfinn, feine
otole, gefliffentlich im Dunkeln.

Relativ zum eigentlichen fachbaltigen Anfprechen, im Leben und
in der befchreibenden Wiffenichaft, ift jedes mathematifche Auffaffen
eines Dinges, das eng verbunden mit dem mathematifchen Be -
zeichnen (z. B. durch Buchftaben)? ift, ein Sich-vom-Leibe-Halten

1) Der Abftand zwifchen der modernen Erledigung durch Bezeichnung
und dem alten, friibmenfchlichen »Namenszauber« ift gewaltig; aber trosdem
laffen fich gewiffe Gemeinfamkeiten aufweifen. Der ganze Sachverbalt ift
febr wichtig fiic die Frage der Sinngenefis der Mathematik aus der
magifchen friibmenichlichen Technik. Vgl. dazu H. Ammann, Die menfch-
liche Rede (Labr 1925), Bd. I, S. 89f. und ungedruckte Hriftoteles - Interpres
tationen Heideggers.

2) Man vergleiche etwa den fprachlichen Ausdruck der Bezeichnung geo-
metrifcher Punkte bei Eudemos (im Simplicius:Fragment iiber die Qua-
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des Gegenftands, ein Sich-Wegriicken feines eigentlichen Seins. Das
Ding wird gewiffermafien zum bloflien Haltepunkt, nach dem der
Faden einer (im iibrigen eigentiimlich leeren) Intentionalitit ge-
fpannt ift. Im Blick ift eigentlich nur der »Gegenftand hdherer Ord-
nung«, der fich auf den (unter fich gleichartigen, alfo »nivellietten«)
Intentionalitdten erfter Ordnung aufbaut. Diefe Intentionalititen ecfter
Otdnung bilden vermdge ibrer Gleichartigkeit eine Mannigfaltigkeit
nebeneinander zu ovdnender Beziige (»Bezugsmannigfaltigkeit”,
Heidegger). Die Mdglichkeit, die Beziige in eine derartige
Mannigfaltigkeit »einzuebnen«, untericheidet das Mathematifch-For-
male inontologifdd et Hinficht vom Formal-Angezeigten!. Denn
bei der »formalen Anzeige« (Heidegget) bleibt der Bezugs-
finn in der Schwebe, er ift nicht erfiillt, aber auch nicht abgeriickt, d. i.
»abftrakt« (durch dgaioeoic), fondern ftindig in Berveitichaft, auf dem
Sprunge, gewiffermaflen auf der Sud e nad Erfiillung. Die Zeige-
Funktion, das Indizieren der formalen Hnzeige ift eine beftimmte
Bewegtheit, ift von dynamifcher Art. Dagegen ift die mathematiic:e
Form in fich rubend, autackifch, ftatifch; derv Ercfiillung wobl fabig,
aber keineswegs bediicftig.

Diefer leite Tatbeftand driickt fich, von einer anderen Seite
aus gefeben, dartin aus, daB die »Gegenftinde héherer Ordnung« in
einer beftimmten, wenn aud nicht finnlichen Weife angefdaut
werden konnen, namlich mittels der »kategovialen Hnichauung«
(eine grundlegende Entdeckung von Hufferls »Logifchen Unter-
fuchungen«)? Obwobl die mathematifchen Objekte (etwa das Kollek-

draturen des Hippokrates) und bei Euklid. Eudemos fagt z. B. »70 ¢¢’
@ (00) K«, d.b. »der Punkt, bei dem K ftebt«, und »% ép’ 77 .4B«, d. b. die
Gevrade, bei der A B ftehen«; Euklid bat dafiir ftets »70 K« (sc. onueiov)
bzw. » ) AB« (sc. eé0%cic). Siebe dariiber: »Der Bericht des Simplicius iiber
die Quadraturen des Antipbon und des Hippokrates«, griechifch und deutich
von F. Rudio (Leipzig 1907), S. 147 (Wé&rterverzeichnis unter ézi)..— Die
matbematifche Bezeichnung ift danach urfpriinglich nur blofie Markierung
einer beftimmten Stelle der Figur (»dort, wo A ftebht«), fpdter wird fie mit
dem matbematifchen Gegenftand felbft fprachlich identifiziect »das -1« ufw.
Diefe Tendenz gipfelt fchlieflich in der modernen formaliftifchen Mathematik:
»Wo Begriffe feblen, da ftellt ein Zeichen zur rechten Zeit fich ein« (Bernays)

1) Uber die Beziebung der Mannigfaltigkeit (Menge) zur »Einebnung«
wurde fchon in § 5 a, 1V, A. gefprochen.

2) Man darf diefe Gegenftinde der kategorialen HAnfchauung nicht
mit den der finnlic en Anichauung (Wabrnebmung, anfchaulichen Phan-
tafie ufw.) zuginglichen »Geftalten~ verwechfeln. (v. Ehrenbergs »Geftalt-
qualitdt« entfpricht Hufferls »figuralem Moment« [Phil. d. Aritbmetik] bzw.
»finnlichem Einbeitsmoment« [Log. Unterf.].) Widbrend die »Geftalten«, befon-
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tivum, die geordnete Menge, die Zabl, Funktion ufw. ufw.) nicht fa ch -
baltig (material) find, fo find fie doch, im iibertragenen Sinn zum
mindeften, Sachen mit fachlichen, in volletfiillter, orgindr gebender
Bnfchauung (die allerdings eben »kategorial« und keineswegs »finn-
liche« Wabtnebmung ift) ecfafibaren Eigenichaften und Beziehungen.
Keineswegs find fie leere, obfchon vielleicht widerfpruchsfreie Gegen-
ftinde.

Der von Hilbert gelegentlich (fiir die metamatbhemati-
f b en Urgegenftinde) gebrauchte Ausdruck »Zeichen, die nichts be-
deuten« trifft daher nicht das Richtige, obwobl in ihm anicheinend
etwas Richtiges, wenn auch verworren, gemeint ift. Denn freilich find
die mathematifchen Objekte keineswegs »fignitiv« (in leerer Intention)
gegeben. Hber das bringt auch mit fich, dafl die Spannung zwifchen
Leerintendiectem und Erfiillendem, zwifchen »Zeichen« (signum) und
»Bedeutung« (significatum) wegfillt. »Zeichen, die nichts bedeuten«
find eben ihrer Zeige~Funktion entkleidete Zeichen, d. h. gar keine
Zeichen. — Hber troidem verbirgt fich binter Hilberts verfebl-
tem Husdruck etwas Treffendes: Es ift namlich nicht fo, wie man
nach dem durchgédngigen Parallelismus zwifchen Noefis und Noema
meinen follte, daf die mathematifchen Objekte (Gehalte) und die auf
fie gerichteten Intentionalitdten (Beziige), in ontologifcher Hinficht dqui-
valent, nebeneinander ldgen. Vielmebhrift — dbnlich, wie fichdasZeichen-
Sein in dem indizievrenden Bezug er{ichdpft — bei dem Gefamtphidnomen
des Mathematifchen der Bezugsfinn »archontifch« (Heidegger), der

ders nach den Ergebniffen neuerer pfychologifcher Forfchung, als primire,
den finnlichen »Elementarpbanomen« (Empfindungen, »byletifchen Daten» ufw.)
vorausgebhende Ericheinungen — wenigftens in den meiften Fillen —
aufzufaffen find, find die kategorialen Gegenftindlichkeiten (wie Menge oder
Kollektion, Reibe bzw. Folge ufw.) wirklich von béherer Ordnung als
ibre »Elemente«. Und das bleibt befteben, obw o b1l gewiffe finnliche Ge»
fralten Motive abgeben konnen fiir die Bildung »entfprechender« kategorialer
Gebilde. Die kategorialen Strukturen erweifen fich eben als Spitericheis
nungen des alternden Lebens. Sie feen eine gewiffe Aufldfung des
urfpriinglichen »apeiromorpben« (Natorp), unendlich durchformten, primitiven
»Chaos« (Koffka) in Elemente bereits voraus und vollziehen nunmebr
eine Syntbefis diefer Elemente, die zwar eine gewiffe Analogie zu den pri-
mitiven Geftalten zeigt, auch bdchitwabricheinlich fiiv das Leben eine Hrt
Ecfaty der verloren gegangenen Geftalten bietet, aber trogdem von grund-
faglich anderer HArt als die primitive Geftalt ift und keineswegs zu diefer
zuriidifiibrt. — Man kann eine derartige Entwicklung z. B. am Phanomen der
Zabl aufzeigen. Im Grunde erwichft f o iiberbaupt erft das klaffifche matbe-
matifche Problem der orocyeiwais, des Elementaraufbaues einer definiten
Mannigfaltigkeit. — (Vgl. das iiber Platos oroyeiwoes in § 6 ¢ 11 D Gefagte.)
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ontifche Hkzent liegt fozufagen auf dem Bezug. Ontifch primdv ift
die Noefe, fekunddr das Noema. (Gerade umgekebrt ift es z. B.
bei der finnlichen Wabrnehmung. — Man kdénnte die Kantifche
Rede von der Rezeptivitit der Sinnlichkeit und der Spontaneitdt
des Verftandes auf diefen Umftand bezieben). Die fynthetifche
Tatigkeit »erzeugt« in gewiffem Sinn die mathematifchen »Gegen-
ftinde hdherer Ordnung«; fie werden nicht einfach als »ideale Gegen-
ftinde« in der Welt der Idee »vorgefunden«. Der Grund und der
Beleg fiir diefen Sadchverbalt liegt in der im Vorigen befchriebenen
» Abftraktion« (dpaigeoig). Die in ibt getitigte Abfperrung der Hin-
gabe an den Seinsfinn der Subftrate, die der matbematifchen Syn-
taxe zugrunde liegen, verichlieffit zugleich die Mdglichkeit des te-
zeptiven Hinnehmens der Gebhalte als fo und fo feiender. Was
alfo iibrigbleibt und gewiffermafien von der »Hbiperrung« =»frei-
gelaffen« wird, ift der »Bezugsfinn« und auch diefer nicht konkret,
nicht in dem »Sinn« des einzelnen Bezugs zum einzelnen »Objekt«.
Sondecn infolge der durch die Neutralifierung, Nivellierung, »Ent-
lebung« (Heidegger) ermdglichten Gleichartigkeit der Elemente
kommt es zu einer — ontifch homogenen — Mannigfaltigkeit von
Beziigen, auf deren kombinatorifcher Struktur der Hkzent des
Phanomens vubt. Diefe — ontifch das Phdnomen bebervichende -
Struktur ift eine Beziiglichkeit von »zweiter Ordnunge«, eine Be-
ziiglichkeit zwifchen Beziigen, eine Syntaxe monothetifcher
Elementavakte. (Etwa beim Z4blen: der Bezugfinn jeder geziblten
»Einbeit« ift »einftrablig«, die einftrabligen pointierenden Noefen
werden im Hctus des Zidblens in beftimmter Weife fyntaktifd ver-
einigt.) Nun baben die »Elementarakte« freilich ebenfowenig ein
felbftindiges, »autochthones« (aus fich felbft ftammendes) ontifches
Gewicht, — aber infofern fie die hohere Syntaxe ermdglichen, kommt
ibnen indivekt ein folches zu. Dagegen liegt der ontifche Schwer-
punkt des gefamten Phanomens ganz in der bhdheren Syntaxe
felbft und diefe ift — fchon als Syntaxe von Elementarbeziigen,
nicht Elementatrgehalten — eben ddvradig, nicht odvrayu e (oder
gar ouvrarrduevov)’,

Es ift wobl wabhr, daB man nad dem Schema des noetifch-
noematifchen Parallelismus der Syntaxe das Syntagma, den zufammen-
gefegten Gegenftand »hdherer Ordnung« entfprechen laffen kann.
Bber ontologifd angefehen (d.b. nach einer Dimenfion, die in der

1) Die griechifchen Bildungen auf u« gebdren eber zum Verb als zum
Nomen (»Verbalfubftantiva«). Vgl. W. Porzig, Indogerm. Forich. 42, S. 223 ff.
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ftreng eidetifchen phdnomenologifchen Forfchung nicht zutage
treten kann, weil von ibv gefliffentlich, in der fog. »eidetifchen Re-
duktion«, abgefeben witd), ift diefes s/vzayue nicht in fich feft ge-
griindet; es ift gewiffermafien auf Sand gebaut: den elementaven
Noemen, auf denen es fich aufbaut, ift durch die dgaipeois bei ibrer
Ecfaffung ibt ontifches Gewicht gefliffentlich entzogen wotrden?.

Der gefdhilderte Tatbeftand mag gleichgiiltig und die gefamte
Evorterung ausgekliigelt und fpifindig fcheinen, — aber man be-
denke die weittragenden Folgen der foeben gemachten Feftftellung,
daBl das ontifche Gewicht der mathematifchen Phdnomene auf dem
Bezugsfinn rubt.

Der Bezug ift als folcher niemals ontifch felbftindig: Was ibm
zur Faktizitit vechilft, ift ftets der Vollzug. HAlfo liegt audh der
Quell der ontifchen »vis« (der Seins-Kraft) der mathematifchen Phéno-
mene im Vollzug der mathematifichen Synthefen (Syntaxen).

Diefe einfache Bemerkung geftattet eine iiberrafchende Anwen-
dung auf den ontologifchen Streitpunkt zwifchen der formaliftifchen
und dev intuitioniftifchen Definition der mathematifchen Exiftenz: Soll
namlich die ontifche vis des Mathematifchen im Vollzug der Syntaxen
liegen, fo miiffen diefe Syntaxen im ftrengen Sinne faktifch fein,
d. h. wirklich vollzogen werden kdnnen. Hber die
stransfiniten« Syntaxen? kdnnen das offenbar nidht. Hilberts
transfinite Axiome driicken die Forderung von de facto unvollzieb-
baren Synthefen aus. Ebenfo ift z. B. das Cantorfde Kontinuum
eine unvollziehbare Synthefe?.

1) Es fei nochmals darauf bingewiefen, dafl die ganze Analyfe fich nicht
auf primitive »Geftalten«, fo wie fie »finnlich« erfaBt werden, durch
Wabrnebmung und die vielleicht noch urfpriinglichere »produktive« Phantafie
(vgl.Scheler, DieWiffensformen und die Gefellichaft [Leipzig 1926], S.435—455)
oder die »eidetifche Anfchauung« nach E.R. Jaen{ch (Der Aufbau der Wabr-
nebmungswelt, Leipzig 1925) beziebt. Sondern es ift ausfchlieflich ab-
gefehen auf die fich auf »Elementen« aufbauenden, in der »Sinngenefis:
(Heidegger) fpdten, in gewiffer Hinfibt fekundéren kategorialen
fynthetifchen Gebilde. Diefe find es, die ausfichlieBlich die Gegenftinde einer
entwidelten Mathematik bilden.

2) Im Sinne Hilberts, nicht im Sinne des in § 5a gefchilderten
transfiniten Prozeffes.

3) Wenigftens, wenn es, in Cantors eigenem Sinne, als aktual-
unendliche Punktmenge aufgefaft wird. Anders verbdlt es fich damit (wie
in § 5b Il gezeigt wurde), wenn man die Grundanichauung in Betracht



636 Oskar Bedker. [196

Damit entfcheidet die phianomenologifche Hna-
lyfe als bermeneutifche, d. h.als auslegende auf das
Dafein bin, die Streitfrage der Definition dec
mathematifchen Exiftenz zugunften des Intuitionis-
mus. Denn die intuitioniftifche Forderung, jeder mathematifch
exiftente Gegenftand miiffe duvch eine in concreto und de facto
vollziebbare Konftruktion »dargeftellt« werden kdnnen (beinahe im
Sinne detr »Datftellung« eines teinen Stoffes in der Chemie) ent-
hilt nichts andeves als das Poftulat: alle mathematifchen Gegenftinde
follen duvdh faktifch vollziehbare Synthefen ertveicht werden kdénnen.
Und das befagt, eigentlicher ausgedriickt: Echte (»exiftente«), matbe-
matifche Phdnomene »find« nur in faktifch vollziehbaren Syntaxen.

Es gelingt alfo auf diefe Weife, den in der eidetifchen Phéno-
menologie aufgewiefenen Sachverhalt, dal die matbematifchen Gegen-
ftinde (zum mindeften der »klaffifchen< Art) kategovial angefchaut
werden kdnnen, aus einem tieferen, »ontologifchen« Gefichtspunkt
zu begreifen [es fei nochmals darin erinnert, daff »Ontologie« biet
fo viel befagt wie »Hermeneutik der Faktizitit« (Heidegger), nicht im
traditionellen Sinn Eidetik transizendenter Gegenftinde]: die HAn-
fchaubarkeit der mathematifchen Gegenftinde viibrt letitlich ber von
der faktifchen Vollziebbatkeit det entfprechenden fyntaktifchen Noefen.

Damit ift nun fchlieBlich auch eine beftimmte Pofition gewonnen
gegeniiber der vorhin aufgeftellten Alternative zwilchen der »anthro-
pologifchen« und der »abfoluten» Huffaffung der Erkenntnis. Da-
durch, daB fich aus der Eigenart der mathematifchen Phanomene die
Notwendigkeit ergibt, den Vollzug in den Mittelpunkt zu ftellen,
ift das eigene (biftorifche) menichliche Dafein als ausfchlaggebend
bingeftellt. Die Matbematik erbidlt damit eine >anthropolo-
gifd e« Fundierung®. Nicht ein ordnungsmiBig gegliedertes, »ob-
jektives«, im traditionellen Sinn »an fich« feiendes Univerfum (wie
es in irgendwelcher Form auch die neuefte Metaphyfik annimmt),
fondern das faktifche Leben des Menfchen, das jeweils eigene Leben
des Einzelnen (oder wenigftens der jeweiligen »Generation«) ift das
ontifche Fundament, aud fiit das Mathematifche.

ziebt, die dem Verfuch Hilberts, das Kontinuum mittels der transfiniten
Zablen abzuziblen, zugrunde liegt.

1) Man beachte, wie fich die phdnomenologifche Forfchung in diefem
Punkte feit dem Kampfe Hufferls (im 1. Band der »Logifchen Unters
fuchungen«) gegen den »Pfychologismus« gewandelt bhat; — aus inneren
Griinden, obne die damaligen Argumentationen Hufferls irgendwie preis-
zugeben!
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In befonders zugefpitzter Form driickt fich dies im »Enticheid-
barkeitsproblem« aus, das nicht zufillig im Mittelpunkt der mathe-
matifchen Logik des Intuitionismus ftebt. Denn diefes Problem ift
fpezififh menfchlich oder wenigftens ein Problem eines »end-
lichen « Wefens (einer »Kreatur«). Fiit Kants »intuitiven Ver-
ftand « (intellectus atrchetypus) wiirde es nicht exiftieren. Gott braucht
nicht zu zdblen. (Gegen Gau B’ Meinung.) Das Zdhlen ift viel-
mehr bedingt durdh die wefentliche Zeitgebun-
denbeit des Menfdhen (genauer feine »hiftovifcher
Befangenbeit), wie ja audh fchon Kant die Zahl auf die Zeit
zuciickgefiict bat, d. b. auf eine nadh ihm fpezifilch menichliche HAn-
fchauungsform?!., Dafl etwa eine Wablfolge Schritt fiiv Schritt in
der Zeit witd und nicht mit einem Blick in ibrer ganzen
unendlichen Ausdebnung iiberfehen wevrden kann, ift eine unmittel-
bare Folge unfetrert Zeitgebundenbeit.

Es entfteht alfo die HAufgabe, die Stellung der matbhematifchen
Gegenftinde zur Zeitlichkeit, diefem exquifit menfchlichen
Moment des Dafeins, zu unterfuchen.

b) Die enticheidende Rolle der Zeitlichkeit fiirt den
Seinscharakter der mathematifchen Gegenftinde.

I. Diegrundlegenden antiken Theorvien.
A. Geometrifche Figuren.

Es ift eine noch aus antiker Zeit iiberkommene Meinung, die
ziemlich unangegriffen bis jett geberricht bat, wo immer man den
matbematifchen Gegenftinden iiberbaupt einen eigenen Seinsfinn zu-
erkannte, daB ibv Verbidltnis zur Zeitlichkeit ein wefentlich
negatives fei. Das Mathematifche ift gekennzeichnet durch feine
fog. »Uberzeitlihkeit« (mitunter wird dafiic auch »Unzeitlichkeit«
oder »Zeitlofigkeit« gefagt). Dies ftammt offenbar nodh aus pla-
tonifcher Tradition. Denn Plato fab in den mathematifchen
Gegenftinden ein Zwifchenveich zwifchen der Welt der Ideen und
der Welt des Werdens. Man mufl bierbei freilich zunddhit an die
geometrifchen Figuren denken, die ja einerfeits in der finnlichen Welt
niemals exakt verwitklicht find (an denen alfo die wirklichen Formen
nur »teilbaben«),die andrerfeits aber doch in beliebig vielen Exemplaren
aud in der geometrifchen Betrvachtung felbft auftreten (fo dafl alfo
z. B. die beiden Kreife, die man zur Konftruktion des gleichieitigen

1) Uber Kant . § 6c 11T D.
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Dreiecks benuft (Euklid I, 1), ibrvecfeits an der Idee des Kreifes
iibethaupt teilhbaben)l.

Um die Frage der »Beweglichkeit« der geometrifchen Figuren
(die mit der Beziebung des geometrifchen Gebildes zur Zeit eng
zufammenbingt) etrhob fich der (fichon in § 5b erwihnte) Streit
zwifchen Speufippos und Menaicdmos: die platonifche Auf-
faffung, die fchon im Staat (VII, 527 AB) dargelegt ift, war und
blieb (bis zu Proklos hinunter) die, daB swir die Vorginge bei
der Entftehung der Figuren nicht in der Weife eines wirklichen
Herftellens, fondern nur erkenntnismifig vecftehen« (zag d¢ yevéoerg
att®v 0d zwonTirg drha yvwotix@g Spduer) —: »gleich als ob wit
das Ewig Seiende als Gewordenes nebmene« (doavei yuyvdueve dau-
Bdvovreg Ta del ovea)?,

Das »Werden« («{vyotg im allgemeinen Sinn), das wir bei der
»Entftebung« der Figuren durch Konftruktion (oder im elementarften
Fall bei dem »Ziehen« der Geraden und dem »Befchreiben« des
Kreifes) beobachten, ift fiic den Akademiker nur das finnliche Abbild
einer inneren Bewegung des sdiskurfiven Denkens« (dtavota)® (ge-
nauer eines »Vermeinens«, das in einem beftimmten Prozefl fort-
f{chreitet). Diefes »macht Jagd (auf die matbematifchen Gebilde),
einmal, indem es keinen mannigfaltigen Weg nimmt, . . . und mit
einfichtigem Ergreifen (fie) ergreift, als das Erblicken des Sicht-
baren, — andevres aber kann es nicht fogleich ergreifen und geht
auf es los in der Weife der Vermittlung, und ergreift das damit
in Zufammenhang Stebende und vollbringt fo die Jagd«(Speufippos).

() deavore Ty Ioav smoreivar ve uév oddeulav mwouridyy mmoLnoe-
uévy 0uékodov . . . &g todrwy dvagyestéoar Emragiy uéhhov ¥ t@v dgardy

1) Vgl.Aviftoteles, Metapbyfik A, 6 (p. 987 b, 14—18): »érw 0¢ mege 1¢x
alodnre xat Té €0 T4 pednuetixe 1@y Hpayudtov svel gno (sc. Hidrov) perady,
duaqéoovre TOY uiv alodInT@v 16 &idie xai dxtvnie evar, v & @06y TQ TR Uiy
7odd &rra Suowe eivae 16 &' £idos adro & Exeorov udvove (und zwifchen den
Dingen der finnlich wabrnebmbaren Wirklichkeit und den Ideen habe Platon
die matbematifchen Gegenftinde angefetit, als eine dritte Art von Dingen,
die fich von den finnlich wabrnebmbaren durch ihre Ewigkeit und Unbeweg-
lichkeit, von den Ideen aber daduvch untericheiden, dafl die matbematifchen
Dinge viele gleichartige find, das Eidos aber jegliches nur eins, es felbft ift. —
Uberf. v. Stenzel).

2) Proclus, in Eucl. p. 78, 4—6 (Friedlein).

3) Es ift eigentlich das gemeint, was neuerdings H5 1d e v (die mathe-
matifche Methode § 111ff.) als »fyntbetifche« Begriffsbildung bezeichnet bat,
zum Teil in Ubereinftimmung, zum Teil aber audh in HAbweichung von
Kant. (Vgl.l.c.§ 127.) Sigwart fagt treffend: »konftruierende Begriffs-
bildunge. (Vgl. die Zitate bei Hélder, L c. S. 292, Anm. 2.)
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H Syng, ta 0¢ x vob e0Fwg alpety Advvaroloe rare uerafaoty 7w’
énglve diefalvovoe rard T dxdlovdov adrdv imiyepsi moieigYar Ty
$jgav. — Proclus, in Eucl. 179, 15—22).

Oder noch deutlicher (Proklos): »Wenn die Gedanken (Adyo,
eigentlich die Reden, als Anfprechen und als damit in eins gehendes
Vermeinen; alfo im wefentlichen eben die dudvoie) nur auf die ge-
dadhte Stofflichkeit (voyzs) Uy, die vom »ofi; evfafite Materie) losgehen
und fie in paffender Weife geftalten, fo fagt man, fie gleichen den
Werdens-Vorgingen. Denn die Bewegung unferes »diskurfiven«
Denkens und das Vortreiben der Gedanken in feinem Vollzug
nennen wir die Entftebung der Geftalten in der (fchdpferifchen)
Phantafie! und der fie betreffenden Gefchehniffe? «

(elg Exelvyy [sc. wiy voqriy TAyy] odv oi Adyor meoidvreg nal
uoppodvreg avriy exdrwg dfmov vaig yevéoeowy fouxéver Asyoviar, Ty
76 g Oravolag Hu@v wlvyow wal Ty swgofoliy Tdv &v adrf Abywy
yéveowr T@v v pavracle oyqudrwy elval papey wal T@v 7wegl adra wady-
uacwy. — Proclus, in Eucl. p. 78, 20 —25).

Es ift alfo nur das Denken (die »Subjektivitite, wie wir heute
fagen wiirden, obwobl diefer Ausdruck, auf antike Philofophie an-
gewandt, nicht unbedenklich ift), das fich bewegt, die mathematifchen
Gegenftinde felbft find unvevdnderlich®.

B. Zablen (die Entwicklung von devr Geftalt zur Reibe).

Bis bierber find unter »mathematifchen Gegenfitinden« die geo-
metrifchen Figurvren verftanden. Diefe haben ja aud in der grie-
chifchen Mathematik iiberall die enticheidende Rolle gefpielt, indem
auch die vein avithmetifchen (zablentbeoretifchen) Sie in geome-
trifhem Gewande auftreten (bis der fpitantike, wobhl bereits orvien-
talifch beeinfluite Diop hant einen gewiffen Wandel bievin eintreten

1) »Einbildungskraft« (Kant).

2) Zu der »inneren Bewegung« des Gedankens vgl. die fpiter (S. 209,
Anm. 1) zitierte Ariftotele s=Stelle. Phyfik IV, 11 (219a 4—6).

3) Dies ift die akademifchsperipatetifche Anficht, die des antiken »Ratios
nalismus«. Ibm gegeniiber zeigt die Schule von Kyzikos (Eudoxos,
Menaichmos ufw.) deutlich »pofitiviftifiche« Neigungen, wie Eudoxos
in bezug auf die platonifchen Ideen und die ué¢%eéis (vgl. oben S. 132, Anm. 1),
fo audb Menaichmos bei feiner naiven Auffaffung der matbematifchen
Konftruktion als einer wirklichen Hervorbringung der Figuren, allerdings
nicht der materiellen in Zeichnungen und am Bauwerk. Diefe Tendenz fcheint
von dem pofitiviftifchen Pythagoreer Archytas, dem LebrerdesEudoxos,
berzuftammen, iiber deffen Gegenfaty zu gewiffen Spekulationen der friiben
HAkademie E. Frank (Plato und die fogenannten Pythagovreer (Halle 1923),
z B. S. 12ff.,, 130f., 161F.) fich ausfiibrlich gedufert bat.
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148t). Indeffen find doch nicht, wenigftens nicht bei den Philo-
fophen, die fich mit Mathematik befaffen, die Zahlen jeder
eigentiimlichen, alfo nicht-geometriichen Bedeutung beraubt gewefen.

Zwar ift anzuerkennen, was neuerdings von J. Stenzel in
feinem bemerkenswerten Budh »Zahl und Geftalt bei Platon und
Ariftoteles« (Lpz.-Berl. 1924) ausgefiibrt worden ift, daf die grie-
hifche Zabl viel geftalthafter war, als die abendldndifche. Hber
es zeigt fich audh, dafl die Geftalthaftigkeit ibre grdfite Bedeutung
in der friiben (avchaifchen) Mathematik bat und dann — fofern nicht
acchaifierende Wendungen, wie im Neupythagoreismus, vorliegen,
fich allmidblich verliert. Insbefondere ift der Ubergang von der
platonifchen zur aviftotelifchen Auffaffung der Zahl
chavakteriftifch. Denn er bedeutet zugleich, kurz gefagt, den Ubet-
gang von derv Zahlals Geftalt zurZahl als Reihenglied
(Stellenzeiden). Dies ift wahricheinlich der enticheidende Punkt
bei der Unterfcheidung der dotduoi dodupiyror (Geftalt-Zabhlen) und
atupryror (Reihen-Zablen).

Wenn man diefen Bedeutungswandel der Zabhl in der platonifch-
ariftotelifchen Epoche in einen grdfleren Zufammenbang bhineinzu-
ftellen verfucht, kommt man zu dem Ergebnis, dafl diefe ganze
Entwicklung, weiter nadh rviickwiarts verfolgt, ins fritbmenfchliche
Zablenvorftellen bineinfiibrt?.

In devr Friibzeit find die Zablen Individuen geftalthafter Art,
mit myftifchen Kriften begabt. Levy-Briihl fagt (L. c. S. 179):
»Jede Zabl bat fo ibre eigene individuelle Phyfiognomie, eine Hrt
myftifcher Atmofpbidre, ein »Kraftfeld», das fie befonders auszeichnet.
Jede Zabl wird fo fpeziell fiiv fich felbft und obne Vergleich mit den
andeten vorgeftellt? — man kdnnte auch fagen gefiiblt. Von diefem
Gefichtspunkt aus bilden die Zahlen nicht eine homogene Reibe und
find infolgedeffen fiir die einfachften logifchen oder mathematifchen
Operationen ganz ungeeignet. Die myftifche Individualitit einer
jeden von ibnen bewirkt, daf} fich fich weder addieren noch fubtra-
bhieren noch multiplizieren noch dividieren laffen.«

1) Diefes Problem ift fchon vor ldngerer Zeit von Wertheimert
(vgl. 3 Hbbandlungen zur Geftalttbeorie, Verlag der Erlanger pbilofoph.
Bkademie 1925) und dann auch in dem zufammenfafienden etbnologifch~
pfychologifchen Werk von Levy:=Briibl »Das Denken der Naturvdlker«
(Leipzig und Wien 1921) und endlich neuerdings von E.Caffirer in feiner
»Philofophie der fymbolifchen Formene« II. Teil: »Das mythifche Denken«
(Berlin 1925), Kap. I, 5 (S. 174ff.) bebandelt worden.

2) D. b. fie ift @peBuds dovusinros.
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Man vergleiche damit die folgende HuBerung Stenzels iiber
die aviftotelifch e Polemik gegen diefpédtplatonifdhe Zahlen-
lehre (L. c.S.7): »Mit unermiidlicher Hartnickigkeit verteidigt Arifto-
teles die uns natiirliche Auffaffung der Zablen als gleidher, in
den avithmetifchen Operationen grundfiglich gleichartiger und ver-
einbarer (odupiyro) Einbeiten gegen einen ganz anderven Zabl-
begriff, der gerade duvch die Unvereinbarkeit der Zablen im Sinne
irgendwelcher vechnerifchen Verwendung ausgezeichnet fein muf}:
wenn die Vierheit die Idee von etwas ift, z. B. des Pferdes oder
des Weiflen, fo ift der Menich ‘ein Teil des Pfevdes, wenn die
Zweibeit der Menfc ift’« (Met. M 8, 1084 a23).

Mit diefem Ubergang von der »unvereinbaren« zur »vereinbarenc,
den avithmetifchen Operationen unterwerfbatren Zabhl ift zwar det
Fortichritt von der geftalthaften zur Reihenzabl vollzogen, aber nodch
nicht in vdllig durchgreifender Weife.

Denn die Zabhl als Geftalt ift auch in der fpiteften Form des
Zablphidnomens, etwa bei uns, nod nicht vollig gefchwunden. Wenn
witr heute nod einerfeits von Zahlen als Anzahlen und andrec-
feits von Zabhlen als Ordnungszahblen (Héldet fagt fehr be-
zeichnend »Stellenzeichen«) veden, fo driickt fich aud bievin
noch ein gewiffer Gegenfaty von Geftalt (bei der Anzabl) und Reiben-
haftigkeit (beim Stellenzeichen) aus. Es ift auch leicht vom heutigen
vein fachlich-mathematifchen Gefichtspunkt aus zu zeigen, daB die
Relationen, die das Stellenzeichen kennzeichnen, nicht binteichen, um
das Rechnen mit Anzabhlen zu begriinden. Es muf} das fog. »Grund-
prinzip der Anzabl« hinzutreten, dafl die »HAnzabl« einer vorgelegten
endlichen Menge unabhingig von der Reihenfolge ift, in der die
Elemente der Menge gezidblt werden!. Es beftebt alfo eine ge-
wiffe Invarianz der »Zablgeftalt« gegeniiber den verichiedenen
Mgaglichkeiten des Ziblens.

C. Das Unendliche.

Es ift nadh dem Bisherigen durchaus nodh nicht verftindlich,
welches das Motiv ift, von dev geftaltlichen Hnzabl zur teinen
Reihenzahl iiberzugeben. Was wird dabei gewonnen?

Die HAntwort lautet, daB nur fo das Unbegrenzte, das &mwecgov
oder das Endlofe, das dredevryrove, duvch die Zahl fafibar wird.

Eine endlofe Geftalt ift ein Widevfinn, Geftalt ift
Ttégag, Grenze; die Reibe oder fchdrfer Folge hingegen kann

1) Hélder, L c. §§ 67, 68.
2) Vgl. Ariftoteles, Phyl Ill, 4 (p. 204a, 2—-17).
Huflexl, Jabrbuch f. Philofophie. VIII. 41
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fich ins Unbegrenzte exftrecken; genauer gefagt, fie kann endlos
fortgehen, fo da fie niemals bis zum Ende (vollftindig)
durchlaufen werden kann (adee&izyron).

Indem Phidnomen der Folge, des endlofen Fort-
ganges, des niemals Aufh8trens u. dgl fteckt aber
in entfdhbeidender Weife das Urphdnomen detr Zeit.
Hier, an diefer Stelle, wird die Riickfichtnahme auf die Zeitlichkeit
in der Mathematik unvermeidlich.

Diefe grundlegende Einficht ift fchon in den bewunderungs-
wiirdigen Hbichnitten der aviftotelifchen »Phyfik« iiber das
Unendliche (111, c. 4 — 8) und die Zeit (IV, c. 10 — 14) entbalten. Weitere
wertvolle Aufichliiffe bietet auch der Kommentar des Simplicius
zu den genannten Kapiteln.

HAn diefer Stelle, wo rein bhiftorifche Intereffen fernliegen, kann
nur das HAllerwichtigfte kurz angedeutet werden.

Zunichfit: Wo kommt das &regor vor? In erfter Linie bei der
Zeit und dann bei der Zahl. Dann allerdings auch bei dev Zer-
legung der ftetigen Raumgrdfie (uéyedog) in Teile!l. Indeffen kann
von dem Kontinuumproblem bier abgefehen werden, da es fchon in
§ 5b bebandelt worden ift.

Als das Gemeinfame und Hauptfdchliche wird aber bezeichnet
70 v vjj voiloer w1 Sreokeirrery (203 b 24), das »nicht Darunterwegbleiben
in dem Vermeinen«, was Simplicius fo ndber erldutert: .7 =7
vofjoewsg Hror @avraoiag Thg fuerégag Obvapig del o ral weooTidévan
xal agaigely loglovoe ral undémwore rrwuivy wel drmolelmovon:
(p. 467, 6 — 8 Diels), d. h. »die Kraft unferes Vermeinens in unferer
Phantafie (unferes anichaulichen Vorftellens), die imm et nodh etwas
binzufiigen oder wegnehmen kann und niemals geringer wird
oder verfagt (wegbleibt).«

An enticheidender Stelle ftehen bhier wiederum die zeitlichen
Kategorien »immer« (def) und »niemals« (uedémore).

1) Die Betrachtungen iiber die finnlichen K&rper, das Werden in der
Natur und auch iiber den Raum konnen aufler Betracht bleiben.

Buch Simplicius ift der Meinung, daB in erfter Linie Zabhl und Zeit
das Unendliche fordern, und dann auth die Geometrie die unendliche Teils
barkeit. (Vgl. in Arift. pbyl. comm. ed. Diels, p. 468, 27—469, 3.)

Befonders kennzeichnend: » avegsitee 08 xai 7) én’ dnmegov 1@V Gpedumy
«iknos dvwpyds quwoudvn«: (Mit dem Unendlichen) wird aufgeboben auch
die Vermebrung der Zablen ins Unbegrenzte, die doch fo deutlich fichtbar ift
(als ein fo durchfichtiges Phanomen auftritt) und weiter: % éa’ &negov mgdodos
100 xg0voy, tabry 0t 5 T0d AMEvids udidTng GUvEvaLpEiTaL, —
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Nodh klarer wird das an derjenigen Stelle, wo die enticheidende
kategorviale Charakterifierung des Unendlichen vorgenommen wird:
Das &megov ift dvvduer 6v, Hber man dacf das duvduse 3v nicht fo
auffaffen, wie beim Evrz, das in der Mdglichkeit fteht, eine Bildfiule
zu werden, fo daf} es eine Bildfdule fein wird, alfo etwas, 0 éorar
évegyel, das wirklich fein wird. Sondern — da der Sinn des Seins
vielfach ift, ift das »dvvauer« beim dwegov zu nebmen: doswep ) Huéoa
20Tl xal O dydv, T( ael &hho nai &ldo yiveodar (206a21 —22), »wie
der Tag und das olympifche Spiel ift, durch das immer anders
und anders Werden«, Das Unbegrenzte darf alfo nicht als ein
760¢ 71, ein »dies da« gefaBt werden, wie ein Menfch oder ein Haus,
fondern eben wie der Tag und das Spiel: oig 70 elvar ody g odola
Tig yéyovev, @M’ del &v yevéoer ) @3oei (206a31—32), »denen das
Sein nicht wie ein ,Vorhanden-Sein‘! geworden ift, fondern immer
im Werden und Vergebenc«.

Audh bhier gibt Simplicius einige explizitere Formulierun-
gen: (S.493, 6) 70 yap Towobrov evepyeic TO v T yivesFar T eivar
£xov olveoriy ael T() dvvduer ol Oa Tobro éxer del Ty &v 1 yiveoFau
seaparacty, 8te 0ddauod Tob dvvduer dmolderar: amolvdév ydo Zowey
070€Q E0TLY ral TTEQUS EyEL Aal OUOEY (irrEgov.

(Denn das fo Befchaffene, in actu das Sein im Werden Habende
ift immer zufammen mit dem in der Mdglichkeit Seienden und bat
deswegen immer die Erftreckung im Werden, weil es nirgends von
dem »in der Mdglichkeit« abgeldft wird; denn das HAbgeldfte ift, was
es ift, und hat feine Grenze und ift nichts Unbegrenztes.)

S. 493,19 —27: zal Zourev &l ToT drrelgov Tadrdv evar TO dvvduet
xal 10 vegyelq. i yde Tob drrelgov ivégyeia (g drreigov 10 OvacIar
del T mhéov, el € g EvveMdyeav Zmilyroly irti Tob drmelgov olov
ordowy Tva zal €dog, otrog obdév dhlo ¥ rrépag Emilnrel Tod dmeigor,
tadtov ¢ eirwely ¢ Fopdy. Tolto 0¢ dddvarov. sdoa ydp Evreddyeta o¢iley
oqelther O Erronelueror. zal @omep 1) vob zuyrod Evrehéyeia guhdrrovoa
10 duvduer rivyorg T, oftwg wal ¥ Tob dmelgov. {omep yag va & T
siveaSar 10 elvar Eyovee arrodécavra To yivesYar dndhlvar el To elvat,
olrwg #al 16 & 1¢ dtvacdar fwg téve dotly, fwg Gre doti 1o dvvacdar.

1) Es fcbeint bier fehr nabezuliegen, ovaic einfach mit »Subftanz« zu
iiberfeen, d. b. »dasjenige, was in der Zeit bebarrt, alfo nicht wird oder
vergebte. Das ift indeffen nach dem fonftigen Wortgebrauch bei Ariftoteles
nicht mdglich (wie Heidegger zeigte); zur Not kénnte man (mit Stenzel)
»Wefen« fagen, dodh ift diefer Ausdruck im Deutfchen febr vieldeutig.

Dagegen kann das »Zur.Verfiigung+Sein« (»Vorbanden«:Sein) als ein

»Gegenwiirtigkeit ~Sein« (AnxWefenbeit = n«o-ovoia) gedeutet werden. (Vgl.

Heidegger, »Sein und Zeit«, Seite 25.) 1
4 -
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»Und es {cheint beim Unbegrenzten das »in der Mdglichkeit«
dasfelbe zu fein, wie das »in der Wirklichkeit«. Denn das Wirk-
lichfein des Unbegrenzten als folchen ift das »Immer noch etwas
mebr kénnen«!, da, wenn jemand das vollendete Sein (évreléxeia)
beim Unbegrenzten fuchen wiirde, in etwas gleich wie einem Zuftand
oder einer Geftalt, fo wiirde er nichts andeves fuchen, als die Grenze
des Unbegrenzten oder, was dasfelbe befagt, feine Vernichtung. Das
aber ift unmdglich. Denn jedes Vollendetfein mu8 das Zugrunde-
liegende bewahren. Und wie das vollendete Sein des Bewegten,
weldhes das »in der Mdglichkeit« bewahrt, (die) Bewegtheit (felbft)
ift, fo auch das des Unbegrenzten. Denn gleichwie das in dem
Werden das Sein Habende, wenn es das Wevden verliert, damit
auch das Sein (felbft) verliect, fo ift (befteht) auch das in dem
»Koénnen« (fein Sein Habende) fo lange, als das »Kdnnen« beftebt.«

Damit ift die Explikation aus den Kategorien Dynamis und Energie
(Entelechie) in aller Schirfe gegeben. (Man muf fich hier dev be-
kannten arviftotelifchen Definition der Bewegtheit felbft erinnern:
% o0 dvvduer Gvrog dvreléyera, 3 Towobrov, xivyoic Zotiy. (201a, 10 —12)
»das vollendete Sein des in der Mdglichkeit Seienden als folchen ift
Bewegtheit«2)

Aviftoteles fabh alfo in dem Endlofen, Unbegrenzten etwas
wefentlich Werdendes (Simplicius: 70 & 7 ylveodar 70 elvar ¥ov),
etwas, das niemals als Ganzes prifent (gegenwirtig: 7ragdy) ift, zur
Verfiigung fteht (das deshalb nicht odale ift), endlich etwas, das nicht
Geftalt (¢idog) fein kann, fondern fich analog wie die nach Form
begierige Matevie verhilt (dg ¥y «l7ior) und deffen Seinfinn fomit
in einer eigentiimlichen »Bevaubtheit« (Privation) beftebt. (70 eivar
adt oréeyols fotr),

1) Vgl. HAriftoteles, Phyfik III, c. 6 (p. 206 b 33—267 a 2).

2) Hieran fcblieSt fich dann nod eine lepte begriffliche Beftimmung des
Unbegrenzten von der Stofflichkeit aus: »d¢ 1y 76 dmegor aitidy dore xer .
T0. .. &ivee «dT00 OTéQnois davee (207b35—208a1). »Wie der Stoff ift das Un-
begrenzte Grund (Urfache), und fein ibm zugebdriges Sein ift Beraubung
(privatio)«. — Vgl. dazu die lingeve, hier nicht wiederzugebende Erlauterung
des Simplicius p.513, 3—514, 3. Wichtig an diefer Erlduterung ift der
breit vorgetragene Gedanke, daBl das dmepov Stoff ift, nicht als snoxeiuevor,
fondern 6r¢ ovupéBnxev adrg) M6 T0U défwoder 16 €idos 7 oréonos, irs Eotiv g
anegic (weil ibm zukommt an Stelle (?) des Aufnebmens des sidos die Be«
raubung, welche die Unbegrenztheit ift). Das ¢idos ift die Grenze (népes),
alfo das dem ¢idos Entgegenftebende (die otéonois) auch das der Grenze Ent-
gegenftebende, alfo das dnewgov. (Smmdgye 177 oregrioee 16 dnesgov, Goneo v sides

76 7éges: wes liegt der Beraubung das Unbegrenzte zugrunde wie der Ge-
ftalt die Begrenzunge..)
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Die enticheidenden Beifpiele des Unbegrenzten, d. h. die kon-
kreten Phinomene, wo es uns entgegentritt, find Zabhl und Zeit.
Dazu ift allerdings auch nodh die Zerlegung der Grdfle in Teile zu
nehmen, allein das gehdrt als analoges Phanomen zut Zabhl (o¢r»3ecig
paraliel der diaigeoig). —

In diefem Sinne batte fchon der fpdte Plato etwa die Verdop-
pelung und die Halbierung parallel betrachtet. Ganze Zablen wie
Briiche entftanden duvch das genetifche Vermdgen der ddpiorog dvdg
(der unbegrenzten Zweibheit). Stenzel hat (in feinem fchon zi-
tierten Budh) fehr wabricheinlich gemadht, daB die didretifchen Zahlen-
erzeugung fowobl die ganzen natiirlichen Zahlen wie die (dyadifchen)
Briiche nach demfelben Prinzip betrvorbringt?.

Die Belegftellen Stenzels find vor allem aus Alexander
Apbhrodisienfis zu Metapbyf. A, und weiterhin, was in unferem
Zufammenbang wichtig ift, aus Simplicius zu den iiber das
Gmweigov bandelnden Stellen der Phyfik (I, 4; 203 a15: IlAdrwy 0&
ddo ta drrepa, 10 péya ral to pezpov), Dazu fagt Simplicius, unter
Berufung auf den Philebos-Kommentar des Povpbytrios z. B.
suly 08 adpuotor Olade zal &v woig voyrolg Tidels Umeigov eivar
¢heye (sc. Plato)< (p. 453, 26). Und in dem von Simplicius
wiedergegebenen Bericht des Potrpbyr iiber die platon. Vortrdage
liber das Gute heifit es: »adrdg 0¢ 10 udAhov xai 16 frvov . . . vijs drrelgov
gloswg elvar viderar. Smov yap &v tatre vij revd Ty inlracwy el

1) Nimmt man an Stelle des dekadifchen Zabliyftems, wie es Stenzel
(. c. S.31) benupt, das dyadifche (das von Wallis und Leibniz,
von dem letiten auch fiir pbilofopbifche Zwedke, eingefiibrt wurde), fo erbilt
man fiir die Entwicklung der ganzen Zablen und der fyftematifhen Dual-
(nicht Dezimal.) Briiche folgende beiden, wie man fiebt, ganz analogen
Schemata:

Dyad. ganze Zabhlen Dual.Briiche
1
/// \ /\
10 11 0 ‘1
AN N\ N\ N\
N 7N\ 7 N\ 7N
// N / N Z N 7 S
100 101 110 111 *00 *01 *10 *11
N\ VAN N\ /N 7\ e VAN
//\\ A T A W 2 N N #F N SN

Eeft fo gewinnt das Stenzelfche didretifche Schema feine ganze
liberzeugungskraft. (Vgl. dazu jeit auch W eyl, Handbudch d. Philof. 11 A,
S. 43 u. 50.) In gewiffem Sinne ift alfo Plato der eigentliche Entdecker
des dyadifchen Zablenfyftems.
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Gveowy 71rQolOVTe, OVy loTatrar o00¢ regalver TO weréyov «lrdv, dlle
7QoeLoty €ig v Tijg drretplag ddgiozov. ... (453,31-36). ...
uév &l vo Eheztov moidv, o 0f émi w0 usilov, drelevriTwg
(454, 3). ... % 07 vowadry adidlhecwrog wouy) Oploi Twe @roww
dreeigov ratevsrdetouévyy & T mwifyee . .. &v TovTolg 08 %ad % A6QLOTOS
dvag dgdrar . . . [vabre & Ilogpiotos eimrev altf oyedov wjj AéSed]
(454, 5—6, 8,17.)

Man vgl. den davauf zitierten Bericht des Alexander, wo
es beifit: »xaza yoo énwiveowy val dveow moidvre tvadte oly iorava,
GAV i ©0 tfjg dretplag ddptorov rrooyweei (455, 1—2). ... Ty 08
dvade vol drrelgov @lowy Ehsyey . .. (455, 9 —10).

Das Mevrkwiirdige an diefen Bervichten ift, dafl fie zeigen, daB
wefentliche Beftimmungen des ariftoteliichen Unendlichkeitsbegriffes
bereits der »unbegrenzten Zweibheit« zukommen, wie das arelevvijrw;
(unvollendbar, endlos) 7zgoiévar, wooywesiv i ©o Tijs drretplag adotaroy,
... das &dicdesrror uiw.

Man kann davaus fchlieflen, daf fich beveits beim fpiten Platon
der Ubergang von der Zahl als Geftalt zur Zabl als Reihen-
glied ausbildet, im engen Zufammenbang mit dem Begriff des
drretgov als eines Werdenden. Die unbegrenzte Zweibheit ift bei ibm
die zahlenerzeugende Potenz (duvdrorog).

Aber auch Platon ift nicht der erfte. Wir miiffen noch wefent-
lich weiter zurviickgehen, um den eigentlichen Urfprung des poten-
tiellen Unendlich zu finden.

Zunidchft ftoflen wir auf Hrdytas. Diefer zeigt beveits an
dem Beifpiel des Raumes (nach des Eudemos’ Bericht)! das wefent-
liche Moment des »immet« auf (¢ei odv fadisivar Tov avT0v Todwoy
il 70 asl haupaviuevov mégag wrk). — Wefentlich friiber ift noch
das bekannte Fragment des HAnaxagorvas (f nadh 432): (fr.3
Diels) »olze yag ol ouirgod Eote 0 ye Ehdyiorov, all’ Elacoov ael.
70 yag €0v odx FoTi ©o wi ovx &lver (denn es ift unmdglich, dafl das
Seiende zu [ein aufhdve), dila vai o0 ueydhov del éovt weilov.

1) Diels, Fragmente der Vorfokvatiker 35, H 24: »'Adpyires ... olrws
fedta Tov Adyov' ‘8v 16 Eoydi olov 1) anlavel odowved ;’évdluévog,’ﬂo'ugou dxrei-
vaue Gv Tiv yelow § T gcfidov els 10 &0 % ol;' xai TO wmév oty un Exvelveww
dtomov. & 0% xrelvw, #Hrow oBuc H TOmos TO dxrog Eores. (deolosr dE oldév G
padnodusde.) dei oty fadielrar TOv «UTOV TodmoOv Eni TO qet AapuBeavi-
uevov mégas, xai tabrov Eowrrioes, xai & del Eregov EoTae & 6 % depdos,
dilov Gre xai dmeipov.«
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Wobl nodh etwas vor HAnaxagoras (etwa um 460) muf man
endlich das nachftebende Fragment des Zenon von Elea anfeen
(fr. 1 Diels). Es ftammt aus einem Beweis fiit das Dafein der
unendlichen Grofie.

»eb 0 Eomwy, dvdywy Fraovov uéyedds T Eyewv ... wal rwegl Tod
olyovrog 6 avrog Adyos. xai yag éExeivo el uéyedog rai mwooéler
altod v Guotov 01) volro dmal ve elweiv val del Aéyewy 0v0ey
yGo abrod tototrov Loyatov ovar ofte fregov rwodg Eregov odw Eote.
oltwg & 7woldd 0Ty, dvdywy adra uixed Te elvar kel peydha' ULKQR
uey Gove uy Epewy uéyedog, ueydha 0¢ dove dmepe givat.«

fr. 3: »&l moddd fowwy, avdysn vooadra elvar §oe fovi wel olre
sthelova avt@y olve Ehdrrove & 0¢ vooabrd Eovwv Soa Zotl, rwerregeo-
uive Qv &,

&l mwoldd Zorw, dmepe ve Yyre éoviv: del yap irege merwdd
T@v Yvrwry Eotl, nai mwdahy Erelvov Erepa perall. zal olrwg
retge To Yvre E0vi.«

In diefen Sédfsen beftimmt Zeno als evfter den Be-
griff des Unendlichenfcharf. Er fagt in fragm. 1: »xo
stepl Tob 7woovyovrog 6 adrdg Adyog« (Und von dem Vorangebenden
gilt diefelbe Rede) »duoiov 03 tofzo dnol ve elweiv nai del Aéyewve
(Es ift das gleiche, dies einmal auszufprechen und immer zu
fagen. — D.h. »Das gleiche gilt alfo ein fiiv allemal« [Diels].)

Hiev ift alfo das »immer« zur Chavakterviftik des
Unendlichen benufft und die Wiederkebr des
Gleichen. Man kann denselben Logos immer wieder an-
wenden in der gleichen Weife: das kennzeichnet das Hpeiron.

In fragm. 3 wird der Gegenfaty diefes fo definierten Apeiron zu
dem rubenden Sein fcharf berausgeftellt: Eine beftimmte Vielbeit ift,
was fie ift, nicht mebr und nicht weniger; alfo fie ift begrenzt.
HAndervetfeits ift es immer (ce) mdglich, zwifchen die vorhandenen
Dinge andere zu feien und wiedevum (zdiy) zwifchen jene
andere. — Hlfo auch hier die immerwidhrende Wiederholung. Vgl.
die aviftotelifchen Wendungen: det &Alo zai &ldo (fregov nai
fregoy), wakw wal waly. —

HAber als Archeget gleichfam aller dever, die iiber das Unendliche
philofophiert bhaben, tritt uns in grauer Vorzeit endlich Anaxi-
mander entgegen.

Folgende Fragmente find von ibm iiberliefert:

a) Diels, Vorfokratiker?, fr. 9, S.13, 4, 6 —9: “vafiudrdgog . . .
doyiy eloyre Ty Gvrwy To dmegov [me@Tov TOUTO ToYvoue voulseg T
doyfig] & &v 08 ¥ yévesic Zowi woic ovot, val Ty @ogdv elg Tadra
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yiveodar xare 1o yoewy. OSudbver yap adra Oiayy ral Tlowy dldiloig
©f¢ adunlag xava Ty ToD yedvoy TaEw.

» Anaximander nannte den Urfprung der Dinge das Unbegrenzte,
indem ev als erfter diefen Namen >Ucfprung« [doy7| gebrauchte.

Anfang der Dinge ift das Unendliche. Woraus aber ihre Geburt
ift, dabin geht auch ibr Streben, nach der Notwendigkeit. Denn fie
zablen einander Strafe und Bufie nach der Zeit Ordnunge«. (Diels.)

b) Diels, L c. fr. 15, S. 14, 42: folgende Priddikate des &mweigov
wevrden genannt: d3dvaror und avwiedoor. — Vgl dazu auch Dio-
genesvonHApollonia (Diels, l.c.51 B, fr.7u. 8, S.339,16 — 18,
19—21): »nal alto pév Todro el aldiov xei addverov odua, tav 0
16 pev yiveval, e 08 droksimrer.« — »dlia Tobro pot Ofjhov dozei elva,
bre wal péye ot loguedy nal aididy te zal dYdvarov nei srohdd eldog
fote.« (Das »adrd« interpretiert Diels als »Ucftoff<, alfo wobl agy/
oder groiyeior nach fpiterer Terminologie.)

Wit fehen aus diefen Fragmenten: Schon beim erften Philo-
fopben, der fich mit dem Unendlichen befafite, fpielte die Zeit eine
entfcheidende Rolle bei der Definition des drmeipon.

Anaximander fiibct den Ausdruck &y, »Anfange«, ein. Das
drrewgov ift doyy, weil fiiv es felbft nicht dgyij fein kann, weil es
felbft, als ohne »Grenze«, keinen Anfang hat!'. Er fagt weiterhin:

»Die Dinge zablen einander Strafe nadh der Zeit Ordnung.«
Der ewige Wedbfel, der notwendig vhythmiich gedacht werden mug,
der ewige Wellenichlag der Geburten und Tode, — das ift das
arrergov als Prinzip (deyy). Die Stelle ift alfo nicht movalifch zu
verfteben, fondern fie ftellt einen Husdrucksverfuch des unendlichen
Weltgefchebens dar, — mit Worten, die der Lebensbedeutfamkeit
entnommen find. Das Apeivon ift die Ucrkraft (vgl. Diogenes von
Apollonia), die das Werden nicht aufhdven 1aft2 —

1) Vgl. Ariftoteles, Pbyl III, 4 (203b, 4—17): elidyws ¢ =xai oy
«itd (8C. 10 &metpov) Tdéwor mvies . .. dmavie yeo B doyn B E doydict tou d&
ameipov ovx ¥oTwv dpyn* ein yep av «lvod mépas.

2) Vgl. fr. 10 (Diels L. c. 13,31-33, 34—35), das aus Theophraft
ftammt: anegivero (Anaximander) d¢ iy ¢dopar yiveoHw xui modd mpdregov
1y yéveow 3§ aneigov «l@vog dvexvrlovpuévor névroy «dTGy. — @ror d¢
16 #x 100 Cudiov ydvimov Sepuod xai Yuypod xeri TV yéreGwy ToddEe ToU
*60uov GnoxpLIvaL . . .

Dazu vgl. die Interpretation von K. Reinbardt, Parmenides und die
Gefchichte der griechifchen Philofopbhie. (Bonn 1916), S. 253 ff., 258.

Es fei auch auf Reinbardts Bemerkungen iiber die grammatifche

Natur des Wortes »dnegove (fubftantiviertes Neutrum eines Adjektivums)

bingewiefen (1. c. 251 ff.), die es als pbilofopbifchen Terminus befonders
geeignet fein 1ifit.
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Blicken wir auf die famtlichen bhiftorifchen Belege zuriick, die
wir vor dem Lefer ausgebreitet haben, fo ergibt fich mit voller
Klarheit, daB von Anfang an das &mwegov mit der Zeit ver:
kniipft evicheint. Der Sinn der Unendlichkeit entfpringt iibevall aus
dem e, dem sImmer«, genauer: der immerwibrenden Wiedert-
holung (Wiederkehr des Gleichen). Die Endlofigkeit ift alfo
offenbar das entfcheidende Moment an der Zabhl, das fie mit derv
Zeit in eine ganz urfpriingliche Verbindung bringt. Die Zabl als
Reibenglied gewinnt mit dem Horizont der Endlofigkeit zugleich
irgendwie den Chavrakter der Zeitlichkeit.

D. Zabl, Unendlichkeit und die Zeit.

Wir baben diefe finnhafte Verkniipfung von der Seite der Un-
endlichkeit aus aufgewiefen; wir miiffen nun zur Ergdnzung die
andeve Perfpektive kurz berviibren, die ebenfalls Hriftoteles dem
Problem von feiten einer HAnalytik der Zeit (Phyf. 1V, c. 10 —14)
gegeben hat.

Ariftoteles definiert die Zeit durch folgende Sitie:

Als Uberleitung vom &rregor zum ypovog fei zundchft angefiibrt:

» 0008 uéver ¥ dmegle dlha yiverar, &Gormep ral & yedvog val 6
aptdudg tod yedvove (207 b 14 —15).

Beziiglih der Zeit felbft wird zunddhit — nach der Kritik derv
alteren Anfchauungen — gefagt: fie fei weder Bewegung noch ohne
Bewegung (oize ztvpowy ol'te dvev mvijoewg 6 yodvog Eowl, 219, a 1), alfo
ift zu fragen, was an der Bewegung fie ift (z( tfj¢ xujoeds éorey, 219,
a 3)1. Darauf ift zu antworten, dafl dann Zeit vergangen ift, wenn
wir das Friibere und Spidtere in der Bewegung wahrgenommen
haben. (zdve @audy yeyovivar yedvov, Srav ol 7mmeorégov rai toTigov
& Tf) wvijoer alodyowy Adfouey, 219a, 23-25). D. b. nur dann,
wenn das Jeit nicht als eins gegeben ift, fondern wir immer ein
andeves Jett erfaffen, in der Ovdnung des Friiberen und Spiteven.
(v &hho nai &hho Ervodafeiv adra [sc. Ta viv], 219 a, 25 — 26).
| Und nun kommt die entfcheidende »Definition« der Zeit: »Denn
dies ift die Zeit: die »Zable« der Bewegung gemifl dem Friiber
und Spiter!« (robro yde Zotv & ypdvoy, detIuds wvicewg wavd TO
spbregoy nai Uoregov; 219b, 1-2.) Und zwar ift die Zeit genauer
nicht die »zdblende«, fondern die »gezihlte« Zahl der Bewegtheit.

1) Dazu die fcharfe Erfaffung der »inneren« Bewegtheit »in der Seele«:
»fua yap xvij0sws alddavousde xai ypovov' xai yag 2av 77 oxdrog, xai undév dua
700 CHURTOS TACYWUEY, x(vnGis OF Tis v T Yuxy vp. 090 dua Soxel Tig yeyovévae
xei yoovos. — Phyfik 1V, 11 (219 a, 3-6).
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(6 08 yedvog iovi To dguIuoduevov, oy « dorduotuev; 219b, 7-—38).
Dies geht nach dem Simplicius darauf, daB die kontinuierlich
fliefende Zeit nicht unmittelbar mit der diskreten Zabl identifiziect
werden kann, fondern fozufagen das Urfubftrat des Zablens darftellt,
wobei aber die inneve Hktivitit des Zdblens immer noch von dem
paffiven Wahrnehmen des ftetigen Zeitfluffes untevichieden werden
mufdl,

Mit einer anderen Wendung: die Zeit mif}t die Bewegung, und
zwar ihvem »Sein« nach (nicht etwa dem ibr zugrunde liegenden
raumbaften »Weg« nach): 221a, 4—7: zai £ove vjj wvifoer 10 & yedve
glvar, 10 upergEiodar T¢ yodve el adriy wal vO elvar alrfg &ua yig
Ty wlyyowy vl TO sivew T wuvioel uergel” vl Tobr’ €6ty adTij To &v yodve

3 ~ 3y
elvar, 10 perpelodar avric To slvau.

(Und fiit die Bewegtheit bedeutet das in der Zeit Sein, dafb
fie felbft und ibr Sein durch die Zeit gemelifen wird. Denn zugleich
mift fie [die Zeit] die Bewegtheit und das der Bewegtheit zukom-
mende Sein. Und das ift ibv [der Bewegtheit] das in dev Zeit Sein:
das Gemeffenwerden ibres Seins.)

Und weiter: 221b, 14—16: 70 & eivor &v dorIug, ol 70 elval
Tove Geududy 1ol medyuaros, rel uergEicdar To elver avrod T(H AQIuUG
v ¢ Zotly: &ov’ el v yxodvg, Do yedvov.

(Das Sein in einer Zahlmannigfaltigkeit bedeutet, da} es eine
Zablmannigfaltigkeit [einen Zahlchavakter] der betreffenden Gegen-

1) Vgl. dazu neben den weiter unten angefiibrten Simplicius:Stellen
vor allem folgende Huflerung aus der friibperipatetifchen Schulfchrift meo:
arduwy yoeuu®v 969a 30—b3: oddé I 10 xed Excorov EnTedYwr TGV dmeignv
iy Juivouey odx EoTiv dpiduciv, & oo Tis xai voiosey oltws EpdntEsde T@Y
&neipwy Ty dudvoiay. 8mep iows dUverov' ob y&o &v Cuvéyest xei Umoxsiufvors
7 Tijs duewvolins xivyois, Gomep 1 TG @egoubvwr. & 8 olv zai dyymeel xveiodw oitng
oUx EoTv TOUTO QpLIuEly: TO yap GorSueiv ot TO uET EmioTdosws.

(Das Erfaffen jedes einzelnen Elements eines Unendlichen duvch die
Aufmerkfamkeit (das diskurfive Vermeinen) it nicht Zdblen; felbft wenn
jemand meinen follte, dafl das Vermeinen [iibethaupt] fo das Unbegrenzte
erfaffen konnte. Das ift vielleicht unméglich: denn nicht vollziebt fich die
Bewegung des Vermeinens im Stetigen und Vorliegenden (dem Subftrat),
wie die der bewegten Kdrper. Hber felbft, wenn man zugibt, dafi das Vers
meinen fich fo bewegen konnte, fo wire dies doch kein Zibhlen. Denn das
Ziblen gelchiebt mit Stillftanden.)

Vgl. damit die prizife Auferung des HAriftoteles felbft: 77 ¢’ coud-
unrdy 16 mEdTEpov 2al HoTepov, TO viw dotiv (219 b 25): »fofern (qua) das Friiber
und Spiter zdblbar ift, ift es ein Jete, Der Flufi der Zeit wird alfo durch
das Herausbheben der »Jefite« (Zeitpunkte) zdblbar, d. b. in feinem Mannig:
faltigkeitscharakter, dem Reibencharakter feiner Ordnung, fafibar,
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ftindlichbkeit gibt und daB ibr Sein gemeffen wird durdh den Zabh!l-
charakter, in dem fie ift. So, wenn fie in der Zeit ift, durch die Zeit.)

Doch darf andeverfeits diefes an fich wichtige Moment des
sMeffens« audh nicht iiberichigt werden, als ob alle Zeit nach unab-
anderlich quantitativen Magftdben gemeffen wevden konnte. Die
Hevausbebung der ordnungsbaften Seite der Zahl ift entfcheidend:
das, was die Zeit zum Zabldhavakter madht, ift allein das Friiber
und Spiter!.

Datiiber finden fich wenigftens bei Simplicius HuBlerungen
von einer auch heute nodh uniibertroffenen begrifflichen und termi-
nologifchen Schérfe:

p. 713, 17-19: {ore mwavidyoder 1 wob yedvor &wota Eyyiverau
1) OtahauBavesdar 10 7rpdregoy ral oregov Tfig wivijoews: drakopfSc-
verar 04, Srav g &Aho xal &Ado Aygdi, tovréoriy Grav dotdundi.

(So daB iibevall das Ecfaffen der Zeit daduvch gefchiebt, daB
das Friiber und Spidter der Bewegtheit auseinandergebalten wird;
es wird aber auseinandergehalten, wenn es wie ein andetes und
anderes genommen wird, das ift, wenn es geziblt wird.)

p. 714, 10 —16: ... zal 6 uév dotdud@v dotduog ocd’ coudoete ¢
290w Ounoquévog yae éo0tL ral ob ouvexys. O 0 agrYuoluevos dlvara
xal ovvegng elvar, g 10 06gu TO évderdrryyv. wal TO dgrduoluevoy OF
OuTTdy, 10 uév %atd 10 woody, g Aéyousy 0lo wuvioeig ¥ Toels, 10 0¢
zava vy valuy, dg Aéyousy wara vy 7meoTégay wivyowy ral ToTigav.
deisar oy Boblerar, Gri douIuds ot uwjoswg & yedvog nel g doLd-
poduevog ral g rave vy vafy dotduotuevos. ofrog yag idiog.

(Und die zdblende Zabhl pafit nicht zur Zeit; denn fie ift diskret
und nicht kontinuierlich. Hber die geziblte Zahl kann aud kon-
tinuierlich fein, wie der elf Ellen lange Speer. Hber aud das
»Geziblte« hat zwei Bedeutungen: erftens meint es das Wieviel,
wie wenn man fagt: 2 Bewegungen oder 3, zweitens aber die Reiben-
folge, wie wenn man fagt: die friibere oder fpitere Bewegung.
A. will nun zeigen, dafl die Zeit ein Zabldharakter der Bewegung
ift, und zwar als gezdblte Zabl und als Ovdnungszahl. Diefer Zabhl-
chavakter ift fpezififch)’.

1) Vielleicht nicht allein, denn in dem gelegentlich betonten 16 «iro
adly xar ndélw, in der Wiederkebr des Gleichen (rufoe, dvicuvrds, aydv) liegt
audh die Mefibarkeit im Sinne des Wieviel. HAber fie ift nicht fo fundamental
wie das Friiber und Spiter.

2) Man vgl. die Parallelftelle: p. 716, 18 —21: &nediy dé & loiduos durrds,
6 udv Gouduntixos i doudunros w0 mocou, rav Aywuer Fv Yo toix, & di



652 Oskar Bedker. [212

Diefer ordnungshafte Reibencharakter der Zablfolge trifft nun
nach Ariftoteles das Sein der Bewegung felbft, wie die vorbhin
angefiibrten Stellen zeigten. Hudh bierzu bringt Simplicius nodh
einige wenigftens in terminologifcher Hinficht bemerkenswerten Ev-
lauterungen: Evr kontraftiert Zeit und Raum, nachdem er zundchit
ihre enge Verwandtidhaft in bezug auf die Chavakteriftik der Be-
wegung betont bat. Sie beziehen fich beide auf ein gewiffes Friiher
und Spiater (eine Ordnungsfolge) an der Bewegung. (Zocxe dezzov
eivar 0 v Tfj mvijoee wedregov wal oregov, TO wdv dwod Tod Témwov, To 98
awo tot yedvor.) Die eine Ovdnung beziebt fich auf die Lage der
(vdumlichen) GroBe (i) zo¥ ueyédovg Féog), die andere auf die zeit-
liche »Erftreckung« (yporix)) wapdraoic). Die Bewegung ftebt in dec
Mitte zwifchen Zeit und Raum und nimmt von beiden das Mafl oder
die Zabhl des Friiher und Spiter. Sie kann aber gewiffermafien auf
diefe beiden Komponenten »projiziert« werden, d. b. »verrvdumlicht«
(zorzileratr) bzw. »verzeitlicht« (yoovilerar) werden, einmal, fofern die
Bewegung eine vdumliche Ecftreckung oder Lage bat, (i didoraoic
(zfs mvioewg) Féoww Eyer, der Hbftand der nach der Bewegung ent-
ftebt, hat eine beftimmte Lage); zweitens, infofern das Subftrat
im FluB ift. (v gofj v 1) 7wéoracee.) Die Zeit ift alfo zu definieven
als der Mannigfaltigkeitscharakter des Friiher und Spidter des Seins
des Bewegungsfluffes. (dotIudg rob 7rporépov xai Hotégov 10d rava Tod
svar TO (edr THG #vijoewgl,)

¥ *
*

Damit ift alio das Sein der Bewegtheit als folcher in enge Ver-
bindung gebracht mit dem Sein der Zabl.

TaxtTixds, Srav Afywusv mo@rov JevtEpoy TEiTOV, TOLOUTOS 0Ty (PLduoOs & ypovos
duo x«ra 1O TTPOTEQOY Xai UoTEQOV (gpopilETL.

(Die Zabl aber bhat zweifache Bedeutung, einmal als die zdblende oder
zablbare Zabhl des Wieviel, wenn wir fagen eins, zwei, drei; dann als
Ordnungszabl, wenn wir fagen das erfte, zweite, dritte: eine folche
Zabhl ift nun die Zeit. Deswegen wird fie mit Bezug auf das Friiber oder
Spiter abgegrenzt [definiert]).

1) Zu der ganzen Darlegung ift zu vergleichen die platonifc e Abs
leitung der Zeit aus der Ewigkeit, bei der die Zabl ebenfalls eine entfcheis
dende Rolle fpielt: Timdus 37 D:

»elxw 0 Eawoel (SC. 6 dnueodpyos) xevn1év Tiva ailvog morijowt, xai dre-
xoou®y Eue olguvoy 7ol pévovros alBvog v évi xar dududv lovowv
«ldviov slx6va, TovTov v %) yodvov wrvoudxauey.«

Die Zeit ift alfo das »bewegte Bild der Ewigkeit« oder genauer »das
gemifl der Zabl laufende Ewigkeits»Abbild, wibrend die Ewigkeit im Ein~
haften verbleibt«.

Vgl. dazu Simplicius, l.c. 703, 7-9; 717,21 — 718, 12.
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Einerfeits ift die Zeit zu befchreiben als der fpezifiiche zablen-
hafte Charakter, dev jegliche Bewegtheit nach derv Dimenfion der iht
eigentiimlichen Seinsweife felbft kennzeichnet.

HAndeverfeits ift die Zabl, fofern fie unbegrenzt ift, notwendig
ein Phdanomen, das fein eigentliches Sein im Werden, alfo in der Be-
wegtheit hat; was am fdhidrfften in der engen Hnalogie der Defini-
tionen des Unbegrenzten und der Bewegung felbft mittels dev arifto-
telifchen Grundkategovien ddrauig und évépyeta hervortritt.

Es ift weiterbin klar etkennbar, daBl die Zabhl in diefem Zufam-
menbang als veines Stellenzeidhen, nicht als Anzabl zu
faffen ift. Nur vermdge der Gleichheit der beim Zidbhlen gemadhten
Fortfchritte (um jeweils die Einbeit) ift es mdglich, die Linge einet
folchen Reihe zu meffen. Hber Meffung unabhingig von der Reihen-
folge hat keinen Sinn.

Weil alfo die Anzabl als beftimmte »wickliche« Menge notwendig
ift, nidht wird, ift fie notwendig endlich. Es gibt keine unendliche
Menge (&7ecgov reAfjdoc) .

II. Kantiiber Zeit, Zabhl, Unendlichkeit.

Diefen antiken Hnalyfen, die dem Begriff des Unendlichen in
fchnellem Fortichritt nicht lange nach feiner Entdeckung (die in balb-
mythifdhem Gewand durch Anaximandert erfolgt, wihrend die
begrifflichen fdhon bemerkenswert fcharfen erften Formulierungen
vonZeno, dem Eleaten und Anaxagoras hecriibren) zuteil
wurden, ftellen wir nun die Analyfe Kants gegeniiber. Eine Ge-
fchichte des Unendlichkeitsbegriffs im Zufammenbang mit dem Be-
griff der Zabhl und der Zeit mufl erit nodh gefchrieben werden und
kann bier natiirlich nicht gegeben werden. Kant wihlen wir wegen
feiner grundfiglichen Verwandtfchaft mit HAriftoteles in diefer
Frage und wegen feiner pofitiven Stellung in der Frage der Be-
ziehung von Zahl und Zeit, eine Stellungnahme, die hinfichtlich
ibrver prinzipiellen pbilofopbifchen Bedeutung in dem nidchften Ab-
fchnitt (§ 6c IIID) nod zu erdrtern fein wird.

Es ift bekannt, da Kant die beiden mathematifchen Urdifzi-
plinen Arithmetik und Geometrie den beiden HAnfchauungsformen
(des Menichen!) Zeit und Raum zuovdnet. Wie der veine Raum

1) Dies wurde klar ausgefprochen und bewiefen bereits durch den
Eleaten Zenon. Vgl das oben zitierte fragm. 3 (Diels) und die bekannten
HArgumente von Hdbilles und der Schildkrdte u. dgl, die von B. Ruffell
mit Recht im Sinne einer »mengentbeoretifchen« Vergleichung von »Midchtig-
keitene interpretiert worden find (f. o. S. 144, Anm. 2).
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der Geometrie, fo liegt die veine Zeit der Hrithmetik zugrunde,
Allerdings offenbar nicht in ganz derfelben Weife, denn die Zabhl ift
urfpriinglich diskvet, die geometrifche Figur dagegen kontinuierlich.
Dem trigt Kant dadurch Rechnung, dafl die Zabl nicht in der
tranfzendentalen Hfthetik allein behandelt wird, fondern auflerdem
noch in dem Hauptftiick der tranfzendentalen Hnalytik iiber den
Schematismus der teinen Verftandsbegriffe und da erft in eigent-
licher und mafigeblicher Weife. Dort heifit es:

»Das reine Schema der Grdfie (quantitatis) als eines Begriffs
des Verftandes ift die Zahl, welche eine Vorftellung ift, die fuk-
zeffive Addition von Einem zu Einem (gleichartigen) zufammenbe-
faft. HAlfo ift die Zabl nichts anderves, als die Einbeit der Syntbefis
des Mannidhfaltigen einer gleichartigen Anichauung iiberhaupt, da-
durch, dafl ich die Zeit felbft in der Hpprehenfion der Hnichauung
erzeuge.« (B 182.)' Der Zabhl entipricht demgemifd die »Zeitreibe«.
Zur Erldauterung des eigentiimlichen und vielumftrittenen Ausdrucdks
»Schema« fei noch folgendes angefiihrt:

»Dagegen ift das Schema eines veinen Verftandesbegriffs etwas,
was in gatr kein Bild gebracht werden kann, fondern ift nur die
reine Synthefis . . .., die die Kategorie ausdriickt und ift ein tran.
fzendentales Produkt der Einbildungskraft, welches die Beftimmung
des inneren Sinnes iiberbaupt, nach Bedingungen ihrer Form (der
Zeit)? in Anfebung aller Vorftellungen, betrifft, fofern diefe der
Einheit der Apperzeption gemafl a priori in einem Begriff zufammen-
héngen follen.« (B 181.)

D. h. alfo die Kategorie (der teine Verftandsbegriff) der Grdfle
(quantitas) wird duvch eine beftimmte tveine Syntbefis der Ein:
bildungskraft »ausgedriickt«, in der Weife, daBl die fpezififche Zeit-
form angegeben wird, in der die einzelnen Vorftellungen gemif
jener Kategorie zur Einbeit eines Begriffes gebracht werden konnen.

Fiiv den uns hier intereffierenden Zahlbegriff hat dies Kant
noch verftindlicher gemacht durch die Entgegenfetung von Bild
und Schema:

1) A bedeutet die erfte, B die zweite Huflage der Kritik derv
reinen Vernunft. Die Zablen bezeichnen die Seiten.

2) Vgl. dazu Tranfz. Afthetik § 6, b: Die Zeit ift nichts andeves als die
Form des inneren Sinns, das ift des Anfchauens unferer felbft und unfeves
inneren Zuftandes ... fie beftimmt das Verb#ltnis unferer Vorftellungen in
unferem inneven Zuftand ... Und eben, weil diefe innere Anfchauung keine
Geftalt gibt, fuchen wir auch diefen Mangel durch Analogie zu evfeien und ftellen
die Zeitfolge durch eine ins Unendliche fortgehende Linie vor ... (B. 49—50).
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»- - wenn ich 5 Punkte bintetreinanderfege, . . . . . , ift diefes
ein Bild der Zabhl fiinf. Dagegen, wenn ich eine Zahl iiberhaupt
nur denke, die nun fiinf oder hundert fein kann, fo ift diefes
Denken mebr die Vorftellung einer Methode, einem
gewiffen Begriff gemédfl eine Menge (z.B. Taufend)
in einem Bilde vorzuftellen, als diefes Bild felbft,
weldes ichim legteren Falle fchwerlich wiivrde iiber-
feben und mit dem Begriff vergleichen kdnnenl,

Diefe Vorftellung nun von einem aligemeinen Verfahren der Ein-
bildungskraft, einem Begriff fein Bild zu verichaffen, nenne ich das
Schema zu diefem Begriff.«< (B 179f.)

D. h. alfo, die grofien Zahlen koénnen nicht im anfchaulichen
Bilde geftalthafter HArt mebr davgeftellt wevden; es bedarf
eines Verfahrens, fich folche Zahlen audh iiber die unmittelbave
Vorftellung binaus »bildbaft« anfchaulich zu machen. Diefes Ver-
fahren befteht dann darin, die Zeit als die Form des »inneven
Sinnes«, der anichaulichen Mannigfaltigkeit der Vorftellungsver-
kniipfungen, zu Hilfe zu nebmen, und die Zabl als eine gewiffe
»Zeitbeftimmung«, namlich die »Zeitreibe«, aufzufaffen.

Und zwar ift die Zeit-Reibe die fundamentalfte Zeitbeftims-
mung; fie allein bedarf im Gegenfaty zu allen anderen Zeitbeftim-
mungen »Zeitinbalt«, »Zeitordnung«, »Zeitinbegriff« nicht des »Re-
alen«, das die Zeitform erfiillt, fondern evrgibt fich unmittelbar aus
der Form der Zeitbewegtheit felbft.

Man vergleiche dazu die Bemerkung aus der tranfzendentalen
Dialektik (Antinomie der veinen Vevnunft, 1. Abfichnitt).

»Die Zeit ift an fich felbft eine Reibe (und die formale Be-
dingung aller Reiben) . . .« (B 438) und in der vorhin zitiecten
Stelle: » . . dadurch, daB ich die Zeit felbft in der Apprehen-
fion der Anichauung erzeuge«. —

Vergleicht man nun damit die aviftotelifche Lehre, fo kann
man die Definition der Zeit als dgtduds zvioewg nare 7o 7TPOTEQOY
2al {oregov unmittelbar interpretieven: Zeit als eine (ordnungs-
mipig beftimmte) Reibe (analog wie die ovdinale Zablreibe). Wie
auch umgekebrt die unendliche Zahl nur im zeitlichen »Schema«
anfchaulih wird, entfprechend wird das &wregor von Simplicius
chavakterifiect als 70 &v () yiyveadar 10 elvar Eov.

1) Vgl. dazu aufier der oben (S. 91, Anm. 2) zitierten Stelle aus der
»Kritik der Urteilskraft« (1. Aufl. S. 86) den ganzen § 26, wo der
Sachverhalt ausfiibrlich erldutert wird.
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In der Tat: find fchon grofie endliche Zablen nicht anders als
zeitlich aufzufaffen (in der Weife eines geregelten Durchlaufens an
der Hand eines beftimmten sfiguralen Moments«), fo gilt dies von
unendlicden Zablen ecft vecht (Husserl)l

Damit ftimmt denn auch Kants eigene Auffaffung in dem Hb-
fchnitt iiber die HAntinomien iibevein.

Das »ichlechthin Unbedingte«, die ganze (unendliche) »Summe
der Bedingungen« kann nur in der Form eciner (unendlichen)
Reibe von einander untergeordneten Bedingungen gegeben wevden.
Obwobl z. B. der (unendliche) Raum an fich keine Richtung entbilt,
mithin keinen Unterfchied von Progrefius und Regrefius, weil ec
ein sAggregat, aber keine Reibe ift« (»indem feine Teile insgefamt
zugleich find«), fo ift doch »die Synthefis der mannigfaltigen Teile
des Raumes, wodurch wir ibn apprehendieven, fukzeffiv, gefchieht
alfo in der Zeit und enthilt eine Reihe« (B 439).

Bbnlich im Beweis der Thefis der I. Antinomie: >Nun kdnnen
wir die GroBe eines Quanti, welches nicht innerhalb gewiffer Gren-
zen jeder Hnfchauung gegeben wird, auf keine andeve HArt, als nur
durch die Synthefis der Teile und die Totalitit eines folchen Quanti
nur durch die vollendete Synthefis oder duvch wiederholte Hinzu-
febung der Einbeit zu fich felbft gedenken< (B 454, 456).

Dazu die Anmerkung: »Der Begriff der Totalitdt ift in diefem
Falle nichts anderes, als die Vorftellung der vollendeten Synthefis
feiner Teile, weil, da wir nicht von der Hnichauung des Ganzen
(als weldhe in diefem Falle unmdglich ift) den Begriff abziehen
kénnen, wir diefen nur durch die Synthefis der Teile, bis zur Voll-
endung des Unendlichen, wenigftens in dev Idee faffen kdénnen«.

Und endlich die genaue explizite Beftimmung des Unendlich-
keitsbegriffs in der Anmerkung zur Thefis der I. Antinomie: Fehlet-
baft ift der Begriff der »Dogmatiker«: »Unendlich ift eine Grdfe,
iiber die keine Grdfe mdglich ift« (B 458). »Der wabhre (tranfzen-
dentale) Begriff der Unendlichkeit ift: daB die fukzeffive Synthefis
der Einbeit in Durchmeffung eines Quantums niemals vollendet fein
kanne« (B 460). (Vgl. Diffectation von 1770, sect. I, § 1, Anm. 2.)

Man vgl. wieder Ariftoteles (Phyfik. IlI, 6; 206b, 33 —207 a, 2):
»Svupaiver 08 vodvavriov elvar drewgov, §) g Aéyovar: od yag of uydéy
&w, dAl’ o ael Ti &w foti, Tolro dmeigby doTive. —

Das Evgebnis diefer fchnellen Durchmufterung der Meinungen
Kants iiber Zahl, Zeit, Unendlichkeit ift die Feftftellung einer

1) Vgl. die Darftellung in § 5a I. (S.90-94.)
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grundfiglichen Ubereinftimmung mit Arviftoteles. (Der tiefere
philofophifche Grund diefer Ubereinftimmung wird in § 6¢, IV, niber
beleudhtet.)

Die Zabl ift — fobald fie fehr grofl oder gar unbegrenzt grof
wird — nur von der Zeitreibe aus zu vevftehen (wobei Zeitreihe eine
Folge »diskreter« Hugenblicke bedeutet; die Relation des Hb-
ftandes diefer Hugenblicke voneinander wird nicht benétigt).
Hnderverfeits ift das Unendliche feinerfeits nur in Beziebung auf das
zeitliche »immer wieder« konkvet faflbar. Die Zeitreibe ift alfo das
zugrundeliegende Uvr-Phanomen!.

III. Syftematifche Unterfudcdungen.
A. Die verfchiedenen Hrten der unendlichen Progreffion.

Diefes Ecgebnis hilt nun auch der Priifung vom »{yftematifchen«
Gefichtspunkt, d.h. dem der Gegenwart aus ftand. Denn wit brau-
dhen uns blof der frither angeftellten ErSrterungen iiber die Cantov-
fchen Transfiniten zu evinnern, um die vollkommene Ubereinftim-
mung der fachlich-phdnomenologifchen Unterfuchung mit Arifto-
teles und Kant feftzuftellen.

Im AnfdbluB an Hufferls »Philofophie der Arithmetik« batte
fich ergeben, dafl die direkte anfchauliche Erfaffung einer Zabl-
geftalt nur bei kleinen, vielleicht nur bei febr kleinen Zablen mdoglich

1) Es ift merkwiirdig, das Hilbert (in feinem Ofters zitierten Huffaty
iiber das Unendliche) bei feiner Durchmufterung der »Natur« nach dem Une
endlichen die Zeit vergifit! Vielleicht meint er nur aktual und gleich-
zeitig dafeiendes Unendliches. Dies findet et freilich nicht. Hber bat nicht
fchon Ariftoteles dies gezeigt?

Bndererfeits ift nochmals auf § 26 der Kritik der Urteilskraft
binzuweifen, wo aufler der »logifchen (matbematifchen) Gréfienfchdunge«
(»comprebensio logica« durch den Zablbegriff des Verftandes nach dem
Schema der Zeitreibe) nodch die »ifthetifche Groflenfchdiung« (comprebensio
aesthetica) erwdbnt wird. Diefe leite fiibrt auf die Idee der Unendlichkeit
und damit auf das »Matbematifich-Ethabene«. Denn dieVernunft fordert
»zu allen gegebenen Grdflen, felbft denen, die zwar niemals ganz aufgefafit
werden konnen, gleibwobl aber (in der finnlichen Vorftellung) als ganz
gegeben beurteilt werden, Totalitit«. »Das gegebene Unendliche... obne
Widerfpruch auch nur denken zu kdnnen, dazu wird ein Vermdgen,
das felbft iibevfinnlich ift, im menichlichen Gemiite erfordert.« In der
ifthetifchen GrdfenfchdBung »iiberichreitet das Beftreben der Zufammen-
faffung das Vermdgen der Einbildungskrafte, in dem als »GrundmaB« das
sabfolute Ganze« der Natur genommen wird, welches »wegen der Unméglich«
keit der abfoluten Totalitdt eines Progreffes obne Ende« ein »fich felbft wider-
fprechender Begriff« ift. — Das geftalthafte Denken verliert fich alfo in tran.
fzendentale Illufionen, die freilich den »tranfz. Schein« der Ideen an fich tragen.

Hufferl, Jabrbuch f. Philofopbie. VIII. 42
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ift. Sebr bald wird die grdfer werdende Menge nur noch dem
durdhlaufenden Blick faflbar; wozu diefer Blick einer Fiih-
rung durd ein beftimmtes »figurales Moment« bedarf. (Man denke
etwa an ein Hingleiten lings einer auffallend fich heraushebenden
Linie, an der man sentlangziblt<.) Damit tritt die Zeit in ibht
Reht. Diefes Durchlaufen braucht Zeit, alfo auch das Zdbhlen. Und
zwar ift dies nicht nur eine Trivialitdit — infofern alles Bewufitfein
in der Zeit ift —, fondern es gehdrt zum Sinn des Zdblens und
der Zabl felbft, dal die Zeit dazu benufit wird den phdnomeno-
logifchen Zugang zur Zabl zu verichaffen. Die (grdfiere) Zahl ift
nicht anders »ovigindv« faflbar als im zeitlichen Zdblproze. Das
Unendliche ift prinzipiell niemals anders »gegeben« als im offenen
Horizont des »Immer-Weitev«-Zdblens. Das el wakiv zai wddey
beftimmt die ontologifche Struktur des dzewgov als o &v vy yiveodau
70 &lvae égov. Desbalb ift es duvvduer Ov, aber nicht wie das »poten-
tiale« Erz in bezug auf die »aktuale« Bildfdule, — fondern dg 1 fuéox
#al 6 aywv: wie ein unbegrenzt fich wiederholender zeitlicher
Rbythmus.

Aber — fo vichtig dies alles ift — damit ift noch nicht alles ge-
fagt. Es find die neuen phinomenologiichen Mdglichkeiten, die
fich aus dem Cantotcfiden transfiniten Progreffus und der
Brouwervidhen »freien Wahlfolge« ergeben kdnnen, noch
nicht berausgearbeitet. Die »freie Wabhlfolge« und der transfinite
Progref find Formen unendlicher »Folgen«, die bisher nodh nicht
auf ibre Zeitlichkeit bin betrachtet wuvden. Vielleicht find es Phi-
nomene, die fich nicdht dem Prinzip der Wiederholung oder beffer,
der ftindigen Wiederkebhrt des Gleichen fiigen.

Denn z. B. die freie Wablfolge trdgt doch in fich kein Prinzip,
das fie durdh ftindig wiederholte Anwendung derfelben Regel ins
Unbegrenzte zuftande brichte. Zwar »wible« ich immer wieder,
aber doch eben »frei«, d. h. immer etwas Neues, eine neue Zabhl,
die in keinem fchon vorhandenen Gefety entbalten ift. Jede Wabhl
ift eine fhopferifhe »Tathandlung«, nicht das vorausfehbare Evgeb-
nis einer medanifchen Rechnung?l.

In einer anderen Weife entgeht die Reihe der transfiniten Ord-
nungszahlen dem Sdhidkfal, eine »fchlechte Unendlichkeit« in Hegels

1) Ebenfo ift es, wenn die Zablen einer werdenden Folge nadh -
einander durch Rechnung zuftandekommen, obne daBl vorber vorause
zufeben ift, welche Zablen kommen werden oder auch welde Eigenfchaften
die kommenden Zahlen baben werden. Man denke an gewiffe zablen«
theoretifche Probleme, wie das der »Zwillingsprimzahlen« ufw. (f. S. 66 —68).
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Sinn darzuftellen. Obwobhl ibr immer diefelben beiden (oder drei)
Cantorfcen »Erzeugungsprinzipien« zugrunde liegen, fo erfordert
doch, nachdem eine gewiffe Stufe erreicht ift, die Fortfebung die Schaf-
fung eines neuen Symbols, da jedes beftimmte endliche Zeichen-
fyftem f{chlieBlich nicht mebr fiiv die Bezeichnung der Transfiniten
ausveicht. HAuch handelt es fich nicht etwa nur um die medanifche
gleichfdrmige Einfiibrung immer neuer einfacher Symbole (die
Zahl- oder Verkniipfungsfymbole fein kdnnen) ¢, 0, o5 . . . ..,
fondern die Hrt des Ulberganges zum Limes ift immer wieder eine
andeve; fie muf immer wieder neu entdeckt werden. Es be-
ftebt ein ganz beftimmtes mathematifches Problem der Bezeichnung
neuer Transfiniten, das z.B. von Veblen, Mahlo! u.a. behandelt
worden ift. Es ift dabei keine Rede davon, dal man noch alle
aufeinanderfolgenden Transfiniten liickenlos bezeichnen kann (das
kann man nicht einmal bis "zu £2,, der Anfangszahl der Ill. Cantort-
fchen Zablklaffe!), fondeél die durch die Bezeichnung getroffenen
Transfiniten folgen aufeinander in immer grdéfiler werdenden
Spriingen. Es liegt hier eine duflerfte Steigerung jenes Fortgangs
ins Endlofe vor, detr gegeniiber die Endlofigkeit der gew&bhnlichen
Zablreibe allerdings als eine geringe und »ichlechte« Unendlichkeit
erfcheint. In dem gegenwdrtigen Zufammenbang widchtig ift, daf
es zur Entdeckung (und Bezeichnung, was in gewiffem Sinn zu-
fammenfillt!) neuer Transfiniten eines wirklih fchopfevifchen
geiftigen HAktes bedarf. Es beftebt witrklidh eine formale Hnalogie
mit der wahren Unendlichkeit des dialektifchen Prozeffes bei Hegel.
Denn audh dort ift es zwar dasfelbe Prinzip des dialektifhen Drei-
{chritts Thefis, Antitbhefis, Synthefis, das immer wieder angewandt witd
(analog dem Cantorichen Wedhfel zwifchen Fortichritt von g zu g+1
und Limesbildung), aber trojdem bedarf es zur Huffindung des in
dem jeweils erveichten Begriff liegenden »Widerfpruchs« und zu
feiner »Verféhnung« jedesmal einer neuen {chdpferifchen Erkennt-
nis. Nur durd diefe fchopferifche Erkenntnis wird die Wabrheit

konkreter %

1) Siebe oben S. 112, 128 u. Math. Anb. zu § 5, VI B.

2) Fiir H e g els Charakterifierung und Kritik der »ichlechten Unendlich-
Keite vgl. z. B. »Wiffenfchaft der Logik« I. Buch, 1. Abfchnitt, 2. Kapitel C.,
b. u. c. (Werke, 2. Aufl,, Berlin 1891, Bd. IlI, S.142ff.) und »Enzyklopddie der
pbilof. Wiffenfchaften« (herausgegeben von G. Laffon) §§ 94, 95.

Fiiv die formale Seite des dialektifchen Prozeffes fiehe das lefite Kapitel
dev »Logik«: »Die abfolute Idee« (1. c. Bd. V, S. 319ff.).

Befonders widhtig ift endlich der Begriff des »Hufbebens« (Logik I, I,
Kap. 1, Anm. S. 104f.), der das »Stitb und werde« der hiftorifchen Zeitlichkeit

42*
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Blickt man nun auf diefe neue Hrt ins Unendliche zu gehen, die
bei der Wablfolge und dem transfiniten Progref auftritt, bin, fo erhebt
fich nunmebr die ontologifdche Frage nadh der Weife der Zeit-
lichkeit, die diefen »Unendlichkeiten« als fpezififchen Pbdnomenen
eignet. Es bandelt fich jetst nicht mebhr um das ariftotelifche &7retgoy
Ovvdust ov g § Hudea ral 6 dydv, Die yéveors, die jett in Frage
fteht, ift eine neue und andere. Der dpotduds wumjcewg diefer
neuen »Bewegtheit« ift nicht mebr die alte natiicliche Zabhl, die
ins Indefinite, aber nicht ins Transfinite lduft und auch nicht »frei
gewiblt« wird. Zugleich hat man bier nicht mehr diejenige Zeit,
die »die Bewegtheit« auf ibr Sein bhin mift!. Denn gerade das
Meffen beftebt ja in dem wiederholten Anlegen ein und des-
felben Mafiftabes, der die Einbheit darftellt. Es entfpricht da-
ber der natiirlihen Zabhlenveihe, wie ja fchon Euklid die Zab!
als Vielbeit von Einheiten definiect?.

Weldhes ift nun diefe Weife der Zeitlichkeit, die ibrem Sinne
nach keine meffende (und im gewdbnlichen Sinn ziblende) Funktion
ausiiben kann? Sie foll mit dem Terminus »hiftovifche Zeit-
lichkeit« belegt werden; — aus Griinden, die fpdter zu ev-
ortern find.

B. Die biftorifche und die naturbafte Zeit.

Diefe Weife der Zeitlichkeit ift zuerft von Heid e gge v phidno-
menologifdh befchrieben worden. Wir geben im folgenden zunidh(:
einen freilih duflerft kurzen Hbril der Heideggeridcen De-
fkeiption3,
in feiner Weife ausdriickt. — Endlich fei auf das unten (S.228) in extenso
angefiibvte Stiick aus der Vorrede zur »Pbhdanomenologie des Geiftes.

(S. XXXVIII) bingewiefen, wo der Hegelfche Grundgedanke in feiner
frii b en Faffung befonders lebendig ericheint.

1) Vgl. »xci éo7e 17 xevijoee 16 v 105 ypove eiver 10 ueTEEiod et T Yoovo xai
«Tiy xal 16 eivee adrijce. (Arift. Phyl. IV, cap. 12, p.221 a 4—5.) — Vgl. 0. S. 210.

2) Euklid, Elemente VII, Def. 2. &geSuds d¢ 16 &x povddwv ovyxeiusvov
nhi%os. — Vgl. ferner die eigentiimliche Kant-Stelle (Kritik der reinen Ver-
nunft B. 300): »Den Begriff der Gréfie iiberbaupt kann niemand erkldren,
als eben fo: daf} fie die Beftimmung eines Dinges fei, dadurch, wievielmal
Eines in ibm gefeit ift, gedacht werden kann. HAllein diefes Wievielmal
griindet fich auf die fukzeifive Wiederbolung, mithin auf die Zeit und die
Syntbefis (des Gleichartigen) in derfelben.« —

Hllerdings ift zu bemerken, dafl man bei einer infinitefimalen Mafiein.
beit fich mit der Gleichbeit unmittelbar benachbarter »Einbeitsftrecten« be:
gniigen kann. (S. u.S.225 Anm. 2.)

3) Hls Quelle liegt im wefentlichen zugrunde ein vor derMarburger
Theologenfchaft am 25. Juli 1924 von Heidegger gebaltener Vortrag mit
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Die Heid e g g et iche Zeitexplikation hidngt wefentlich zufammen
mit feiner Explikation des (meniclichen) Dafeins felbft, die nihet
beftimmt ift als Auslegung (Interpretation, égm;ve[a, wovon der
Ausdruck »hermeneutifche Phdanomenologie«). Dieeigent-
liche Huslegung menfichlichen Dafeins ift Selbftauslegung und »die
Selbftauslegung des Dafeins, die jede andere iiberragt, ift die auf
feinen To d« hin, d. h. »auf die unbeftimmte Gewiflbeit der eigenften
Moglichkeit des Zu-Ende-Seins«. Denn »das Dafein ift in der
Jeweiligkeit, es ift das meinige, — wie foll es da erkannt
werden, bevor es zu feinem Ende gekommen ift? ... .. Vor feinem
Ende ift es eigentlich nur das, was es fein kann« (und Dafein ift
nach Heidegger wefentlich Mdglichkeit, ddvaug), — »und ift es
am Ende, fo ift es nichts«. So zeigt fich das Dafein im Tode, oder
beffer im Vorblick auf den eigenen Tod in feiner duferften (onto-
logifchen) Mdglichkeit. Der Tod aber ftebt vor dem Dafein zugleich
in volliger Gewiflbeit und villiger Unbeftimmthbheit. So ift
das Wiffen um den (eigenen) Tod sdas Vorlaufen desDafeins
zu feinem Vorbei als einer gewiffen, ganz unbe-
ftimmten Mdglidhkeitfeinerfelbft«. In diefem »Vorlaufen«
rentdedckt fich das Dafein als einmal nicht mebr da«, und damit
enthiillt fich das »Wie feiner Jeweiligkeit«, demgegeniiber alles Was
feines alltdaglichen Sorgens verfchwindet.

Mit diefer Stellung des Dafeins zu fich felbft, dem Vollzug feiner
Selbft - Entdeckung bangt nun das Pbdnomen der seigentlichen« [in
unferer Terminologie: der hiftovifch en] Zeitlichkeit zufammen.

Denn in dem gefdilderten »Vorlaufen zu feinen eigenen Vor-
bei« ift das menichliche Dafein »zukiinftige. »Es ift dann feine Zu-
kunft, es kommt in diefem Zukiinftig-Sein auf feine Vergangen-
heit und Gegenwart zu-rtiick.« »Das (menfcliche) Dafein in diefer
Moglichkeit ergriffen ift die Zeit felbft: es ift nicht nur in der
Zeit, fondern ift felbft zeitlich.« Hus der Zukiinftigkeit gibt
fich das Dafein felbft feine Zeit. Im Vorlaufen zu feinem Vorbei
bat es Zeit. Das Grundpbdnomen dev Zeit ift alfo die Zukunft.

»Der urcfpriingliche Umgang mit der Zeit kann alfo nie ein
Meffen fein, fondetn das Zuriidkkommen im Vorlaufen ift das
dem Titel »Die Zeit«. (Nicht verdffentlicht. — Die jeit gedruckte Ausfiibrung
in »Sein und Zeit< konnte im Text noch nicht beriicdkfichtigt werden.) Die
Wiedergabe fcblieft fich moglichft eng an eine Nachichrift des Vortrages
an, die mir zur Verfiigung ftand. Vollftindige Treue der Wiedergabe war
natiirlich nicht zu erveichen. Doch babe ich an den markanteften Stellen
(nicht bei allen iibernommenen Rusdriicken) Anfiibrungszeichen gefett.
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Zuriickkommen auf ftindig dasfelbe Einmalige, auf das Wie des
Beforgens, in dem ich gerade verweile«. Dies Immer-Wieder-Zuriick-
kommen kann nie langweilig werden. Die Jeweiligkeit bat aus dem
Vorlaufen in die Zukunft alle Zeit jeweilig fiiv fich. Die Zeit
witrd fo nie lang; weil fie ucrfpriinglich iibevrbhaupt
keine Lange hat. Das Vorlaufen bricht aber in fich zufammen
bei Fragen nach dem »Wann—etwas vorbei fein witd?« und dem
»Wie lange — noch etwas andauert?« Solche Fragen find gar nicht
im Vorbei, fondern balten fich an das »Nodh-nicht-vorbei«, befchif-
tigen fich mit dem, was mir mdglicherweife noch bleibt, ergreifen
nicht die Unbeftimmtbheit der Gewifheit des Vorbei, fondern wollen
fie im Beftimmen befeitigen; fie organifieten die Flucht vor dem
Vorbei.

Trogdem miflt das sDafein in der HAlitdglichkeit« ftandig die
Zeit, es »lebt mit der Ubr«, wenn auch nur mit der »Tag- und
Nacht-Ubr«. Das foll heifien: die natiirliche Rhythmik der kosmi-
fchen und biologifchen (leiblichen) Abldufe (Tag und Nacht, Wachen
und Schlafen, Jabreszeiten und Vegetationsperioden ufw.) mifit die
Zeit. Das alltdgliche Leben wird dadurch veranlaft die Zeit einzu-
teilen!: sman« rechnet mit der Zeit.

Diefe nichthiftorifce Dafeinsweife des Menfdhen ift vor
allem durch ein von dem bhiftorifchen vecrichiedenes Zukunfts-
pbhidnomen gekennzeichnet.

»Die Zukunft [diefes nicht-biftorifchen Dafeins] ift das, woran
die Sorge [des Hlltags] hdngt. Nict das eigentliche [d. i. das hifto-
vifche] Zukiinftigfein des Vorbei [ift damit gemeint], fondern die
Zukunft, welde fich die Gegenwart als die ibre ausbildet, als eine,
weldhe Gegenwart werden foll. Das Vorbei als
eigentliche Zukunft kann nieGegenwart werden, —
widvre fie das, dann wédrve fie das Nichts!«

»... So in der Welt feiend, ift das Dafein zugleich das Dafein
als die Zeit, in der man miteinandev ift. Die Ubr, die man
hat, zeigt die Zeit des Miteinander-in-der-Welt-Seins. Darin liegen
die ... Phdnomene der ‘Generation’ und ‘Tradition’«.

Diefe »gemeffene Zeit« »fliefit abe«, »diefe Gegenwartszeit wird
explizit als Ablaufsfolge, die ftindig durch die Zeit vollt«. Die
Zeit wird dabei »homogenifiert«, dies bedeutet: »HAngleichung an die
ihlechthinnige Prifenz« (HAngleichung der Zeit an den Raum,

1) Tempus beifit eigentlich (Zeit-)Abfchnitt. Wurzel »tem«, wovon:
templum, réuevos, réuvw ufw.
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[Bergfon], Zeit als vierte Koordinate der »Weltmannigfaltigkeit«
IMinkowskil]). — — Soweit Heideggert!. —

Fiiv die gegenwirtige Problemftellung ift vor allem wichtig die
Untevicheidung zweier Hrten von Zeit, der hiftorvifdhen und der
nicht-biftorifchen; in der Terminologie Heideggers: der
eigentlichen Zeit(lichkeit) und der Zeit des Dalfeins in feiner Hlltig-
lichkeit oder des »man«? (d. b. alfo die Zeit, in der »mane« lebt).
Dem Mathematiker und Natucforicher liegt feinen ganzen Denkge-
wobnbeiten nach die nidt-bhiftovifche Zeit viel nidber als die
biftorifche; wir wollen jene audh pofitiv als » Natucr-Zeit«
oder »natutrhafte Zeit« bezeichnen?®.

1) Man fiebt fchon aus dem gegebenen Huszug, dafl Heidegger
das Problem der Zeit in das pbilofopbifche Grundproblem des Seins (das
ontologifche Problem) bineinftellt. Es mufl bier verwiefen werden auf
feine Abbandlung »Sein und Zeit«. Dort beifit es in der Eingangs-
bemerkung, das Ziel der Abbandlung fei die »Interpretation der Zeit als
des mdglichen Hovizontes eines jeden Seinsverftindniffes iiberbaupts.

2) Fiir Heidegger ift das »man« des alltdglichen Umgangs das, was die
eigentliche Zeit nicht bat. D. b. diefes »man« ift der Reprifentant des
nichthiftorifchen Lebens (Dafeins.) Vgl. die folgenden Stellen aus dem Zeit-
Vortrag: »Dafein ift ferner beftimmt als »ich bin«<: ebenfo primir wie in der
Welt fein ift es auch immer mein Dafein, je eigenes, jeweiliges Dafein. ...
So es ein Seiendes ift, das ich bin und dies zugleich im Miteinander-Sein,
bin ich mein Dafein zumeift und durchichnittlich nicht felbft . . . Keiner
ift in dev HAlltdglichkeit er felbft. Diefer Niemand, von dem man gelebt wird,
ift das »man«, aus deffen Hartnddkigkeit das »ich bin« mdglich ift.« — Hier
fcheint aber doch beriickfichtigt werden zu miiffen, daf das Phanomen »manc
foziologifch eine ganz beftimmte fpdte »gefellfchaftliche« (T6nnies) Struktur
an fich tragt; der entwicklungsgefchichtlich und finngenetifd die foziale
Form der »Gemeinfchaft« (Lebensgemeinfchaft, Bluts:, Stammesgemeinfchaft
ufw.) vorausgebt. HAlle diefe primitiveren »Wir««Phdnomene fteben im Gegenfat
fowobl zum »Ich« wie zum »Mane«, Die fiir fie kennzeichnende Zeitlichkeit
ift nabezu die Naturzeitlichkeit; das faktifche (beutige) »Man« ift dagegen ein
natuchaft - biftorifches Mifchphdnomen.

3) Wir debnen dabei den Begriff »Natur« iiber feinen gewdhnlichen
Umfang binaus aus. Wir nennen Natur alles Seiende, was »naturhaft« ift,
alfo, aufer der #@uferen, »toten« und lebendigen, Natur, auch noch das natur-
bafte Sein der Naturvdlker, des Kindes (des »Naiven«) und des menfchlichen
Trieblebens. (Vgl. den Wortgebrauch im Sprichwort: »naturalia non sunt
turpia« und »naturam expellas furca, tamen usque recurret« (Horaz).) Es kommt
alfo zur #ufleren Natur noch binzu das Primitiv-Seelifche. — Hlle
diefe Phanomenbezirke find u. E. gekennzeichnet durch ibre »nichthiftorifche«
Zeitlichkeit, in der fie nicht etwa nur find, als in einer Leerform, fondern
durch die fie ontifch wefentlich mit ausgemacht (konftituiert) werden. —
Wieweit das Matbematifch e naturzeitlich ift, wird im Text erdrtert.
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Das Kennzeichnende der Naturzeit gegeniiber der biftorifchen
Zeit ift das Beftehen der Mdaglichkeit der Wiederkebhr des
Gleichen, des Sich-Wiederholens des gleichen Erteigniffes.
Dagegen kennt die hiftorifche Zeit die Wiederkebr nicht; man kdnnte
zugefpiit fagen: (echte) Z u kunft fchlieft (echte) Wied e v kunft aus.
Indem die Dinge ftets auf mich zu-kommen d. h. auf mein Dafein
in feiner einmaligen Jeweiligkeit gewiffermafien zugefpitit find, kénnen
fie nicht in der gleichen Weife wiederkommen, denn damit wiit-
den fie ibre eindeutige Zugefpitheit verlieren. Damit ift (in der
hiftorifchen Zeit) genau genommen aud die Katogorie des Gleichen
ausgefchloffen, es gibt dort nur Namliches!. (Identifches im
ftrengen Sinn.) Die Zeit ift beide Male in ganz vetichiedener
Weife principiumindividuationis. Naturzeit ermdglicht das
Wiederauftreten des genau Gleichen (6uoedég) »zu verichiedenen
Zeiten«. So ift etwa ein Schlag des Pendels wie der andere, det
Lauf der Sonne nadh genau einem Jabhr fo wie ein Jabr zuvor. Aud
im Reiche des Lebendigen gilt dhnliches. Sdhopenhauer fagt
(die Welt als Wille und Vorftellung, II. Bd., Kap. 91; S. 549). »Ich
weil wobl, wenn ich Einem ervnfthaft verficherte, die Katie, welche
eben jept auf dem Hofe fpielte, fei noch diefelbe, welche dort vor
dreibundert Jahren die nadmlichen Spriinge und Sdliche gemacdht bhat,

1) Uber den Unterichied von Ndmlichem und Gleichem vgl H.
Ammann, Die menichliche Rede I (Labr i. B. 1925), 1. Teil: die Idee der
Sprache und das Wefen der Wortbedeutung, 6. Kapitel: der Name, bef.
Seite 71f. Etymologifch kommt »namlich« von Name, »gleich« von
gelich =conformis »diefelbe Befchaffenheit habend~ (got.: galeiks =
{ibereinftimmenden Leib bhabend, von got. leik == Leib.) — Ammann bes
merkt weiter, man kdnne »das Verbidltnis der »Namlichkeit« ... in voller
Entfchiedenbeit nur auf den Menfch en anwenden-.

». . . Der leite Sinn der »Namlichkeit« liegt bei Gegenftinden wie bei
Tieren immer in der Bezogenbeit auf den Menfchen, in der Rolle, die »diefer«
Gegenftand in meinem Leben gefpielt bate.

»...DieEinbeit des Gegenftandes, die feine Identifizierung
geftattet, rubt letten Endes indevr Einbeit desIdh, das fich
mit fich felbft identifch weifl.« Dies gilt (nach Ammanns wie
nach unfever Anficht) fiir den hiftovifch en Menichen (den »mit Bewufltiein
ausgeftatteten Menfchen«). Der Primitive (»das friibmenichliche Denken«)
kennt die ldentitit der Perfon noch nicht. (Vgl. die HAusfiibrungen 1. c.
S.73-76)) —

In diefen Beftimmungen, die — mit einigem Vorbebalt — ontologifche
genannt werden kdnnen, fpiegelt fich derfelbe Grund-Gegenfaty zwifchen
Hiftorifchem und Nicht-Hiftorifchem, »Geift« und »Nature«, der fich beim
Phdnomen der Zeitlichkeit als Gegenfay zwifchen »Zukunfte und »Wieder-
kunfte« gezeigt bat. — —
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er midh fiir toll balten wiirde: aber ih wgil audh, daB es febr viel
toller ift, zu glauben, die bheutige Katie fei durch und durdh
und von Grund aus eine ganz andeve, als jene vor dreibun-
dert Jabren«'. (Vgl. Hriftot., Metaph. Z, c. 7, p. 1032a 24 — 25:
i naza 10 &idog Aeyoudvy gloie i duoedie: ality 0'év dlhp- dvdowrrog
yagp dvdowsmov yewd.)

Die genaue Gleichbeit ift empirifch (wie alles »Genaue«) zwar
niemals verwitklicht, aber fie ift (ideal) m8glich: man kann fich
genau gleiche Wiederholungen denken, die Abweichungen find »zu-~
fallige. Ein Naturvorgang ldaft fich in zeitlicher Hinficht direkt kenn~
zeichnen als ein zeitlicher Hblauf, was befagt, dafl eine genaue
Wiederkebhr wefenhaft mdglich ift. So feit z. B. eine Ubr idealiter
eine folche genaue Wiederkebr voraus, fie ift ein Hpparat, um einen
rein periodifchen Vorgang bhervorzubringen?. Denn nur fo

1) Noch eine andere Stelle verdient angefiibrt zu werden (L c. S. 543):
»Durchgdngig und iiberall ift das echte Symbol der Natur der Kreis, weil er
das Schema der Wiederkebr ift: Diefe ift in der Tat die allgemeinfte Form
der Natur, welche fie in allem durchfiibrt, vom Laufe der Geftirne an bis
zum Tod und der Entftebung organifcher Wefen, und wodurch allein in dem
raftlofen Strome der Zeit und ibres Inbalts doch ein beftehendes Dafein,
d. i. eine Natur, mdglich wirde. Die Vorftellung diefer Wiederkebr des
Gleichen ift bekanntlich faft allgemein antiker Glaube: Plato, Arviftoteles
die Stoa, Plotin ftimmen darin iiberein, Epikur macht eine merks
wiirdige Ausnabme. — (Vgl. Exnft Hoffmann in Deffoirs Lebrbuch
der Pbilofopbie Bd. 1 (Berlin 1925), Seite 219f.) —

Nieggfche bat in feiner Lebre von der »ewigen Wiederkunft« diefe
uralten Motive wieder aufgenommen.

2) Vom Gefichtspunkt der modernen Pbyfik kann man gegen die Be-
bauptung des Textes einen Einwand erbeben: H. Wey1 bat in feiner Weiter-
bildung der allgemeinen Relativititstheorie zu einer reinen Infinitefimal.
geometrie der Raumzeitmannigfaltigkeit audh fiivr Raum- und Zeitftredken
das »Nabeprinzip« eingefiibrt, demzufolge zwei kleine Stredten nur in unmittel.
barer (viumlicher bzw. zeitlicher) Ndbe miteinander verglichen werden
kénnen. Erft durch eine »unendlich bdufige« Wiederbolung einer derartigen
Nabhiibertragung kommt man zu einem Fernvergleich. Es ift nun i.a. durch-
aus nicht notwendig, daB diefer Vorgang »vollftindig integrabel« ift, d. b.
durchwandert man mit Mafftab und Ubr einen gefchloffenen Weg von kos-
mifchen Dimenfionen, fo braucht man nicht mit dem gleichlangen Ma und
der gleich fchnell gehenden Ubr zum Ausgangspunkt zuriickzukommen, wenn
auch die Wanderung ftdrungsfrei durdgefiibrt wiirde.
Die »Wiederkebre gilt alfo bier nur im Infinitefimalen. (Vgl. Weyl, »Raum,
Zeit, Matevie«. 5. Aufl., Berlin 1923, §17 u. § 40 und meine HArbeit, df.
Jabrb. VI, S. 529ff.) — Man kann von diefem Gedanken eine Anwendung
machen zur Beftimmung desVerbhdltniffes von biologifcher Ent»
widilung und menfchtlicher Gefchichte. Die Wiederkebr des
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kann die zeitliche Maﬁei.nbeit von einer Stelle zur anderen iibec-
tragen wervrden.

Von der Seite des Gedadchtnifies aus ecicheint diefe primitive,
natuchafte Zeitform als die bildhafte Wiederbholung einer vergangenen
Situation und Situationskette (die wie ein Film wiedecholt »ab-
rollen« kann)! — im Gegenfafy zur biftorifchen Evinnetrung, dem
expliziten Sich~HAneignen der eigenen Vergangenheit, die man zu-
vor fchon »ifte. — —

Dagegen individuiert die biftorifche Zeit durchaus nicht in diefer
Weife der »Vereinzelung« ganz gleicher, nicht mebr fpezifizierbarer
Gegenftdnde. Sie individuiert nuv fo, daB jedes Individuum jeweils
auf feinen eigenen Tod verwiefen wird, fiit den es fich nicht irgend-
wie vertreten laffen kann. »Im Zukiinftigfein wird das Dafein es
felbft, wird fichtbar als die einzige Diesmaligkeit feines einzigen
Sdhickfals, in der gewiffen Mdglichkeit feines einzigen, einmaligen
Vorbei. Dies verbindert aber gevade, das Individuum als Ausnahme-
exiftenz aufzufaffen, fchldgt gevade jedes Sich-Herausnebmen mit
einem Schlage nieder, individuiert fo, dafl es fie alle gleichmadht:
im Beifammenfein mit dem Tode, wo keiner vor dem anderen aus-
gezeichnet ift, in einem Wie, in dem alles Was zecftdubt.« (Heid-
egger, Zeit-Vortrag.) — —

Es handelt fich nun darum, das Formale diefer biftorifchen
Zeitlichkeit berauszuheben.

Gleichen in der Kette der Zeugungen (qusis duoedris Hriftoteles) gilt
nur im infinitefimalen Bereich, der die gefamte zeitliche Erftrediung der
menf{chlichen Gefchichte entbilt. Im Grofien ift der Prozef nichtintegrabel,
d. b. Raffen und felbft Tierfpezies @ndern fich in den »biologifch grofien«
Zeitrdumen. [Man fiibrt »die Riidikebr zum HAusgangspunkte« durch, indem
man etwa ein foffiles Skeleit mit dem des entfprechenden beutigen Tievres
vergleicht] — — Dodb dndert all dies an der Gegeniiberftellung von Natur-
zeit und biftorifcher Zeit nichts; denn die biftorifche Zeit bat auch »im
Infinitefimalen« grundfiglich keine Mdglichkeit der Wiederkebr.

1) Neuere pfychologifche und ethnologiiche Forfchungen baben einerfeits
die »fubjektiven optifchen Anfchauungsbilder« als primitive Gedadchtnisleiftung
aufgewiefen (E. R. Jaen{d), wobei es auf die »objektive« Treue im Vers
bdltnis zum »Reizvorgang« nicht fo febr ankommt (diefe ift im primitiven
Seelenleben in mancher Hinficht geringer als beim ausgebildeten), fondern
nur auf die Gegebenbeit des »eidetifchen« Bildes (Jaenidh) als
eines gegenwiédrtigen.

HAnderverfeits ift auf die ungebeure Gedichtnisleiftung der Primitiven
binzuweifen (wdrtliches Rezitieren langer Epen, Wiederkennen aller Einzel-
beiten eines langen uniiberfichtlichen Weges ufw.), die fich nur durch ein
»Wiederabrollen« des Original-Vorganges verfteben laft. (Lévy~Briibl,
A Scweiter u. a.).
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Zu diefem Zwecke werde diefer Zeitbegriff zunidft von feiner
Zufpitung auf die perfdnliche Exiftenz des Einzelnen abgelsft und
auf die biftorifche Zeit einer kulturell gefchlofienen Menfchen gruppe
iibertragen, womit das von Heidegger erwidhnte Problem der
»Generation« beriibrt wird.

Die hiftorifche »Genevation« ift zwar im Miteinander da, aber
doch als Ganzes betrachtet, fterblidh, — im Gegenfaj zum »mansc,
das nicht fticbt.

Es bandelt fich dabei nicht um die Generation im biologifchen,
fondern im bhiftoviichen, sgeiftigen« Sinnl. Jede folche »Gene-
vation« bat ibre fpezifiichen »Hufgabene«, ihren »Stil«, ihve Weife
des Sehens ufw. Sdhdpferifich ift fie in ibrer Jugend (Pubertit).
Ibr erwachfenes Leben beftebt im Explizieren und zu Ende bringen
des in der {chdpfeviichen Krife der Pubertdt Konzipierten. (Was
vielleicht nicht ausfchlieit, dafl befondere »geniale« Individuen wieder-
holte Pubertitsperioden baben, wie Goethe von fich fagte.) Das
beifit — =zeitlich betrachtet — jede Genervation ift geiftig bezogen
auf ibv eigenes Ende (velevry)). Ibre »Geiftigkeit« befteht gerade
darin, fich zu Ende zu bringen (etwa zu Ende zu denken, zum
»leiten« Ausdruck zu bringen). Was nach ibv kommt, ift ibr prin-
zipiell dunkel. Die naddhite neue, heranwachfende Genervation wird
von der alten im Grunde nidht mebr verftanden, d. h. die alte ver-
fteht das Wollen, die Sdaffensrichtung der neuen nicht mebr.
Der Geift mufl fich alfo felbft verleugnen, mufl fterben, um aufs
neue zu werden. »Stirtb und wevde!« ift der fiir ibn als Geift
fchlechthin konftitutive Impervativ. Detr bhiftorifche Geift (der ftets
nur, eben als wefenbaft biftovifcher in der jeweiligen Generation
fein konkvetes Dafein bat) bat fich allo nur als folcher, wenn er
»zu feinem eigenen Votrbei vorldufte. (Heidegger.) Dann hat
er feine eigentlihe Zu~kunft, er kommt zu fich felbft in feinec
einmaligen Jeweiligkeit und Diesbeit zuriick und begreift darin ecft
feine ibm eigentiimliche Weife des Seins.

Jede Bekiimmerung um eine »Zukunft, die Gegenwart wevrden
foll« (alfo etwa Sorge um kiinftige Kultur) ldbmt die Schopferkraft
des Geiftes. Nur wenn der Hovizont, in den binein er f{chreitet,
dunkel ift — das »gewiffe, abet unbeftimmte Vorbei« —, hat der Geift

1) Wit bezeichnen das biftovifche Leben (Dafein) als Geift und
ftellen ibm das nicht-biftorifche, z. B. das »pribiftorifche« (friibmenicliche)
und »fubbiftorifche« Dafein (untermenfichliches Triebleben) als Natur
gegeniiber. — Hlles »Geiftige« ift alfo fiir uns wefenbaft biftorifdh und
keineswegs »iibevrgefchichtliche!!
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die Freiheit des Schaffens, des Hineingeftaltens in die Leere,
die vor ibhm liegt. Trodem witkt er gerade damit zugleich aus
feiner echten biftorifchen Tradition beraus, aber diefe ift ibhm nicht
als etwas Fremdes bewufit, wonadh er fich richten miifite (als wie
nach einer Norm), fondern et ift feine Gefchichte felbift.
(Graf Yordk: »wir find die Gefdichte«:)

Der erfte, der diefe Zecitlichkeit des Geiftes erfchaut bat —
wenn aud nicht unter diefem Namen —, war Hegel!. Es fei fol-
gende Stelle aus feiner Vorrede zur »Phanomenologie des Geiftes«
angefiibrt (Seite XXXVIII): »Der Kreis, der in fich gefchloffen rubht
und als Subftanz feine Momente bhilt, ift das unmittelbare und
darum nicht verwunderfame Verhiltnis. Hber dafl das von feinem
Umfange getrennte Hkzidentelle als folches, das Gebundene und
nur in feinem Zufammenbange mit anderem Witkliche ein eigenes
Dafein und abgefonderte Freibeit gewinnt, ift die ungeheure Macht
des Negativen; es ift die Energie des Denkens, des teinen Ich. Der
Tod, wenn wir jene Unwirklichkeit fo nennen wollen, ift das Furcht-
barfte, und das Tote feftzubalten das, was die grofite Kraft ec-
fordert. Die kraftlofe Schonbeit hafit den Verftand, weil er ibr
dies zumutet, was fie nicdbt vermag. Hber nicht das Leben,
das fich vordem Tode fcheut und vor der Verwiiftung
rein bewabhrt, fondern das ibn evrtrdgt und fid in
ihm evhédlt, ift das Leben des Geiftes. Er gewinnt feine
Wahrheit nur, indem er in dev abfoluten Zerriffenbeit fich felber
findet. Diefe Madht ift er nicht als das Pofitive, welches vom Ne-
gativen wegfiebt, wie wenn wir von etwas fagen, dies ift nichts
oder falih, und nun, damit fertig, davon weg zu irgend etwas
anderem iibergehen; fondern ev ift diefe Macht nur, indem er dem
Negativen ins Angeficht fchaut, bei ihm verweilt. Diefes Verweilen
ift die Zauberkraft, die es in das Sein umkebhrt.« — —

C. Matbematik und Zeitlichkeit.

Wir wiedetrholen nun unfere Frage: Weldhes ift nun die for-
male Struktur diefer biftovifchen Zeit? Und weiter: Welder Zu-
fammenbang Bt fich finden zwifchen ibr und den friiher gefdhil-
derten mathematifdhen Phidnomenen der Wablfolge und des
transfiniten Progreffes?

1) Vgl. dazu Heidegger, »Sein und Zeit« § 82, wo zwar der bier
nicht bebandelte explizite Zeitbegriff Hegels in feiner naturbaften
Struktur bauptfichlich dargeftellt ift, aber doch audh (l. c., S. 435) auf den im
Text bervorgebobenen Zufammenbang bingewiefen wird.
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Die Bezeichnung der Wablfolge als einer »frei werdenden-«
Folge fiibrt auf den gemeinfamen Zug. Frei werden — das kann
nur derv Geift, das biftorifche Dafein. Die Freiheit des Werdens
ift wefentlich Freibeit des Schaffens — bei der Folge aber die Frei-
beit dert Wabhl, die das neue Folgeglied »ichafft«. Diefe ift — was
den zugrunde liegenden Zeitcharakter anlangt — nur mdglich durdh
die Dunkelbeit der Zukunft, — des eigenen Vorbei. So ift jede
einzelne Wahl »vorbei«, wenn die nadfte vollzogen wird. Bei der
eviten Wabl ift die folgende (und alle weiter folgenden) vdllig
unbeftimmt — aber ibr Stattfinden ift gewifl, Man erkennt
Zug um Zug die Eigentiimlichkeiten der bhiftovifchen Zeit.

Ob cine beftimmte Zabhl in der Folge vorkommen wird, ift
nicht entichieden; auch nicht »an fich«. Kein »ewiges Gefetj« be-
berricht die Folge. Gerade deshalb ift die Folge ein »eigentlich
zeitliches« Phinomen. Der ausichlaggebende Umftand, der die
Enticheidung iiber das kiinftige Vorkommen einer beftimmten Zabl
ausfchlieft, ift, daB keine noch fo grofie fefte Zahl M a priori
angegeben werden kann, devart, dafl die Entfcheidung mit der
(M + 1) Wabhl fallen mufl. Kodnnte irgendeine folche Zahl an-
gegeben werden, dann wire ibre GroBle ganz gleichgiiltig; die
Schnelligkeit der aufeinander folgenden Wablen kann nicht ge-
meffen wevrden, ift beliebig. Die Frage »wie lange es nodh
dauert« hat keinen Sinn.

Man kann diefe Verhiltniffe mit der Sterblichkeit des
Menfdden in Zufammenbang bringen: der Menich als Mathematiker
ftirbt notwendig, bevor er die Folge zu Ende gewiblt hat. Weldes
noch fo entfernte Glied der werdenden Folge er auch ins Auge
faft, die Enticheidung kann mdglicherweife ecft fpiter fallen: jen-
feits des ins Huge gefafiten Ziels, im Gebiete des »Vorbei« der
zielenden Intention. Wire der Menfch unfterblich, fo gibe es den
Untevichied zwiichen freien und gefetlich gebundenen Folgen nidcht.

Bber dagegen lift fich folgendes einwenden': Hud wenn
jemand sewig« lebte, wiirde er doch niemals, fo lange er auch
lebte, die Entfcheidung erveichen. Denn audh der »unfterbliche«
Mathematiker miifite doch einen beftimmten Zeitpunkt ins Auge faffen,
wo die Entfcheidung fertig vorliegt. Und jeder folcher erzielte
Zeitpunkt wird notwendig einmal von der Entwicklung der Folge
iiberfchritten. Hlfo ift die Stevblichkeit des Mathematikers
irvelevant. — Diefem Einwand ift nur zu begegnen, wenn man einen

1) Diefen Einwand verdanke ich Herrn Profeffor J. Ebbinghaus.
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Unterfchied beriickfichtigt, den fchon Plotin in gewiffem Sinne madht,
namlich den zwifchen Ewigkeit (eiv) und Immevcfein (ddedrng)t.
Was vorhin vorausgefetit wurde, ift nicht ewiges, fondern immer-
wdhrendes Leben des Menichen. Eine unbegrenzte Hinausfchie-
bung des Todesdatums verichafft dem Menfchen noch kein »ewiges
Sein«. Der (biftorifche) Menfich ift gewiffermaien fo wefenbaft
fterblidh — eben wegen feiner biftovifchen Zeitlichkeit —, daBl ev
auch durch die Abichaffung des phyfifchen Todes nicht ewig wiirde.
Denn Ewigkeit ift in fich rubendes, voll-endetes Sein, Sein, das
an fein Ziel (7ékog) kam und doch nicht Nichts ward. Ewigkeit
ift allumfaffende Gegenwart und deshalb dem Augenblick tief
verwandt. (Kietrkegaard.) Ein tieffinniger antiker Mythos lift
den Tithonus, der fith von den Gottern Unfterblichkeit evbat
und die Bitte um ewige Jugend vergaB, dabinichwinden in end-
lofem Hltern, bis er endlich zur Heufchrecke witd. Er kommt alfo
troty feiner Unfterblichkeit fchlieBSlich »ans Nichts«2. Ewige Jugend,
das bedeutet Verwandlung des hiftorifchen Zeitcharakters (vermdge
deffen der Menich altert) in den natucbaften.

Fiir den Blick eines ewigen Wefens wire in der Tat die
Wablfolge bis ans Ende mit einem Schlag erfafibar, fie widre nicht
mehr endelos. Gott zdblt nicht (gegen Gaufl). Der Unterichied
gegen die gefegliche Folge bitte feinen Sinn verloten. Ja, derv
Sinn der mathematifchen Gefeglichkeit, deren wefenhafte Bedeutung
es eben ift, das Endelofe mit endlichen Mitteln zu beberrichen, ginge
verloven. Die Mathematik als Wiffenfchaft verichwinde. —

1) Die Darlegungen Plotins dariiber fteben im 7. Buch der VII. Enneade:
a1spl wl@vog zai yodvov, Kap. 3 ff. (Zitate nach der Ausgabe von R.Volkmann,
Lips. 1883, Vol. I) p.312, 17-21: ... @ave &idev ldaov {wiy uévovowr &v 1 «ite
el oy 10 mav Eovsew, AN ob viv uiv 16ds, «bdig &’ Erepov, @A due T
ndvIe .. . GAAe t€hog quepés . . .

p. 313,6—9: 6 odw wijre 7w, wijre 6T, & E61L pdvov, TodTO {0TWS EYOV TO
sivae 1) uy uerapdllaw &g 10 forer und’ «b perepefinxévae Eotiv 6 «ldv.

p. 314, 21—24: 3 odr 700 Svros mavrEds olaic x«l 6Ay . .. xai 7 &V TG undiv
v e BAedpeaw xal 1 undiv &v ui Ov «dry mpooysvéodce.

Daraus gebht klar bervor, dafl bei Plotin aidr mebr ift, als »Immerfein«
ift. Die dauidrns chavakterifiert er aber nicht als felbftindiges Pbhanomen,
fondern (nach anfanglicher Unterficheidung) biegt er fie um in eine Eigens
tiimlichkeit des «dv felbft.

2) Derfelbe Gedanke findet fich in entfelich eindrucksvoller Weife auss
gefiibrt bei Swift, Gullivers Travels, Part. III, Ch. X (a particular description
of the Struldbrugs etc. — Die »Struldbrugs« find zwar unfterbliche, aber
ftandig alternde, unter den Gebrechen des Hiters in furchtbarer Weife
leidende Wefen).
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Was von der Wablfolge gefagt wurde, gilt mutatis mutandis
auch von dem transfiniten Progrefl. Hudh da mufl die Benennung
neuer Transfiniten, wenn ein beftimmtes Bezeichnungsiyftem und
eine beftimmte Weife, zum Limes iiberzugehen, erichdpft ift, neu
gefdaffen werden. Nur bdngt hier das Vordringen wefentlich
mit ab von dem bereits Geleifteten; duvch Reflexion auf den jeweilig
vollzogenen endlofen Prozef, den jeweils duvchichauten endlofen
Horvizont, witd die neue Stufe der ftrukturalen Komplikation ev-
veicht. Hier ift alfo in gewiffem Sinn die Analogie mit der biftori.
fchen Entwicklung (und audh mit Hegels dialektifichem Prozef')
noch enger als bei der Wablfolge, deren einzelne Schritte ganz un-
abbdngig voneinander find. — Nun find wir endlich imftande, das
Eigentiimliche der hiftorifchen Zeit formal zu kennzeichnen.

Man bat bei ibr zu untevicheiden: evftens das formale
Schema des Weitevichritts, das fich gleichbleibt, das fich wiedert-
holt: die ftindige Wahl bei der Wabhlfolge, die immer von neuem
vollzogene Reflexion beim transfiniten Progrel, die ftindig aufs
neue zu leiftende Uberwindung der alten Generation duvdh die
junge. Diefer formale Weiterichritt gehbt ins Endlofe.

Zweitens aber hat man den konkreten Vollzug des Weiter-
fchritts, der alfo nicht mebr durch das formale Schema erfafit wird:
die konkvete Wahl jeweils einer beftimmten Zabhl, die konkrete
Reflexion auf den jeweils gerade zulett durchichauten Hovizont, die
konkrvete {chdpferifche Tat der Uberwindung des Blten. Fiir diefen
konkreten Vollzug gibt es keinen echellten, vorauszufehenden Hori-
zont. Und das formale Schema ift im konkreten Vollzug nicht gegen-
ftandlih da — wire es das, fo wiirde der konkrete Vollzug ge-
pindert? —, fondern der Vollzug volizieht fich nach dem Schema
ohne fich deffen bewufit zu fein. Der eigentliche Evnft liegt in

1) Man kann fogar den lepten Schritt im dialektifchen Dreifchritt, die
Synthefis, mit der Reflexion auf das jeweils Vollzogene in eine engeve
Parallele bringen.

2) Damit ift ein Phanomen von grofier Tragweite beriibrt: das Refleks
tieren auf das Gleichformige des Schemas (den HAnteil, den die »ichlechte
Unendlichkeit« auch noch am biftorifchen Proze hat) fiibrt zum fchwichlichen
»Relativismuse, der die eigenen Erkenntniffe und {chdpferifchen Taten nicht
mebr ernft nimmt, da fie ja doch iiberbolt werden wiirden. Dadurch wird
die fpezififh philofopbifdche (ontologifche) Etrkenntnis der wefenbaft
biftorifchen Be fan g en b eit des Menfchen trivialifiert und ginzlich unfrucht-
bar gemadht.

Die ftreng biftorifche Zeit ift im Grunde endlidh, d.h. ibr feh1t das
(in gewiffem Sinne pofitive) Phanomen des endlofen Horizontes. (Die End-
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dem exquifit Faktifcdhen, dem »Zu-filligen« (dem, was ihm als
Einmaligem gevade zu-fillt), diefem konkrveten Vollzug, fiir den es
keine allgemeingiiltige, iiberzeitlihe Norm gibt. Der Geift ift in
diefem Vollzug ganz auf fich felbft angewiefen, auf fich felbft zuriick-
geworfen, fich felbft allein verantwortlich, aus feiner eigenen Subftanz
lebend —: frei, aber einfam und im Dunkel, das er nie felbft er-
bellen kann. —

Die Struktur der biftorifchen Zeit ecrweift fich fo als eine dop-
pelte: ein gleichfdrmiges formales Schema, das feinem Zeitchavakter
nach eigentlich felbft natur.zeitlich ift, und ein ganz unichematiiches
Sdhaffen, das zugleich ein immerwibrendes Sterben ift.

Die formale Struktur der hiftorifchen Zeit evicheint alfo mit
einer merkwiirdigen Pavadoxie bebaftet. Sie ift, foweit fie eigentlich
formal ift, unvein, enthilt ein ibr fremdes, nicht-bhiftorifches Moment,
— foweit fie aber hiftorifch ift, ift fie formal ganz unfafibar: der
konkrete Vollzug hat keine Gemeinfamkeit der Form.

Das weift davauf bhin, daf der Begriff der Form felbft ein
nichthiftorifcher Begriff ift und daber dem Hiftovifchen letsten Endes
nicht adidquat. Wober kommt denn dann aber der formale Hnteil
in der bhiftorifchen Zeitlichkeit?

Die Antwort lautet: Es wurde in der vorangegangenen Erdrte-
rung der urfpriinglich biftorifche Zeitbegriff des Individuums
aufler adht gelaffen zugunften der Zeitlichkeit der biftorifchen
Gruppe. Damit ging aber viel von der lejten Zufpifung des
Heideggerichen Zeitbegriffs verloren; fo vor allem die Beziehung
auf den eigenen Tod, mit dem es wirklich zu Ende ift. Die ftec-
bende »Generation« kennt ibren Nadbfolger, ibre Beziebung zur
Jugend ift nicht eine vein negative, nicht nur HaB}, fondern audc
Liebe. Der einzelne Menfch bat in diefem Sinn keinen Nachfolger!;

lichkeit kommt alfo durch fo etwas wie eine doppelte Negation zuftande!).
Ich mdchte glauben, daB mit diefer merkwiirdigen Erfcheinung Hegels
eigentiimliche Lebre vom »Ende der Gefchichte« zufammenbingt. Die Ge-
fchichte mufl zu Ende geben: — denn die diefer zugrunde liegende Zeitlichkeit
(die, wie ich darzulegen verfuchte, zuerft von H e g e 1 mittels feines Begriffes
des »Aufbhebens« [= Vernichten und doch Bewabren] ibre, wenn auch
unvollkommene, Explikation fand) ift endlich.

1) Das Verbiltnis von Eltern und Kindern ift kein urfpriinglich bifto~
rifches, fondern ein naturbaftes. Geiftige Schiiler~ oder Jiingerichaft wire
vielleicht die einzige, aber febr inaddquate Parallele. Denn der Sdchiiler ift
nicht frei. Hiftorifh denkt dagegen Niet {ch es Zarathuftra, wenn er fagt:
»Nun beifle ich euch, mich verlieten und euch finden; und erft, wenn ibr
mich HAlle verleugnet babt, will ich Euch wiederkebhren.« (HAlfo fpradh
Zarvatbuftra, 1. Teil, Von der ichenkenden Tugend, 3.)
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er ift ftets jeweils der lefite. So fagt auch Heidegger: »Das
Vorlaufen ins eigene Vorbei ldft das Dafein ganz allein bei fih
felbft ftehen, mitten im Ldrm der Hlltdglichkeit, ftellt es in die
Unbeimlichkeit«.

Das bedeutet aber, daBl das fchematifche, naturzeitliche Moment
bei der Zeitlichkeit des Einzelnen keine Rolle fpielt. Jeder Einzelne
ftitbt nur einmal; jede einzelne Generation allerdings audh, aber fie
weifl fich ein Glied in der Kette der Generationen. Wenn aud
vollig leer und dunkel, ift doch das formale Schema fiir beliebig
viele folgenden Genervationen votrgezeichnet. Es fpielt eben biet
offenbar das Naturbafte in der »Kette der Zeugungen« mit
binein. Der Name (genervatio) felbft weift darauf bin. Das natut-
hafte Moment in der Zeitlichkeit der hiftorifchen Entwicklung einer
Men{ichengruppe rviibrt alfo ber von dem naturbaften HAnteil diefer
Gruppe felbft, die immer etwas von dem Heideggericen »Mane
an ficdh bat.

Daber kommt es, dal das fchematifche Moment nicht ein ftreng
verweifendes, auf die Jeweiligkeit zuriickwerfendes ift (alfo
von der Hrt der fogenannten »formalen Anzeige« im Sinne Heid-
eggers), fondern ein Nebeneinander oder Hinteveinander, eben
das Phidnomen der »Kette«, geftattet.

Betrachtet man das Leben mebrever Einzelnen, fo kann man
natiitlich aud eine formal-fchematifche Hnalogie in ibrem Verbiltnis
zum Tode und zurv Zeit finden; aber diefe Hnalogie fiibrt nie zu
einem Nebeneinander, das die »Zukiinftigkeit«, die Zugefpititheit der
Zeitlihkeit auf den Einzelnen irgendwie befeitigte. Im Tode find
zwar alle gleich, im Wie, aber durch diefe Gleichbeit sindividuierte«
die hiftorifche Zeit gerade den Einzelnen, indem fie ibn einfam
madht, ibm jeden Vergleich mit Anderen hinfichtlich des »Wase,
feiner qualitativen Befonderbeiten, feines Ranges, Wertes ufw. un-
méglich macht (i. S. 226). Die Schickfalsgemeinichaft des Sterbens
erleidhtert dem Einzelnen — als biftorifchem Wefen — den Tod
nicht!. — Die Weife der formalen Gemeinfamkeit beim Einzelnen
ift alfo eine wefentlich andeve als bei den »Genevationen«, — —

Diefe Verbiltniffe haben — fo befremdend das zuniddhit auds

klingen mag — ibve Analogie im Mathematifchen.

1) Lebenslagen, wo Gemeinf chaften (Menichen gleichen Stammes,
Blutes, Glaubens ufw.) gemeinfam in den Tod geben, find niemals von rein
biftorifchem Seinscharakter. Es findet irgendeine Weife der Identifizierung
(Einsfiiblung) ftatt, die die biftorifche Individuation ausldfcht, '

Hufferl, Jahrbuch f. Philofopbie. VIIL 43
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Die freie Wahifolge (als Reprifentantin des biftorifchen Menfchen)
ift individuiert devart, dafl ein Nebeneinander mehterver Wablfolgen
in gewiffem Sinne ausgefchloffen ift. Man kann nidmlich Wablfolgen
nicht in Mengen zufammenfaffen, nicht klaffifizieren oder auch nur
kolligieren. Man koénnte das nur in ganz duBerlicher Weife nach
ibren Anfangsftiicken!. Es find alfo allein die gefeymafigen Folgen
einer »Klaffifikation« und Hbftufung nach der Komplikation ibrer
Strukturgefete fidhig, wie bei der Befprechung des Kontinuum-
problems (8§ 5b) ausfiibrlich erdrtert wurde. — —

Die vein hiftorifche Zeitlichkeit, fo kdnnen wir zufammenfaffend
fagen, ift die des individuellen bhiftorifchen Lebens. Sie findet
fich wieder in dem Zeitcharakter gewiffer mathematifcher Phanomene:
der frei werdenden Wablfolge und des transfiniten Progreffus.
Det Grund dafiir ift, daf} diefe mathematifchen Phdnomene, die ebenfo-~
wenig wie irgendwelche anderen Phidnomene, reine Gebalts- oder
t e i n e Bezugsphianomene find, felbft bift o vif ch e Vollzugsmodi kon-
ftitutiv enthalten: Das freie Wiahlen und die Reflexion auf die
eigene jeweilige Lebenslage? Freilich eignet jenen mathemati-
fchen Phinomenen ein gewiffes formal-ichematifches Moment nicht-
bhiftovifchen (naturzeitlichen) Charakters, das feinen Urfprung bat in
dem Umftand, dafl das Mathematifche als foldhes nicht-hiftorifch ift.

Dies fiibrt nun endlich auf die leite in diefer Abbandlung zu
ecvdrternde Frage, die nach dem Seinsfinn des Mathemati-
{chen felbft. Die vorangehende Explikation der Zeitlichkeit ma-
thematifcher Gegenftinde dient dazu als Vorbereitung. Denn die
Zeit kann, nach Heideggers fchon angefithctem Wort, interpre-
tiert werden »als der mogliche Horizont eines jeden Seinsverftind-
niffes«.

c¢) Der ontologifche Sinn mathematifcher Exiftenz.
I. Einfiibrung in die Problemftellung.

Der Husdrudk » mathematifche Exiftenz « bhat zuniddhit den
Chavakter eines terminus technicus. Er bezeichnet innetbalb der
mathematifchen Wiffenfchaft und ihrer fpezifiichen Te chnik einen be-

1) Nicht vdllig freieWablfolgen, fondern folche mit Nebenbedingungen,
konnen freilich klaffifiziert werden, aber eben nur nach ibren Neben-
bedingungen (fo kann man etwa Wiirfelfolgen mit einem oder zwei
Wiirfeln untevicheiden), d. b. alfo gerade foweit, als fie nich t frei, fondern
gefelich gebunden find.

2) Vgl. das in §5a, IIC im Anidhluf an Doftojewskij erdrterte
Beifpiel der »Parentbefen«sReflexion. (S. 102ff.)
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ftimmten Grundbegriff. lbm bhatten viele der vorangehenden Be-
trachtungen gegolten, die ja von einem Konflikt in der gegenwirtigen
mathematifchen (nicht philofopbifchen) Forfchung ausgingen,
obzwar es fich immerbin dabei um einen Streit um die Grund-
legung der Mathematik als Wiffenichaft handelte.

HAber, wollte man fich auf die eben gekennzeichnete Bedeutung
der Worte »mathematifiche Exiftenz« befchrdnken, fo kime man iiber
ein Randproblem der Philofophie der Mathematik nicht binaus.
Das eigentlich philofophifdh e Problem, das das Beftehen einer
mathematifichen Wiffenfhaft und das »Vorkommen« mathematifcher
Gegenftinde in unferem Leben und feiner Welt ftellt, kann fich nicht
davauf beziehen, mit welchen technifchen Mitteln man die »Exiftenz«
mathematifcher Entitdten in der Wiffenichaft fichert. Mag audch klipp
und Klar entfchieden fein, ob Konftruktion (und welde) oder Wider-
fpruchsfreibeit die »mathematifche Exiftenz« garantieven, welche Hrt
des Unendlichen in der Mathematik zuliffig fein foll ufw., — phi-
lofophifd ift damit noch nichts von Belang geleiftet. Und wenn
man nicht der Meinung ift (— und wir find es keineswegs!), daf
die Philofophie als ancilla scientiarum, alfo in unferem Falle als
Magd der Mathematik ibr Dafein friften foll, fiic die fie »den Grund
zu legen« habe!, — fo ift vor allem zu fragen, welches Problem
fich denn nun eigentlich eine wirkliche Philofop hie der Mathe-
matik zu ftellen habe.

Nach unferer grundfiglichen Hnfchauung vom pbhilofophifchen
Fragen (die bier nicht zu begriinden ift) ift jede eigentlich pbilofo-
phifche Frage eine folche nach dem Sein: genauer dem Sinn des
(jeweiligen in Rede ftehenden) Seins und vielleicht auch nach feinem
»Grunde« (dem »Seinsgrunde«). Eine folche Frage ift, mit andeven
Worten, ontologifd.

Sofern nun »Exiftenz« ein Seinsausdruck ift?, geht aber die
Frage nach der »mathematifchen Exiftenz« auf das Sein des Mathe-
matifchen, genauer auf die Wie feines Seins. Wit fragen alfo nach
dem Wie des Seins des Mathematifchen und damit philo-
fophieren wir iiber das Mathematifche.

1) Mande neukantifchen Richtungen find nicht fern von einer foldhen
Bebauptung gewefen (f. o. S. 126 u. Math. Anb., Schlufibemerkung).

2) Um Mifverftandniffe zu vermeiden, fei bemerkt, dafl »Exiftenz« nicht
etwa in dem befonderen Sinne gemeint ift, den ibm Heidegger in »Sein
und Zeit« gibt. — »Exiftenz« beifit bier einfach »Seinsweife«.

Buch das Wort »ontologifch« ift zwar im Anfchluf an Heidegger,
aber doch in freiever Weife als bei ibm, nicht gemdfl der in »Sein und Zeit«

gebrauchten ftrengen Terminologie verwendet. .
43
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Um diefer Frage nunmebr ndber zu kommen und auch um zu
fehen, was die vorangebenden Betrachtungen fiir ibre »Lofunge
niigen konnen, ift es zunddft notwendig zu wiffen, was »das
Mathematifche« ift.

Eine folche Frage ift nur zu beantworten, wenn man auf die
Gefdhichte der Philofophie zuriickgeht und in edbter, d.b. fachlicher
Interpretation die Entwicklung verfolgt, die die Bedeutung des
HAusdrucks durchlaufen bat. In diefem Sinne werden wir zundchit
die gefchichtlihen Wurzeln der Idee des Mathematifchen in der
antik en Philofophie zu ergriinden verfucdhen und dann ibre Ent-
wicklung in der neueren Zeit weiter verfolgen.

II. Hiftovifche Orientierung an dev Antike.
A. Das Problem der ud¥nais (Vorplatoniker [Avchytas] und Plato).

Der Husdruck »das Mathematifche« ift mit Hbficht doppeldeutig
gewiblt. Er Kann, ebenfo wie (noch deutlicher) das griedhifche Wort
uadyue, von dem er heritammt, bedeuten: er ft ens die Mathematik,
zweitens die mathematifchen Gegenftinde als Thema det
Mathematik.

Diefe Doppeldeutigkeit ift nicht einfach eine liftige Hquivokation,
fondern der Husdruck fiiv ein eigentiimliches Moment am Seins-
charakter des Mathematifchen.

M Ique (die Worte auf uo ftehen im Griechifchen gewiffermafen
zwifchen Verb und Subftantiv, vgl. S. 194, Anm. 1) heifit einexrfeits
das, was gelernt (bzw. gelebrt) ift oder werden kann (der Gegen-
ftand des Lernens), andevetfeits — ebenfo wie unfer deutfches
Wort »die Lebre« — der Lebenszufammenbang, in dem man lernt
(belebrt wird)!; man denke an die Redewendungen: ser ging beim
Meifter in die Lebhre« oder »das war mit eine bittere Lehre«. —

So bhat es, bei feinem erftmaligen (wiffenfchaftlichen) Auftreten
in einem wdrtlichen Fragment des Archytas (Diels 35, B.1) fchon
einen »mittleren« Sinn: ».... xal wepl yeusrplag wal deududy rai
OQpaieuads #ai ... wepl uwoinds. vtadre yae ta uadijuara doxodvr
fuey adelpéas zu deutfch: »denn diefe »Lebhrene« fcheinen uns ver-
fchwiftert zu fein«, — ndmlich Aftronomie, Geometrie, Arithmetik
und Mufik. Nadh der beachtenswerten Unterfuchung von B.Snell?

1) Im Griechifchen ift die Sachlage von der Seite des Lernens
(wev9dvew), im Deutfchen von der desLebrens aus gefeben. (Hbnlich wie
im Latein: »disciplina« = »Lebre« kommt von »discere« = »lernens).

2) Bruno Snell, Die Ausdriicke fiir den Begriff des Wiffens in der
vorplatonifchen Pbhilofopbie (Pbhilologiiche Unterfuchungen, berausgegeben
von Kiefiling u. Wilamowity, Heft 29, Berlin 1924); V. ud9yue, S. 72fF.
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bat uadyue allerdings eine paffive Bedeutung (Gegenftand des
Lernens). Snell iiberfet audh in dem foeben genannten Fragment
padfjuare mit »Lebrgegenftinde«. Wenn diefe Interpretation audh
offenfichtlich einfeitig ift, mufl man doch andeverfeits Sn ell zugeben,
daf} die »paffiviiche Bedeutung des Wortes« zu den Eigentiimlich~
keiten gehort, »die es dazu geeignet machten, eine ganz beftimmte
Gruppe von Wiffenfchaften«, eben die mathematifchen, »zu bezeichnen«.
Snell fagt (. c. S. 79): »Wibrend alle bisher behandelten Begriffe
vom Erkennen des finnlich wabhrnehmenden Subjekts ausgingen, ift
durch pddqua das Objekt als das MaBgebende gekennzeichnet.
Das Wort padyue wies alfo auf eine Erkenntnis, die von der
Zufdalligkeit der Perfon und der Empivie abfieht,
die vielmehr Gegenftinde fieht, die mit vdlliger Sicherheit erkannt
werden. Hber diefe Gegenftinde mufiten »gelernt« werden kdnnen;
ibre Erkenntnis mufite eindeutig und mitteilbar fein. Und
diefer doppelten Forderung entfpricht nur die Mathematik.«

Um dies beffer zu verftehen, miiffen wir wiffen, welches die
»anderen Weifen des Etkennens« find, auf die Snell anfpielt.
Diefe find: 1. gogia: das praktifche Kénnen (von cogds, der Kundige);
2. yrduny: das Erkennen durch das Huge; 3. olveoig: das Verftehen
durch das Obr (vor allem deffen, was jemand fagt); 4. ioropic (von
‘otwp: der Hugenzeuge): das Erfahren duvch (das Verhdr von)
HAugenzeugen.

Was ift nun fiicr alle diefe Weifen von Etkenntnis charakte-
riftifch? Und wodurdch untericheiden fie fich alle vom uav$dverr?

Diefe Etkenntnisweifen exwetrben ibr Wiffenallefelb ft
in der unmittelbaren Lebenserfabrung: durd tdtigen Umgang mit
den Dingen, durch Etrblicken, durch Hinbdren, durch eigenes Nach-
fragen bei Hugenzeugen. Diefe felbfterwerbende Erfahrung rvubt
ganz in der Faktizitdit des eigenen Dafeins. (Das ift gemeint mit
dem fehr unzulinglihen Husdrucke Snells: »Zufilligkeit der
Perfon und der Empirie«). Dagegen kann man ohne eigene Et-
fabrung aud von andeven etwas »lernen«, was der andere vielleicht
in feinetr Lebenserfabrung felbft erworben — der Meifter des
Handwerks zeigt dem Lebhrling den und jenen praktifchen Griff und
Kniff — oder feinerfeits von einem Dritten gelernt bat. — Hber
kann man in der eigenen Lebenserfahrung Exworbenes fchrankenlos
auf andere iibertragen? Kann man nicht das Befte nur »vormadene,
fo daBl es der andere dann, wenn’s ihm »gliickt«, »nachmachen«
kann? Kann jener es nicht hoditens nur »ablernen«, — aber dodh
nicht eigentlich, als einen beftimmten »Gegenftand des Wiffens«, lernen?
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Der »Hblernende« muf fich mit feiner Faktizitit der des Lebrers
angleichen, er mufl es »fo mad en wie er« und legtlich alfo audh
felbft erfahren, in #bnlicher konkreter Lebensfituation, im faktifchen
Umgang mit den Dingen. Zu diefer Selbfttitigkeit allein leitet ihn
detr Lebrer an. — Der eigentlich oder »blofi« Lernende aber foll dies
nicht brauchen. Ibhm wird das Wiffen gegeben, er braucht es nicht
felbft zu erwerben; er braudt nicht irgendwie Hand anlegen, ev lafit
es fich vorfiibren, vorlegen.

Kann man aber auf diefem Wege iiberhaupt zu echtem
Wiffen gelangen? Ift diefes Lernen nicht ein blofles uneinfichtiges
Ubernebmen von der Hutoritdt des Lehvers, alfo ein »Sich-Einlernenc,
das zu keiner eigenen Uberzeugung fiihren kann?!

In der Tat liegt eine Schwierigkeit im Begriffe des eigent-
lichen Letnens, das weder sHblernen« nodh »Sich-Einlernene« fein
fol. Das, was in diefem ftrengen Sinn eigentlich erlernbatr fein
foll, muf} in fich felbft einen ganz befondeven Sinncharakter bhaben.
Es mufl von der f{pezifilchen Verichiedenbeit der individuellen
Lebenserfabrung unabbingig fein und es muf andeverfeits auch
trotzdem der eigenen Einficht zugidnglich fein.

Dies ift nun in der Tat das Eigentiimliche mathematifcdher
Zufammenbhinge, daf »ibr Gebalt offen zutage liegt«. (Aviftoteles:
Ty 08 (sc. padquarixdv) ©o wi éorww ovx &dylov.)* Sie baben alfo
einen eigentiimlichen Sacdh gebalt, der in fich finnvoll ift, ohne
Riickficht auf den Erfabrungszufammenbang, in dem erv auftritt.
Daber ift es in gewiffem Sinn wircklich vichtig, das Eigentiimliche
der mathematifchen Etrkenntnis vom »Objekt« her zu beftimmen.®

Auf der andeven Seite ift ein folcher erfahrungsunabbidngiger
Sinngebalt etwas fehr Ritfelbaftes. Denn die Dinge der Umwelt
find dodh nur im Zufammenbhang der Lebenserfahrung. Sie find

1) Es wird bier abgefeben von der Erwerbung von Wiffen aus autori~
tativer Tradition, z. B. in veligidfen HAngelegenbeiten, in der Sitte und im
Recht. Dies mdchten wir nicht als »Lernen« bezeichnen.

2) An der fchon friiber (S. 190, Anm. 2) zitierten Stelle Eth. Nic. Vi, 9
(1142a 20). Der Kontraft dazu ift die Ecrkenntnis der wirklichen Natur, deren
Urfprung in der Erfabrung liegt; davon kénnen fich die jungen Menfchen nicht
felbft iiberzeugen, fondern fie reden blofl (obne Einficht) dariiber. (76v ¢ «f
qpyei 8§ Bumeping: xal T& uEy ov mioTEGOUGLY of voi, dhAa Aéyovaw, L. c. 19—20).

3) Snell erwdbhnt noh (l. c. S. 79 Anm. 5) die in der Tat merkwiirdige
Tatfache, dafl die paffive Verwendung von yuyrdioxw aufler bei den matbes
matifch gevichteten »Pytbagorveern« febr felten ift. (Allerdings ift die Echt«
beit der Philolaos«Fragmente von E. Frank beftritten worden.) Das
Matbematifche »w irde« in der Tat »eingefeben«; von wem, ift belanglos!
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gar nicht urfpriinglich »Dinge fiiv fich felbfte, fondern Gebrauchs-
gegenftinde, Werkzeuge, Nabhrungsmittel, Waffen, freundliche und
feindliche Naturgewalten, Robftoffe u. dgl.!

B. Das Hpriori und die Anamnefis (der junge Plato).

Diefe Ritfelbaftigkeit ift friib empfunden worden: Plato bat
fie als erfter aufgedeckt und gedeutet, durch feine Lebre von
der Wiedevevrinnevrung (avdurgog) an die vorweltliche
Schau dev ewigen Ideen. Im Meno (80A—86C) handelt es
fih um die Moglichkeit des Suchens (Forfchens, {yzeiv) und zugleich
auch des uov3averv. Das fopbhiftiiche Dilemma iiber das Suchen
lautete fo: Weder nach dem, was der Menfch weif}, wird er forfchen,
denn er weifl es ja fchon, ... noch nach dem, was er nicht weif,
denn er weifl ja gar nicht, wonadh er forfchen foll. (o¥ze yap &v ye
& olde {yuoi- olde yag .... olre & wi) oldev oldé yag oldev § To Lyvioer)?
Man kann das Ritfel des Letnens (was Plato nicht tut) ebenfalls
auf die Form eines derartigen Dilemma bringen: Wenn jemand die
uadrjuere fchon kennt, braudht ev fie nicht zu lernen, wenn er fie
aber nodh nicht kennt, fo kann er fie gar nicht lernen, denn fie
follen ja nicht in der Lebenserfabrung ihm begegnen, — wie foll
ev alfo auf fie ftoen? Ev foll ja die ua$juere nicht durd eigenen
felbfttitigen Umgang mit den Dingen erwerben! — Oder anders
ausgedriickt: Wie ift es mdglich, daf einer, ohne eigene Erfahrung,
die erft das alternde Leben fich erwirbt (wAfiog yae yodvov rrorei
Ty éumepiay Ariftot., L. ¢, 1142a 15 —16), zu feiner eigenen Ubert-
zeugung belebrt werde?

Zur Beantwortung diefer Fragen ftellt Plato die Thefe auf:
70 yag Uyrely oo wal 0 pavddvery dvduvyorg 8hov Eotivd (»denn das

1) Die pbanomenologifche HAnalyfe der »Umweltlichkeit« ift von M.
Heidegger in die Wiffenfchaft eingefiibrt worden, f. jett »Sein und
Zeit« § 156F. —

Heidegger bat auch gelegentlich (in Marburger Vorlefungen W..S.
1923/24) die vevichiedenen griechifchen Husdriicke fiir »Gegenftinde« wie
folgt zufammengeftellt: »1. 7a modypare das, womit ich es zu tun bhabe (»Tat-
fachen«); 2. & yorucre Dinge, fofern fie im Gebrauch find; 3. r¢ nowovueve
das kiinftlich (réyvy) Hergeftellte; 4. 7¢ @uoixé das, was von fich felbft aus
widchft; 5. 1& uedjuere das Lebrbave (woriiber es ein eigentliches
Wiffen gibt, das jedem beigebracht werden kann)e,

Bud in diefer vergleichenden Zufammentftellung bebt fich das uddque
ab, durch feine formale Charakteriftik. Ebenfo formal charakterifiert
miifite man (1)—(4) »das in der Lebenserfabrung (im Umgang) Begegnende«
nennen.

2) Meno 80D. 3) Meno 81 CD.
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Suchen und das Lernen ift ganz und gar Wiedererinnerung«). Weil die
Seele in einem friiheren Leben (Leben und Tod werden als miteinander
abwedfelnde periodifche Zuftinde gedacht) Alles [kennen] »gelernte
hat (odx o7y § 7L 00 peuadyuer)l, ift fie imftande duvch Erinnerung
»HAlles« wieder aufzufinden. Das ift dann das, was die Menicden
»Lernen« nennen (8 7 ud3qor zakotiory &vdpwmor)l. Das primire
uavdavery der Seele im friiberen Leben ift eine utfpriingliche Ev-
werbung, alfo kein uov3averr in dem hier problematifchen Sinn.
Diefes Urphdnomen verbirgt das Dunkel des Mythos. Hber das
»fekunddre«, d.i. das eigentlich problematifche »Lernen« ecklirt fich
dadurdh, dafl wir uns bei ibm nur an etwas erinnern, was wir im
Grunde fchon von friiher her wiffen, ohne dafl wir uns felbft da-
viiber im Kklaven find. »T@ odx elddre dpa rreol dv &v pi) €ldf Ever-
ow ahydeic ddkor«. (»Dem Nichtwiffenden wobnen alfo wabre
Meinungen inne iiber das, was er nicht weifl«). »>Oduody oddevog
diddalavrog ahl’ Eowrioavtoe émiomjoetar, dvelafwy adroc €5
atbrob vy émroruyy; — vai«? (»Wird er nicht, obne daf ibn
jemand belebrt, nur daduvch, dafl ibn jemand ausfragt, zum Wiffen
kommen, indem er felber aus fich felbft heraus das
Wiffen heraufholt?« — »Ja«). — So ift es nach Plato bei
allem geometrifchen und iiberhaupt »mathematiichen« Wiffen (szotrjoec
7repl TTAONG yEwueTpiag Tadre rabrta ralTtdv EAAwy uadnudrwy
arwavrwy)d.

Damit hat Plato den »apriorvifd en« Charakter alles smathe-
matifchene, eigentlich erlernbaren Wiffens entdeckt. Es ift in der
Tat im wortlichften Sinne Wiffen vor der Erfabrung diefes unfeves
Lebens.

Das mathematifche Wiffen ift alfo einetrfeits Wiffen »von detr
Sadhe allein ber«, unabhingig von perfdnlicder faktifcher Et-~
fabrung. Hndererfeits gerade deswegen nid t von auien kommend,
uns im Leben im Sinn von »Erfahrung« begegnend, fondern unbe-
wuflt in uns befcloffen, feit mythificher Vorzeit. Nur der HAnfto
zu feinem Wiederbewufitwerden kann aus der Erfabrung kommen'*,
durch Fragen kann auf es aufmerkiam gemacht werden, gelebhrt
werden kann es nicht. Das Ritfel von Lehren und Lernen wird alfo

1) Meno 81 CD.

2) Meno 85 C.

3) Meno 85 D.

4) Vgl. Kants bekanntes Wort: »Wenn aber gleich alle unfere Er-
kenntnis mit der Erfabrung anbebt, fo entipringt fie darum doch nicht eben
alle aus der Erfabrung.« (Kritik der reinen Vernunft; Einleitung, 2. Bufi,, S.1.)
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dadurdh »geldfte, daBl die Moglichkeit eigentlichen Lehrens und Lev-
nens (im naiven Sinn) geleugnet wicd?®

Damit gewinnen aber die uedjuare und die ud9yoig eine ganz
ausgezeichnete Stellung: jene ftammen aus der mythifchen Vorzeit,
und diefe bat gewiffermafBen die magifche Kraft, die
Schatten des in jener VorzeitLebenden wieder het-
auf zu befchwdren. Daber die Erhabenbeit der Mathematik in
der Meinung der Hkademie und dabher jener mevrkwiitdige Spruch
iiber ihrer Pforte: updeis dyswuéreyros eioitw!?

Der Skeptiker von heute wird freilich fagen, es bhandele fich
eben um einen jener bekannten platonifchen Mythen und man diirfe
die Sache nicht wortlich nebmen. Ervnfthaft habe nicht einmal Plato
felbft an die Wirklichkeit des friiheren Seelenlebens und an die »Et-
innerung« daran geglaubt. Und fad lidh fei die fchéne Sage natiiv-
lich vollig indiskutierbar. Man babe in der dvauynoig eben den nodh
ftammelnden, bhalbmythifchen Husdruck fiivr das allerdings fiiv das
philofophifdhe Verftiandnis des Mathematifchen grundlegende Phinomen
der »teinen Hnichauung a priori« im Sinne Kants.

Wir find anderer Meinung. Wir wagen zu fragen: Sollte viel~
leicht der platonifche Terminus avduyyocs, philofopbifc d. h. onto-
logifch betrachtet, tiefer und eigentlicher das Wefen mathematifcher
Erkenntnis treffen als die Kantif e Bezeichnung »veine Anfchau-
ung — a priori«? Oder nodh i{hdrfer gefragt: Was heifit a priori?
Was kann es andetres heifien als »von dem Friiberen hete«, d. h. »aus
dem friiberen Leben bher«?

In welchem Sinn ift das aber zu verftehen? Das friibere Leben
ift die »Vor~Zeit«, das prdbhiftorifche Dafein; diefes ift wahr-
baft vor der tozog(a, d. h. der leibbaften Erfahrung®. Es ift bei

1) Das vorhin aufgeftellte Dilemma 16ft fih genauer fo: In gewiffem
Sinne kennt man fcdhon die wmedijuara, in anderem nicht. Man kann fie
»lernen«, weil man fie innerlich fchon im Befiy bat, man bat es aber auch
nétig, fie zu lernen, denn diefer innere Befity ift nicht »bewufit<; das bewufite
(biftorifche) Leben muf ibn fich erft aneignen. Dies ift aber nicht »Lernen«
im Sinne der Ubernahme einer fremden »Lebre«,

2) Es kann den fymbolifden Wert diefes Spruches nicht antaften,
daf} die biftovifche Tatfachlichkeit jener Infchrift zweifelbaft ift.

Nach H. Han k el (zur Gefchichte d. Math. im Hitert. u. Ma. S. 129) foll das
Wort in der Form: »undeis éyewuérontos eloito pov tiy oréynv« bei der Ers
Sffnung der Vortrdge Platos in der Akademie (389) gefprochen worden fein.
Die (erft byzantinifche) Quelle ift Tzefes, Chil. VIII, 972.

3) Ich nebme bier ioropiw, iorogeiv alfo in der Bedeutung >durdch (eigene)
Bugenzeugenicaft erfabren«; obwobl neuerdings Snell (I c. S. 59ff.) es
wabricheinlich gemacht bat, dal icropeiv urfpriinglich »durch das Verbor
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jedem Einzelnen feine eigene friibe Kindbeit, bei jedem Volke feine
vorgefchichtliche Epoche, bei der Menichheit iiberbaupt das »Friib-
meniliche«, das primitive Seelenleben. Es ift nicht im groben Sinne
»vergangens, es lebt noch in uns, obzwar verborgen: als das fogenannt
»Unbewufite« oder »Unterbewuflite«, wie wir fagen wollen: als das
Subbiftorifche.

Platos Thefe von der dvduryoug ift alfo zu interpretieven als
die Bebauptung des préabiftorifchen bzw.{ubbiftorifchen
Urfprungs mathematifcher Etkenntnis’. Es ift gewifl
nicht nachweisbar, dal Plato dies mit voller Klarbeit gewuft hat.
Schon deshalb nicht, weil ibm dev explizite Begriff des Hiftovi-
fchen fehlt?, wie eigentlich der gefamten HAntike. Hber et hat in-
tuitiv die Spannung zwifchen Hiftorifchem und Nicht-hiftovifchem et-
kannt und die Hbfeitigkeit und Husgefondertheit des Mathemati-
fchen von allem iibrigen Wiffen empfunden’ und fie tieffinnig ge-
deutet als ZugebhGrigkeit zu jenem vorzeitlichen Beveich. Diefe

von (andetren) HAugenzeugen erfabren« bedeutet. Immerbin beifit aucb
nach Snell forwp (»Hugenzeuge«, aber auch »Schiedsrichter«!) wdrtlich:
»der, der gefeben bat« und foropéw = ioTwg elur »ich bin der, der gefeben
bat«. Es ift alfo wobl auch jetst noch geftattet, iorogsiv als »leibbaft erfabren«
zu interpretieven und das Wort >hiftorifch« in diefem Sinne terminologifch
zu verwenden.

1) Es fei bemerkt, daf audh fonft Plato fiir das Prd- und Subbiftorifche
Sfters das feinfte Verftdndnis zeigt. Hingewiefen fei nur auf die wunderbar
belllichtigen Bemerkungen iiber den Sinn des Traumes (Staat, Bud IX,
571 CD, 572 B), die geradezu wefentliche Teile der beutigen Pfychoanalyfle
vorwegnebmen. — [Infachlicher Hinfidht vgl. o. S. 223 ff]]

2) Implicite exiftiert die Unterfcheidung des Hiftorifchen vom Nidht-
biftorifchen (Naturbaften) bei Plato febr wobl.

Zu nennen find vor allem die verfchiedenen Seelenmytben (Pbaidros,
Staat: Buch X, Sympofion), die Erfchaffung der Zeit im Timaios (37 CD),
die Atlantisfage ufw.

Wefentlich find vor allem die Zeitvorftellungen, das Verbiltnis von
zyklifcher und einmaliger Zeitlichkeit u. 4. — Nad neueren Forichungen
liegen (vielleidht!)altiranifch eVorftellungen (die mdglicherweife durch
Eudoxos’ Orientreifen der Akademie vermittelt wurden) zugrunde. (Vgl.
W. Jager, Hriftoteles (Berlin 1923), Seite 133 ff.)

Fiiv die altiranifchen Zeitvorftellungen vgl. Heinrich Junker, Uber
iranifche Quellen der belleniftifchen Aion-Vorftellung, Vortrdge der Bibliothek
Warburg 1921/22 (Leipzig und Berlin 1923). Ferner: R. Reigenftein, das
iranifche Erléfungsmyfterium (Bonn 1921). — Fiiv das primitive Zeitbewufits
fein: Caffirer, Philofophie der fymbolifchen Formen II. Teil: das mythifche
Denken (Berlin 1925) S. 132ff. (Die Darftellung C.s entbilt wichtiges Material,
das aber nod nicht weit genug interpretiert ift. Hier liegt noch eine
fchwierige ungelsite Aufgabe vor.)
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kiithnen Abnungen Platos kdnnen uns aber heute noch zum Leit-
faden dienen und den Frageanfai nach dem Seinsfinn des Matbe-
matifchen wenigftens andeutungsweife geben.

C. Die Abftraktion (&ypwioesis) als das Kennzeichen des Matbematifchen.
(HAriftoteles.)

Es kreuzt fich allerdings fchon in der Hntike noch ein ganz
anderer Gedankengang mit dem platonifchen, dev ebenfalls unfete
ernftefte Beachtung verdient. Erv viibtt von Aviftoteles bher und
wurde teilweife fchon frither (§ 6a) betrachtet. Es handelt fih um
die Kennzeichnung des Mathematifchen als des Hbftrakten, als das
was »0. dpaigéoedg ot . Diefe Kennzeichnung ftempelt das Mathe-
matifche zu einem Moment am Sein, es nimmt ibhm das felb-
ftindige Sein, driickt es unter das volle Sein bherab. Genauer ge-
fagt: das Mathematifche exiftiect eigentlich nur als Korrelat einer
beftimmten »aphaivetifchen« Weife der Betrachtung. Diefe betrachtet
gewiffe an und fiiv fich nicht »getrennte« Seiten des finnlich ver-
nehmbaren Dinges als getrennte (ra& uadquerizd ob zeywoiousva g
regwotouéve voei)?.  Damit betvachtet aber der Mathematiker die
Eigentiimlichkeiten des Naturdinges nicht als folche, in ibrem eigent-
lichen Wefen, fondern »als nicht - folche«, alfo uneigentlich. Es ift
zum genauen fachlichen Verftindnis ecrforderlich, auf die Texte im
einzelnen einzugeben. ¢ guoizog 7weol &rzavd’ Goa rob vorovdi owuarog

1) Eth. Nic. VI, 9 (1142a 18) [f. S. 190, Anm. 2].

2) Die Stelle (de anima III, 7; 431 b 12—16) lautet im Zufammenbang:
T 08 &v apapéoe ltyquwu voel [sc. 10 vonuuxdy] domep v €l TO Gludy, 7 uiv
at[uov, o0 xeywoiouévwg, 77 0% xoidov, & t1is dvder Evepyele, &vev Tijs Oapxds &v Evost
& 7 106 xoidov" olrw 6 pednuarTixe ol xeywoouéve hs xEywLOUEVe voel, GTav
vop &xsiva. (Nach der Akad. Husg. [Bekker] und auch nach Biehl-Apelt.)

Nach Bywater foll die Stelle (leichter verl‘tandllcb) fo beiﬂen 1 &' &
dqarpéoer Asydueve voel, onep &v & 15 TO myov 1 uév aLudy ob, 71 d¢ xoikov &vdes,
fvfoyaq vo@v dvev Tijs mx()xog v &vie &v 77 70 xoidov, olTw T ym?quarum

Der Sinn ift: Bn fich verbdlt es fich mit den rdumlichen und Zabi-
Eigenfchaften wie mit der Hoblnafigkeit (entfprechend im Deutichen wire
das Schielen oder die Scheelbeit). Diefe kommt ibrem eigenen Sinngebalt nach
nur der Nafe (bzw. dem Huge) oder ftofflich dem Fleifche zu; fo auch die
viumlichen oder Mengencharaktere konkreten Sinnendingen. Hber der Mathe-
matiker betrachtet diefe Charaktere fo, wie wenn man das Hoblnafige (bzw.
das Scheele) als das Gebogene oder Hoble (bzw. das Scdhiefe) betrachtet,
d. b. obne das Fleifch, in dem doch das Hoblnafige (bzw. Scheele) notwendig
feinem Wefen nach ift. So betrachtet dev Mathematiker das wefenbaft nicht
Getrennte doch als ein Getrenntes.

Daraus folgt aber, dafi das Mathematifche nur als Korrelat diefer
»abftrabierenden« Betrachtungsweife fein Sein bat.
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ral tig roiadryg {hyg toya ral mwady - oo 0€ ui) § totatra, Ehlog (vt
7eepl Ty uEv Teyvityg, iav wlyy, oiov téntwy ¥ laTedg), T@Y 08 ua)
XWOLOT@Y uév, 7 0¢ uiy) totodrov cduaros wddy nal & dpargé-
oswg, 6 payuariadg, 1 06 weywoiouéva 6 mwedrog gildoopog. (de anim,
I, 1; 403b, 11 -16.) (sDer Naturforfcher betrachtet alles, was zu
einem folchen Korper hier gehdrt und die Leiftungen und Zuftinde
eines folchen Stoffes. Was aber »nicht als folches«! angefehen wird,
das untevfucht ein andever [fo, wenn fichs trifft, der Mann dev Praxis,
wie der Zimmermann oder der Hrzt], das aber, was nicht (an fich)
abgetrennt ift, betrachtet — aber infofern es nicht Zuftindlichkeit eines
foldhen Korpers ift und fofern es aus der Hbftraktion ftammt — derv
Mathematiker; fofern es aber (an fich) Abgetrenntes ift, der ecfte
Philofoph«.) Befremdend ift auf den erften Blick vielleicht der Ver-
gleich des Mathematikers mit dem zegrizys, dem Handwerker und
Arzt. Hber diefer Vergleich fiibvrt gervade die Hbbangigkeit des
Mathematifchen von der Weife der Intention, in der es erfafit wird,
deutlich vor Hugen. Der Zimmermann nimmt den Stamm, detr an
fich felbft die Leiche eines pflanzlichen Organismus ift, als Bau-
matervial, der Arzt den Saft einer Pflanze oder ein Salz etwa als
Hrzenei oder als Gift. Beide bhaben die Dinge unter einem be-
ftimmten HAfpekt. Hbnlich der Mathematiker, der etwa die fteinerne
Sdule als Zylinder nimmt, den Ball als Kugel, die Kante des Steines
oder den Lichtitrahl als Gevade?. Hllerdings ift diefe Weife des
Habens von Gegenftinden immer noch wefenhaft auf fie bezogen
und strifft« nicht einfach »auf fie zu« (ovufaive, wovon xare
ovufefyadg) .

Das geht am klaviten davaus bervor, da die mathematifchen
Wiffenfchaften eine ganz beftimmte Beziebung zu den Wicklichkeits-

1) Der Text ift bier leider unficher: 403b 12 baben die meiften Hand-
fchriften 8o« 02 un n rowcire Cod E bat 7v; das bieBe: »Was aber nicht fo
befchaffen ift« bzw. »war«. Simplicius zitiert aber die Stelle mit 7 (dies
iibernimmt Biebl-Apelt nach dem Vorgang von Bonit); danach baben
wir iiberfefyt, denn nur fo erbhidlt die Stelle die volle Schiarfe des Ausdrucks.
Gerade die eigentiimliche Wendung »u7% 3 toedre« »nicht als folches« ginge
fonft verloren zugunfiten eines ganzlich trivialen Sages.

2) Vgl. Phyfik II, 2 (der ganze erfte Teil des Kapitels ift in Betracht zu
zieben bis 194 a12). — 194 a 9ff.: all’ 7 pév yewueroic mepi youumijs guowis
oxomei, @AV oy 1 quowxi, 7 &' énrexy pednueroop pdv yeauutv, &AX oly i
uadnuariay @AV 1§ quowe.

3) Die Weife, wie Ariftoteles die Dinge der »Umwelt« fieht, ift der
der bermeneutifthen Phdnomenologie (Heidegger) in gewiffem Sinne
entgegengefetit. Ibrve Bedeutfamkeit ift xera ovupeSnxds, fofern fie nicht mit
ngadis und moinars zufammenbingt. S. Metaph. E 2; 1026b, 2—10.
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wiffenfchaften haben; »fo daB die eine »untevr« der andeven ift, indem
es Sache der beobachtenden Difziplin ift, das »daB« (die blofe Tat-
fache), der mathematifchen, das »warume« zu erkennen.« [d6r’ elvas
Ydregov w0 Fdregov (781 36). 10 wev Gre @y alodqyTindy &idéve,
70 06 Oubtt t@v padnuevedr (79a, 2 — 3)I%

Jene angewandten Wiffenichaften verbalten fich fo, daB fie, ob~
wobl fie ihrem Seinsfinn nach anders find, doch die (mathematifchen)
Formen gebrauchen. Die Mathematik bandelt namlich von den
Formen, und fie ift nicht »gemdB einem zugrunde liegenden Sub-
ftrat«. »Denn wenn aucdh die Geometrie irgendwie ein foldhes
baben follte, fo ift fie doch als folche nicht von ihm abbingig.«
(§ote O¢ vabre, Soa freody 1L Ovre Ty olalav, wéyenrer Toig eldeoy. Ta
700 uadtuara seepl €0y otiv. 00 yag e trmoxewuévov Tivdg. &l yap
rel wed Snorsiuévov Tvdg Ta yewuetourd otiv, dll ody 3 ye xad
trronetuévor [719a, 6 —10].)

Diefe Stelle zeigt nun zugleich noch eine andere Gedankenwens-
dung, die die Hbftraktionstheorie des Mathematifchen etwas mildert.
Sie befagt ndmlich, daB die &0y, auf die fich das Matbematifche be-
ziebt, doch nicht fchlechthin ein Moment am wicklichen Kdrper find,
fondern dem Seinsfinn nadh anders als der Kdrper. Die »tein
mathematifchen« Difziplinen (wie wir heute fagen) hingen nict
ab von dem materviellen Subftrat, an dem fie im Leben als konkvetes
Wiffen erworben werden. Das dies fo gemeint ift, gebt aus einet
andeven Stelle der erften Hnalytik (I, 41) bervor. Es wird dort
gefagt, die Giiltigkeit der formal-logifchen Sigie fei nicht abhidngig
von dev ¢éz%eoig (expositio) der termini, die in dem Sdbluffe illuftrativ
figurievren. Denn wir braudhen nicht zum Beweile, dafl diefe als
Iluftration dienenden Vevhiltniffe wirklich fo find, fondern es ift fo
»wie der Geometer zwar fagt, diefe Linie fei gerade und einen Fuf
lang und ohne Breite, wihrend fie es doch nicht (genau) ift, aber
diefen Umftand nicht fo benutit, daB er darvaus argumentiert« (fon-
dern eben nur als Ecrlduterung)? Und weiterhin beifit es ein an-
dermal nod deutlicher: »Der Geometer macdht keine falichen Vort-
ausfeiungen, wie man ibn befchuldigt bat, wenn er von einer fufi-
langen Geraden fpricht, wo doch die von ibm gezeichnete Lini