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UBER TEILSYSTEME VON & ({g})*

Von Wilfried Buchholz, Miinchen

in der vorliegenden Arbeit wollen wir zeigen, daB3 die Ordinalzahlbezeichnungs-
systeme W(X), Wd({l}) von Pfeiffer [4], [6] und O(Z), Od(I) von Kino [3] in
dem System @ ({g}) aus [1] enthalten sind. Wir werden dazu Teilsysteme von
O ({g}) konstruieren, die sich unmittelbar als isomorphe Bilder jener Systeme er-
kennen lassen. Im einzelnen werden die folgenden Beziehungen bewiesen:

Fiir || X||=|{||=1+t< 4, gilt:

(1) O(x) ist Teilsystem von O ({g}),

) W(X)=6(), ~

(3) (0(), <¢)<By(1) und (0(), <, )<O(1),

@) (0d(I), <¢)<By(v) und (0d(]), <, )<O(v) mit v:=0Qq 1,

(6) wd({1})=oe{g).

Dabei bezeichnen wir mit || || die Ordnungstypen von wohlgeordneten Mengen.
A<B bedeute, daB es eine ordnungstreue Abbildung von U in B gibt. Ferner
sei Oy(1):={xecB(1):Sx=0}, O,({g}):={xeO({g}): Sx=0} und 4,:=
6o({g})||- Die Bezeichnungssysteme @ (t) wurden in [1], § 5 parallel mit & ({g})
definiert; nach [1] (Lemmata 8b, 9a, 10c und Satz 11a) gilt fiir sie:

~ ~ ~ v, wenn v=0Qq 1
||@(t)||<@(91+t+s21+,)0 und ||@0(v)||= ~
0Q2,,,0,sonst

Bemerkungen

1. Aus (5) folgt, daB Wd({1}) wohlgeordnet ist, was bisher noch nicht gesichert
war. (Die in [6] angegebene Skizze eines Wohlordnungsbeweises von Wd({1})
ist nicht schliissig. )

2. Die Beziehungen (2), (3), (4) gelten fiir beliebige t <,. Wir haben die Be-
hauptungen auf t< A, beschrinkt, da wir hier nur in @ ({g}) arbeiten und somit
die Beweise explizit nur fiir 7< A4, durchfithren werden.

3. Nach Pfeiffer [5] gilt (O(X), <o )= W,(X) und (O(X), <, )=W(X).

* Eingegangen am 15.3.1976.



86 Wilfried Buchholz

§ 1. Die Teilsysteme & (1)

Wir gehen von der in [1], § 5 gegebenen Definition des Bezeichnungssystems
@({g})=(i, <) aus und verwenden die dort eingefiihrten Abkiirzungen und
Mitteilungszeichen. Nach [1] gelten die folgenden Lemmata 1—3.

Lemma 1
a) Sa<a,
b) Sa<Sb=a<b.

Lemma 2
a) Kgau{b}<@ab (fir Oabe ),
b) {a,b} <gab.

Lemma 3
a) v<Sc=K,ScCK,c,
b) Sce<vaae H=(K,c<a<c<a).

In iiblicher Weise definieren wir die Summe a+ b und die natiirliche Summe a#4b
von Ordinaltermen a, b. Fiir a<b sei —a+b der eindeutig bestimmte Term mit
a+(—a+b)=>b. Ist n+0 eine natiirliche Zahl, so bezeichne n zugleich den Term
©00+...+600 (n mal).

Lemma 4
a) K,bCK,(a+b)CK,aUK,b,
b) K,(a#b)=K,aUK,b.

Definition von 2, und ©Q,, b fiir SH=0

a , wenn a=0 oder a=ga, a, mit a, +0

Q, :=4{ g0(ay+n), wenn a=ay+n+1, wobei ay=0 oder ay,=ga, a, mit a; +0
g0a , sonst
b , wenn b=0b, b, mit Q, <b,

0Q, b:={ OQq (by+n), wenn b=b,+n+1, wobei by=0O b, b, mit Q, <b,
0Q, b , Sonst

@Qﬂle :=A0.

Diese formale Definition von €2, und @ Q,, b steht offenbar im Einklang mit der
inhaltlichen Bedeutung der Funktionszeichen 2 und 6.

Lemma 5
a) a—Q, ist ordnungstreue Abbildung von I auf K, .
b) Es gilt K} Q,=K}a und K,Q,CK,aCK,Q,0{1} fir u<Q,.

Im folgenden sei stets © € Oy ({g})U{A,}, d.h. t bezeichnet eine Ordinalzahl <A, .
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Induktive Definition der Termmenge T (1)
1. 0 e (1),

2. a,beI(t)=a#be I(1),

3. a,beT()AKEa<a=Oabe I(1),

4. a<1=>Q,,, € 1(1:)

duktive Definition der Koeffizientenmengen K, a
a:=,wenna=0oderu<ace{,

a:={a}, wenn a € § mit Sa<u,
@ab:=K,auk,b, wenn u<Sbh,

In
1.
2,
3.
4. K,(a%b):=K,auKk,b.

K,
4
4
4

Folgerungen
Fiir a € T(7) gilt:

a<Q,.,K,acI(x),K,ackK,a, K,a\K,a<Q, , a+0Qqb.

Lemma 6
{c}UKEc<QppnKyc<Oab=>K,c<Bab

Beweis durch Induktion nach Ge.

Ist Sc=0, so gilt Kyc=K,c. Ist ce K, so gilt nach L. 5 (Lemma 5) c=2Q, mit
d<®ab und K,cCK,d, also Kyc<@ab. Ist c¢ & und Sc>0, so folgt die Be-
hauptung mit 1.V. (Induktionsvoraussetzung).

Lemma 7

Fiire=0Q, y<Q, gilt:

a) c=0@cic,ne; <@, AKyeiu{c,} <e=c<e,

b) ceT()Ac<BQ,0 =c<e.

Beweis.

a) Wegen Ocyc, €T und Sc,=0 gilt K¥c, <c,; auBerdem ist e=Oab mit
Qy,<a. Mit L. 6 folgt nun ¢; <an Kye;u{c,} <@ab,d.h. c=Oc,c,<Oab=e.
b) Beweis durch Induktion nach Ge. Sei c=0@c¢,c,<@Q,0. Dann ist nach
L. 2a Kyc,0{c,} <@2,0 und nach L.V. Kyc,U{c,} <e. Fir ¢, <€, folgt nun
die Behauptung mit L. 7a. Andernfalls muB ¢<K,Q,={e} und wegen c € (1),
e ¢ T (1) sogar c<e sein.

Satz 1
Sind @a; b,, @a,b, € (1) und ist a, <a,, so gilt:

Ky, a,0{b,} <@ a,b,<>0a, b, <O a,b,.
Beweis.
Sei K, alu{bl}<@a2b2 Dann ist Sb; <Sb,. Fiir $b,+0 gilt K, a, <(~§azb2
wegen K, a,\ Ks;,a; <Q,. Fiir Sb;=5b,=0 gilt K¥a, <a, <a, und Kya, <
Oa,b,. Wegen @a,b, € I(1) ist a,<Qq,, woraus mit den Lemmata 1, 2, 3, 5
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a, < Qga., folgt. Mit L. 6 folgt nun K, a, < @ a, b,.— Da auBerdem Ky, a, CKs,, a
ist, erhalten wir:

Ky, a,0{b, } <O a,b,<>Kg, a,0{b, } <Oa,b,<>@a, b, <O a,b,.

Bemerkung

Nach Satz 1 ist das System (T(7), <) identisch mit dem Bezeichnungssystem
O (7) aus [1], § 5, wenn man die dort in der Definition vorkommende Menge X
gleich {Q,,,: x<t} wihlt. (Die Mengen K,a entsprechen den Koeffizienten-
mengen K,a des Systems @ (z) in [1], § 5.) Wir schreiben deshalb im folgenden
O (1) statt T(7).

Satz 2

Fiir v=0Qq, 7 gilt O,(v)C{xe T : x<v}.

Beweis.

Fiir = A, ist die Behauptung trivial. Ansonsten erfolgt der Beweis durch Induk-
tion nach Ga: Ist a=@a, a,e@,(v), so gilt a, <Q,,,=2Q, und nach LV. Kya,
u{a,} <v; daraus folgt mit L. 7a a<v.

§ 2. Die Terme (a, b)

In Verallgemeinerung von [2], § 2 werden im folgenden Funktionen A, : T %
eingefiihrt, fiir die gilt:

K*(h,a)<h,a

K, (h,a)=K,a, falls w<u

v=u} ., AO(h,a)v<O(h,a,)v=>h,a, <h,a,.

Daraus folgt fiir (a, b) : =6 (hg,a)b:

Kgau{b}<(a,b)eT

K, (a, b)=K,aUK,b, falls u<Sbh

u=8b =Sb, nv=u, ., A

== l5b ,b e
(“*"’)<(€'2’”>AKualu{bl}<(az,bz)} @1, by)<(az, by)

Definition der Termmengen Ya

1. Y0:={0},

2. Y(a#b):=YauYbh,

3. YOab:={ye Ya:y<Sb}uYb,
4. Ygab:={gab}uYauYb.

Lemma 1

a) 0e YaCRyASa=max7Ya,

b) ve Yanw<v=>YvCYanAnK, vCK,a,

¢) YK,a={ye Ya:y<u}ArYOab=Y(Kgau{b}).

Beweise durch Induktion nach Ga.

[YK,a ist Abkiirzung fiir U{Yx : x € K,a}, analog Y(Kg,au{b}).]
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Definition von u,, ,,und u,
u ,wenn {y € Ya,uYa, : u<y}=
+ .
U oyt
’ min{y € Ya,uYa, : u<y}, sonst
u i=ul,.
Folgerungen

Sa<usu=u;,
u<Sa=u<u; <Sanu; € Ya.

Definition von v* : Ist v=0Q,,so sei vt :=Q, .

Lemma 2

a) Ky(v*)=K}v,

b) Ovtveg,

¢) GaveIavt <a=Ov*v<Ban.

Beweis.

a) folgt aus § 1, L. 5b wegen K*(a+1)=K}a. b) folgt aus a) wegen K}v=(.
c) gilt wegen K,v* <{v, 1} <Bav.

Die folgenden Lemmata 3—7 werden vollkommen analog wie die Lemmata
1—4 und der Satz 1 aus [2] bewiesen. Man beachte jedoch, daB dort (a, b) fiir
@ ab geschrieben wird, wihrend der Ausdruck (a, b) hier eine andere Bedeutung
hat (siehe Seite 88 und Seite 91).

Lemma 3

Fiir u<v gilt K*a=K'auK*K,a, K,KfaCK,a, K¥K}¥aCK}a.
Lemma 4

Sei Sa<u<v oder u<v=u; =Sa; dann gilt:

a) K*a<c=a<0Ocv, falls Ocve I,

b) K*c<cra<@®cv=>K*a<c,

¢) Kra<c+v'=Kra<c+a.

Definition von ¢,a

1. ¢,0:=0.
2. Ista=a,+...+a, mitn=1,a,>...>a, {a,...,a,}C9, so sei
0 , wenn a; <v”*
g,a:=
{al +...+a,, wenn k grofter Index mit v* <a,.

Definition von k¥ a
maxK}a, wenn Kfa=+
k¥a:=

0 , sonst.

Lemma 5
a) K*k*a<k*a,
b) K*a<a=K*q,a<q,a.
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Lemma 6
) e T e g = o L P
Sei u<v=u, =u, =u,,; dann gilt :
a) Ovtv<a<vt=v*<q,k*anO(q,k*a)v<a,
b) Ovtv<a, <a,<vt=>q,k*a,<q,k*a,.

Definition von A* fiir a mit u<u, =Sa
Ist u<v=u; =Sa, so sei
a , wenn a<@vtp
h*a:= _ N
g,k*a+ (—0O(q,k*a)v+a), wenn Ov*v<a.

Definition von 4, ,
4,,:={aeT:u<v=u =Sa}.

Lemma 7
Fira,ay,a,€4,, gilt:

a) K¥h*a<hla,

b) K, h¥a=K,a fiir w<u,
C) a,<a,=h¥a,<hka,.

Definition von A (a)
1. h(a) :=a, wenn a € K, ist.
2. Ist a¢ Ry und —Sa+a=a % ...%a, mit {a,...,a,}CH,
so sei h(a):= @s,(a))# ... #¢s,(a,), wobei
O0(v+ay), wenn a, <O 1v
(pv(ak) =

a , wenn O 1v<a,.

Lemma 8

a) Yh(a)=Ya und K h(a)=K,a, q,h(a)=h(a) fir w<Sa.
b) v<a, <a,<@vTv=>v<h(a,)<h(a,)<Ov*o.

Beweis klar.

Definition von A, a

k¥ (B (h,a)v), wenn u<u; =v, @v* v<a und O (h,a)ve 4,,
hua:={h(a) , wennu<u; =v<a<@v*o

a , Sonst. .
Die Definition von h,a erfolgt durch Induktion nach der Anzahl der y € Ya
mit y>u, kurz Y-Induktion genannt.

Satz 1

a) Krh,a<h,a,

b) K, h,a=K,a, fiir w<u.

Beweis durch Y-Induktion.

1. Sa<u. Dann ist h,a=a, und die Behauptungen sind trivial.



Uber Teilsysteme von @ ({g}) 91

2. u<u; =v<a<Ov*v. Dann ist hya=h(a)<Ov*v. Wegen Yh(a)=Ya ist
Up@y=U, =0, somit h*h(a)=h(a) und nach L. 7a K}h(a)<h(a). Behauptung b)
folgt mit L. 8a.

3. u<u) =vund Ov*v<a. Nach LV. a) ist a, :=@ (h,a)ve . Nach L. 1b,c
und L.V. b) ist Ya, = Y(K,h,au{v})=Y(K,au{v})C Ya, also a, € 4,, und somit
h,a=h¥a, MitL.7a,b, L. 1bund I.V. b) folgt K}h,a<h,aund K h,a=K, a,=
K, h,auK, v=K,a fiir w<u.

Definition (a, b) := 6 (hg,a)b.

Satz 2

a) (a,b)e T und S(a, b)=Sb,

b) K,(a, b)=K,auK,b fiir u<Sb,

¢) Kgau{b}<(a,b),

d) bl <b2=>(a’ bl)<(a’ bz)s

e) Y(a,b)={ye Ya:y<Sb}uYb,

) a,<a,<v*=(ay, v)<(a,, V).

Beweis mit Satz 1, L. 1a,cund § 1 L. 2a, L. 3b.

Lemma 9

a) KX u)=0,

b) u<v<u!=K*a=K*a.

Beweis.

a) Nach Definition ist K*u= . Sei also u<u, =gc,c,. Dann gilt Y¢,uY¢,C
Yu; CYa, also Sc¢,, Sc,<u und somit K*(u;)=.

b) Sei u<v<u; . Fiir ce K,a gilt nach L. 1a,c Sce Ya und Sc<v, also Sc<u
und deshalb K} c= . Mit L. 3 folgt die Behauptung.

Lemma 10
a) min{a, u* }<h,a,
b) u<v=u <u; A@v*v<a=0Ov*v<(a,v)ed,, und v* <h,a=h}(a,v).

Beweis.

a) folgt aus den Definitionen von A, A, h,.

b) Ist Sa=v, so gilt @v*v<K,a<(a,v). Fiir v<Sa gilt nach a) und L. 2¢
Ovtv<O(h,a)v=(a, v). — Wegen v=u, >u gilt ve Yb und somit Yv C Yb.
Mit Satz 2e folgt Y(a, v)C Yau Yb, also (a,v) € 4,,. — Aus Ov*v<(a,v) € 4,,
folgt mit L. 6a v* <h*(a, v). — Istv=u,, so gilt h,a=h}(a, v) wegen (a, v) € 4, .
— Es sei nun v<u) =:z und a, :=(a, z). Dann ist auch v} =z. Ist a<@z" z,
so gilt h,a=h(a)=h,a und nach L. 8a g,h,a=h,a. Fir @z* z<a folgt — wie
soeben gezeigt — z=u; =v;, und h,a=h}a,, h,a=h}a,; aus u<v<u,, folgt
mit L. 9b k*a, =k*a,, somit h¥a, =h¥a,. Es gilt also in jedem Fall h,a=h,a=
g,h,a; nach Satz 1a ist daher K*h,a<h,a. Da nach L. 9a auBerdem K}v=J
ist, ergibt sich g,k* (a, v)=q,h,a=h,a. Nach Definition von A} gilt nun 4} (a, v)=
h,a+ (- @ (h,a)v+(a, v))=h,a=h,a.
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Satz 3
b=,
Beweis.
Wir haben die folgenden Fille zu unterscheiden:

1. Sa;<unA Sa,<u. Es folgt v=u und mit Satz 2f h,a, =a, <a,=h,a,.

2. Sa,<u<Sa,. In diesem Fall gilt h,a,=a; und nach L. 10a u™ <h,q,, also
h,a;<h,a,. AuBerdem ist u<v<Sa, und nach L. 10a v<h,aq,. Es folgt (a;, v)=
Oav<Ovv<O(h,a)v=(a, V).

3. u<v<a;<@v*v fir i=1,2. Nach Satz 2f gilt dann u<v<a,<a,<Ovv
und somit nach L. 8b h,a, =h(a;)<h(a,)=h,a,.

4. u<v<a;<O@v*v und Ov*v<a,. Dann ist nach L. 8b h,a,=h(a;))<Ov*v
und nach L. 10b v* <h,q,, also h,a; <h,a,. AuBerdem folgt mit L. 10b (a;, v)=
Oa,v<BOvtv<(a, ).

5. u<vund Ov*v<aq;firi=1, 2. Nach L. 10b gilt in diesem Fall 4,a;,=h}(a;, v)
fiir i=1, 2, woraus mit L. 7c h,a; <h,a, folgt.

Satz 4
u=Sb,=Sb, Av=u; ., A

Alay, v)<(ay, v)=>h,a, <h,a,.

= <

@@y, v)<(ay, v) A K,a,0{b; } <(ay, by) } s Pl o)

Beweis.

Aus den Voraussetzungen folgt mit den Satzen 1 und 3 h,a, <h,a, und K, h,a,v
{b,} <O (h,a,)b,, also O (h,a,)b, <O (h,a,)b,.

Satz §

(ay, by)=(ay, by)=>a,=a, Ab;=b,.

Beweis.

Aus der Voraussetzung folgt b, =b, und hg,, a; =hg,,a,. Aus h,a,=h,a, folgt
mit Satz 3 a, =a, durch Y-Induktion.

Mit Hilfe der Klammerterme (a, b) lassen sich Relationen < definieren, die fiir
gewisse beweistheoretische Untersuchungen bendétigt werden (siehe Pohlers [7]).
Wir wollen hier die wichtigsten Eigenschaften dieser Relationen zusammenstellen.

Definition von a < b
a<,b:ssa<bAVv=u(K,a<(b,v)).

Lemma 11

a<k,besa<bAVve Ya(usv—K,a<(b,v)).

Beweis.

Nach L. 1a,c gilt Sce{ye Ya: y<v} fiir jedes c € K,a. Fiir v¢ Ya ist also
stets K,a< (b, v).

Lemma 12

a) uSvAa; <K ,a,=>a,<,a,,

b) a,<,a, Aus<Sbh=(a,, b)<(a,. b),

C) a,<,a,Nay<,0;=>0a, <,a3.
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Bewelis.
a) ist trivial. b) folgt aus Satz 2c¢,d,f und Satz 4 durch Y-Induktion. c) folgt aus
b).

Lemma 13

a) bk,a#b, fir a0,

b) b<,(a, b),

) (a,u)< ((a, b), u), fiir u<Sbh.

Beweis.

a) und b) folgen mit § 1, L. 4b und Satz 2b,c. Beweis von c) durch Y-Induktion:
Ist u=Sb, so gilt (a, u)<(a, b)<((@, b), u). — Sei nun u<Sh und v:=u, ),
also u<v<Sbh. Nach LV. gilt (a, v) < ((a, b), v). Mit K,au{u} CK,(a, b)u{u} <
((a, b), u) folgt daraus nach Satz 4 (a, u) < ((a, b), u).

Lemma 14

a) by < ,by=a#b, < ,a%b,A(a,b)<,(a,b,),

b) a <uaz A uSSb:(al > b)<u((12, b)

Beweis.

a) Seib, <,b,. NachL. 12¢, L. 13, Satz2 gilt: a<,a#b,, b, <,a#b,, b, <,(a, b;)
und K,a<(a,v)<((a, by),v) fiir v<Sb,. Daraus folgt a#b, <,a%b, und
K,(a,b,)< ((a, by), v) fiir u<v<Sb,. Bleibt zu zeigen (a, b,) < ((a, b,), v) mit
v:=8b,: Ist Sb,=v, so gilt (a, b;)<(a, b,)<((a, b,), v). Ist v<Sb,, so gilt
Wi=0. 05, S<Shy, also (a, w)< ((a, by), w); mit K,au{b,}< ((a, b,),v) folgt
daraus nach Satz 4 (a, b,) < ((a, b,), v).

b) Sei a; <,a, und u< Sb. Nach L. 12b und Satz 2¢ gilt dann (a,, b) <(a,, b) <
((ay, b), Sb). Ist u<v<Sb, so gilt nach L. 13b,c K,b< ((a,, b), v) und K, a, <
(a3, v)< ((az, b), v), also K, (a,, b)< ((ay, b), v).

Bemerkung
Wie man leicht nachpriift, gilt:
™ a,be @()Aw<u=(a,b)e O()AK ha=K,a.

Daraus folgt, daB in den Sitzen 2 und 4 und in der Definition von <, jeweils
K,a durch K, a ersetzt werden kann, falls man die Aussagen auf Elemente von
O (1) einschrinkt.

§ 3. Die Teilsysteme W({g}) und W(r)

Induktive Definition von W ({g})

1. 0e w({g}),
2. a,be W({g}))=a#b, (a, b),gabe W({g}).

Induktive Definition von K a fiir a € W({g})
1. K}a:=@, wenn a € $U{0} mit Sa<u,
2. K¥(a#b) :=K*auK*b,
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3. K*gab :=K*auK*b, wenn u<gab,
4. K¥(a, b) :={a}uK}¥aUK}b, wenn u<Sbh.
Nach § 2, Satz 5 ist diese Definition eindeutig.

Lemma 1

ce W{ghAK¥c<anu<v=K,c<(a,v).

Beweis durch Induktion nach der Definition von ¢ e W({g}).

Sei ¢=(c;, ¢,) mit Sc=v (in den anderen Fillen ist der Beweisgang trivial).
Dann gilt {¢,}UK} ¢, UK} c,=K}c<a, somit nach L.V. ¢, <,a und ¢, <(a,v).
Daraus folgt mit L. 12b und Satz 4 K,c={(c,, ¢;)} <(a, v).

Aus Lemma 1 und § 2, Satz 2f, Satz 4, Lemma 12b folgt nun

Lemma 2
a, € W({gh) AKE,,a,<a; <a A

=>(a1 ’ b1)<(¢12, bz)
K, a4 U{bl } <(ay, by)

Satz 1

Die Systeme @ ({g}) und W ({g}) sind isomorph.

Beweis.

Da W({g}) ein Teilsystem von @({g}) ist, muB nur noch gezeigt werden, daB
O ({g}) zu einem Teilsystem von W({g}) isomorph ist. Dazu definieren wir in-
duktiv eine Menge T'C W({g}) wie folgt: 1. 0€ T', 2. a, be T'=a#b, gabe T/,
3.a,be I AK§a<a=(a, b) eI Fir (a,,b,) €T gilt dann nach Lemma 2:

a; <a; A Ksm‘hu{bl } <(ay, by)=(ay, by) <(a,, b,).
Daraus und aus § 2, Satz 2a—d folgt, daB @ ({g}) isomorph zu T’ ist.

Induktive Definition von W (t)

1. 0 e W(7),

2. a,be W(t)=a#b, (a,b) e W(1),

3. a<t=>Q,,,€ W(1).

Offenbar ist W(1)CO (1) [vgl. (*) auf Seite ..], und analog wie Satz 1 beweist
man

Satz 2
Die Systeme O () und W (z) sind isomorph.

Nach § 2, Satz 2¢,fund L. 12b gilt:

a, <a, , wenn Sa; <vASa,<v
(a;, v)<(ay, V)< { a,<(a,,v), wenn Sa; <v<Sa,

(a;, v)<a,, wenn Sa,<v<Sa,
d.h. (a,,v)<(a,, v)<>a} <aj v a=(a,, v)=a,, wobei a’ :=a, wenn Sa<v, und
a’ :=(a, v), wenn v<Sa. Zusammen mit den Sitzen 2, 4, 5 aus § 2 und der Be-
merkung auf Seite 93 folgt daraus, daB W(t) isomorph zu dem System W(X)
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(mit ||X||=1+1) von Pfeiffer [4] ist. Ebenso ist W({g}) isomorph zu dem in Pfeif-
fer [6] skizzierten System Wd({ 1}). Wir haben also die folgenden Ergebnisse:
W(1)CO (1) und O ()= W (1) = W(X) fiir || X||=1+1,

W({ghcO({g}) und O ({gh=W({gh=wd({1}).

§ 4. Die Teilsysteme Od(t) und O(7)

Esseiv:=0Qq tund[:={0}U{Qeq, ,: y<t}.

Definition von 2 und [a, b]
{ a ,wennacl

a =

Q(0,a1> SOnSst

(0, (0, @) , wenn b=0
[a,b]:=

(0, by, @)% ... %(b,, @), wenn b=b, % ... 4b, mit {b;,...,b,}CH
Folgerungen

aeR, [a,b]e$H, Sla,b]=a
a4y =a,=>a,=a,
la;, by1=[a,, by ]=a;=a, A b, =b,.

Induktive Definition von Od(7)
1. aeI=ae 0d(7),
2. a,be Od(r)=a#b, [a,b] € 0d(7).

Lemma 1

0d(r)cW(v)CO(®v).

Beweis.

W(v)C @ (v) gilt nach (*) (Seite 93). Nach Definition ist 7C W(v) und W(v) ab-
geschlossen gegeniiber #. Aus a € W(v) folgt [0, a] € W, (v)C O, (v) und mit § 1,
Satz 2 [0, a]<v, d.h. Q. € W(v). Aus a, be W(v) folgt also a,be W(v) und
somit [a, b] € W(v).

Im folgenden sollen die Buchstaben a,b,c,d,x,y,z stets Elemente von Od(t) be-
zeichnen.

Definition
a< b:ea<b,a< b =[x, al<[x, b].

Lemma 2

a<gbesa<b.

Beweis.

Die Behauptung ist trivial fiir a, b ¢ 1. Sind a, b € I, so gilt a<,b<> (0, (a, 0))<
(0, &, 0))<>a<b<>a<b. — Sei nun a ¢ I und b=Q, € I; dann gilt: [0, a]=(0, c)
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mit 0ce @(v), [0,b]=(0, (b, 0))=(0, 8Q,0), a=Q,,, b=b, also a<,be>
c<@Q,0und a<b<>(0, c)<e<>c<e. Darausfolgtmit§1, L. Tba<,b<>a<b.—
Der Fall ael, b¢1 kann auf den Fall a¢/, bel zuriickgefiihrt werden.

Definition von P, a

1. P.a:=, wenn ac€l,

2. P.(a%b):=P.auUP. b, .
P b, wenn x<ya

3. P.[a,b]:= { {b}, wenn x=a
& , wenn a<gyXx.

Definition von /(a) und x&,
I(a) :={x€0d(1): Poa+J},
) , wenn {y € I(c)ul(d): x<oy} =
Xed - =
<o—min{y e I(()uI(d) : x<oy}, sonst.
Wir setzen x < 00 fiir jedes x € Od(7).

Lemma 3

de $=(P,c<, d=K.c<(d, X))

Beweis durch Induktion nach der Gestalt von c.

1. Ist ce 1, so gilt P.c= und K, c<(d, X).

2. Ist c=a#b, so folgt die Behauptung mit 1.V.

3. Sei c=[a, b]:

3.1. Fiir x<qa ist nach L. 2 X<a und damit K;c=K,b (vgl. die Bemerkung
auf Seite 93). AuBerdem ist P,c= P b. Beh. folgt mit I.V.

3.2. Fiir x=a ist P,c={b} und K c={[x, b]}. Wegen d e § gilt aber: b< d<>
[x, b]<(d, X).

3.3. Fiir a<gx ist P,c= und nach L. 2 K;c={c} <x<(d, X).

Folgerung
Wegen K. d < (d, x) folgt aus Lemma 3 P, d< .d.

Lemma 4

a) P.c+J=x€e Yc,

b) YeC{y:ye0d(1)},

¢ ¢ desf)/\c<x3’d/\ P.c<,d=c<.d.

Beweis von a) und b) durch Induktion nach der Gestalt von c:

1. Fir celist P.c= und Yc={0, c}C{y; y € 0d(v)}.

2. Firc=[a,b]ist Yc={ve Yb :v<a}u{a},nach L.V.folglich YcC {j : ye 0d(1)}.
Ist P c+, so gilt x=a oder X<a oder x<anA P, b+ f; mit LV. folgt x € Yc.
3. Fiir c=a#b folgen die Behauptungen unmittelbar aus der L.V..

Beweis von c) durch Induktion nach der Anzahl n der y mit x<jeYcuYd.

1. n=0. Nach a), b) und L. 2 ist dann max{Sc, Sd}<x und x&=oc0. Aus
c<d<x" folgt mit § 2, Satz 2f (¢, X)<(d, %), d.h. c<,d.
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2. n#0. Nacha),b)und L. 2 gibtes ein z mit Z=%, und x <2<, x&,. Ist <, x&,,
so gilt P,c=¢ und z&=x®,, woraus mit I.V. ¢<,d folgt. In jedem Fall gilt
also (¢, 2)<(d, z). Aus P c<.d folgt mit L. 3 auBerdem K, c<(d, X). Mit § 2,
Satz 4 und der Bemerkung auf S. 93 folgt daraus (¢, X) <(d, x), d.h. c<.d. Wir
erhalten nun den folgenden

Satz

1. d#+0=0<.,d.

2. Firc,delgilt: c< . dec< dec<d.

3. Firc,de$ gilt c<.din genau folgenden zwei Fallen:

3.1. ¢c<, P d,

32. c<,8dAP.c<,d

4. Firc=lay, b, ], d=]a,, b,] gilt c< . d in genau folgenden zwei Fillen:

41. a,<qa,,

42. ay=a,nb, <, b,.

5. Firc=la,bl,delgilt: c<_dea<,d.

6. Fir c=c % ...%c,(m=>1) und d=d, % ... %d,(n=1) mit {c,,...,c,}CH,
{d,...,d,}CH, m+n>2 gilt c<.d in genau folgenden zwei Fillen:

6.1. Esgibtje {1,..., n} mit ¢;<.d, fiir alle i=1,. .., m.

6.2. Es ist n>1 und es gibt ie {1,...,m}, je {1,..., n} mit ¢;=d; und ¢'<,d,
wobei c¢', d' durch Streichung von c;, d; aus c, d hervorgehen. (Im Fall m=1
sei ¢'=0.)

Aus diesem Satz folgt, daB Od(r) (mit den Relationen <,, <) isomorph zu

dem System Od(I) von Kino [3] ist. Andererseits ist Od(t)C W(v)C @ (v) und

a~[0, a] eine ordnungstreue Abbildung von (0d(r), <,) in @,(v). Folglich
gilt:
(0d(I), <¢)<Bo(v) und (0d(I), <,)<O().

Induktive Definition von O(7)

Sei I:={0}u{Q,,,:y<t}.

1. aeI=aec0(),

2. a,be O(r)=a#be0(1),

3.aeIrbeO(r)=>[a, bl O(1).

Analog wie fiir Od(z) beweist man: O(r) [mit den Relationen <,(x€l), <]
ist isomorph zu dem System O () von Kino [3], und es gilt:

(0D, <0)<By(r) und (O(), <,)<O(1).
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