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18 Bericht

Aufgabe 568. Es sei P, eine Menge wvon m verschiedenen Primzahlen und
a, < ay < ay < ... die Folge aller natiirlichen Zahlen, deren Primzahlzerlegung nur
Primzahlen aus P,, enthilt. Ist m nicht endlich, so ist nach Aufgabe 508 (EL. Math. 27,

112 (1966)) -
S = Z{a], Byy veey By}t
n=1
mmer rrational, wobei {a,, a,, ..., a,} das k.g.V. von a,, a,, ..., a, bedeutet. Fiir m = 1
ist S rational. Der Aufgabensteller kennt keine weiteren m, fiir die S rational ist. Gibt
es solche m oder ist S fiir m > 1 immer irrational ? P. ErRDOs

Bericht

Ein mathematischer Problemwettbewerb im Kanton Bern

Die Informationsstelle fiir Mathematikunterricht, ein kantonal-bernisches Zentrum
zur Forderung und Modernisierung des Mathematikunterrichts an den bernischen Schu-
len, hat vom Oktober 1966 bis zum Mai 1967 einen Problemwettbewerb («Olympiade»)
an den Gymnasien, Techniken und Seminarien des Kantons Bern organisiert. Es wurden
vier Runden zu je fiinf Aufgaben durchgefiihrt, wobei die Teilnehmer pro Runde 3-4
Wochen Zeit zur Losung erhielten: Die Aufgaben wurden an simtliche Mittelschiiler des
Kantons versandt; insgesamt beteiligten sich rund hundert Schiiler am Wettbewerb.
Bei der Bewertung der Losungen wurden auch die sprachlich korrekte Darstellung und
die Originalitdt beriicksichtigt. Elf Schiiler mit den héchsten Punktezahlen nahmen
schliesslich an der fiinften Runde teil, bei welcher fiinf weitere Aufgaben wihrend dreier
Stunden unter Aufsicht zu l6sen waren. Die drei Gewinner des Wettbewerbs erhielten
Biichergutscheine. Es mag interessieren, dass die Schulnoten in Mathematik der drei
Preistréger, alles Gymnasiasten, einen Durchschnitt von 5,9 aufweisen.

Der Leser findet anschliessend die 25 Aufgaben kurz dargestellt. Die den Schiilern
ausgehdndigten Fassungen waren oft eingekleidet und von Erkldrungen und Figuren
begleitet. Die Probleme sind teilweise Originalprobleme, teilweise entstammen sie Auf-
gabensammlungen dhnlicher Wettbewerbe oder dem Aufgabenteil von Fachzeitschriften.
Manchmal war es nétig, sie durch Vereinfachungen auf das den Schiilern zugingliche
Niveau zu bringen.

1.1 Ein Rechteck ist in 35 kongruente quadratische Felder unterteilt. Vom Zentral-
feld aus soll ein Weg genau einmal durch alle Felder fithren und in einem Randfeld
enden, wobei nur Zwischenstrecken, keine Ecken durchlaufen werden diirfen. Beweise,
dass ein solcher Weg unmoglich ist.

1.2 Beweise: die Folge der Endziffern der Zahlen »"t! (n = 1, 2 3 ...) ist periodisch.
Gib eine volle Periode an.

1.3 Einem beliebigen konvexen und zentralsymmetrischen Sechseckbereich sei ein
Dreieckbereich einbeschrieben. Weise nach, dass der Flicheninhalt des Dreiecks hoch-
stens halb so gross sein kann wie der Inhalt des Sechsecks. Gibt es Fille, bei denen das
Gleichheitszeichen eintritt ?

1.4 Im Zahlenschema
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ist jede Zahl die Summe der drei iiber ihr stehenden (Ergdnzung durch Nullen). Beweise,
dass in jeder Zeile, mit Ausnahme der ersten beiden, mindestens eine von null verschie-
dene gerade Zahl vorkommen muss.

1.5 In wieviele Gebiete teilen » Parallelenpaare die Ebene hochstens ?
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2.1 Die Seitenflichen eines reguldren Oktaeders werden durch 8 gegebene Farben
gefarbt, wobei jede Fliche eine verschiedene Farbe erhalten muss. Wieviele nicht
dquivalente Fiarbungen sind moglich ? (Aquivalent = durch Rotation iiberfiihrbar).

2.2 Die ganze Zahl m sei gerade und > 2. Beweise, dass es unendlich viele ungerade
Zahlen gibt, die nicht als Summe einer Potenz von m (mit einem 1 iibersteigenden Ex-
ponenten) und einer Primzahl dargestellt werden konnen.

2.3 Auf 12 Flugpldtzen mit paarweise verschiedenen Entfernungen steht je ein
Flugzeug. Jedes dieser Flugzeuge fliegt zum néichstgelegenen Platz, worauf fiir jeden
Platz die Anzahl z der jetzt auf ihm stehenden Flugzeuge gezdhlt wird. Welches ist die
grosstmogliche Anzahl z ?

2.4 Suche ein Verfahren, mit dem man unendlich viele, wesentlich verschiedene
Tripel (a, b, ¢) natiirlicher Zahlen finden kann, die der Beziehung a? + b —a b = ¢?
geniigen. ((a, b, ¢) und (% a, k b, k ¢) gelten nicht als wesentlich verschieden).

2.5 Gegeben ein Quadrat Q, das in eine gerade Anzahl Gitterquadrate unterteilt sei.
Diese werden mit zwei Farben so gefirbt, dass Gitterquadrate, die zum Mittelpunkt von
Q symmetrisch liegen, verschiedene Farben erhalten. Es sei S der Komplex aller Gitter-
strecken, an denen verschiedenfarbige Quadrate zusammentreffen. Beweise, dass S stets
einen zusammenhidngenden, zum Mittelpunkt von Q symmetrischen Streckenzug enthalt,
der zwei gegeniiberliegende Seiten von @ verbindet.

3.1 Im Raum seien 6 Punkte in allgemeiner Lage gegeben. IThre Verbindungsstrecken
werden beliebig mit zwei Farben gefarbt. Beweise, dass im Komplex dieser Strecken
mindestens ein einfarbiges Dreieck vorkommen muss.

3.2 a,b, ¢, d, e seien fiinf aufeinanderfolgende natiirliche Zahlen, % eine natiirliche
Zahl. Zeige, dass die Potenzsumme a* + b¥ + c¥ 4 dF + ¢* genau dann durch 5 teilbar
ist, wenn % nicht durch 4 teilbar ist.

3.3 In der Ebene sei eine ungerade Anzahl beliebiger und beliebig gelegener Kreise
gegeben. Der Punkt P liege in keinem dieser Kreise. Beweise: durch P ldsst sich sowohl
mindestens eine Gerade legen, die eine ungerade Anzahl, wie auch mindestens eine solche,
die eine gerade Anzahl (einschliesslich 0) der gegebenen Kreise trifft.

3.4 = Quadrate mit ganzzahligen Seitenldngen 1,2, ..., #» — 1, n sollen gitterformig
in ein Quadrat mit ganzzahliger Seitenlinge N eingelagert werden. Beweise, dass dies
sicher moglich ist, wenn N > = Vn.

3.5 a und = seien gegebene natiirliche Zahlen. Gibt es natiirliche Zahlen b, welche
die Beziehung (Va + 1 — }/a)"* = Vb — }/b — 1 erfiillen ?

4.1 Ein beliebiges stumpfwinkliges Dreieck soll in spitzwinklige Dreiecke zerlegt
werden. Wie gross ist die Minimalanzahl von Zerlegungsdreiecken? Gib ein Beispiel
einer moglichen Zerlegung an.

4.2 Spieler A legt drei Miinzen so aus, dass sie nicht alle « Kopf» zeigen. Spieler B
lasst, ohne hinzusehen, sukzessive eine der drei Miinzen umdrehen, um dadurch die
Endstellung « Kopf-Kopf-Kopf» zu erreichen. Spieler 4 meldet nach jedem Zug, ob die
Endstellung erreicht ist oder nicht. Welches ist die minimale Zugzahl, die Spieler B mit
Sicherheit zur Endstellung fithrt ? Gib eine mogliche Gewinnstrategie an.

4.3 Beweise die Minimalitit der in 4.2 gefundenen Zugzahl. Welches ist die vermut-
liche minimale Zugzahl bei » Miinzen ?

4.4 Ein Quadrat mit ganzzahliger, durch 4 teilbarer Seitenldnge ldsst sich in «T-
Bereiche» (aus vier Einheitsquadraten zusammengesetzte, T-formige Polyominos) zer-
legen. Beweise, dass eine solche Zerlegung fiir alle andern Quadrate mit ganzzahliger
Seitenldnge nicht moglich ist.

4.5 Auf einer Party tanzt jede Dame mit mindestens einem Herrn, keiner der Herrn
tanzt mit allen Damen. Weise nach, dass es zwei Paare (D, H) und (D’, H’) gibt, die
miteinander (D mit H, D’ mit H’), aber nicht iibers Kreuz (D mit H’, D’ mit H) tanzen.

5.1 Beweise: ist p eine Primzahl > 5, so ist p? — 1 durch 24 teilbar.
5.2 Es sei z die Anzahl der Menschen, die eine ungerade Anzahl Hindedrucke mit
andern Menschen gewechselt haben. Zeige, dass z gerade ist.
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