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Aufgaben

Aufgabe 552. In einem Simplex des R, werden zwei Punkte beliebig so gewéhlt, dass
keiner von ihnen auf einem (» — 1)-dimensionalen Grenzraum liegt. Man zeige, dass die
Fusspunkte der «Ecktransversalen» durch die beiden Punkte auf den Simplexkanten auf
einer #-dimensionalen Quadrik liegen.

Bemerkung. Unter dem Fusspunkt P;; der «Ecktransversalen» durch den beliebigen
Punkt P auf der Kante 4; 4; versteht man den Schnittpunkt der Geraden 4; 4; mit dem
(n — 1)-dimensionalen Unterraum, gebildet durch die Punkte ’

Ay o)Ay Ay oy Ay Ay, oy A oy, P
t i-1 i+1 =1 41 nt1 J_SCHOPP; Budapest

Losung des Aufgabenstellers: Es ist bekannt und lisst sich leicht einsehen, dass im #-
dimensionalen Raum 4 = #n (n + 3)/2 = 2 n + (}) Punkte eindeutig eine n-dimensionale
Quadrik bestimmen, falls hochstens % (k + 3)/2 (¢ < %) Punkte in einem k-dimensionalen
Unterraum liegen.

Seien P und Q die gegebenen Punkte, P;; bzw. Q;; ihre Fusspunkte auf der Kante
A4;4;, wenn man die Simplexspitze mit 4,(i =1, ..., n + 1) bezeichnet. Die Anzahl
B = (n + 1) n der Fusspunkte ist gleich der doppelten Kantenanzahl. Offenbar ist 4 < B,
falls » > 1 ist.

Betrachten wir jetzt simtliche Fusspunkte der Ecktransversalen durch P, P;; (3,7 = 1,

.. m+ 1;1 # §), deren Anzahl a = (#§!) ist. Nehmen wir dazu von den Fusspunkten
der Ecktransversalen durch Q diejenigen, die auf jenen Kanten liegen, deren Endpunkt 4,
ist, also die Fusspunkte Q4; (¢ =1,..., 2k — 1,k + 1, ..., n + 1); ihre Anzahl ist a’=n.
Aus a + a’ = A folgt, dass die ausgewihlten Fusspunkte eine »n-dimensionale Quadrik
bestimmen.

Wir beweisen, dass ein beliebiger Fusspunkt Qij (ij=1, ..., k—1,k+1,...,n4+1;
i # j) — welcher bei der Bestimmung der Quadrik nicht vorkam —, auch zur Quadrik gehort.

Die Ebene 4; Aj A schneidet die Quadrik in einem Kegelschnitt. Dieser Kegelschnitt
ist durch die Fusspunkte P;j; Pix; Pix Qi Qjx bestimmt. Laut Aufgabe Nr. 530 (El. Math.
22, 89 (1967)) ist aber auch Q,; ein Punkt dieses Kegelschnittes und damitauch ein Punkt
der Quadrik, q.e.d.

Aufgabe 553. £ étant un nombre naturel donné, appelons Py le probléme suivant:
Existe-t-il des nombres triangulaires > 0 qui sont sommes de # nombres triangulaires
consécutifs > 0°?

Examiner pour quels entiers %, telsque 2 < k& < 10, le probléme P, n’a pas de solutions,
pour quels % il admet un nombre fini > 0 de solutions, et pour quels % il a une infinité de
solutions. W. SIERPINSKI, Varsovie

Losung: Py bedeutet: Gibt es zu festem natiirlichem 2 = 2 Paare (m, n) natiirlicher
Zahlen derart, dass

; a(a+ 1
=1t 4+ o+ oy mit 2 = (2—) (1)

fiir alle natiirlichen a gilt ? Aus der Forderung (1) wird somit die Diophantische Gleichung

@m+ 1)~k @n+ R =5 (k1) (B +k—3) = (k) )

oder in etwas anderer Bezeichnung
u? — kvt=r(R). (2%)

Ist = 2, 3, 5, 7, 8, 10, so hat Py jeweils unendlich viele Lésungen. Denn fiir 2 = 2 redu-
ziert sich (2’) auf die Pellsche Gleichung #? — 2v2 = 1. Fiir £ = 3,5, 7, 8, 10 entnehmen
wir untenstehender Tabelle je eine Losung (u, v) von (2’), aus der man mit Hilfe der un-
endlich vielen Losungen der zugehérigen Pellschen Gleichung #? — % 92 = 1 je unendlich
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viele Losungen gewinnen kann. Fiir k# = 6 wird aus (2): #? — 6 v> = 65, woraus # =% 3
(mod 6) folgt. Da u aber ungerade sein muss, folgt # = + 1 (mod 6) und also u? — 6 v2 =1
(mod 6), wihrend 65 = — 1 (mod 6), so dass (2') fiir # = 6 keine Losung besitzt. Bleiben
die beiden Quadratzahlen k = 4, 9. Fiir £ = 4 wird aus (2): (¥ + 2v) (¥ — 2v) = 17, was
nur geht, wenn v + 2v = 17, u — 2v = 1, woraus folgt v = 2% + 4, d.h. » = 0, so dass
wir fiir £ = 4 wieder keine Losung bekommen. Fiir # = 9 wird aus (2'): (» + 3 v) (u — 3 v)
= 232. Da beide Faktoren links gerade sein miissen, kommen nur # + 3 v = 116, # — 3 v
=2 bzw. u+ 3v =58, u — 3v = 4 in Frage, wo der zweite Fall wie vorher auf » = 0
fithrt und somit ausfillt; der erste fiihrt auf v = 59, v = 19, d.h. m = 29, » = 5, was tat-
siachlich die einzige existierende Losung von P, liefert.

k 3 4 5 6 7 8 9 10
r(k) 6 17 36 65 106 161 232 321
u 3 - 9 - 13 13 59 19
v 1 = 3 = 3 1 19 2

P.BunDscHUH, Freiburg-Littenweiler
Eine weitere Losung sandte G.WuLczyN, Bucknell University, USA.

Aufgabe 554. Démontrer qu'il existe une infinité de nombres naturels k2 pour lesquels
le probléme Pj (voir n° 553) n’a pas de solutions, et une infinité de nombres % pour lesquels
P;. a une infinité de solutions. ‘W. S1ERPINSKI, Varsovie

Losung (nach A.ScHINZEL, Warschau): Wir verwenden die Bezeichnungen und For-
meln der Losung zu Aufgabe 553.

a) Pyhatfirk=9¢+4+ 6 (t= 0, 1, 2, ...) keine Losung. In der Tat ist fiir diese & 7, = 2
(mod 3) und aus (2) ergibt sich nun die unmégliche Kongruenz (2 m + 1)2 = 2 (mod 3).

b) Py hat fiir £ = 3 #2 — 1 stets eine Losung, da (2) die Losung

t—38+2 o L322 —1)

—— 0=  —
besitzt. Andererseits ist £ = 2 oder 3 (mod 4), also nie ein Quadrat, so dass 2 — k y2 =1
unendlich viele Losungen hat. Die Zahlen x + 22y — 1 und % ¥ 4+ y — k sind gerade. Setzt
man

Ny =

kx+y—Fk ¥+ k2y—1
2 » 2 T
so ergeben sich unendlich viele ganzzahlige Losungen von (2) fiir jedes £ = 3 #2 — 1.
Weitere Losungen sandten E. TEUFFEL (Korntal/Stuttgart) und G. WuLczyN (Bucknell
University, USA).

n=xny+ 9y my+ m==kymn,+ xmy+

Aufgabe 555. Aus neun Punkten 4, B, C, 4,, B,, C,, 4,, B,, C, eines Kegelschnitts
werden die Dreiecke 4 BC, 4,B,C,, 4,B,C, und das Dreieck gebildet, das aus den
Geraden A4, 4,, B, B,, C, C, als Seiten besteht. Ist Dreieck 4 BC zu zweien der anderen
Dreiecke perspektiv, so auch zu dem dritten. W. ScHOBE, Miinchen

1. Lésung (analytisch): Uber das Koordinatendreieck sei so verfiigt, dass x; #, + %, %,
+ x3 #, = 0 die Gleichung des Kegelschnitts K ist und die ersten drei Punkte durch
A(1]0]0), B(0]|1]0), C(0]0|1) gegeben sind. Die Dreiecke A, und A, seien perspektiv
zum Koordinatendreieck A mit den Zentren Z,(u, | u, | ug) und Z,(v, | v, | v5). Eine ein-
fache Rechnung ergibt die Koordinaten der sechs auf K liegenden Ecken von A, und A,.
Die Verbindungsgeraden A4, 4,, B, B,;, C, C, (Seiten von a,) schneiden die homologen
Seiten von A in den Punkten P(0 | %, vy | — %3 v35), Q(— %, v, | O | %3 v3), R(uy vy | —uy v, | 0).
Diese drei Punkte liegen auf der Geraden

X X, X,

1 2 3
+ +

Uy Uy Ug Uy Ug U

=0. )

A und A, sind also perspektiv (Umkehrung von ¢«Desarguesy).
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