D
[-A elt

Werk

Titel: Area of the Union of Disks.

Autor: SPILKER, J.; Richter, M.W.

Jahr: 1968

PURL: https://resolver.sub.uni-goettingen.de/purl?378850199_0023|log20

Kontakt/Contact

Digizeitschriften e.V.
SUB Géttingen

Platz der Gottinger Sieben 1
37073 Gottingen

& info@digizeitschriften.de


http://www.digizeitschriften.de
mailto:info@digizeitschriften.de

60 Kleine Mitteilungen

Insgesamt haben wir also bewiesen, dass fiir alle A € A stets 2» (v + 0) im Nenner
ein unkiirzbares nichttriviales Quadrat enthilt. Also gibt es auf jeder Geraden
A = t/T = const. eine dichte Punktmenge, fiir die (16) irreduzibel ist. Da 4 in Q dicht
liegt, haben wir eine dichte Menge rationaler A, » und damit auch eine in D’ dichte
Menge rationaler (p, g) gefunden, fiir die (16) iiber den rationalen Zahlen irreduzibel
ist. Fiir diese Koeffizienten hat (16) keine konstruierbaren Nullstellen.

Die Punkte (p, ¢) € D’ mit rationalen Komponenten, aus denen sich die zugehérigen
Winkel «, B nicht konstruieren lassen, liegen also in D’ dicht, erst recht simtliche
Punkte (p, g) € D', aus denen sich die zugehorigen Winkelpaare («, 8) = A-1(p, q)
nicht konstruieren lassen.

Insgesamt wissen wir also bisher, dass die Punkte (p, g) € D’, aus denen sich die
cosa und cosf konstruieren, wie nicht konstruieren lassen, in D’ dicht liegen. Weiter
liegen die Tripel (p, ¢, R) mit aus p und g konstruierbarem Umkreisradius R in
D' X R dicht, da die (schlechthin) konstruierbaren Radien R in den reellen Zahlen R
dicht liegen. Diese Voraussetzung ist etwa fiir alle $, ¢ und R mit festem und kon-
struierbaren |§ — m | erfiillt. Also liegen die Tripel (p, ¢, R) derjenigen Dreiecke,
die sich aus p, ¢, R konstruieren, wie nicht konstruieren lassen, in D’ X R dicht.
Bei festem | — m | gilt das entsprechend fiir die Schnittpunkte w e D”, q.e.d.

K. KoPFERMANN, Hannover
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Area of the Union of Disks

At the Conference on Geometry in Eger in 1953, SzELE set forth a problem, which was
written to him by KNESER. The problem, which has become well known since then, is the
following. A set of # circular disks is given on the plane. Change the position of the disks
in such a way that their distances from each other decrease. (The term ‘it decreases’ will
always be used in the weak sense, i.e. it means that ‘it does not increase’.) Is it true that
the area covered by the disks decreases ? The obvious conjecture is yes, but this has not
been proved yet, and the answer seems to be rather difficult.

In this note a partial solution of this problem will be presented. Namely it will be
proved (theorem 2) that if the disks are congruent and they can be moved continuously in
such a way that the distance of any two centres decreases continuously, then the area
covered by the disks also decreases. The proof is based on a similar statement about the
perimeter length of the union of disks. )

Let Pj(t) be points on the plane for i =1, 2, ..., #n and 0 < ¢ < 1. Suppose F;(¢) is a
continuous function of ¢ and S(F;i(¢), P;(¢)) is a decreasing function of ¢ for every pair 1, 7,
1 € 4 < § < n. Denote by U(¢) the union of unit disks with centres P;(¢), Py(f), ..., FPu(?).

Theorem 1. If p(t) denotes the perimeter length of U(t), then p(t) is decreasing in [0, 1].
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Denote by Q};(¢) and Q% ;(f) the common points of the circles with centres P;(¢) and
P;(t), provided they exist. Let B,(f) (y € I'(¢), a set of indices) denote the points Q¥ ;(¢)
on the boundary of U(¢), and if By(t) = Q% ;(¢) then let 4,(¢) = P;(t) and C,(f) = F;(¢). The
union of the segments 4,(¢) B,(¢), B,(t) C,(t) forms some polygons, which are completely
covered by U(¢f) (see the figure). Denote the sum of the angles of these polygons by o(%).
Then the perimeter length of U(#) is the following:

pit) =2nn — ((0(1) — 2 ¥ 4t Byo) C,,(t)) =@na—ot) + 3 < 4,0 B,()Cylt).

yel(t)

vel'(t)

Suppose 0 < #;, < ¢, < 1, and the polygons, belonging to #, and #,, are formed by the
segments Q% ;(#) P;(t) with the same indices and they are in the same cyclic order. Then
a(t,) = o(t,), and as S(P;(¢), Pj(f)) decreases, the angle P;(f) Qk;(f) P;(#) also decreases,

consequently
D X A8 By(t)Cylty) > D & Aylts) Bylta) Cylta) ,
veI(t) vel'(ts)
from which it follows that p(¢,) > p(Z,).

But as there are only finitely many Q% ;(#) P;(¢) segments, only finitely many different
sets of polygons exist. Using the continuity of p(f), it is easily seen that this implies the
statement of the theorem.

Theorem 2. If a(t) denotes the avea of U(¢), then a(t) is decveasing.

Suppose 0 < ¢, < ¢, < 1. Denote by p(7, t) and a(r, f) the perimeter length and the
area, respectively, of the union of the disks of radii » with centres P, (), By(?), ..., Pu(t).
1t is easily seen that a(7, £), as a function of #, is differentiable and (da(r, ¢)/07) = p(7, ¢t).
On the other hand a(0, #) = 0 for all ¢, 0 < ¢ < 1, and, according to theorem 1, p(7, ¢;) >
p(7, t,) for all7, 0 < » < 1. Consequently a(1, ¢,) > a(l, ), i.e. a(t;) > a(t;), the function
a(t) decreases in [0, 1]. BELa BorroBAs, Math. Research Institute, Budapest

Uberall maximale Funktionen

In Aufgabe 522 (El Math. 27, 42 (1966)) wurde die Frage aufgeworfen: Existiert auf
den rationalen bzw. reellen Zahlen eine Funktion, welche iiberall ein lokales strenges
Extremum besitzt ? Im ersten Falle ist die Antwort «ja», im zweiten «nein»; hier wird in
einem allgemeineren Rahmen eine Antwort gegeben.
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Sei (X, ) ein topologischer Raum, (Y, <) eine irreflexiv totalgeordnete Menge und f
eine Abbildung von X nach Y. Man nennt einen Punkt » € X lokales Maximum von f,
wenn eine offene Umgebung U(x) von x existiert, so dass jedes y € U(x) mit y + x die
Eigenschaft f(y) < f(») hat; f heisse Maximalfunktion, wenn f in jedem Punkt von X ein
lokales Maximum hat. In dieser Note wird die Frage behandelt, wann ein topologischer
Raum eine Maximalfunktion zuldsst.

Definition. (X, ) heisst M-Raum, wenn eine Abbildung V:X - ¥ existiert mit

(1) x e V(x);

(2) fiir kein »n-Tupel (n > 2) paarweise verschiedener Punkte x,, ..., x, aus X gilt
%;€V(x;44), 1 <i<nundx, € V(x,).

Aus dieser Definition folgt sofort, dass die Machtigkeit eines M-Raumes X nicht grosser
ist als die Michtigkeit jeder beliebigen Basis von X, da die Funktion V insbesondere
injektiv ist. Ein M-Raum ist immer ein 7 -Raum. Andererseits zeigt das Beispiel der
reellen Zahlen, dass selbst ein normaler Raum nicht notwendig ein M-Raum ist. Jedoch ist
ein endlicher 7 -Raum immer ein M-Raum; man setze nur V() = 9 EEU , dann folgt

xelUe
aus x; € V(x; . ,) fiir 1 <17 <, dass », € V(x,) und wegen der T-Eigenschaft x ¢ V(x,) gilt.

Fiir abzdhlbare Raume ldsst sich obige Definition noch vereinfachen, denn es gilt:

Satz 1. Ein hichstens abzihlbaver Raum X ist genau dann M-Raum, wenn eine Funktion
V:X > I existiert mit

(1) »e V(x);

(3) fitr kein Paar verschiedener Punkte x,y aus X gilt x € V(y) und y € V(x).

Beweis. Nach Voraussetzung existiert ein Abschnitt A der natiirlichen Zahlen mit
X.= {#;|1 € A} und eine Funktion ¥ mit (1) und (3). Die durch

V*(xo) = Vo), V*(xip1) = Vxia) 0 in V*(x)

% _HEV‘(xk)

definierte Funktion V* erfiillt dann (1) und (2). Denn wire (2) fiir ein #-Tupel (n > 2)
verletzt, so auch fiir ein (# — 1)-Tupel, da sich das Element mit grosstem Index nach
Konstruktion von V* eliminieren ldsst; folglich auch fiir ein 2-Tupel im Widerspruch zu (3).

Einen Zusammenhang zwischen Maximalfunktionen und M-Rdumen beschreibt der

Satz 2. Zu einem topologischen Raum X existiert genau dann eine tvveflexive Total-
ovdnung (Y, <) und eine Maximalfunktion f:X > Y, wenn X ein M-Raum ist.

Beweis. Die Notwendigkeit des Kriteriums ist klar. Sei nun X ein M-Raum. Dann ist
die folgende Relation eine irreflexive Halbordnung auf X :x C y fiir #, y € X genau dann,
wenn ein #-Tupel (» > 2) von Punkten #,, ..., », aus X existiert mit x, = », x, =y,
#; ¥ x;,,und ¥, e Vv, ) fir1 <i <.

Eine solche Halbordnung ldsst sich bekanntlich zu einer irreflexiven Totalordnung auf
ganz X ausdehnen!). Der Vollstindigkeit halber wird hier ein Beweis gegeben.

Sei

S={(X’, <)| X’C X, < «<» Totalordnung und eine Fortsetzung der C-Ordnung}
und sei S halbgeordnet durch: (Xj, <,) < (X3, <,) genau dann, wenn X;C X; und
<,| X1 = <,.Dann erfiillt (S, <) die Voraussetzung des Zornschen Lemmas, denn S ist
nicht leer und jede Kette besitzt eine obere Schranke, ndmlich ihre Vereinigung, daher
enthilt S ein maximales Element (X,, <). Es muss X, = X sein, denn fallseinx e X — X,
existierte, liesse sich die Ordnung von X auf X, {#} in naheliegender Weise fortsetzen,
was der Maximalitit von (X,, <) widerspricht. Es sei nun (Y, <) = (X, <) und f die
Identitédt, offensichtlich ist f eine Maximalfunktion.

Die so konstruierte Funktion f ist im allgemeinen nicht die giinstigste, d.h. es gibt
i.allg. noch Maximalfunktionen mit echt grosserem Kern. (Wenn z.B. X ein diskreter
Raum ist, geniigt es, Y einelementig zu wihlen.) Die Vermutung jedoch, dass ein Werte-
bereich existiert, welcher sich in die Wertebereiche aller Maximalfunktionen von X
isomorph einbetten ldsst, wird durch folgendes Beispiel widerlegt: Sei N die Menge der

1) E. SzPILRAJN, Sur Vextension de Uordre partiel, Fund. Math. 76, 386-389 (1930).
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