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Aufgaben 41

dann das Dreieck A’ B'C’ in die verlangte Endlage. Es sei nun g eine Gerade, die d
schneidet und die zugleich auf 4 und auf v senkrecht steht. Man kann dann leicht zwei
weitere Geraden f und 4 finden, so dass

T—50%; A=Z,05, = @ =ToA=5-5,

Die Minimaltransversale von f und 4 ist die gesuchte Schraubachse von £2’, der
Minimalabstand liefert den halben Verschiebungsvektor und der Winkel ¢ zwischen
fund 4 ist der halbe Schraubwinkel. M. JEGER, Luzern/Ziirich
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Aufgabe 546. Es sei M(n) die Ordnung der grossten zyklischen Untergruppe der
symmetrischen Gruppe &,. Man beweise:
Fiir fast alle » gilt
M(n) > ganogn .

Amnmevkung: Es ist zu vermuten, dass auch

M(n) < e(l+£)anogn

fiir fast alle » gilt. O. HErRrRMANN, Heidelberg
Lésung des Aufgabenstellers: Es sei k so gewahlt, dass
k k41
2t sn< ),
v=1 v=1

gilt, wobei p, = 2, p, = 3, ..., die Primzahlfolge ist. Dann gibt es % paarweise fremde
Teilmengen der Menge {1, 2, ..., #}, die genau p,, p,, ..., px Zahlen enthalten. Das bedeu-
tet, dass es % paarweise vertauschbare Permutationen mit den teilerfremden Ordnungen
P1, Pas ---» Py gibt. Deren Produkt ist eine Permutation der Ordnung I7 p,. Damit ist

k
M@) = []p, =00,

y=1



42 Aufgaben

Somit ist die Behauptung mit
B(py) = Vn logn
dquivalent. Aus den bekannten Beziehungen

D) v = #*/(210g %) + O(x*/log?x)
p=z

und
Pry1= O(py) = O(pi/log® py)
folgt 1 1 1
=—p2 - (1 —
a 2 P Tog p, ( i (logm))
un logn = 2 log p,, — log log p, + O(1).
Damit ist 1 loglogp i
=521 - = k )

n logn pk( 7 10g 4 + 0 (long )

Wegen

) = Py (1 + O (1/10g py))
ist die Behauptung somit evident.

A. BaGer (Hjerring) und M. G. BEUMER (Delft) wiesen darauf hin, dass das Pro-
blem in E. LANDAU, Handbuch der Lehve von dev Verteilung dev Primzahlen, 1, § 61
(Chelsea-Ausgabe 1953) vollstindig gelost ist. Landau bewies, dass bei festem & und

n = ny(e) gilt _
’ (1—¢)Ynlogn <logM(n) < (1 + &) Ynlogn.

Die oben bewiesene Abschidtzung nach unten ist etwas schirfer. Landau hat fiir n > oo
auch log M(n) ~ Vn log n bewiesen. Nach S. M. SHAH (Journ. Indian Math. Soc. [2] 3,
316 (1938/39) gilt fiir % -> oo

log M(n) = Vnlogn + (Vn loglogn)/(2Viogn ) + O (Vn/logn)

Aufgabe 547. In einer Ebene sind zwei Kreise K,, K, gegeben, die sich von aussen
beriihren. Welches ist der geometrische Ort des Punktes der Ebene, durch welchen zwei
gleiche, nicht dem Biischel (K,, K,) angehorende Kreise gehen, von denen jeder K, und
K, beriihrt ? C. BINDSCHEDLER, Kiisnacht

Losung des Aufgabenstellers: Ein «trivialer» Bestandteil des Ortes ist der Teil der
Zentralen von K, und K,, der ausserhalb dieser Kreise liegt. Fiir einen nicht auf dieser
Zentralen liegenden Ortspunkt P beriihrt der eine der beiden gleichen Kreise das Paar
K,, K, einschliessend, der andere von aussen. Eine Inversion, deren Zentrum der Be-
rithrungspunkt J von K, und K, ist, fithrt diese Kreise in zwei Parallelen K3, Kj iiber,
zwischen denen J liegt. Die Bildkreise der gleichen Kreise C,, C, durch P sind zwei
Beriihrungskreise von Kj, K3, die sich in P’, Q’ schneiden. J liegt innerhalb des einen,
aber ausserhalb des andern dieser Kreise Cj, Cg. Der Kreis durch P/, Q’, J besitzt als
Bild der Symmetrieachse von C,, C; die Strecke P’ Q’ zum Durchmesser. Daher ist
X P’ J Q" = 90°. Der symmetrische Punkt zu J beziiglich der Mittelparallelen des Strei-
fens Kj, Kj sei J. Die Winkel P’ J J und P’ J J unterscheiden sich um einen rechten.
P’ ist also Erzeugnis zweier kongruenten Strahlenbiischel und sein Ort der innerhalb
des Streifens liegende Teil einer gleichseitigen Hyperbel mit den Scheiteln ], J. Der
entsprechende Ort von P ist also der ausserhalb von K, K, liegende Teil einer geraden
Strophoide mit dem Doppelpunkt J und dem #usseren Ahnlichkeitspunkt von K, und
K, als Scheitel. Die Grenzpunkte dieses Kurventeils sind die Beriihrungspunkte von K 5
und K, mit ihren gemeinsamen dusseren Tangenten.

W. JANICHEN (Berlin) und E. WiDMER (Biel) 1osten die Aufgabe mit analytischer
Geometrie. Ist die Zentrale von K,, K, die x-Achse und die gemeinsame Tangente die
y-Achse, so ist ¥® = 4% (s + #) (s — %)~ mit s = 27, 7,/(r, — ;) die Gleichung der Stro-
phoide, wobei #; (i = 1, 2) der Radius von K ist.
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Aufgabe 548. Gegeben ist ein Kreis » mit dem Radius ¢, der von einer Schar von
Ellipsen in einem Punkt 4 oskuliert wird. 4 ist fiir jede dieser oskulierenden Ellipsen ein
Scheitelpunkt. Der Kreisdurchmesser durch A liegt folglich auf der allen Ellipsen der
Schar gemeinsamen Achse.

a) Welches ist der geometrische Ort aller nicht auf der gemeinsamen Achse liegenden
Scheitelpunkte dieser Ellipsenschar ?

b) Auf was fiir einer Kurve liegen die zu diesen Scheitelpunkten der Ellipse gehorigen
Kriimmungsmittelpunkte ?

c) Welche gemeinsame geometrische Bedeutung hat der Kreisradius ¢ fiir diese beiden
geometrischen Orter ?

d) Welches ist der geometrische Ort der Brennpunkte jener Ellipsen aus der Schar,
fitir die 4 ein Nebenscheitel ist ?

e) Fiir jene Ellipsen aus der Schar, welche 4 als Hauptscheitel besitzen, liegen die
zugehorigen Brennpunkte X, und X, auf dem Durchmesser von x durch 4. Welche geo-
metrische Verwandtschaft besteht zwischen den in vereinigter Lage befindlichen Punkt-
reihen {X,} und {X,}? E. ScHRODER, Dresden

Losung des Aufgabenstellers: A sei der Ursprung eines kartesischen Normalkoordina-
tensystems. Die y-Achse beriihre in 4 den Kreis x.

Auf der y-Achse werde ein Punkt T beliebig angenommen und mit dem Mittelpunkt
M von x verbunden. Das Lot von 4 auf M T schneidet die Normale auf der y-Achse
durch T in P. P ist der Ort fiir einen gesuchten Scheitelpunkt aus der Ellipsenschar.

Die Normale durch P auf T P schneidet die Gerade 7'M in Q. Q ist der Mittelpunkt
des zu P gehorigen Scheitelkriimmungskreises.

Setzt man A4 T = ¢, so ergeben sich fiir die geometrischen Orter folgende Parameter-
darstellungen:

2
LRI * =, y=t

12 3
{O} eisnas x=, y=—¢;7+t'

{P} ist eine Parabel mit 4 als Scheitelpunkt, der y-Achse als Scheiteltangente und
o =: ¢/2 als Radius fiir den Scheitelkrimmungskreis.

{Q} ist eine Tschirnhaus-Kubik mit 4 als Scheitelpunkt, der y-Achse als Scheitel-
tangente und g = ¢/2 als Radius fiir den Scheitelkriimmungskreis.

M ist ein Doppelpunkt dieser Kubik. Die Doppelpunktstangenten stehen aufeinander
normal.

Der geometrische Ort der Brennpunkte F jener Ellipsen, die A als Nebenscheitel
besitzen, wird durch folgende Parameterdarstellung beschrieben:

2 f .
x=-—, y=1 1—2? mit [¢ Zc.

Eliminiert man aus dieser Darstellung den Parameter ¢, so erhdlt man die Gleichung
eines Kreises in kartesischen Koordinaten:

c\2 . O
(r—2)+r-%
Dies ist zugleich die Gleichung des Scheitelkriimmungskreises von Parabel und Tschirn-

haus-Kubik.
Fiir jene Ellipsen, die 4 als Hauptscheitel besitzen, gilt:

n 7 — 7 ;
AX1=T—t —E—’——l undA.X2=T+t F——l mit || = c.

Setzt man 4 X, = X, und 4 X, = X,, so ergibt sich nach Elimination von ¢ als Gleichung
fiir die Punktverwandtschaft
c(X,+ X,;) =2X, X,.
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