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32 M. JeGER: Der Aufbau der Kongruenzgruppe im Raum durch Spiegelungen
Pour # = 2 et » = 3 on trouve, par exemple:
lotlg=1ty—tg=1lyly, l5+lg=1lyg—ty=1385=15.
Il existe des paires de nombres triangulaires dont la somme, la différence et le
produit sont des nombres triangulaires, par exemple
bg +ha=1ty, hes—tya=1ty, tigtyy="tig-

Or, je ne sais pas s'il existe une infinité de tels paires.
W. SIERPINSKI, Varsovie

Der Aufbau der Kongruenzgruppe im Raum
durch Spiegelungen

(Fortsetzung)

4. Die Produkte aus 3 Ebenenspiegelungen

In unserer Aufzdhlung der Abbildungstypen in & fehlen uns nur noch die Produkte
aus 3 Ebenenspiegelungen. Wir beginnen die Untersuchung dieser Abbildungen mit
einem einfachen Beispiel.

Es seien drei Ebenen «, f und y vorgegeben, die paarweise senkrecht sind und sich
in einem Punkt S schneiden. Die Kongruenz X, o Xy X fithrt auf zugeordnete

Punktepaare 4 A, die so liegen, dass stets S Mittelpunkt der Strecke AA ist (Fig. 9).
Q=X,02502 =202,

Wegen der besonderen Lage der Ebenen o, # und y ist

Q=2“°2ﬂ°27=2a°z.’°2ﬁ=27°2a°2ﬁ=27°2ﬂ°2a

= (Lo 2ge2) =01
und daher e QoQ-1_1.
Die Abbildung X, ° X'y o 2 ist somit eine Involution mit dem einzigen Fixpunkt S;
wir bezeichnen sie als Spiegelung am Punkt S und schreiben dafiir X's.
Wie die Fig. 10 zeigt, erhdlt man durch Zusammensetzen zweier Punktspiegelun-
gen eine Translation:

ZF°£G=(2“°Eﬂ°27)°(2702ﬂ°23)=2a°26=T

wobei v=2a=2FG.

Wir halten dieses Ergebnis fest in :
Satz 12: Xy o X; = T ist eine Translation, der Translationsvektor v ist der zweimal
genommene Vektor a zwischen den Punkten F und G (@ zeigt von F nach G). Umgekehrt
kann eine vorgegebene Translation T mit dem Vektor v auf unendlichviele Arten als
Produkt von zwei Punktspiegelungen Xy und X geschrieben werden; es ist FG = 1[2v.
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Wir stellen uns jetzt die Aufgabe, die méglichen Typen von 3spiegeligen
K
ongruenzen Q=Z,0%,- %,

aufzuzédhlen. Hiezu sind die euklidisch verschiedenen Lagen der drei Ebenen «, 8, y
zu betrachten. Es sind die folgenden Fille zu unterscheiden:

a) a, B, y sind parallel

Die Fig. 11a zeigt diese Situation in Normalprojektion, wobei die drei Ebenen
projizierend angenommen wurden. Auf Grund von Satz 2 lisst sich sofort eine Ebene ¢
finden, so dass 2 5° E., = 2, o X, ist. Dann wird aber

Q=3,0%40%,=%,05,05,=3,

£ ist also in diesem Falle auf eine reine Ebenenspiegelung reduzierbar.

b) «, B, y gehen durch eine Gerade g

Diese Situation ist in der Fig. 11b aufgezeichnet, wobei die Gerade g projizierend
angenommen wurde. Hier lasst sich auf Grund von Satz 3 eine Ebene ¢ finden, so dass
ZyolX, =X, oX, gilt und wir erhalten

Q=3,0540%,=5,0%,0%,=2%,

Es ist also auch hier 2 auf eine reine Ebenenspiegelung reduzierbar.
In den Situationen a) und b) haben wir drei Ebenen «, f, y, die im Biischel liegen.
Interessanter sind nun die iibrigbleibenden Fille.

8)
Figur 11

c) a, f, y sind parallel zu einer Richtung, sie liegen aber nicht im Biischel
In der Fig. 12a wurde die ausgezeichnete Richtung senkrecht zur Projektions-
ebene angenommen. Wir setzen nun voraus, dass § und y mit einer Geraden f inzident



34 M. JeGER: Der Aufbau der Kongruenzgruppe im Raum durch Spiegelungen

sind’). ¢ sei dann die Normalebene zu o durch f und ¢ sei jene Ebene durch f, fiir die
X (B, y) = <X(e, 8) ist. Wir haben dann
Q=200 =X,0 02, =X 0%,
g bezeichnet die Schnittgerade von « und . Weiter sei jetzt u die Normalebene zu 8
durch g und » sei die Normalebene zu g durch g. Es ist dann offenbar
Zy=2,02,=2,01,

d
50 €ass Q=3,0%,=5,0%,0% mit ul5v|d

Benutzt man noch die Eigenschaft, dass zwei Spiegelungen an senkrechten Ebenen
vertauschbar sind, so folgt

.Q=Z,°2ﬂ°2,=2#02,02,,=2,,02,,02ﬂ
T T
T ist die Translation mit dem Vektor v = 2 a. Unsere Abbildung 2 ist die Verbindung
aus der Spiegelung an der Ebene yx und aus einer Translation, deren Vektor parallel

zur Ebene u verlduft. Die beiden genannten Teile sind vertauschbar. Die vorliegende
Abbildung 2 wird als Schubspiegelung bezeichnet.

Figur 12

d) «, B, y gehen durch einen Punkt S, liegen aber nicht im Biischel

Um die nachfolgende Reduktion besser iiberblicken zu koénnen, denken wir uns
simtliche vorkommenden Ebenen mit einer Kugel geschnitten, die ihr Zentrum in S
hat (Fig. 12b).

Ist ¢ die Normalebene zu « durch f und J die Ebene durch f, fiir die
X (B, p) = X (e, ) ist, so folgt wiederum

.Q=2a°2ﬂ°27=2¢°2.°23=23°23

7) Andernfalls fiihre man die entsprechende Reduktion des Spiegelﬁngsproduktes von vorne her durch.
Da die 3 Ebenen nicht parallel sind, steht immer eine der beiden Mdglichkeiten offen.
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g bezeichnet die Schnittgerade von « und e. Wir fiihren jetzt wieder die Normalebene
u zu 0 durch g ein und v sei die Normalebene zu u durch g. Es ist dann

2y =2,02, =202,
und dies fiihrt zur Darstellung )
D=3 o0y=X0X,0%, mit u |0
Durch Vertauschen nebeneinander stehender Spiegelungen an senkrechten Ebenen
folgt weiter BT, 0 55 Ey= B, 0iE, o8y = 5, » Ey» B,

4a 4q

4, ist eine Drehung um die Normale a zur Ebene y durch den Punkt S. Unsere Ab-
bildung £ ist die Verbindung aus der Spiegelung X, und aus einer Drehung, deren
Achse normal zur Ebene u steht. Die beiden genannten Bestandteile sind wiederum
vertauschbar. Im vorliegenden Falle wird 2 als Drehspiegelung bezeichnet®).

Satz 13: Jede ungleichsinnige Kongruenz ist eine Schubspiegelung (filr v = 0 eine
reine Ebenenspiegelung) oder eine Drehspiegelung.

5. Gruppentheoretische Aspekte

K wurde als Menge aller endlichen Produkte aus Ebenenspiegelungen definiert.
Unsere Untersuchungen haben gezeigt, dass man sich auf die Produkte aus hochstens
4 Ebenenspiegelungen beschrinken kann. Auf Grund der Anzahl der notwendigen
Faktoren bei der Erzeugung aus Ebenenspiegelungen gibt es in K 1spiegelige, 2spiege-
lige, 3spiegelige und 4spiegelige Kongruenzen.

1-spiegeljge Avbildungen:  Ebenen-Spiggelung D

2-spiegelige Abbildungen: — 4‘)&
a
Transtation Drehung
v 4
3-spiegelige Apvicungen: €~ e L 7
Schubspiegelung ﬁre//sp/eye/y'//y
v
4-spiegelige Abbildungen 3
m
Sehrgubung
Figur 13

In der Fig. 13 sind diese 4 Klassen zusammengestellt, wobei die wesentlichen
Bestimmungsstiicke der betreffenden Abbildungstypen aufgezeichnet sind.

8) In der Fig. 12b tritt der Zusammenhang zwischen der euklidischen Geometrie im Biindel von S und
der sphirischen Geometrie deutlich in Erscheinung.
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Ist G eine Gruppe, so heisst die Teilmenge M C G ein Erzeugendensystem von @,
wenn jedes Element von ¢ als endliches Produkt von Elementen aus M und deren
Inversen darstellbar ist.

Der Komplex E aller Ebenenspiegelungen ist nun offenbar ein Erzeugenden-
system fiir die Gruppe K?). Da jedes £2 € & sogar als Produkt von héchstens 4 Elementeu
aus E darstellbar ist, heisst & 4spiegelig iiber E.

Geht man von der Menge G aller Geradenspiegelungen aus, so ldsst sich auch
hieraus eine Gruppe erzeugen, indem man alle endlichen Produkte aus Geraden-
spiegelungen betrachtet. Aus unseren Untersuchungen entnehmen wir sofort, dass
hieraus die Gruppe + hervorgeht. Der Komplex G ist ein Erzeugendensystem fiir die
Gruppe &+ und K+ ist tiber G 2spiegelig.

Auch der Komplex P aller Punktspiegelungen erzeugt eine Gruppe $ C K.
Um § iiberblicken zu konnen, bendtigen wir den

Satz 14: Das Produkt aus 3 Punktspiegelungen ist stets wieder esne Punktspiegelung.

Essei2=2,°Xp0°%;. Das Produkt aus zwei Punktspiegelungen ist stets eine
Translation; insbesondere ist X, o X'y die Translation mit dem Vektor v = 2 AB.
Wir wihlen nun den Punkt F so, dass

AB=FC bzw. X, oXp=2Xpo0l,
ird. Dann fol
WHC DN R D g, o B edy = Ty o0 Sy =T

womit der Satz 14 bewiesen ist.

f
Figur 14

Ein Produkt aus einer ungeraden Anzahl von Punktspiegelungen stellt mithin
immer eine Punktspiegelung dar. Es besteht daher der

Satz 15: Die Gruppe §, die aus den Punkispiegelungen erzeugt wird, besteht aus
den Punktspiegelungen und den Translationen.

$ ist tiber dem Komplex P 2spiegelig.

Figur 15
In der Gruppe & kommen drei verschiedene Typen von involutorischen Ab-
bildungen vor, nidmlich die Ebenenspiegelungen, die Geradenspiegelungen und die

%) In diesem besondern Beispiel besteht die Beziehung 2-1¢ E £ = E fiir alle £ € K. Man spricht in
diesem Falle von einem invarianten Erzeugendensystem der Gruppe K.
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Punktspiegelungen. Der Komplex E erzeugt die volle Gruppe &, G und P erzeugen
die beiden Untergruppen K+ und §. Man kann auch sidmtliche involutorische Ele-
mente J = EUGU P als Erzeugendensystem von & benutzen. Dies vereinfacht den
gruppentheoretischen Aufbau von & ganz wesentlich, indem jetzt alle Kongruenz-
abbildungen 2spiegelig werden. Bei den Schraubungen geniigt der Hinweis auf den
Satz 6. Fiir die Schubspiegelungen und Drehspiegelungen haben wir im Abschnitt 4
gezeigt, dass diese stets auf die Form X,  X'; gebracht werden kénnen. § ist iiber dem
Komplex [ tatsichlich 2spiegelig.

Satz 16: Die Translationen bilden eine kommutative Untergruppe T C K*.

Die Gruppeneigenschaft der Translationen ist leicht zu verifizieren und wir
wollen uns hier auf den Nachweis der Kommutativitat beschranken. Hiezu betrachten
wir die beiden Translationen 7; und 7, mit den Vektoren v, und v,. Die drei Punkte
F, G und H sind so gewéhlt, dass

Toomdl oy =Ll

Esist d
s ist dann TyoTy=Z2p0X;02, 08, =2p0 %,

und dies ist wiederum eine Translation. Weiter gilt nun
TyoTy=Z2s0lyolpoX.=XpoX,oXoX. =X,0X, =T oT,

Die letzte Umformung stiitzt sich auf den Satz 14; da das Produkt aus drei
Punktspiegelungen eine involutorische Abbildung beschreibt, kann man die Reihen-
folge der drei Faktoren umkehren.

6. Spiegelungszyklen

Der Aufbau der Gruppe K aus ihren involutorischen Elementen ist besonders
durchsichtig. Die tiefere Bedeutung der Spiegelungen in & liegt aber noch bei einer
anderen Eigenschaft. Wir haben in R drei Arten von Spiegelungen festgestellt ; es sind
dies die Ebenenspicgelungen X, Xy, X, ..., die Geradenspiegelungen X,, 2y, X, ...
und die Punktspiegelungen X, Xp, Xc, ... . Diese einfachen Abbildungen stehen
in enger Beziehung zu den geometrischen Grundobjekten des Raumes, ndmlich den
Ebenen, Geraden und Punkten. Jedem Grundobjekt kann auf naheliegende Weise

umkehrbar eindeutig eine involutorische Kongruenz zugeordnet werden:
aer X, aeX,;, Ao,

Geometrischen Lagebeziehungen zwischen Ebenen, Geraden und Punkten entspre-
chen dabei bestimmte Relationen zwischen den zugeordneten Spiegelungen, wodurch
geometrische Aussagen in die Sprache der Algebra iibersetzt werden konnen. Die
Spiegelungen ermoglichen eine Abbildung gewisser Lagebeziehungen in die Gruppen-
struktur. Ein Beispiel soll diesen Sachverhalt illustrieren.

Wir gehen von einem Punkt A und einer Ebene ¢ aus. g sei die senkrechte Gerade
zu ¢ durch A. Aus der Fig. 16 lesen wir sofort die folgende Beziehung heraus

Q=Z, 05 =50505,05=50,05,=2,0T
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T ist die Translation mit dem Vektor v = 2 a. 2 ist somit eine Schraubung; sie hat
die Achse g, den Vektor v und ihr Drehwinkel ist ¢ = 7.

| .

Figur 16

Wir denken uns jetzt noch einen weiteren Punkt B gegeben. Die beiden Schrau-
bungen 2, ° X, und X'z o Z, sind genau dann zueinander inverse Abbildungen, wenn
A und B inbezug auf ¢ symmetrisch liegen — oder anders ausgedriickt — wenn ¢ die
Mittelnormalebene der Strecke 4 B ist. Die Beziehung

0% 05,05 =1

kann daher als Ubersetzung der eben genannten Lagebeziehung in die Sprache der
Algebra betrachtet werden:

X 0X, 020X =1 <> ¢ist Mittelnormalebene von 4B

Wie wir dies im vorliegenden Beispiel getan haben, ldsst sich die Relation in &
stets auf die Form eines Spiegelungsproduktes bringen, welches die Identitdt dar-
stellt. Nach einem Vorschlag von G. THOMSEN spricht man dann von einem Spiege-
lungszyklus [5].

Wir lassen ohne Beweis noch einige weitere Beispiele von Spiegelungszyklen mit
ihren zugeordneten geometrischen Figuren folgen.

(ZaoZ)t=1 <= A und g inzident;

(ZgeZ):=1 <= A und ¢ inzident;

(ZpeZ)i=1 <= g und ¢ inzident oder g ist senkrecht zu &;
Zyolpgoliooly=1 <= B ist Mittelpunkt der Strecke AC;

ZpoXpely=1 <= die Geraden f, g, h gehen durch denselben Punkt und sind

paarweise senkrecht;
(ZooZyoZ)2=1 <= die Ebenen o, f,y liegen im Biischel (parallel oder inzident
mit esner Geraden) oder sind paarweise senkrecht,;
2yololyoXy=1 <= ¢ ist winkelhalbierende Ebene oder Mittelparallelebene von
o und .

Es gibt auch Spiegelungszyklen, denen keine geometrische Aussagekraft inne-
wohnt. So besteht zum Beispiel der Zyklus ‘

(ZyoZpoly)i=1I
auf Grund von Satz 14 fiir jedes beliebige Punktetripel 4, B, C.
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Die Spiegelungszyklen erlauben eine analytische Geometrie in der Gruppenstruk-
tur; man kann geometrische Sidtze durch Rechnen mit Spiegelungen beweisen.
Diesbeziiglich sei auf [2], [3] und [5] verwiesen, wo dieser Gedanke fiir die ebene
Geometrie entwickelt ist. Fiir die rdumliche Geometrie liegen erst einige wenige
Ansitze vor.

7. Kinematische Anwendungen

Wir lassen jetzt noch 3 Anwendungsbeispiele folgen, die fiir die Eleganz spiege-
lungsgeometrischer Methoden zeugen mogen.

I. Wir beweisen zuerst den

Satz 17: Die resultierende Abbildung aus zwei Dyrehungen A, und Ay, deren Achsen
sich ym Punkt F schneiden, ist wiederum eine Drehung mit einer Achse durch F.

Wir bezeichnen die Achsen von 4, und 4, mit a, und a,. Zum Beweis zerlegen wir
die beiden Drehungen je in ein Produkt aus zwei Geradenspiegelungen. Hiebei wéhlen
wir die Geradenspiegelungen so, dass der zweite Faktor von 4, mit dem ersten Faktor

von A4, iibereinstimmt :
2 Ay=Fo0Z; Aj=ZZ,

g ist dann das gemeinsame Lot auf die beiden Achsen a, und @, durch den Punkt F
(Fig. 17). Diese besondere Darstellung, die fiir die Spiegelungsgeometrie typisch ist,

fithrt nun auf
Ayody= (Lo 2o (X,02y) =2p02,
und dies ist offenbar eine Drehung, deren Achse durch F geht.

N

Figur 17

I1. Als zweites Beispiel beweisen wir den
Satz 18: Zwer gleichlange Strecken AB und AB bestimmen genau eine Drehung (evil.
Translation) A, bei der die eine Strecke in die andere ibergehs.

Zum Beweis fithren wir die Spiegelung X, ein, die A in A iiberfithrt; der Punkt B
gehe hiedurch an die Stelle B’. Daneben betrachten wir noch die Spiegelung 2,
die B’ nach B bringt.

Die Kongruenz 2 =2 0% ) beférdert nun A nach 4 und B nach B; ; sie ist im
allgemeinen eine Drehung, in speziellen Fillen eine Translation. Achse und Dreh-
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winkel bzw. der Translationsvektor lassen sich aus der Lage von « und §§ konstruktiv
leicht gewinnen.
Die Eindeutigkeit der Drehung schliesst man aus der Tatsache, dass die Dreh-

achse die Schnittgerade der Mittelnormalebenen von 4 und A sowie von B und B sein
muss; diese Gerade ist aber durch die gegebene Figur eindeutig bestimmt. Es sei noch
bemerkt, dass man allein aus der Existenz dieser Schnittgeraden nicht ohne weiteres
auf eine Drehung schliessen kann. Auf die Uberlegung mit den beiden Spiegelungen
2, und 2 kann nicht verzichtet werden.

Figur 18

I11. Konstruktion von Achse, Winkel und Vektor einer Schraubung, die das Dreieck
ABC in ein seitengleiches Dreieck A BC diberfiihrt.

Wir kénnen beim Beweis von Satz 11 ankniipfen. Dort wurde gezeigt, dass die
vorliegende Schraubung als Produkt von 4 Ebenenspiegelungen geschrieben werden

kann: ,
Q=X,0240X 02,

Die beiden Teile 2, o 2y und 2/, o X, représentieren je eine Drehung oder Transla-
tion, die ihrerseits als Produkte von zwei Geradenspiegelungen notiert werden kénnen.
Die beiden speziellen Schraubungen lassen sich dann gemass Fig. 7 vereinigen, wobei
die wesentlichen Bestimmungsstiicke von £’ konstruktiv sofort gewonnen werden
konnen. Etwas rascher fithrt der folgende Weg zum Ziel. Wir bringen zuerst durch

eine Translation T den Punkt A an die Stelle 4 (Fig. 19b). Eine anschliessende
Drehung 4 mit dem Fixpunkt A (die Achse d dieser Drehung geht durch A4) bringt

Figur 19
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