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Un théoréme sur les nombres triangulaires

Les nombres triangulaires sont des nombres t, =% (n + 1)/2, ou n =1, 2, ....
Le but de cette note est de démontrer d'une fagon élémentaire le théoréme suivant:

Théoréme. Il existe une infinité de nombres triangulaires qui sont & la fois sommes,
différences et produits de deux nombres triangulaires > 1.

Démonstration. Les nombres ¥ = y = 1 satisfont & ’équation

x(x+1)—2y9y(y+1)+2=0 (1)
Or, vu l'identité

Bx+4y+3)Bx+4y+4)—-2Q2x+3y+2) (2x+3y+3)
=x(x+1)—2y(y+1)

on voit que si les nombres naturels x et y satisfont a ’équation (1), les nombres
naturels 3x + 4y + 3 et 2x + 3 y + 2 qui sont plus grands que x et y satisfont aussi
a I’équation (1). Cette derniere a donc une infinité de solutions en nombres naturels
¥ et y plus grands que 1. Par exemple de la solution ¥ = y = 1 on obtient la nouvelle
solution x# = 10, y = 7 qui donne ensuite la solution x = 61, y = 43, et ainsi de suite.

Soit x > 1ety > 1 une solution de I’équation (1) en nombres naturels. D’apreés (1)
on aura

t+1=2¢,
d’out
t (b + 1
p =ttt g q @)

Or, comme on le vérifie sans peine, on a, pour » = 2, 3, ...
n=t,—t_, et t,” = t,”_l +&,.

D’aprés (2) on a donc

tl, = tt,—] + tx = t“x - ttt;-l = tx ty s
Par exemple, pour x = 10, y = 7, on trouve

tss = lsa + 1o = t15a0 — t1s30 = tro b7 -
Or, on a aussi

lg=1tg+lg=1tig—tyg=13ly, b=ty +tu=1tn—tle=1lgts.

Il est & remarquer que s'il s’agissait seulement de démontrer qu'’il existe une infinité
de nombres naturels qui sont 2 la fois sommes, différences et produits de deux nombres
triangulaires > 1, on pourrait le faire d’une fagon élémentaire en deux lignes, puisque
¢a résulte tout de suite de l'identité (qu’'on vérifie sans peine):

b1+t =t3—t2 =11, pour n= 2,3, ...
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