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Dann kommutiert die Figur fiir alle Urbilder von # = 2, namlich fiir (1, 1), (1, 2),
(2,1). Fiir ein # > 2 seien Injektionen z von x~1{1,2,...,7— 1} in N und ¢ von
«{1,2,...,n—1} in N sowie eine Bijektion ¢ von almwu1{1,...,n — 1} auf
uloa{l, ..., n — 1} so definiert, dass das Diagramm kommutativ ist. Hat dann »
die Primfaktorzerlegung »n = IT p% mit paarweise verschiedenen Primzahlen p,, so

existieren genau m,: = IT (¢, + 1) formal verschiedene Zerlegungen # = a, b, in
natiirliche Zahlen a,, b, (1 <v» <m,). Wenn N —poa1{1,...,n — 1} =:{c;, ¢y, ...}
mit ¢; < ¢y < ... ist, dann definiere man g (1, n —1): =¢;, 9 (2, — 2): = ¢y, ...,
e(m—2,2):=c,_,.

Ferner setze man m(ay, b):=4dy, ..., (4, 1, by, _1): =4d,,_,, sofern
N—zmu{1,..,n—1}=:{d, dy, ...} mit d; < d, < ... gilt. Sodann wihle man
7 (@ s bp,) AUS N — (mp2{1,...,n —1}u{4,, ..., d,,_,}) so gross, dass

7t(ay, by) + o + n(am”’ bm,,) —m, > Moy T+ My 22 T+ 2

gilt. Da es beliebig grosse natiirliche Zahlen / gibt, fiir die m, einen vorgegebenen Wert
> 2 hat, kann man eine Zahl g (# — 1,1) aus N — (o1 {1, ..., n — 1} u{cy, ...
¢,_s}) mit der Eigenschaft

’

70(ay, by) + -+ + ”(“m,,» bm,,) — My =My gy qy T My g M1y

bestimmen. Dann haben die Mengen a1z x1(#) und p! ¢ «=(n) gleiche Elemente-
zahl, und ¢ lisst sich fortsetzen zu einer Bijektion von alzmu-1{1,...,n} auf
uloat{l,..., n}. Auf diese Weise sind rekursiv Peano-Abbildungen 7, ¢ und eine
Bijektion ¢ von N x N auf sich mit der Eigenschaft y 77! « = « p~! u @ konstruiert.
Nimmt man fiir 7 schliesslich eine beliebige Peano-Abbildung und setzt o: = 7 ¢,
danngilt u 77! o 071 = & =1 u 771, womit auch der zweite Teil des Satzes bewiesen ist.

J. SPILKER, Freiburg i. Br.
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Zur Zetlegung von Permutationen in elementfremde Zyklen
1. Definitionen und Bezeichnungen

Ausgehend von der Tatsache, dass jede Permutation ¢ abgesehen von der Reihen-
folge auf génau eine Weise in elementfremde Zyklen zerfillt), ordnen wir ¢ ihre
Zyklenzahl z(p) zu; hierbei sind die eingliedrigen Zyklen mitzuzidhlen. Eine Permuta-
tion ¢ von # Elementen mit z(p) = % nennen wir fortan eine (n, k)- Permutation, und es
bezeichne p(n, k) deren Anzahl. Die (#, 1)-Permutationen werden auch «zyklisch»
genannt, und im Falle » > 2 heissen die (#, n — 1)-Permutationen Transpositionen.

Es sollen in dieser Note die Zahlen p(n, k) bestimmt und eine durch sie auf natiir-
liche Weise induzierte Klassifikation der Permutationen betrachtet werden. Dabei
beschrinken wir uns auf die Behandlung des nichtentarteten Falles 1 <& <.

1) Vergleiche zum Beispiel [1], p. 10 oder (3], p. 28.
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2. Rekursion
Unsere Anzahlfunktion p geniigt der Anfangsbedingung

pn,1)=mn—1)1; pn,n)=1 [n>1)] (1)
und der Rekursionsbeziehung
pn+LE+1)=pm,R)+npnk+1) >2;n—1>k>1]. (2)

In der Tat: (1) ist trivial, und (2) gewinnt man wie folgt: Sind a,, ..., a, ., die zu
permutierenden Elemente, so gibt es p(n, k) (# + 1, £ + 1)-Permutationen, welche
den eingliedrigen Zyklus (a, ) aufweisen. Um die Anzahl der iibrigen (# + 1, & + 1)-
Permutationen zu ermitteln, gehen wir aus von der Menge aller (#, £ + 1)-Permuta-
tionen. Das neuhinzutretende Element a,,, kann in jeder solchen Permutation an #
Stellen eingefiigt werden, namlich als Nachfolger jedes schon vorhandenen Elementes;
dabei soll a,,, in den Zyklus seines Vorgingers aufgenommen werden. Bei zwei
verschiedenen derartigen Einfiigungsprozessen entstehen stets zwei verschiedene
(n + 1, & + 1)-Permutationen; andererseits erhdlt man auf diese Weise alle
(n + 1, & + 1)-Permutationen, welche den Zyklus (a,,,) nicht aufweisen. Damit
ist (2) begriindet. Durch eine heuristische Betrachtung der Funktionswerte p(n, 2)
und p(n, 3) gelangt man unmittelbar zur Vermutung des folgenden Sachverhaltes:

Satz 1. Bezeichnet c(n — 1,1) fir 1 <1l <n—1 die l-te elementarsymmetrische
Funktion der Zahlen 1, ..., n — 1, das hetsst:

cm—1,1)=1++(n—1), (34)
cm—1,2)=1-24 -4 n—2)(n—1), (39)
cm—1,n—1)=1-2--+-(n—1) = (n—1)! (3,-1)
mit der definitorischen Evginzung
cn—1,0=1 [n>1], (4)
so gilt
pm,R)=cn—1,n—Fk) [A<k<n]. (5)

Beweis (doppelte Induktion): Definiert man die Hilfsmengen 4; = {(j + %, %) | £
nat. Zahl} fiir j > 0 ganz; 4 — ,C')O A S={mked|pmh)=cn—1mn— k)
1;—
so gilt es zu zeigen: A = S. — Nach (1) und (4) gilt p(n, n) =1 =c (» — 1, 0) fiir alle
n > 1; somit ist (a) 49 C S. — Es sei nun (b) 4; C S fiir ein gewisses j > 0. Nach (1)
und (3,_y) ist p(f+2,1)=(@F+1)!=c(f+1,7+1), also (c) (f+2,1)€eS. Fir
eine gewisse natiirliche Zahl % sei (d) (f + 1 + &, &) € S. Nach (2), der Erklarung von
S und (b) ergibt sich
PU+1+R+LE+)=pG+14+RE+G+1+E)-DG+1+k E+1)
=c(+hi+)+(G+E+1) c(f+k)=cl+E+17+1),
das heisst () (f+1+ %+ 1,k+ 1)€S. Aus (c) und [(d) = (e)] folgt (f) 4;,,C S,

und aus (a) und [(b) = (f)] folgt A; C S fiir allej > 0 ganz. Somit ist 4 C S und nach
der Definition von S sodann 4 = S, q.e.d,
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Auf Grund von (5) besteht der folgende Zusammenhang der p(#, k) mit den
STIRLINGschen Zahlen s(n, k) erster Art?):

pn k) =|sn k) |[1 < k<n]. (6)
3. Wertetabelle fiir p(n, k)

k=1 k=2 k=3 k=4 k=5 k=6 k=7 k=8...
n=1 1
n=2 1 1
n=3 2 3 1
n=4 6 11 6 1
n= 24 50 35 10 1
n==6 120 274 225 85 15 1
n=7 720 1764 1624 735 175 21 1
n=2_8 5040 13068 13132 6769 1960 322 28 1

4. Eine Klassifikation der Permutationen
Setzt man in der bekannten Identitit

xZ(x+1) -----(x+n—1)=vac(n—1,n—k)x"=zn'p(n,k)x" [n>1] (7)
k-1 k=1

%= 1bzw. x = — 1, so ergibt sich

n! =Zp(n, Ry [n=>1] (8)
bzw. =
0 =kZ:(~ Dkp(n, k) [n>2]. &)

(8) ist in trivialer Weise deutbar, und (9) fiihrt zu einer Aufteilung aller Permutationen
von #n Elementen [# > 2] in zwei gleichmichtige Klassen, wenn die in (9) mit positiven
Posten gezihlten Permutationen zu der einen, die iibrigen zur anderen Klasse gehéren
sollen. Dass diese Klassifikation mit der wohl wichtigsten Klassifikation der Permuta-
tionen {ibereinstimmt, sagt

Satz 2. Eine (n, k)- Permutation [n > 2] ist genau dann gerade, wenn gilt:
=n (mod 2) .
Bewess. Es geniigt zu zeigen, dass fiir eine beliebige Permutation ¢ und eine be-
liebige Trans?osition 7 die Beziehung
z (v @) * z(g) (mod 2) (10)

besteht. Ist namlich (a; a;) der einzige zweigliedrige Zyklus von 7, so ist die Wirkung
von 7 auf ¢ bei der Bildung von 7 ¢ die folgende: a) Die zu (g, a;) disjunkten Zyklen
von ¢ treten in 7 ¢ unverindert auf. b) Gehéren 4, a; in ¢ zum gleichen Zyklus, so
wird dieser beim Ubergang von ¢ zu 7 ¢ in zwei Zyklen zerlegt. c) Gehéren a;, a; zu
verschiedenen Zyklen von ¢, so werden diese beim Ubergang von ¢ zu 7 ¢ zu einem
einzigen Zyklus vereinigt. Damit ist (10) sichergestellt. JUrG RATZ, Bern

%) Eine ausfiihrliche Darstellung der Theorie dieser Zahlen findet sich etwa in (2], p. 142ff,
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