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12 J. SpiLker: Uber eine Vertauschbarkeit von Addition und Multiplikation

Uber eine Vertauschbarkeit von Addition und Multiplikation
Sei N die Menge der natiirlichen Zahlen 1, 2, ... versehen mit der iiblichen Addi-
tion und Multiplikation. Es bezeichne « die Additionsabbildung
a«:NXN-—->N:(a,b) —>a+d
und x die Multiplikationsabbildung
H:NXN-—>N:(a,b)>ab.

Eine bijektive Abbildung 7: N X N — N heisst Peano-Abbildung. Mit diesen Be-
zeichnungen lautet ein Problem von UraM ([3], Seite 32) : Gibt es eine Peano-Abbildung
mw,sodassuy o =azmt wauf N X Ngilt? Diese Frage ist von Gao [1] und KOPFER-
MANN [2] negativ beantwortet worden. Es stellt sich deshalb das folgende Problem:
Existieren zwei Peano-Abbildungen = und g mit der Eigenschaft uzla=ap u?
Allgemeiner kann man fragen, in welchem Sinne Addition und Multiplikation ver-
tauschbar oder nicht vertauschbar sind. Ein Resultat in dieser Richtung enthélt der

Satz: 1. Es gibt keine Peano-Abbildungen x, o, 0, Tt mit ol unta=1tloapu
auf N X N.

2. Es gibt Peano-Abbildungen 7, 9, 0, T mit uw a0 = a9~ u 771 auf N.

Um den ersten Teil des Satzes zu beweisen, nehme man an, es gibe Peano-Ab-
bildungen =, g, g, 7, fiir die das folgende Diagramm kommutativ ist.

© oy N N X N2 NN
N XN N xN
A N—>NxN—> N~
Offenbar ist a~1(») nur fiir n = 1 leer, was z u~' ¢ 7-1(1) = {1} zur Folge hat, und
u~1(n) nur fiir » =1 einelementig, weshalb ¢ 771(1) = {1} gilt. Ferner enthilt
7 w0 T71(2) zwei verschiedene Elemente a > 1, b > 1. Weil g «~(2) einelementig
ist, folgt u (1,2 — 1) = u (1, b — 1) und daraus der Widerspruch a = .

Im nachfolgenden zweiten Teil des Beweises werden induktiv Peano-Abbildungen
7, @ sowie eine Bijektion ¢ von N X N auf sich konstruiert, die das Diagramm

NxN—i>N—£;N><N\i

wl N

NxN—»N—e_-rNxN/:
u

kommutativ machen. Weil am rechten Ende des Diagramms jede natiirliche Zahl
n > 1 auftreten kann, definiere man #(1, 1): = 1 und weiter
n(1,2): =2, n(2,1): =3,
o(1,1): =4,
p(1,1):=(1,4), ¢(1,2): = (2,2), ¢(2,1): = (41).



	
	Über eine Vertauschbarkeit von Addition und Multiplikation.


