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136 Aufgaben

Nun betrachten wir die Verallgemeinerungen fiir den »-dimensionalen Raum E”!

Es bedeute jetzt R, (i =0, 1, 2, ... n) den Abstand PA4;, wo P ein beliebiger Punkt
im Innern oder auf dem Rande des #-dimensionalen Simplex A,4,4, ... 4, ist; » und
haben dieselbe Bedeutung wie in der Einleitung (Inkugelradius und Hohen); V ist der
Inhalt des Simplex.

Bekannt ist die Verallgemeinerung von (3) auf E” [4]. Jetzt beweisen wir:

Satz I1. Es gilt folgende Verallgemeinerung von (2) auf den E*:

Ry+ R+ Ry+ ...+ R, = (n+ ) nr. (2*)

Beweis. Die Ungleichung von PETTY und WATERMAN lautet [5]:
”
DR, = (n+ 1)@= (n )1 Vln |/ (1)
i=0

Andererseits findet man bei L. FEjEs T6TH auch eine Simplexungleichung [6]:

(n + 1)('l+1)/2
n!

V= nnl2 yn, (11)

Wenden wir die Substitution von (II) in der Ungleichung (1) an, so ergibt sich:

n
2 B
A(R)) =%gm.

Fiir » = 3 lautet die Ungleichung:
Ry+ R+ Ry + Ry = 127.

Bemerkungen. Die vollstindige Verallgemeinerung von (1) fiir #» = 3 ist noch nicht
bekannt. Vielleicht geben eine Arbeit von J. STEINIG [6] und diese Arbeit gewisse Stiitz-
punkte in dieser Richtung.

Der Verfasser dankt Herrn J. STEINIG fiir niitzliche Bemerkungen.

J. BERKES, Szeged
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Aufgaben

Aufgabe 537. Ein gegebener Kreis K wird von zwei zueinander orthogonalen Kreisen
K,, K,, die durch einen festen Punkt F seiner Ebene gehen, beriihrt. Welches ist der
geometrische Ort der Ahnlichkeitszentren von K, und K,?

C. BINDSCHEDLER, Kiisnacht

Lésung des Aufgabenstellers: Durch eine Inversion mit Zentrum F, die K in sich iiber-
filhrt, gehen K, und K, in zwei zueinander senkrechte Tangenten Kj, Kj iiber. Dem
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dusseren Ahnlichkeitszentrum A in der urspriinglichen Figur & entspricht in der trans-
formierten @’ der zweite Schnittpunkt 4’ zweier durch F gehender und die Geraden
K, K; beriihrender Kreise. Diese Geraden zerlegen die Ebene in zwei Paare von Scheitel-
winkelfelder. Gehort (Fall a) F dem Felderpaar an, in dem K liegt (gleichzeitige Beriihrung
von K, und K, mit K), so ist (mit O als Zentrum von K) 04’ = OF. Der Ort von A’ ist
also ein zu K konzentrischer Kreis durch F, dem in der Figur @ eine Gerade I entspricht
(¢ ist die Potenzlinie von K und dem als Nullkreis aufgefassten Punkt F). Dem inneren
Ahnlichkeitspunkt J von K,, K, entspricht der zu 4’ symmetrische Punkt J’ inbezug auf
den Schnittpunkt Q' von K7, Kj, da die 4 Punkte F, Q, 4, J harmonisch auf dem Kreis
iiber dem Durchmesser 4 ] liegen. J’ liegt damit auch symmetrisch zu F inbezug auf eine
Tangente des Kreises um O durch Q’. Der Ort von j’ ist dhnlich zur Fusspunktskurve
dieses Kreises fiir den Pol F. Die Gleichung in Polarkoordinaten mit F als Pol ergibt sich
unmittelbar, wenn man beachtet, dass jene Fusspunktskurve Konchoide des Kreises iiber

dem Durchmesser OF mit F als Pol und » /2 (= OQ’) als Einschaltstrecke ist. Mit d = OF
wird ¢ = 2 (d cosp — 7 }/2) und folglich liegt J auf dem Kegelschnitt

d2 — y2

2vY2 (dlr)2)"t=1)

mit Brennpunkt F und numerischer Exzentrizitit d/» J/2. Als zugehorige Leitlinie erkennt
man leicht jene Gerade /, welche die dusseren Ahnlichkeitspunkte enthélt. Liegt (Fall b) F
in einem der anderen Winkelfelder von K7, K; (ungleichartige Beriihrung von K,, K,
mit K) so kehren sich die Verhiltnisse einfach um: der dussere Ahnlichkeitspunkt liegt
auf dem Kegelschnitt, der innere auf /. Geht bei kontinuierlicher Verdnderung ein Kreis K,
von Ausserer zu innerer Beriihrung mit K iiber (oder umgekehrt), wobei der Radius
unendlich wird, so gehen gleichzeitig 4 und J wechselseitig stetig ineinander iiber.
Eine weitere Losung sandte J. BasiLE (Briissel).

Aufgabe 538. Trouver toutes les solutions de 1'équation

x4 (v 4 1)2 =yt
en nombres naturels x et y. W. SIERPINSKI, Varsovie

Solution: W. LJUNGGREN (Avh. det Norske Videnskaps-Akad., Oslo, Mat.-Nat. Kl
1942, No. 5) a démontré, que l'équation 22 + 1 = 2 ¥* n’a, en nombres naturels y et z,
que deux solutions y = z = 1 et y = 13, z = 239. Il en résulte que 'équation (2 » 4 1)2
+ 1 = 2y%n’a, en nombres naturels » et y, qu’une seule solution: ¥ = 119, y = 13. Or cette
derniére équation est évidemment équivalente a I’équation 2 4+ (¥ 4+ 1)% = y* qui admet
ainsi une seule solution en nombres naturels x et y, notamment » = 119, y = 13.

Or, M. A. MakowskKI a remarqué que L. E. DicksoN dans le vol. IT de son History of the
Theory of Numbers & la page 627 écrit que A. CUNNINGHAM en 1908 regardait comme
solutions uniques de I'équation #2 — 2 4 = — 1 en nombres naturels ¥ = y = 1 et » = 239,
y = 13, et que 4 la page 670-671 du livre cité Dickson écrit, que E. LIONNET en 1880
cherchait les nombres naturels N qui, en méme temps que leur bicarrés, sont sommes de
deux carrés de nombres naturels consécutifs et que E. LIONNAIT écrivait que la solution
unique est N = 13 = 22 4 32 oul N4 = 134 = 1192 4 120% Or, a la page 622 de son livre
DicksoN écrit (dans la note %3)) que E. FAUQUEMBERGUE (dans I'Intermédiaire des math.
5, 1898, p. 94) affirmait que » = 1 et » = 13 sont les nombres naturels uniques pour
lesquels le nombre 2 x¥* — 1 est un carré. A. ScHINZEL, Varsovie

Dieselbe Losung sandte L. Carritz (Duke University, USA).

Aufgabe 539. Show that the quotient

(@ — 1) (a" — a) ... (a" —a""})

: (n=1,23,..)
n!

is integral for arbitrary integers a. L. CarLITz, Duke University, Durham, N.C., USA
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Lésung: Der Zahler des gegebenen Bruches ist
n—1

n-1
Z(a, n) = H(a’l — ak) — an(n—l)/!H(an—k - 1).
k=0

k=0
Man hat bekanntlich folgende Primfaktorzerlegung von # !

nl= [[p=®, afp) =k§ [n/pH].

p=n

Fiir die Exponenten a(p) gelten offensichtlich die Abschétzungen

sy < | 3 mipk| < [ ,
(P)~L§"/P}—[p_1 1)

2] < w2) < 3omtimm, wlp) Sm— 1. (2)
k=1

P sei nun eine Primzahl < ». Im Fall p | a folgt aus (2) a(p) =n — 1 < »n (n — 1)/2, weil

n = p = 2. Somit gilt p*(?) | Z(a, n). Wenn p 1 a, so ist p | a"~* — 1 dann und nur dann

richtig, wenn p — 1 | #» — k. Unter den Faktorena”~%* — 1 (k= 0, 1, ..., » — 1) sind daher

genau [n/(p — 1)] durch p teilbar und (1) zeigt, dass auch in diesem Fall p*(#) | Z(a, n).

A. BAGER, Hjorring, Danemark

Weitere Losungen sandten W. JANICHEN (Berlin-Zehlendorf), E. TEUFFEL (Korntal/
Stuttgart).

Aufgabe 540. Sei a_,aya,a,a;a,a5...=1011235... die Fibonaccifolge. Fiir
n=-—1,0,1,2,...und 2= 0,1, 2, ... zeige man

"tk —v At 1+ kv
2( k )“v+2( 1+ 7 ) asr = Gusanss:
v=—1 7= 1. PaascHE, Miinchen
Lisung (nach E. WIDMER, Biel): Es sei 4(n, k) die zu beweisende Aussage. Es gilt die
Implikation Am k) und Am+1,k—1) =>4 (n+1,k). *)

Beweis: Aus den Grundeigenschaften der Binomialkoeffizienten und der Formel
a;+a;,.,=a;,,folgt

n+1 k
n+1+k-—v) (n+2+k—v)
a,+ a,
n+1 nt1 k
m+k—» n+k—v n+1+k—vw
=v=2—‘1( k-1 )av+v=—l( k )av+v=20‘( 1+n )aiv
k
n+14+k—29
+2( 24 n )a2v
»=0
n+1 k-1
n+l+khk—1—v n+2+k—1—v
= Onearat 2( k—1 )a,+zo'( 24 n )“”"
v=—1 y=

=8piak+2 T Gpprsak-1+2= Cnt1)+2k+3-

Ordnet man die 4(», k) in der Form einer unendlichen Matrix an, so bedeutet (*),
dass ein «Element richtig ist», wenn dies sowohl fiir den oberen als auch fiir den linken
Nachbarn gilt. Man muss also zeigen, dass die Elemente 4A(n,0) (n =—1,0,1, 2,...)
der ersten Spalte und die Elemente A(— 1, 2) (¢ = 0, 1, 2, ...) der ersten Zeile richtig sind.
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