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34 A. KirscH: Eine geometrische Charakterisierung der Differenzierbarkeit fiir Funktionen

Aus (1), (8), (10) folgt
Mya ¥ < ln(r) fiir » > Apt1 >
und aus (5), (7) folgt

f5,9) <my, )22+ 92, wenn 22 + 32 < a,;
somit gilt
fx,y) <5, (a2 +92), wenn a,,, <}x*+12<a,. (12)
IV. Nun setzen wir

0, wennx =y =0;

ko(x, y) = S _
a2 l,,(‘/x2+y2), wenn a,,+l<‘/x2+y2< a, (m=1,2,...).

Wegen (7), (8), (9) ist hierdurch eine Funktion &, mit dem Definitionsbereich

Ko={(x9) | )2+ <ay=r}

gegeben, und K, ist (nach unserer Annahme iiber D) in D enthalten. Offenbar ist
ko(x, ¥) > 0O fiir (x, ¥) + (0, 0), und auf Grund von (12) gilt

f(x, y) < ky(x, y) fir alle (x,y) € K, .

Weiter ergibt sich mit (10) sofort die Stetigkeit von k, und hieraus mit (11) die
Konvexitit von unten. Schliesslich {iberzeugt man sich mit Hilfe von (2) und (8)
leicht davon, dass &, glatt ist, das heisst dass es keine von der xy-Ebene verschiedene
Stiitzebene an %, in (0, 0, 0) gibt. Damit ist Satz 2 bewiesen.

ArnoLD KirscH, Gottingen
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Elementare Bestimmung der gefihrlichen Fliche beim
riumlichen Riickwirtsschnitt

Als rdumlichen Riickwdrtsschmitt bezeichnet man die Aufgabe, zu einem vorge-
gebenen Dreieck A mit den Ecken 4, B, C jenen Raumpunkt P zu bestimmen, aus
welchem die Dreiecksseiten unter vorgegebenen Winkeln a, 8, ¢ erscheinen. Der Ort
aller Punkte, aus welchen zwei feste Punkte 4, B unter konstantem Winkel y gesehen
werden, besteht in der Ebene nach dem Peripheriewinkelsatz aus zwei Kreisen iiber
der Sehne 4 B. Rotation dieser Kreise um [4 B] ergibt einen Torus als entsprechende



H. StacueL: Elementare Bestimmung der gefihrlichen Fliche beim riumlichen Riickwirtsschnitt 35

Ortsfliche im Raum. Das Problem des rdumlichen Riickwirtsschnittes fiithrt somit
auf die Bestimmung der gemeinsamen Punkte P dreier Torusflichen.

Es kann dabei der Fall eintreten, dass in einem Lésungspunkt P die Tangential-
ebenen an die drei Torusflichen eine Gerade g gemein haben. Dann beriithren die
Schnittkurven je zweier Torusflichen die Gerade g in P; also ist P auf g differentiell
verschiebbar. Den Ort solcher verschiebbaren Punkte bezeichnet man als gefihrliche
Fldche dieses Problems.

Als erster hat S. FINSTERWALDER!) mit Hilfe kinematischer Uberlegungen und
unter Verwendung unendlich kleiner Grossen erster und zweiter Ordnung gezeigt,
dass der gefihrliche Ort ein Drehzylinder ist, der den Umkreis von A als Normal-
schnitt enthdlt. Ein exakter kinematischer Beweis, in welchem jedoch die Kenntnis
von Nullsystemen vorausgesetzt wird, stammt von W. WuNDERLICHZ2). In der nun
folgenden Bestimmung werden nur elementare Mittel verwendet:

Angenommen, P sei ein Lésungspunkt des rdumlichen Riickwirtsschnittes. Sein
Normalriss auf die als Zeichenebene verwendete Dreiecksebene & sei P’. Durch
Drehung von P um die Dreiecksseiten [4 B], [BC], [CA] nach ¢ erhilt man die Punkte
P;, P,, P,. Dabei treten in ¢ als Abstinde P,B = P B, ... die Lingen s,, ... der
Kanten PB, ... auf (siehe Figur 1).

Lasst man den Umkreis &, von 4, B, P, um die Seite [4 B] rotieren, so erhélt man
eine der drei oben genannten Torusflichen durch den Punkt P. Die Flichennormale
an diesen Torus in P ist zugleich die Kreisnormale zum Umkreis von 4, B, P. Deren
Schnittpunkt S, mit der Geraden [4 B], zugleich der Spurpunkt in ¢, bleibt bei der
Drehung der Ebene [4 BP] nach ¢ fest, liegt also auf der Normalen #, an den Umkreis
k. in P,. Ebenso findet man die zwei weiteren Spurpunkte S,, S,.

1) Die geometrischen Grundlagen der Photogrammetrie, Jahresber. d. Deutschen Mathem.-Vereinigung
VI, 2 (1899).

2) Uber den «gefihrlichen» Riickwirtseinschnitt, Jahresber. d. Deutschen Mathem.-Vereinigupg
LIII, 2 (1943). In dieser Abhandlung werden auch ausfiihrlich die Richtungen der differentiellen Verschie-
bungen in Punkten der gefihrlichen Fliche behandelt.
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Soll nun P auf der gefihrlichen Fliche liegen, so gehen die drei Torustangential-
ebenen in P durch eine Gerade. Die drei Flichennormalen liegen daher in einer Ebene
und ihre Spurpunkte S,, S,, S, liegen auf einer Geraden in ¢ und umgekehrt.

Nach dem Satz von Menelaos sind die auf dem Dreieck 4 BC gelegenen Punkte
S,, S,, S, dann und nur dann kollinear, wenn die Teilverhiltnisse3) die Gleichung
(ABS,) (BCS,) (CAS,) = 1 erfiillen.

In den Dreiecken 4 P, S, und S, P,B in Figur 1 gilt nach dem Sinussatz:

AS,;:sintxAP,S,=AP,;singAS,P,
BS,: sinx BP,S,=BP, sin{BS,P,

Bezeichnet man <¢ AP.S, mit ¢, ¢ BP,S, mit y — ¢ und beachtet man, dass
sin AS P, = sin<{ BS P,, so folgt fiir den absoluten Betrag des Teilverhiltnisses
(ABS,) der Wert

| S, sing
N ‘ spsin(y — @)

Dabei muss vorausgesetzt werden, dass S, nicht mit 4 oder B zusammenfillt.

Wendet man den Satz iiber Zentriwinkel auf den Kreis £, {iber der Sehne A P, an,
so findet man die Winkelgleichheiten <x AP S, = < P'P,B=¢, < BP.S, =
X P'P,A =y — @. Bezeichnet T, den Fusspunkt des Lotes aus P’ auf die Seite [4 B],
so gilt fiir den Absolutbetrag des Teilverhiltnisses (4 BT,) analog zu (1)

|(4BS)| = |5 9

|(ABT)| = |57 | = | =0l @
Aus (1) und (2) folgt die Beziehung
s? 1
|(ABS‘)I=3?,_HT1})I 3)

Liegt T, ausserhalb der Strecke 4 B, so ist entweder <t ABP, oder <¢ BA P, grosser
als 90°. Dann aber muss der Umkreismittelpunkt ausserhalb des Dreiecks A BP, und
somit S, ausserhalb der Strecke 4 B liegen, und umgekehrt. Es liegen also 7, und S,
immer zugleich ausserhalb oder innerhalb der Strecke AB. Daher haben die Teil-
verhéltnisse (ABS,) und (ABT,) das gleiche Vorzeichen; die Absolutstriche in (3)
konnen weggelassen werden.

Nach zyklischer Vertauschung von (3) erhilt man
(ABS)(BCS,)(CAS,)=[(4BT)(BCT,) (CAT,)™" “)

Eine Deutung dieser Gleichung mit Hilfe des Satzes von Menelaos ergibt: Dann und
nur dann liegen die Spurpunkte S,, S,, S, der Torusnormalen auf einer Geraden, wenn
T,, T,, T,, die Fusspunkte der Lote aus P’ auf die Seiten des Dreiecks \\, auf einer
Geraden liegen.

Die Frage, wann nun 7,, T,, T, kollinear liegen, beantwortet der Satz von
WaLLACE4), welcher der Vollstindigkeit halber hier abgeleitet wird:

3) Definition: (4 BS,) = AS./BS, unter Beachtung der Richtungen der Strecken A4S, und BS,.
4) Enz. d. Math. Wiss. III AB10, Nr. 11, Nr. 14, Vgl. auch Fussnote 2,
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