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30 J. Hoscuek: Uber Kegelschnitte mit gemeinsamem Kriimmungselement

Analog kann der Beweis fiir die Gerade M £ bzw. fiir Hyperbeln mit gemeinsamem
Kriimmungselement gefiihrt werden. Die hier angegebene Konstruktionsvorschrift 8
diirfte wohl gleichzeitig eine bisher unbekannte Erzeugungsweise von Steinerzykloi-

den sein. J. Hoscuek, TH Darmstadt
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Uber die Nichtprimteiler von 24"+ ¢

Die Primzahl p wird Primteiler der ganzwertigen Funktion g(x) genannt, wenn die
Kongruenz g(x) = 0 (mod p) eine ganzzahlige Lésung » mit g(xn) + 0 hat. Ist die
Kongruenz nicht 16sbar, so heisst # Nichtprimteiler (NP) von g(x).

PéLya [1] hat gezeigt, dass fiir ganze a, b, ¢ mit a ¢+ 0, 6 = 2 die Funktion
go(%) = a b* + ¢ unendlich viele Primteiler besitzt. Fiir die NP von g,(x) gibt es keine
so allgemeine Aussage. Beispielsweise sind nach dem Fermatschen Satz die Prim-
teiler von b die einzigen NP von b* — 1. Fiir die Existenz von unendlich vielen NP
von gy(x) ist somit eine Zusatzbedingung notwendig, dieim Falla = 1 nach ScHINZEL [2]
—c¢ + bF lautet. Eine Aussage iiber die Form der NP gibt der

Satz 1. Ist (ac,b)=1,b=2und |a c| #+ 42, so ist die Anzahl der NP von a b* + ¢
in jeder der Restklassen + 1 (mod 4) unendlich?).

Wird der Definitionsbereich von gy(x) auf die ungeraden Zahlen beschrinkt, so
gilt der

Satz 2. Ist (ac,b) =1, 5= 2 und b+ b}, so ist die Anzahl der NP von a b2++1 4 ¢
in jeder der Restklassen 4 1 (mod 4) unendlich.

Ohne Einschrinkung von b ist Satz 2 nicht richtig. Jede Primzahl p = 3 (mod 4)
ist ndmlich Primteiler von

42541 _ 1 — (22541 4 1) (22%+1 — 1) = (206-D12 4 1) (26-D12 _ 1),
Lemma 1. p* 2, (p,abc)=1, (b/p) =1, (—ac/p)=—1=p=NP von gy(x).
Bewess indirekt (Kongruenzen mod p):
b=08% ab”+c=0=>a?b2"+ac=0, —ac= (ab})? (—ac/p) =1 Widerspruch!
1) Sind b und a ¢ Quadratzahlen, so ist (nach Lemma 1) jedes a b ¢ nicht teilende p = —1 (mod 4) ein
NP von gy(#). Ist b ein Quadrat, so ist die Bedingung (a ¢, b) = 1 iiberfliissig, da Satz 1 sofort aus Lemma 1

und Lemma 3 folgt. Ebenso erhilt man-fiir ac = %2 und beliebiges & = 2 unendlich viele NP der Form
4m+ 3
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Lemma 2 (Verallgemeinerter chinesischer Restsatz). Das Kongruenzensystem x =
r;(modm,) (1=1,2,...,s)ist dann und nur dann l6sbar, wenn 7, = 7; (mod (m,, m;))
(/=1,2,...,s). Zwei Lésungen sind mod {m,, m,, ... , m} kongruent ({} = k.g.V.).

Beweis: Siehe [3].

Lemma 3. Ist die natiirliche Zahl # kein Quadrat, so gibt es in jeder der Restklassen
+ 1 (mod 4) unendlich viele Primzahlen mit der Eigenschaft (n/p) = e (¢ = 1 oder — 1).

Bewers: k(n) = 2% q, g5 - -+ g, (« = 0 oder 1) sei der «quadratfreie Kern» von #, das
ist das Produkt der verschiedenen Primzahlen, die in # mit ungeraden Exponenten
aufgehen.

a) p =1 (mod 4), e = 1. Wir wihlen je einen quadratischen Rest 7; (modg;). Fiir
o = 1 benutzen wir noch (2/p) = 1 fiir p = 1 (mod8). Das System

x=r;(modg) (1=1,2,...,s), x=1(mod8), x=1 (mod4)
ist nach Lemma 2 16sbar und die Lésungen sind die Elemente einer primen Restklasse
mod 8¢, ¢,...¢, (mod4gq,q,...q im Fall « = 0). Nach dem Satz von DIRICHLET

iiber die arithmetische Progression enthilt diese Restklasse unendlich viele Prim-
zahlen p*. Aus dem quadratischen Reziprozititsgesetz folgt nun

% 2 \o(qy 92 9s 2 \x(p* p* *
(o) = (o) () () () = =) () () () -1
b) p =1 (mod 4), e = —1. Ist k(n) + 2, so wihle man anstelle von 7, einen Nicht-
rest #,. Im Fall k(») = 2 hat man das System x = 1 (mod4), x = 5 (mod 8) zu erfiillen,
was nach Lemma 2 moglich ist.
c) p = 3 (mod4), e = 1. Fiir g; = 3 (mod4) ist jetzt in (1) (g;/p) = — (p/g;). Das zu
16sende System lautet also hier x = 7; (modg,) (¢; = 1 (mod4)), ¥ = #; (modg;) (g, =3

(mod4)), x = —1 (mod8), x = 3 (mod4).
d) p = 3 (mod4), e = — 1. Ist k(n) + 2, so ersetze man 7, bzw. #, durch », bzw. 7,.
Im Fall £(n) = 2 hat man das losbare System x = 3 (mod4), x = —5 (mod8).

Beweis von Satz 1: a) p" =1 (mod4) bzw. p” =1 (mod4) sei je eine Losung von
(6/p) = 1 bzw. (—ac[p) = (ac[p) = —1 im Sinn von Lemma 3. Die Moduln M, bzw.
M, der beiden Losungsrestklassen haben wegen (k(b), £(a c)) = 1 hochstens 4 als
gemeinsamen Faktor. Ferner ist ' =" (mod4). Somit hat das System x = " (mod M,),
% =" (modM,) nach Lemma 2 eine prime Restklasse mod {M,, M,} als Losung.
Damit sind unendlich viele NP der Form 4 m + 1 von gy(x) gefunden.

b) ¢’ = 3 (mod4) bzw. p” = 3 (mod 4) sei eine Losung von (b/p) =1 bzw. (ac/p) = 1.
Wie in a) erhilt man unendlich viele NP der Form 4 m + 3 von go(x).

Beweis von Satz 2. Im Fall | a ¢ | + u? ist nichts zu beweisen, denn jeder NP von
go(¥) ist erst recht NP von g, (x) = a 2%+1 4 ¢. Esseialso |ac| = »% Dannist |abc| + v2,
somit kénnen wir Satz 1 auf ab (8%)* + ¢ anwenden (vgl. Fussnote 1). Ohne die
Restklassenaussage lésst sich Satz 2 folgendermassen gewinnen : Wir nehmen an, dass
g1(x) nur endlich viele NP besitze. Dann ist die Kongruenz

abg(x) =a?b%+24 abc =0 (modp) (2)

fiir «fast alle» p losbar, das heisst die Menge der Ausnahmeprimzahlen ist endlich.
Ist w eine Primitivwurzelmodp und a = w®, b = wP, —abc =w?,soergibt sich aus (2)

204+ (2%x+2) B=y (modp —1). 3)
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