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Aufgaben 13

Verldngert man die Strecken #, v, w von Bild 6, so ergibt sich der Satz (Bild 7): Fiir
3 Strecken a’, b’, ¢’ durch P, die parallel zu (und zwischen) den Seiten a, b, ¢ verlaufen,
gilt die Formel

’

b’ ¢
-+ =2,

al
PR
Auch hier ist P nicht auf das Innere des Dreiecks beschriankt.

I. PaascHE, Miinchen
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Aufgaben

Aufgabe 469. Wie gross ist der maximale Bruchteil der Fliche einer Ellipse E vom
Achsenverhiltnis A = a/b, den man mit zwei kongruenten, zu E dhnlichen Ellipsen ohne
gemeinsamen Flichenteil iiberdecken kann, wenn letztere ganz innerhalb von E liegen?

C. BINDSCHEDLER, Kiisnacht

Losung des Aufgabenstellers: Die beiden eingeschriebenen Ellipsen miissen sich offen-
sichtlich im Mittelpunkt O von E beriihren. Gibt es (erster Fall) eine zu E dhnliche Ellipse
E’, fiir welche die grosse Halbachse von E Nebenachse ist, so ist E” maximal. Das lineare
Ahnlichkeitsverhiltnis ist dann a/2 b = 1/2. Der Vergleich der Kriimmungen von E und E’
im Beriithrungspunkt gibt die Bedingung

a® A b? 4=
T7§7 oder A=<7Y2.
Die relative Flichenbedeckung @ von E durch die beiden Ellipsen E’ ist 12/2.

Eine maximale Ellipse E’ durch O kann E hochstens dann in einem einzigen Punkt be-
rithren, wenn dieser ein Scheitel ist. Fiir einen Nebenscheitel von E wire @ = 1/2, was
nicht optimal ist. Es sei nun (zweiter Fall) E’ doppelt beriihrend. Die Gleichungen von E
und E’ seien
E: 02224 a2y?—a?b*=0, E: fx)=022*+a’y?—a?b?+a?b2(ax+fy—1)2=0,
wobei ax + By — 1 = 0 die Gleichung der Beriihrungssehne ist. Fiir den Kegelschnitt
2 a;,%; %, = 0 (in homogenisierten rechtwinkligen Koordinaten) ist
ais — Gy Gy

(@11 + a35)®

J=

eine Ahnlichkeits-Invariante (4 J = tg%p, mit ¢ als Winkel zwischen den beiden (in un-
serem Fall imagindren) Asymptoten). Die Anwendung dieser Formel auf E und E’ fiihrt
auf die Bedingung

(al + bI)i (1 + ol a? + ﬁi bz) — [al b2 (aﬂ + ﬂﬂ) + a? + b8]2



14 Aufgaben

oder mit u = +)/1 + a?a? + B2b2,
(a® + b%) u = a? b® (a® + B%) + a® 4 b2.
Zusammen mit der Definitionsgleichung fiir # findet man fiir « und # die Gleichungen
o? a? (a? — b2) = a? (u? — 1) — (a® + b2) (u — 1) l )
%02 (a® — b%) = —b% (u® — 1) + (a®+ b?) (u—1). I
Damit « und f reell werden, muss 1 < # < 4% = a?/b® gelten. Damit die Beriihrungssehne
E reell trifft, muss # = |/2 sein. Fiir A2 < /2 kann also keine Doppelberiihrung eintreten.
Durch (1) ist (bis auf eine Spiegelung an einer der beiden Achsen oder am Mittelpunkt
von E) eine Ellipse E’ durch den Parameter » bestimmt. Wegen der Ahnlichkeit aller
Ellipsen kann man statt der grossten Fliche von E’ den grossten orthoptischen Kreis von
E’ suchen, dessen Durchmesser die Diagonale eines E’ umbeschriebenen Rechtecks ist.

‘Wihlt man als Seiten des Rechtecks die Parallelen zu den Achsen von E, so findet man
(aus den partiellen Ableitungen f, = 0 bzw. f, = 0) die Seitenldngen

2a T 2b
dx = 5 [ — 1) (1 + 2%, Ay:FV(uz—l)(lﬁ—a"’a“).
Fiir die Diagonale 4 ergibt sich somit mittels (1)

4 (a® + b?) (w2 — 1)
us :

@ = (4x)* + (A9)* =

Die Funktion #~! — »~3 wichst mit # > 1, solange # < /3 ist. Liegt also 1 im Intervall
VZ<Vu<a1<V3, so gibt u=2* die maximale Ellipse E’. Aus (1) folgt = 0; die
Beriihrungssehne ist normal zur Hauptachse von E, und man erhélt @ = 2 d?/4 (a® + b?%) =
2 (A% — 1)/2%. Fiir 4 > ¥/3 liegt das Maximum stets bei « = /3. Es wird 8+ 0, so dass die
Beriihrungssehne schief zu den Achsen von E liegt. Hier ist @ = 4/3 V3_.

Aufgabe 470. K sei eine ebene konvexe beschriankte Punktmenge mit dem Fliachen-
inhalt F, und Z ein beliebiger innerer Punkt von K. Die Gerade durch Z mit dem Rich-
tungswinkel a (0 < « < =, Nullrichtung beliebig) hat mit K eine Strecke von der Linge
D(a) gemeinsam. Dann gilt die Ungleichung

4
1 1
= il 2
2F< 4/D(a)da§F,
0

in der genau dann Gleichheit besteht, wenn K punktsymmetrisch und Z das Symmetrie-
zentrum ist. OtMAR REUTTER, Ochsenhausen, Deutschland

Lésung: Da K beschrinkt und konvex ist, existiert zu jedem Winkel « ein eindeutig
bestimmter Radiusvektor durch Z mit Endpunkt auf dem Rand von K. Seine Linge sei
C(a), und C(a) ist eine stetige Funktion von a. Es gilt

C@+Crn+a)=D(e) 0<a<n

und

25 n 5
F= % / C*(a) da = % / C*(a) da + % / (D(2) — C(a))* dax
[\ 0 9

- % of D¥a) do — 6/" D(a) C(a) doc + j Co) dac .
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Wegen 0 < C(a) < D(«) fiir alle « folgt hieraus

F < %/D’(a) do.
und g
F= %/Dz(a) da + %/(D(a) — 2C(0)?da = %—/D"(a) da

0 0 0

mit Gleichheit genau dann, wenn D(a) = 2 C(«), das heisst C(x) = C(n + «) ist fiir alle «,
also wenn K symmetrisch beziiglich Z ist. J. SPILKER, Freiburg i. Br.

Aufgabe 471. Démontrer que si» est un entier > 2 et F, = 22" 4 1, alors F, E, ., F, ,
est un nombre pseudopremier. (Un nombre composé m est dit pseudopremier, s’il divise
le nombre 2™ — 2.) A. RoTkIEWICZ, Varsovie

7. Losung: Ich beweise folgende Verallgemeinerung: Sei a eine gerade natiirliche Zahl,

k und # seien natiirliche Zahlen mit # + k2 + 1 < a" und F,: = a%"+ 1, Dann ist m: =

F, F,,, ... F,_, pseudoprim beziiglich a, das heisst m ist keine Primzahl und m|a™"! — 1.

Der Fall a = £ = 2 ist die gestellte Aufgabe. Aus (F, — 2) F,|(F, ., — 2) folgt m|F, 4., — 2;

wegen n + k£ + 1 < a” gilt m|aFn—1 — 1, und mit (F, — 1)|m — 1 ergibt sich m|a™1— 1.
Da m nach Definition zusammengesetzt ist, ist » pseudoprim beziiglich a.

J. SPILKER, Freiburg i. Br.

2. Losung : In Verallgemeinerung der Aussage der Aufgabe gilt folgender Safz: Ista > 1
eine natiirliche Zahl und

Fn =1 + aa"+ aza"+ wiora L a(a-—l)a"'
dann ist das Produkt F, F,,, ... F,,,_; (Faktorenzahl » = 2) fiir jede natiirliche Zahl
n = v pseudoprim beziiglich a.
Im Sonderfall @ = 2, den die Aufgabe betrifft, ist insbesondere schon das zweigliedrige
Produkt F, F, , fiir jedes » = 2 pseudoprim in bezug auf 2.

Beweis: Mit
i : An +1 An +r
A, =a*—1 ist F"=—A—’ also E,F, ..., 1= "
n
Daraus folgt sofort die Behauptung auf Grund des von mir angegebenen Satzes iiber
Pseudoprimzahlen?). ; 0. REUTTER, Ochsenhausen, Deutschland

Eine weitere Losung sandte L. Carritz, Duke University, Durham (USA).

Aufgabe 472. a, b seien teilerfremde natiirliche Zahlen. Die Anzahl der Lésungen der
Diophantischen Gleichung
1 1 b

x ¥ a
in der Form nicht geordneter Paare natiirlicher Zahlen ¥, y werde mit L(b, a) bezeichnet.

Man bestimme L(1, a), L(2, a) und L(4, a) in expliziter Form aus der Primzahlzerlegung
von a. L. BErNSTEIN, Tel Aviv

Lésung (nach L. CarLrtz (Duke University)): Mit (v,9) =7, s =ru,y =rv, (u,0) = 1
geht die Gleichung der Aufgabe iiber in r # v = @ (# + v). Hier gilt #|a und v|a, so dass
u v|a. Setzt man a = u v 2, so wird v = z (4 + v). Mit G(¢) bezeichnen wir die Anzahl der
(nicht geordneten) Paare %, v, fiir die (#,v) = 1 und w v = ¢ gilt. Es ist G(1) = 1 und
G(t) = 2571, wenn s die Anzahl der verschiedenen Primteiler von ¢ ist. Man hat

2G(u) 2G(v) =2G(uv), @v)=1,u+1l,v+1. (1)

1) Vgl. dieses Heft, S. 7.
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