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Aufgaben

Aufgabe 489. Jedem Punkt P einer Ellipse werden die drei von P verschiedenen
Punkte P,, P,, P; zugeordnet, deren zugehorige Kriimmungskreise durch P gehen.
Kriimmungszentrum fiir P; sei K; (¢ = 1, 2, 3). Man zeige, dass die Flicheninhalte der
Dreiecke P, P, P; und K, K, K4 konstant bleiben, wenn P die Ellipse durchlduft. (Fiir das
Dreieck P, P; P, ist diese Eigenschaft bekannt; siehe Enzyklopddie der Math. Wiss. III
C1; 5.75) C. BINDSCHEDLER, Kiisnacht

Losung: Zeichnet man in einem Ellipsenpunkt P (a cosg; b sing) = P(p) den Kriim-
mungskreis, so schneidet dieser die Ellipse (von den Scheiteln abgesehen) in einem von P
verschiedenen Punkt Q und die Kriimmungssehne PQ, die Tangente ¢ in P und die Haupt-
achse bilden ein gleichschenkliges Dreieck mit der Basis auf der Hauptachse. Daraus ergibt
sich fiir die Kriimmungssehne PQ die Gleichung

bxcosp—aysing=abcos2¢. (1)

Fiir Q (a cosu; b sinu) folgt dann cos(# + ¢) = cos 2 ¢ und damit #» = — 3 p. Man kann
also sagen, dass die Kriimmungssehnen von P,(¢), Py(p — 120°), Pg(p + 120°) durch
Q (— 3 ¢) gehen. Das Dreieck P, P, P, ist die Projektion eines regelméssigen Dreiegks im
Hauptkreis und somit ist seine Fliche 4, konstant, ndmlich

4, = 3Zb V3_ (2)

Der Kriimmungsmittelpunkt K, der dem Ellipsenpunkt P zugeordnet ist, hat die Ko-
ordinaten

e? e?
X¥g = — cos®t =
X a 4a

2
(cos3¢+ 3cost) und yg= —:—b (3sint —sin31¢).

Bildet man die Werte fiir # = ¢, { = ¢ — 120° und ¢ = ¢ + 120°, so erhidlt man ohne
grossere Rechnung fiir die Fliache 4, des Dreiecks K, K, K,

33 et —
dy=—m oy 13 @)
Aus (2) und (3) folgt 4, 4, = 3 - 0,754 ¢4, also fiir alle kenfokalen Ellipsen derselbe Wert.

Dreieck P, P, P, ist iibrigens das grosste einbeschriebene Dreieck.
Fiir den Kriimmungskreishalbmesser g gilt allgemein

(@ b g)%® = b2 cos?t + a? sin??.
Setzt man nun fiir ¢ die obigen drei Werte ein und addiert, so erhilt man fiir die Punkte P;

($=1,23) 2 02 = 1,5 (a® + b?) (a b)~2/® = const.
Auf weitere interessante Eigenschaften dieser Punkte-Konfiguration hat schon STEINER
hingewiesen (vgl. Werke II, S. 377). K. ScHULER, Rottweil

Weitere Losungen sandten W. JANICHEN (Berlin), O. REuTTER (Ochsenhausen),
A. WaHL (Stuttgart), K. ZacHARIAs (Berlin).

Aufgabe 490. Ist p, (» = 1, 2, ...) die Folge aller Primzahlen, dann gilt fiir alle reellen
x > 1 die Ungleichung

o 2] o0
1 1 1
et I
—phh e 0. REUTTER, Ochsenhausen

1. Losung: Ist p, die n-te Primzahl und exp e*, so gilt firx > 1

u =
Sows [0~z = ol e — s
=1 n=1

n=1 ”

= CXP{Z:(P;’ + 270 P + )] > CXP{ ZI'P;‘I-
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Da die Funktion »—1e* fiir + > 0 bei ¥ = 1 ein Minimum hat und dort den Wert ¢ an-

nimmt, ist
o0 (o]
exp Zp;’} ze ) t*
n=1

n=1

00 o0
Zn"‘ > eZp;”.
n=1 n=1

2. Losung: Bekanntlich ist logu < # — 1 fiir # > 0, also
o 1 o 1
1o, — < -1+ e
82, 7 27
e 1 1 = 1
< —1-— lo; (1——):10 —+lo —_,
28— ) —los e 2

> 1 11

nol J. H. van Lint, Eindhoven

und daher

H. Me1L1, Winterthur

also

Der Aufgabensteller beweist und benutzt die allgemeine Ungleichung

r

r
Sx - [JU—x) S+ )+ < 1fe, 0<z <1.
n=1

n=1

Weitere Losungen sandten L. CaArRLITZ (Durham/USA), H. HARBORTH (Braunschweig),
E. TEurrEL (Stuttgart), K. ZacHAr1As (Berlin).

Aufgabe 491. G sei eine kubische Parabel (y = a3+ b2 +cx+ d) und M {g, ¢, ...}
die Menge der Geraden, die € in drei (reellen) Punkten schneiden. Man begriinde folgende
eineindeutige Abbildung g «» g’ von M aufsich: In den Schnittpunkten von g mit € werden
die Tangenten an € gelegt. Diese Tangenten schneiden € in Punkten von g’. (¢ — g’ gilt fiir
jede Kurve 3. Ordnung. (Vgl. B. L. vAN DER WAERDEN, Algebraische Geometrie, S. 89)).
Zeige ferner: L

gillg: = gillgz - (1)
DV (6182684 = DV (61£2€384) , DV = Doppelverhiltnis . (2)
W. JANICHEN, Berlin-Zehlendorf

Losung: Die Abbildung von I auf sich ldsst sich erweitern auf die Abbildung der
Menge aller Geraden der Ebene auf sich. Eine beliebige nicht zu It gehoérende reelle
Gerade g der Ebene schneidet € in zwei konjugiert imagindren Punkten (nebst einem
reellen), deren «Tangentialpunkte» ebenfalls konjugiert imagindr sind und deshalb eine
reelle Verbindungsgerade g’ haben. g’ ist die sogenannte «Begleiterin» von g (CAYLEY:
«satellite line»). Die inverse Zuordnung g’ — g ist nur fiir diejenigen Kurven 3. Ordnung
eindeutig, die auch von 3. Klasse sind, also eine Spitze haben (im vorliegenden Fall ist
diese der unendlich ferne Punkt der Kurve). Denn fiir solche Kurven gibt es aus jedem
Kurvenpunkt P nur eine nicht in P beriihrende Tangente.

Fiir die rechnerische Behandlung im vorliegenden Fall beziehen wir die € auf ein
schiefwinkliges Koordinatensystem, dessen Anfangspunkt im Wendepunkt liegt, wahrend
die eine Achse die Wendetangente ist und die andere nach der Spitze gerichtet ist. Die
Gleichung der € wird dann, wenn der Einheitspunkt (1|1) auf der Kurve angenommen
wird, y = #8. Fiir den Tangentialpunkt P’ eines Kurvenpunktes P(x|y) erhidlt man
%"= —2x und ¥’ = —8y. Die Zuordnung der Kurvenpunkte P — P’ lisst sich also in
eine affine Transformation der Ebene einordnen, welche die € in sich iiberfiihrt. Daraus
folgen sofort g — g’, g’ — g sowie (1) und (2).



Aufgaben 139

Fiir eine allgemeine Kubik mit Spitze (die ja projektiv dquivalent ist mit ) ist die
Abbildung g — g’ in einer ebenen Projektivitit enthalten, deren Doppelpunkte der Wende-
punkt, die Spitze und der Schnittpunkt der Wendetangente mit der Spitzentangente sind.

C. BINDSCHEDLER, Kiisnacht

Weiter Losungen sandten O. REUTTER (Ochsenhausen) und K. ZacHarias (Berlin).

Aufgabe 492. Es seien a, b, ¢, d natiirliche Zahlen und ¢(a) die Eulersche Funktion.
Man beweise unter der Voraussetzung (b, ¢) = 1 die Kongruenz

24,,( )(bd—i)—o(modac).
s@o.0 =29 (g) (a2 1)

E. TrosT, Ziirich
Solution: Put

dla
b a\ (bd
T(a,b,¢) = — S(a, b, c) = Z’qp(—d«) (C d).
dla
Then, since ¢(m 2 7 u(s) (4 = Mobius function),

S(a, b, ¢) = an(m ( ) szar (bd—l) 275 (m, b, ¢c),

rm=a
where
bd—1
Sim b,y = 3 o) (J5-1)-
ds=m
Similarly
T(a, b,c)= 27 Tim,b,c),
rm=a
where

Tyom 0.0 = 3 uts) (29)-

Now for p prime and ¢ > 1 we have

e cpf-1 B g 01 . B
(2) =T 2omd = () T 25i = () moase.
s p1i
T (’; i: _ i) = (g Z: : _ i) (mod ?) .

Therefore if m = pf1 p§r ... per and s | p, p5 ... p, we have
b 11 bmpyls—1l — 1
S,(m, b, ¢) =2{ﬂ(s)(c:;‘ R R %Zﬁ;li-l - 1)} = 0 (mod p1) .

It follows that .
OToWS that 5. (M, b, ¢) = 0 (modm), Ty(m, b, c) = 0 (modm)

and therefore

S(a, b,¢) =0 (moda), T(a b, c)=0(moda). (1)
From the last congruence we get
bS(a,b,¢) =0 (modac). (2)
Put a = a, a,, where
o=[]¢, =[]
pla pla

ple pie
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