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Knoteninvarianz bei Differentialgleichungen.

Von Ernst Loxx in Breslau.

Es liegt vor eine Differentialgleichung der Form

dy _ ox+fy+m(*y)
ax  yx+0y—+mn(x.y)’

ad—fy+0, ma=o0(|x]+|y]) fir (x,y) > (0,0).

Der Anfangspunkt ist singuldrer Punkt fiir diese Gleichung; gesucht
sind hinreichende Bedingungen dafiir, daB der singulire Punkt von
derselben Art ist wie bei der Differentialgleichung

dy _ ax+ By

ax~ yx4dy

(,,Invarianz“.) Diese letzte Gleichung 148t sich durch eine affine
Transformation zuriickfithren auf eine Gleichung von einer der Formen

Qzay. dy _#+4ay, dy__ x4y
ax

x’ dx ax—vy’ dx %
Ein ,,Knotenpunkt‘ liegt vor im ersten Fall fiir 2 > o und im dritten
Fall. Im ersten Fall mit a > 0, a & 1 geniigen zur Invarianz des
Knotens Lipschitzbedingungen fiir », und #,.!) Fiir 4 = 1 reicht das
nicht aus. Wir wollen uns hier mit dem dritten Fall beschiftigen;
auch da sind schirfere Bedingungen fiir #,, %, notwendig. Herr
Perron?) brauchte die Voraussetzung, daB »; und 7, stetige partielle
Ableitungen besitzen und daB diese = o (#%) seien (7, ¢ Polarkoordi-
naten); daraus folgt ;.= o0 (r' +’). Wir werden immerhin mit ge-
ringeren Voraussetzungen auskommen, vgl. IV. —

Wir denken uns also die affine Transformation ausgefiihrt und
betrachten eine Gleichung

dy x4+ y+n(%9)
@ = admmy 0 Me=o0)

Damit in einer Umgebung von (0,0) nicht noch weitere singulire
Stellen liegen, soll etwa die rechte Seite von (1) in einer Umgebung
jedes von (0,0) verschiedenen Punktes eine Lipschitzbedingung er-
filllen; dazu ist ausreichend, daB %, und 7, solche erfiillen.?)

1) Vgl. Hoheisel, Jahresber. d. D. M. V. 42 (1933), S. 36.
2) Math. Ztschr. 15 (1922), S 123.
3) Vgl. Perron, Math. Ztschr. 16 (1923), S. 274.
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I. Benutzen wir Polarkoordinaten, so wird aus (1)

m M
I xy'—y 1 costp+ rcosp— vsing —F

dg
ar v x4+ yy v N (r, )

dabei ist N = 1 + sing cos ¢ + "fcos @+ %‘sintp. Da N =%+ o(1)
ist, bleibt in einem Kreise 0 <7 < R, %‘? endlich ; daher kann in die-

sem Kreise » auf keiner Integralkurve ein Extrem haben. Es gibt
also eine Richtung auf der Kurve, in der » bestdndig abnimmt. Da
F in jedem Gebiet 0 <7, <7 <7,< R; beschrankt und stetig ist,
kann man die Integralkurve bis zu beliebig kleinen » verfolgen. Also:
alle Integralkurven, die iiberhaupt Punkte in » < R, haben, ,,laufen
in den Nullpunkt‘.

II. Keine solche Integralkurve kann fiir » < R dauernd in einem
Sektor |y | = c|«| bleiben. Denn angenommen, es gebe eine solche,
sie komme etwa von positiven x. Im Sektor ist 7, ,=0(x); y=0(x);

<<

2
also fiir x<xoaufderKurve[xnl—ynzlgf;; | 72| ;; daher
ar »
_F_F¥—y At am—yn . 2 _ 1
dx —  # #e(xtmy T 34 38’

also fiir o < x < %,
’“dl

x %o
2= {:- ~f7;dx < -Z—‘:— %log
daraus folgt % — —oo fiir ¥ — 0, was der Voraussetzung 1%\ <c
widerspricht.

III. Nach diesen Vorbemerkungen beweisen wir den folgenden
Hilfssatz:

Es gebe zwei Kurven €, €_ von folgender Beschaffenheit:

Sie laufen in den Nullpunkt; dabei hat €, die positive, €_ die nega-
tive y-Achse als Halbtangente. Sie sind darstellbar in der Form
p=9(r), o<r <R, 9(r) ist eine eindeutige, stetige, differenzier-
bare Funktion von 7. Fiir kleine 7 ist

dg _ -
5, >F 9.
Dann ist der singuldre Punkt der Differentialgleichung (1) von der-

selben Art wie bei der Gleichung
(2) ay 7ty

dx~ x
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namlich: alle Integralkurven laufen mit der y-Achse als Tangente
in den Nullpunkt, und zwar kommen unendlich viele von der Seite
positiver y, unendlich viele von der Seite negativer y.

Beweis: Sei eine Integralkurve € vorgelegt; wir kénnen zu jedem
d>o0 (angenommen \%) ein 7, (0) finden, so daB € fiir » < 7, in
(S) |%|=[y[tgd
bleibt. Sei ndmlich R, so klein, daB fiir < R, €,,€_ in (S) bleiben
und daB fiir » < R, auf den Geraden x =4 y tgd F (r,¢) > 0 ist;
auBerdem R, < R,. Bleibt fiir »r < R, € in (S), so setzen wir
Ry,=7, (0). Im andern Fall kommt die Kurve €, die wir uns in der
Richtung abnehmender # durchlaufen denken, noch einmal in den
Sektor |x| > |y|tg d. Nach II. kann sie dort nicht dauernd bleiben,
sondern kommt einmal in den Doppelsektor (S) zuriick; etwa bei
7 = 74 . Das kann nur iiber die Gerade x = —y tg d erfolgen; denn
wiirde € aus | x| > |y| tgd iiber die Gerade x = + y tg é laufen, so
miiBte doch dort %l: < o sein4), was ausgeschlossen ist wegen F >o0.

Fiir » <7, bleibt dann € in (S). Denn iiber die Gerade x =—ytgé
kann € nicht zuriick, wegen F > o; und um iiber x = + y tg hin-
auszukommen, miiBte € erst €, oder €_ iiberschreiten; das geht
nicht wegen F < %%’ .

Also: alle Integralkurven laufen mit der y-Achse als Tangente in

den Nullpunkt. Von der Seite p051tlyer } vy kommen beispielsweise
negativer
die Integralkurven durch die Punkte x = — y tg4d,
{ 0<yY <Y }
— % <y<ol’

IV. Mit Hilfe von III finden wir hinreichende Bedingungen fiir
die Invarianz des Knotens:
In esnem Winkelraum um die y-Achse sei fiir kleine »

x y 1
7]1.7_772.7<c.@,8_,, C<—:-
Das ist hinreichend zur Invarianz.
Beweis: Ich kann annehmen ¢ > 0. Es sei
s E= R S
Vace

Dann erfiillen die Kurven €, tgp =24 logr die Bedingungen des
Hilfssatzes.

4) Weil ja » abnimmt.



Knoteninvarianz bei Differentialgleichungen 235

Zunichst gibt es einen Winkelraum um die y-Achse, in dem fiir
kleine 7, etwa 7 < Ry :
°<F<A

ist. Wenn wir R; klein genug wiahlen, wird fiir » < R,;, €4 dauernd
in diesem Winkelraum bleiben; und auBerdem

I
I+ 4A%log?r <4

sein. Fiir » < R, ist dann auf €4

a9
a2 —F
__24cos*yp cos?p 1 1 7;COS@—m,sin@
- ¥ Ty N e N
A cos?p cA
= 4 v log2v
_ A cA
T e (14 44%10g27) v log2r
. 1 I cAd
T 4drlogry o v log? v
1+ 4A2log?r

I I
g (;ZE—CA) 'mgs—y > 0.
Also ist der Hilfssatz anwendbar.

V. Ein trivialer Fall:
Fiir |y| <Y sei y-m2(0, y) > o0.

Das ist hinreichend zur Invarianz.
Man kann dann als Kurve €4 die y-Achse benutzen.
VI. Als Gegenstiick zu IV beweisen wir:
In einem Winkelraum um die y-Achse sei fiir kleine 7
v

o :
log2» =t

771"::—‘7]2’%>C'

Dann ist der singuldre Punkt nich¢ von derselben Art wie bei (2),
sondern alle Integralkurven winden sich spiralig herum.

Beweis: Aus der Voraussetzung folgt, daB fiir » < R, dauernd
F > o ist: ¢ ist also auf jeder Integralkurve monoton und mufB§ da-
her fiir » — o entweder sich einem endlichen Grenzwert nihern oder
—> — oo gehen. Mit einer von der y-Achse verschiedenen Tangente
in den Nullpunkt laufen kann die Kurve nicht, nach II; daher
brauchen wir nur noch zu beweisen, da8 keine Integralkurve mit
der y-Achse als Tangente in (0,0) einlaufen kann.

Angen., es gebe eine solche; dann koénnen wir sie so darstellen:

tgg=—r(),

J bericht d. D hen Mathem.-Vereinig. XLIII. 1. Abt. Heft g/12 17
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wobei f(r) > o ist und fiir » — o monoton — co geht. Auf dieser
Kurve miiBite sein

dr =—'f () COS2 I_i_j:fa(, F(’ (P)
__Cos*p 1 | 1y c089—7 smtp.
oy N += 72N )

Also fiir kleine 7 ist f’ negativ; fiir » < R; wird auBerdem (wegen
der Nihe der y-Achse)

4
= > 1—E&20, also
T —=f') —f'( 7, COS @ — 1, Sing . T
O e LR O A A

Daher fiir , <7 < R;

_1___ . —f' () _ . 1 . 1 .
5 f A dr>C-(1—e) ( - I)
v

log — log —
1.
Fiir »,— o folgt —==C-(1—¢)- - - oder
(3) 0<f()—5—(:—)'108%‘
Andererseits ist auch
%= —f'(r)- cosﬂcp>°°S ?.(1—¢),
also ~f) > 12,

daher fiir » < 7, < Rj

f0) =) + [ —f () dr

(4) > f(re) + (1 — &) log 2 ~ (1 — &) log -
Wihle ich nun 1 —e > VIE , so widersprechen sich die Abschitzungen
(3) und (4). Also die Annahme, eine Integralkurve laufe mit der
y-Achse als Tangente in (0,0) ein, fithrt auf einen Widerspruch.
Wir haben im wesentlichen nur Voraussetzungen iiber den Ausdruck
flo = 7y COS @ — 7]y Sin @
gebraucht, nicht iiber %, und 7, selbst.
Ahnlich ist es bei der Gleichung

d
®) 4yt —
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(1, mo sollen wieder Lipschitzbedingungen erfiillen). Das erscheint
ganz begreiflich, wenn man bedenkt, daB im Fall 5, = o (5) sich auf

dy vy

dx~ =z
reduziert.

Ich gebe noch ohne Beweis Bedingungen an, die bei (5) zur In-
varianz des Knotens ausreichen. Ganz ohne nihere Voraussetzungen
iiber n; und %, selbst, also: nur mit Voraussetzungen iiber #,, bin
ich dabei allerdings nicht ausgekommen.

1. Fiir kleine 7 sei [ne| S H(r),

H(r) > o, stetig und f = (2n L dn konvergent. Dann lduft jede Integral-

n

kurve mit bestimmter Tangente in (0,0) ein, und in jeder Richtung
wenigstens eine.
2. Es sei auBerdem

|10 (7, @1) — M0 (7, @2) | = €(?) - | @1 — @al,

dabei sl =020
an(:) an
und |1’]1,2‘_S_C :.H(’) C<-2—
Hm) an
n2

0
Dann lauft in (0,0) in jeder Richtung nur eine Integralkurve ein.
Die Voraussetzungensind schwicheralsdie Hoh eiselschen?) ;aller-
dings ist der Fortschritt ziemlich geringfiigig. Die Konvergenz des
Integrals ist eben im wesentlichen unentbehrlich. — Die Voraus-
setzung iiber 7,, in 2. ist immer erfiillt (fiir ein passendes H (7)),
wenn |75 < K (7) ist, wobei

7o

/’ K0 . konvergiert.
0

7
Ist 7y = O(r1*9), so bedeutet 2) nur:
es soll e(r) = o(r) sein;
die andere Voraussetzung ergibt
|’71:2‘ = ch-r,
das ist — fiir kleine » — von selbst erfiillt wegen 7,,, = o(r).

(Eingegangen am 3o0. 12. 32.)
17*
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