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Hueerr Ceemer: Uber die Iteration rationaler Funktionen 1856

Uber die Iteration rationaler Funktionen.) T

Ein Bericht von HuBeRT CREMER in Berlin.

Im folgenden soll versucht werden, den Leser mit den fundamental-
sten und interessantesten Ergebnissen der Theorie der Iteration rationaler
Funktionen vertraut zu machen, wie sie vor allem von G. Julia?) in
seiner preisgekronten Arbeit und etwas spiter unabhingig hiervon von
P. Fatou®) entwickelt worden ist. Julia und Fatou untersuchen mit
funktionentheoretischen Mitteln die Folge der Iterierten einer nicht
linearen, rationalen Funktion R(2) mit komplexem Argument #, d. h.
die Funktionen R(¢), R(R(), R(R(R(2)) usw.

R(2) bedeutet also im folgenden eine rationale Funktion von
mindestens zweitem Grade der komplexen Veriinderlichen 2. Wir setzen

R,(5) = R(s), By(s) = R(R@), R,(s)=R(R,_,)
= RB,_,(B().

R, (2) nennen wir die n-te Iterierte von R(2). Sie ordnet jedem Punkt ¢,
seinen Nachfolger n-ter Ordnung 2, = R, (2,) zu. Umgekehrt heiBt 2,
Vorginger m-ter Ordnung von g,. Ein Punkt hat zwar nur einen Nach-
folger, aber im allgemeinen k" verschiedene Vorginger n-ter Ordnung,
wobei & den Grad von R(¢) bezeichnet.

Ist ¢ = R,(£), so ist der Punkt § ein Fizpunki, und zwar wollen
wir ihn einen Fixpunkt n-ter Ordnung nennen, wenn seine Nachfolger

1) Die vorliegende Arbeit ist aus einem Seminar hervorgegangen, das-
E.Schmidt und L. Bieberbach unter wesentlicher Mithilfe von K. Ldwner an
der Berliner Universitéit abhielten. Sie faBt zusammen, was sich aus den Vor-
triigen des Verf. und der Arbeit anderer Vortragender als einfachste Darstellung
des Gegenstandes ergab. Vortrige hielten auBer dem Verf. R. Brauer, M. Zicker-
mann, M. Reidemeister, E. Josephy, H. Hopf. Der Verfasser hat dariiber
hinaus noch einige Vereinfachungen der Beweisfiihrang anbringen kdnnen. So
glaube ich, daB nun eine bequem lesbare Darstellung der schinen Ergebnisse und
Methoden von Julia und Fatou vorliegt, die auch weitere Kreise interessieren
diirfte. Bieberbach.

2) G. Julia, Mémoire sur l'itération des fonctions rationnelles, Journal de
Mathématiques pures et appliquées (1918) ser. 8, tome 1, p. 47—245. '

8) P. Fatou, Sur les équations fonctionnelles, Bulletin de la soc. math, de
France, tome 47 (1919) u, 48 (1920).
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186 Huseer CreMEr:

niedrigerer Ordnung mit ihm nicht zusammenfallen, d. h. wenn fiir
v<n R,({)=+¢ ist.

Ist R,(§) = ¢, so ist R(R,()) = R(E), also R, (R(©®)= R(f), d. h.
der Nachfolger eines Fixpunktes ist wieder ein Fixpunkt. Ein Fix-
punkt § n-ter Ordnung bildet mit seinen # — 1 Nachfolgern ¢, &, ...,
§,_, einen n-fachen Zyklus, oder, wie wir auch sagen wollen, einen
Zyklus n-ter Ordnung, weil ja §, = ¢ wird.

Die Ableitung R, () heiBt der Multiplikator des Fixpunktes. Ist
|R,(£)] <1, so ist in einer hinreichend kleinen Umgebung von ¢ auch

der Differenzenquotient w kleiner als eine unterhalb 1 lie-

gende Zahl x, und es ist somit, da R, (f) =¢,
| By(5) = £ <=2 —¢] =<1,

d. h. also R (¢) liegt niher an § als 2; § heiBt daher anmzichender Fix-
punkt.
Ist |[R/(§)|>1, so gilt fir ein hinreichend nahes z und passen-

dos b1 IR, (s) - t|>1|e—¢t| 1>1,

und der Fixpunkt heiBt daher abstofender Fixpunkt.

Ist |R,()| =1, so wollen wir den Fixpunkt sndifferent nennen,
und zwar rational indifferent, wenn R (f) eine Einheitswurzel ist.

Wir legen unseren Untersuchungen die funktionentheoretische Ebene
(die Riemannsche Kugel) zugrunde; daher genieBt der unendlich ferne
Punkt villige Gleichberechtigung. Da uns insbesondere nur Eigenschaf-
ten interessieren werden, die durch lineare Transformationen nicht ge-
dndert werden, so setzen wir wie iiblich fest, daB dem unendlich fernen
Punkt eine solche Eigenschaft immer dann zukommen soll, wenn sie

nach Ausfithrung der Transformation 2’ = % dem Nullpunkt zukommt..

Solche Eigenschaften sind, wie man leicht beweisen kann, insbesondere
die Art der Konvergenz einer Folge von Funktionen oder Punkten,
ferner die Eigenschaft eines Punktes, anziehender, indifferenter oder
abstoBender Fixpunkt zu sein. Ebenso wollen wir sinngemiB eine
Funktion in einem Punkte a stetig heiBen, wenn sie durch eine lineare
Transformation in eine (im gewd&hnlichen Sinne) stetige Funktion iiber-
geht. Unter ,Stetigkeit“ ist also immer ,Stetigkeit auf der Riemann-
schen Kugel“ zu verstehen. (In diesem Sinne ist z. B. % im Punkte
2z =0 stetig.) .

Ich will gleich mit dem ganz einfachen Beispiel R(z) = 2* be-
ginnen. Die n-te Iterierte ist R,(¢) = #*, und man sieht sofort, daB
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die Nachfolger eines Punktes 2, im Innern des Einheitskreises K, das
sind die Punkte #}", gegen den Nullpunkt streben. Dieser ist anziehen-
der Fixpunkt; sein Anziehungsbereich ist das Innere von K, das wir im
folgenden K, nennen wollen. Das AuBere heiBe K,. Der andere an-
ziehende Fixpunkt ist der unendlich ferne Punkt; in ihm hdufen sich
die Nachfolger aller Punkte von K,. Die Fixpunkte n-ter Ordnung
sind Wurzeln der Gleichung ¢ =§, oder, wenn wir von 0 und oo
absehen, von {™-!=1, also Einheitswurzeln. Sie sind sidmtlich ab-
stoBend, da R (§) =2"-¢"-'=2">1 ist und liegen ferner auf K
tiberall dicht. K, zugleich (im mengentheoretischen Sinne) die Ablei-
tung (d. i. die Menge der Héufungspunkte) der Menge aller abstoBenden
Fixpunkte, trennt die beiden Anziehungsbereiche von 0 und co. Wih-
rend die Nachfolger eines Punktes #,(<=0, o0) eines Anziehungsbereiches
gegen den anziehenden Fixpunkt konvergieren, hdufen sich seine Vor-
ginger in K, und zwar in jedem Punkte von K. Auch die Vorgénger
eines Punktes 4 von K hiufen sich in jedem Punkte von K. Ein Punkt
von K hat also die Eigenschaft, daB sich die Vorginger jedes Punktes
mit Ausnahme von O und oo in ihm héufen.

Dies Beispiel veranlaBt uns zur folgenden Problemstellung. Wir
fragen nach den Haufungspunkten der Menge e(2,) der Nachfolger
eines vorgegebenen Punktes #,, d. h. also der Folge #,, R, (2,), B;(%,),.. ..
Die Gesamtheit der Hiufungspunkte, die Ableitung von e, nennen wir
¢. e hat mindestens einen Hiufungspunkt (ein Fixpunkt ist in diesem
Sinn ein Héufungspunkt seiner Nachfolger), kann aber auch jede end-
liche Anzahl sowie unendlich viele Hiaufungspunkte besitzen. Im Bei-
spiel R(2) = #® besteht ¢'(g,) aus einem Element, wenn 2, nicht auf
K liegt, aus endlich vielen, wenn £, eine Einheitswurzel ist, aus un-
endlich vielen, wenn 2, auf K liegt, ohne eine Einheitswurzel zu
gein, und fiir gewisse Punkte auf K sogar aus dem ganzen Einheits-
kreis.

st nun §{ Hiufungspunkt von Nachfolgern irgendwelcher Punkte ,
so konnen wir fragen, in welchen Bereichen ¢ eine analytische Funk-
tion des Ausgangselementes 2 bleibt. Damit soll genauer folgendes ge-
meint sein: Es sei {, ein Punkt von ¢'(g,). Wir fragen nach der Menge ®
der Punkte, in deren Umgebung mindestens eine (z,, & )-Folge (dar-
unter verstehe ich eine Teilfolge R, (s) der R,(¢), die im Punkte s,
gegen £, strebt) gegen eine analytische Funktion konvergiert? Welche
Eigenschaften hat diese Menge &? Das ist die Frage, die sich Julia
in erster Linie gestellt hat.

Betrachten wir unser Beispiel R(¢) =2 Ist nun z B. g, ein
Punkt in K, so ist O der einzige Punkt von ¢'(g)). Jede Teilfolge

18%
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der 5™ strebt (bei diesem Beispiel) im Punkte 2, gegen O, ist also eine
(29, 0)-Folge. Sie strebt in K, gegen die Konstante 0, in K, gegen
die Konstante co. In der Umgebung eines Punktes % der ,trennenden
Menge“ K konvergiert dagegen weder die Folge 2*" noch irgendeine
ihrer Teilfolgen gegen eine analytische Funktion. @& besteht also hier
aus allen Punkten von K, und K,. Wir sehen weiter, daB & hier von
der Wahl von g, und ¢ nicht abhingt, vorausgesetzt, daB & in €'(2,)
enthalten ist.

Ein weiteres Beispiel, dessen Betrachtung dem Leser hier emp-
fohlen sei, ist R(s) = %-

Auch bei allgemeineren, insbesondere von Fatou!) behandelten
Beispielen hatten sich #@hnliche Verhiltnisse ergeben. Die Ebene zer-
fiel immer in einzelne Bereiche, deren Nachfolger gegen gewisse (an-
ziechende oder indifferente) Fixpunkte konvergierten, und die Menge,
die diese Bereiche trennte, bestand immer aus den abstoBenden Fix-
punkten und ihren Haufungspunkten.

Wie ist es nun aber, wenn eine beliebige rationale Funktion R(z)
zu untersuchen ist?

Das entscheidende Mittel, dies zu ergriinden, bieten, wie sich zei-
gen wird, die Ergebnisse Montels bei seinen Untersuchungen iiber
die Normalscharen von Funktionen.?) Wir wollen daher zundchst hier-
tiber kurz berichten.

Eine Gtesamtheit von in einem Bereich D meromorphen Funktionen
nennen wir nach Montel®) normal in diesem Bereich D, weun sich
aus jeder in ihr enthaltenen unendlichen Teilfolge f,(2) eine unend-
liche Teilfolge f, (¢) auswihlen 1iBt, die in jedem abgeschlossenen
Teilbereich D’ von D gleichméBig (und daher also gegen eine mero-
morphe Grenzfunktion oder gegen unendlich) konvergiert.

Z.B. ist die Folge 2™ im Innern des Einheitskreises normal; es
konvergiert ja sogar jede Teilfolge in jedem abgeschlossenen Teilbereich
des Einheitskreises gleichmaBig. Die Folge zl,, A, :—8, 2' ... ist ferner
in K, normal, denn aus jeder unendlichen Teilfolge, etwa

) 1 o e 1 g e 1
A ¥ & gy B, 8, et

1) Vgl. Comptes rendus de I’Académie des Sciences, séance du 15 octobre 1906
(t. 148, p. 546—548) und séance du 21 mai 1917 (t. 164, p. 8U6—808).

2) Annales scientifiques de I'école normale supérieure, IIL série t. 29 (1912)
P. 487 etc. und t. 83 (1916) p. 228 ete.

8) Ann. de I’école norm. sup. t. 83 (1916) p. 283.
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148t sich gewiB eine unendliche Teilfolge, z. B.
1 21
auswihlen, die in jedem abgeschlossenen Teilbereich von K; gleich-
miBig konvergiert (hier gegen oo).
Dagegen ist z. B. die Folge
1s,2% 1a, 4 Lo, 85, ..

in keiner Umgebung des Punktes z, =1 normal; sie enthilt aber nor-
male Teilfolgen, z. B. 2, 12, t2...

Insbesondere soll eine Folge von Funktionen in einem Punkt P
normal heiBen, wenn sie in einer Umgebung dieses Punktes normal ist.
Dann gilt der folgende Hilfssatz, der sich unschwer beweisen ldBt?):

Ist eine Folge von Funkiionen in allen Punkien eines Bereiches
D normal, so ist sie in D normal.

Der wichtige Montelsche Satz, der fiir unsere Untersuchungen eine
fundamentale Rolle spielt, lautet nun?):

Wenn eine Folge f,(s) von analytischen Funktionen, die in D
meromorph sind, in diesem Bereiche D mindestens drei Punkte aus-
II. {lépt, d. h. wenn es drei Werte a, b, ¢ gibt, die in D von keiner
Funktion der Folge angenommen werden, so ist die Folge f,(2) nor-
mal i D.
II. beruht im wesentlichen auf dem Schottkyschen Satze®), gehort
also dem Picardschen Ideenkreis an.

Wir betrachten die Gesamiheit aller Punkte, in denen die Folge
R,_(2) nicht normal ist. Wir bezeichnen sie mit §. Die Komplementr-
menge von {, d. h. die Menge aller Punkte, in deren Umgebung die
Folge R (¢) normal ist, heiBe . Sie besteht offenbar nur aus inneren
Punkten, ist also eine offene Punktmenge.

Wir werden sogleich erkennen, daB die Menge & (z,, {,) (Wenn
nur £, in e’(s,) enthalten ist) stets existiert und mit § identisch ist.

Zuniichst wissen wir, daB die Folge R, (s) wegen L in jedem
keinen Punkt von §§ enthaltenden Bereich D normal ist. Wenn also
5, ein beliebiger Punkt, { ein Punkt von €(z,) und D ein ganz in §
liegender Bereich ist, so 1Bt sich aus der Folge R (#) eine Teilfolge
R, (¢) auswihlen, die in 2, gegen { und in jedem abgeschlossenen Teil-

1) loc. cit. p. 227. 2) loc. cit. p. 284 (81).
8) Nach diesem Satze gibt es eine Schranke S(x, #), so daB |f(s)| <8 in
l¢| < @R, wenn | £(0)|'<x, f(2) in | 2| < B regulir und <=0 und ==1 bleibt.
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bereich von D gleichmiBig konvergiert. Ihr Grenzwert ist dann eine
in D meromorphe Funktion f(s). Wenn insbesondere 7, in D liegt,
ist f(#,) = ¢ Solange z nur Werte in { annimmt, bleibt ¢ also — in
dem oben genau erliuterten Sinne — jedenfalls analytische Funktion
des Ausgangselementes 2.

Da § nur aus inneren Punkten besteht und daher in eine endliche
oder abzihlbar unendliche Anzahl von Gebieten zerfillt, kann ich sogar
eine Teilfolge R, (#) auswihlen, die in jedem in & enthaltenen Gebiet
gegen eine analytische Funktion konvergiert.?)

Umgekehrt 1dBt sich mit Hilfe von II. zeigen, daf eine Teilfolge
der R,(2) in der Umgebung U eines Punktes % von { niemals gegen
eine analytische, ja nicht einmal gegen eine stetige Funktion konver-
gieren kann.®) Es sei lim R, (¢) = f(2). Wire f(2) in 4 stetig, so konnte
ich nach Wahl von & eine Umgebung U, von % so angeben, daB fiir
je zwei Punkte g, und 2, in U, |f(s,) — (%) | < & wire. Ich betrachte
nun zwei Zyklen irgendwelcher Fixpunkte: e, ay ... o und 8, 8, ... f;.
Der kleinste Abstand zweier ihrer Punkte sei &. Da R,(2) in U, nicht
normal ist, so liBt R, () nach IL in U, hochstens zwei Werte aus,
und da es stets mehr als vier (sogar unendlich viele) Fixpunkte gibt,
kann ich annehmen, daB «, und B, nicht ausgelassen werden. Dann
gibt es in 11, zwei Punkte 2, und z;, so daB R (¢,) = «;, R (2;) = ;.
Fiir alle n > p gehort dann offenbar R, (2,) zum Zyklus & und ebenso
gehort R, (z;) zum Zyklus § fir alle n >g. Insbesondere gehort fiir
hinreichend groBes #; R, (2,) und damit f(z,) zu @, R, (2,) und da-
mit f(2;) zu . Dann wire aber |f(2.) — f(25)| = &, was nmicht geht.

Ich will die wichtigsten Resultate der obigen Untersuchung hier
noch einmal zusammenfassen:

Wenn z, ein belichiger Punkt und § ein Punkt von €'(z,) ist, so
lapt sich aus der Folge R, (2) eine Teilfolge R, (2) auswihlen, welche
in 2, gegen & und in §F gegen eine dort iiberall erklirte und stetige Funk-
tion g(¢) konvergiert. In der Umgebung eines Punkies der lrennenden
Menge“ § st g(2) dagegen umstetig.

Es sei hier gleich bemerkt, daB die analytischen Funktionen, gegen
die eine passend ausgewihlte Teilfolge R,,ﬂ(z) in einem ganz in
enthaltenen Gebiet konvergiert, in allen bisher bekannten Beispielen
Konstanten sind; die Folge R,(#) zerfillt in Teilfolgen, die gegen Kon-
stanten konvergieren.

1) Im Beispiel R(g) = 2* konvergiert 5" in K, gegen 0, in K, gegen 0o.

2) Diese fiir Julias Fragestellung wichtige Tatsache wird {ibrigens bei Julia

wnd Fatou erst als Folgerung aus dem tiefer liegenden, bei uns mit (17) be-
zeichneten Satz formuliert. Vgl. Fatou, Bull. de la soc. math., t. 48, p. 40.
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Es dringt sich hier die Frage auf, ob es andere als ,stiickweise”
(d. h. in jedem zusammenhingenden Teilbereich von ) konstante
Grenzfunktionen gibt. Sie ist wahrscheinlich zu verneinen. Da aber
eine endgiiltig klirende Untersuchung hieriiber bis jetzt noch von
keiner Seite verdffentlicht worden ist'), soll auf diese Frage hler nicht
eingegangen werden.

Nachdem wir nun die Bedeutung der Menge § erkannt haben,
. wollen wir ihre Eigenschaften niher untersuchen. Ich wiederhole zu-
néchst die Definition:

(1){ T st die Gesamtheit aller Punkte, in denen die Folge R, (2)
nicht mormal ist.

Nach dem, was wir oben gesehen haben, kdnnen wir diese Defi-
nition ersetzen durch die folgenden:

& ist die Gesamtheit aller Punkte, in denen keine Teilfolge?®)
(2){der R,(¢) normal ist.
(3){ & tst die Gesamtheit aller Punkte, in deren Umgebung keine

Teilfolge der R,(2) gegen eine analytische Funktion konvergiert.

( 4)! T ist die Gesamiheit aller Punkte, in deren Umgebung keine

Teilfolge der R,(2) gegen eine stetige Fumktion komvergiert.

Aus (1) folgt mit Hilfe von II:

(5){ Die Folge der Iterierten jeder Umgebung eines Pumktes von
tiberdeckt alle Punkte mit hochstens swei Ausnahmen.®)

Wir wollen uns sogleich mit diesen Ausnahmepunkten beschif-
tigen. Beginnen wir mit dem Fall eines einzigen Ausnahmepunktes P.
Dieser darf dann keinen von sich verschiedenen Vorginger besitzen,
da ein Vorginger eines Ausnahmepunktes offenbar wieder ein Aus-
nahmepunkt sein muB. Byingen wir den Punkt P durch eine lineare
Transformation ins Unendliche, so gibt es keinen endlichen Wert 2, fiir
den R(2) = oo ist, d. h. R(2) hat keinen Pol im Endlichen, ist also ein
Polynom.

Eine rationale Funktion, die nur einen Ausnahmepunkt besitzt, ist
also wesentlich ein Polynom, d. h. sie 148t sich durch eine lineare Trans-
formation auf eine solche Form bringen.

Ganz dhnlich zeigt man, daB eine rationale Funktion mit 2 Aus-
nahmepunkten wesentlich von der Form z%* ist. (Dle beiden Aus-
nahmepunkte von z** sind 0 und oo.)

1) Vgl. die Note von G. Julia in den Comptes rendus, t. 168 (1919 I),
P. 147—149; P. Fatou, Bull. de la soc. math., t. 48, p. 52—58 (§ 28).

2) Unter einer Teilfolge ist natirlich immer eine nnendliche Teilfolge .zu

verstehen, die auch mit der urspriinglichen Folge identisch sein kann,
8) In unserem Beispiel R(z) = 2* sind 0 und 00 die beiden Ausnahmepunkte.
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Ich ‘bemerke noch, daB die Ausnahmepunkte anziehende Fixpunkte
mit dem Multiplikator Null sind und daher zu § gehoren.?)

Im allgemeinen Falle, d. h. also, wenn R(2) weder auf die Form #—*
noch auf die polynomiale Form gebracht werden kann, existieren keine
Ausnahmepunkte.

Wir wollen nunmehr beweisen, daB § immer existiert.?)

Wenn § nicht existiert, ist R(s) (vom Grade k) iiberall normal
und ich kann insbesondere eine Teilfolge R, (2) auswéhlen, die gegen
eine auf der ganzen Riemannschen Kugel mer;)morphe und damit ratio-
nale Funktion S(2) (vom Grade s) konvergiert. Da es mindestens zwei
von einander verschiedene Zyklen (irgendwelcher Art) gibt, kann S(2)
keine Konstante sein. Ich wihle p>>s und betrachte die Folge R, _,(2).
Eine passende Teilfolge dieser Folge konvergiert gegen eine rationale
Funktion T'(¢) (vom Grade ¢>0). Dann wire B (7'(s)) = S(2). Das
geht aber nicht, da der Grad von R (7'(¢)) gewiB groBer als s ist.

Also:

(6)  F existiert immer.

Es sei hier gleich bemerkt, daB {§ alle abstoBenden und alle rational
indifferenten Fixpunkte entbdlt. Ist = R(f) ein solcher Punkt, den
wir uns der Bequemlichkeit halber in den Nullpunkt transformiert denken,
so lautet die Entwicklung von R(2) in der Umgebung von {=0

R(2) =a,2 + a,ef + - - -. a,+=0

Ist nun |a,| > 1, so ist die Folge
Rye)=aie + -
gewiB nicht normal, da lim a3 = occ. .
Ist aber a, =1, so ist

R()=z+n-ae®+---
nicht normal, da nun der zweite Koeffizient mit wachsendem » gegen
oo strebt. Ebenso schlieBt man, wenn a; = 1 ist.

Als Frucht der soeben gemachten Betrachtungen merken wir also an:

_In einem abstoPenden oder rational indifferenten Fixpunkt § ist
(7) { die Folge f,(s) einer in der Umgebung von § meromorphen Funkiion
f(2) nicht normal.

1) Dies gilt nur, wenn, wie vorausgesetzt, R(#) von mindestens zweitem
Grade ist. Diese Voraussetzung ist auch weiterhin zu beachten.

2) Fatou benutzt zum Beweis den im vorliegenden Bericht 8. 198 abge-
druckten algebraischen Hilfssatz.
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Man sieht sofort, daB jeder Vorginger und jeder Nachfolger eines
Punktes von § wieder zu § gehdort, also:
®) { & st invariant gegemilber R(z) und gegemiiber der Umbkehr-
funktion R_,(2).
Daraus folgt sofort auch die Invarianz der Komplementirmenge ,
d. h.:
(9)[ Gehort ein Punkt nicht 2u §, so gehirt auch keiner seiner Vor-
ginger oder Nachfolger su .
&, die Menge aller Punkte, in denen R, (2) normal ist, besteht
nur aus inneren Punkten; die Menge {§ enthilt daher alle ihre Hiu-
fungspunkte, d. h.:

(10) & st abgeschlossen.

Wir wollen nun beweisen, daB § in sich dicht ist, d. h. daB jeder
Punkt 4 von §§ Héufungspunkt von Punkten von § ist. Das folgt leicht
mit Hilfe von (5) und (8), sobald wir wissen, daB % einen in e(%) nicht
enthaltenen Vorginger besitzt.

Wenn % kein Fixpunkt ist, so ist keiner seiner Vorginger in e(7)
enthalten.

Ein zu § gehoriger Fixpunkt n-ter Ordoung ¢ hat mindestens einen,
von sich verschiedenen Vorgénger n-ter Ordnung ¢’ ,. Andernfalls hitte
niamlich R, (2) — {=0 die Doppelwurzel ¢, und es wire R.({)=0. Dann
wire aber { anziehender Fixpunkt. und konnte nicht zu § gehoren.
¢’, ist von allen Punkten des zu { gehdrigen Zyklus verschieden; denn

aus g, =&+¢

wiirde sofort durch z-fache Iteration

R,(£L,) = B,(5);
also §=¢, folgen.

n hat also einen, nicht in e(7) entbaltenen Vorginger #*. Da 7*
wegen (8) Punkt von § und daher kein Ausnabmepunkt ist, hiufen
sich nach (5) seine (siimtlich von 5 verschiedenen) Vorginger in 7.
Diese Vorgiinger sind aber (wegen (8)) Punkte von §. Also:

(11) & ist in sich dicht.

Eine Menge heiBt bekanntlich perfekt, wenn sie abgeschlossen
und zugleich in sich dicht ist. Wir kdnnen also, (10) und (11) zu-
sammenfassend, sagen:

(12) & ist perfekt.

Daraus folgt insbesondere, wie man aus der Mengenlehre weiB,

daB § von der Michtigkeit des Kontinuums ist.
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Wenn sich die Vorginger aller Punkte mit héchstens zwei Aus-
nahmen in einem Punkt P hiufen, so gibt es inshesondere Punkte von
G, deren Vorginger sich in P hiufen, und P gehort daher (wegen (8)
und (10)) selbst zu §. Die Umkehrung (vgl. (5)) ist schon bewiesen;
wir konnen also sagen:

Ein Punkt gehort dann und nur dann z2u §F, wenn es hoch-
(13) [ stens szwer Ausnahmepunkte gibt, deren Vorgdnger sich mwicht in
thm hdufen.
Oder auch:
Notwendig und hinreichend dafiir, daff ein Punkt zu § gehirt,
(14) {wst, daf3 die Folge der Iterierten eimer beliebig kleinen Umgebung
des Punktes alle Punkte mit hichstens zwei Ausnahmen iiberdeckt.
Oder auch:
(15) { & besteht aus allen Pumkten, in deren Umgebung die Folge
der R, (2) hochstens zwei Werte auslift.

Wir wollen uns nun, ehe wir die Untersuchung von § fortsetzen,
etwas mit den Punkten beschiftigen, die nicht zu § gehdren.

Wir betrachten zundchst einen anziehenden Fixpunkt erster Ord-
nung §{. Es ist, wie wir schon wissen, in einem hinreichend kleinen

Kreise Pumf; IR(E)__§|<”I‘3__§} x < 1
und daher auch |R,(5) —¢|<#-|2—¢|,

d. h. die Folge R, (2) konvergiert in I'" gleichmiBig gegen die kon-
stante Grenzfunktion ¢ ¢ gehort also zu .

Alle Punkte, die mit { durch einen polygonalen Zug verbindbar
sind, der keine Punkte von {§ enthilt, bilden den Bereich A*. Ich be-
haupte nun, daB sich die Nachfolger aller Punkte von U* in { und
nur in ¢ hdufen. Sei 7, irgendein Punkt in ¥, ¢ ein Punkt, in dem
sich die Nachfolger von 2, hdufen. Ich behaupte, daB § = { ist. Das
ist aber klar. Da die Folge R, (#) in U* normal ist, kann ich aus ihr
eine Teilfolge R, (¢) auswihlen, die in g, gegen { und in ganz Y*
gegen eine mero'morphe, Funktion f(#) konvergiert. f(¢) ist aber in
einer hinreichend kleinen Umgebung von § gewiB identisch gleich §
und daher als meromorphe Funktion in ganz U* identisch gleich §.
Also ist § =¢.

A* heiBt der ummittelbare Ansichungsbereich des Fixpunktes . Wir
wollen den' Tatbestand, daB die Nachfolger aller Punkte von * gegen
¢ konvergieren, auch so ausdrii¢ken:

Alle Punkte des unmittelbaren Anziehungsbereiches U* eines Fix-
punktes werden von diesem angezogen.
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Wenn ¢{ ein Fixpunkt n-ter Ordoung ist, gilt filr seine g - n-ten Nach-
folger genau dasselbe, was wir soeben fiir alle Nachfolger eines Fix-
punktes erster Ordnung bewiesen haben. Denn ¢ ist ja Fixpunkt erster
Ordnung der Funktion B, (¢). Was tun aber die andern Nachfolger
von §{? Diese Frage wollen wir jetzt beantworten.

Wir wissen schon, daB der Nachfolger eines Fixpunktes wieder
ein Fixpunkt ist.

Wir haben ferner, da R, (¢) = [R,_,(R®)] =R, _,(R(2)- R'(2) usw.

R,(§) =R - R(&) ... B
Rn(gl) = R’(§1> S e sy ‘R'(gn)'

Beide Ausdriicke unterscheiden sich nur durch die Reihenfolge ihrer
Faktoren, da ¢ = ¢, ist. Also:

(16) { Alle Nachfolger eines Fizpunktes sind Fixpunkte und besitzen

denselben Multiplikator wie dieser.

Streben die n,-ten Nachfolger eines beliebigen Punktes gegen £,
80 streben offenbar seine (n, + v)-ten Nachfolger gegen R, (£).

Haben wir nun einen Zyklus n-ter Ordnung von R(2), und ist §
ein Fixpunkt desselben, so ist { Fixpunkt erster Ordnung von R, (2)
und wir kénnen auf ihn alle Sitze anwenden, die fiir Fixpunkte erster
Ordnung gelten. Ist A* z. B. sein unmittelbarer Anziehungsbereich, so
besteht der unmittelbare Anziehungsbereich des Zyklus aus * und
seinen # — 1 Nachfolgern') Die Punkte im unmittelbaren Anziehungs-
bereich A¥ eines anziehenden Zyklus n-ter Ordnung hdufen sich in
allen » Punkten des Zyklus und nur in diesen. Die Folge R (¢) liBt
sich in n Teilfolgen zerlegen, die in A¥* gleichmiBig gegen je einen
Punkt des Zyklus konvergieren; wir wollen sagen, R,(s) konvergiere
in A* gleichmiBig gegen den Zyklus. '

Ein einfaches Beispiel bietet die Funktion R(2) — L. Die an-

’!

ziehenden Fixpunkte 2. Ordnung O und oo bilden zusammen einen an-
ziehenden Zyklus 2. Ordnung. Sein unmittelbarer Anziehungsbereich
besteht aus allen Punkten im Innern und AuBern des Einheitskreises.
Die Nachfolger eines Punktes 2, der nicht auf dem Einheitskreis liegt
{2+ 1), streben gegen die beiden Punkte des Zyklus, 0 und oo, und
nur gegen diese. Die Menge §§ besteht, wie beim Beispiel R(z) = #°
aus allen Punkten, deren absoluter Betrag gleich 1 ist.

1) Ein ,Anziehungsbereich“ ist also im allgemeinen kein Gebiet, sondern
eine Menge von Gebieten. Der unmittelbare Anziehungsbereich eines Zyklus n-ter
Ordnung besteht aus n, der totale im allgemeinen aus abzihlbar unendlich vielen
von einander getrennten Gebieten.
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Der unmittelbare Anziehungsbereich U* eines Zyklus ist iibrigens
nicht notwendig identisch mit dem (totalen) Anziehungsbereich %.!)
Dieser enthilt alle Punkte, deren Nachfolger sich in den Punkten des
Zyklus hdufen; er ist die Gesamtheit der Vorginger aller Punkte von
A* oder auch die Gesamtheit der Vorginger von U* Das gilt, wie
alle Siitze tiber Zyklen, auch fiir einen einfachen Zyklus, d. h. fiir einen
Fixpunkt 1. Ordnung. Wir werden solche Beispiele kennen lernen.

Bevor wir in der Untersuchung von § fortfahren, will ich noch
einiges {iber die indifferenten Fixpunkte berichten. Wihrend bei den
anziehenden Fixpunkten alle Punkte einer gewissen Umgebung ange-
zogen und ebenso bei den abstoBenden Fixpunkten abgestoBen werden,
gibt es bei den rational indifferenten Fixpunkten in jeder Umgebung
sowohl Punkte, die angezogen, als auch solche, die abgestoBen werden.

Sei R(e) =@, R'(a)=1. (Fiir R(s) =2 + #* ist z. B. der Null-
punkt ein solcher Punkt.) Punkte dieser Art hat zuerst Leau?®) niher
untersucht. Wir wollen die wichtigsten Resultate hier anfithren.

L. In jeder Umgebung eines Punktes « gibt es Gebiete (Anziehungs-
bereiche) B von folgender Art:

l. ¢ ist Randpunkt von 9B.

2. Ist 2, ein Punkt von B, so liegt R(z,) ebenfalls in B, und zwar
strebt die Folge R, (z,) gegen «.

II. In jeder Umgebung eines Punktes « gibt es Gebiete (AbstoBungs-
bereiche) B* von folgender Art:

1. « ist Randpunkt von B*

2. Ist 5, ein Punkt von B* und bedeutet B_,(¢) denjenigen Zweig
von R__(#) (der Umkehrfunktion von R, (2)), fir den B_,(2) =«
ist, so liegt B_, () ebenfalls in B*, und zwar strebt die Folge
R_,(2) gegen «.

IIl. Es lassen sich immer endlich viele Gebiete B und B* finden,
deren Punkte mit « eine Umgebung £, von « bilden, die ganz
in einer vorgegebenen Umgebung U von e« liegt, d. h. in jeder
Umgebung U von « liBt sich eine passend geformte Umgebung
£, so angeben, daB fir jeden Punkt 2, dieser Umgebung entweder
die R,(2,) oder die R_,(2) gegen « konvergieren, ohne £, zu
verlassen.

Satz I und III gilt auch fiir anziehende, II und III fiir abstoBende
Fixpunkte § = R(f).

1) Biehe die FuBnote ) der vorhergehenden Seite.
2) L. Leau, Etude sur les équations fonctionnelles, Annales de la faculté des
Sciences de Toulouse, t. XI (1897).
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Das Entsprechende gilt fir indifferente Zyklen beliebiger Ordnung,
deren Multiplikator eine Einheitswurzel ist.

Auf die Beweise der vorstehenden Resultate will ich hier nicht
eingehen, ebensowenig auf die indifferenten Fixpunkte, deren Multipli-
kator keine Einheitswurzel ist.

Wir wollen uns nun wieder der Betrachtung von § zuwenden.
Zunichst werde ich folgenden wichtigen Satz beweisen, der uns bei der
Untersuchung der Struktur von {§ entscheidende Dienste leisten wird:

Es sei D eine Umgebung eines Punktes n von §, Q eine be-
(17){ liebige, abgeschlossene Punkimenge, die keinen Ausnahmepunkt ent-
hilt. Es gibt eine Iterierte D, von D, die % vollig diberdeckt.

n sei zunichst ein abstoBender Fixpunkt z-ter Ordnung. Jedes
hinreichend kleine D ist sicher ganz in seinem Nachfolger D, enthalten.
Dann ist aber auch D, ganz in D,, enthalten, weil alle Bildpunkte
von D erst recht Bildpunkte von D, sind. Wir haben also

‘D<'Dn<D2n<D8n<""

AuBerdem wissen wir, daB jeder Punkt von {Q in einem D, ent-
halten ist. Nach dem Heine-Borelschen Theorem iiberdecken dann be-
reits endlich viele D,, die ganze Menge L. Ich betrachte eine solche
endliche Menge von D,, und wihle darunter dasjenige mit dem
hochsten Index. Dieses iiberdeckt dann allein bereits die Menge .
Damit ist (17) fiir einen abstoBenden Fixpunkt bewiesen.

Etwas miithsamer ist der Beweis, wenn o« ein rational indifferenter
Fixpunkt erster Ordnung ist. Dann miissen wir die Leauschen Er-
gebnisse benutzen. Sei 4 « ein Punkt von {§, der nicht in D ent-
halten ist. Die Vorgiinger von § hiufen sich in «, d. h. in £, liegen
Vorginger von . Da diese aber unmdglich in einem Anziehungs-
bereich B liegen konnen (denn die Nachfolger eines Punktes von B
verlassen ja D nicht), so miissen sie in einem AbstoBungsbereich B*
liegen. B* ist aber in seinem Nachfolger enthalten. Es ist also

§B*< %;k<%;l=< ......

Die Folge B enthilt von einem geniigend hohen Index an eine Um-
gebung von f, sie iiberdeckt also ganz £, und ich kann wieder ebenso
wie oben schlieBen, daB es bereits ein B; gibt, das L iiberdeckt. Da
B* < D, wird Q fiir geniigend groBe p von D, erst recht dberdeckt,
was zu beweisen war.

Elementare Betrachtungen algebraischer Art, die ich hier, um Platz
zu sparen, iibergehe, zeigen, daB R(z) (vom Grade k >2) mindestens
einen Fixpunkt {— R(£) besitzt, der entweder der Bedingung | B'(§) | > 1
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oder aber der Bedingung R’(f) = 1 geniigt.?) Ist nun 7 ein beliebiger
Punkt von § und D eine beliebige Umgebung, so iiberdeckt eine passend
gewihlte Iterierte D, gewiB entweder einen abstoBenden oder einen
Leauschen Fixpunkt erster Ordnung und eine hinreichend kleine Um-
gebung Ul desselben, und da 1, bereits O iiberdeckt, so tut es D, ,
erst recht.

(17) ist damit vollstindig bewiesen.?)

Aus Satz (17) folgern wir weiter unmittelbar eine interessante
Eigenschaft von . Es sei G ein Gebiet, das mindestens einen Punkt
von § enthilt, §* sein Durchschnitt mit §. Es existiert (nach 17) eine
Iterierte G,, von G, die § ganz enthéilt. R (2) bildet also F* auf  ab.
Die Bildmenge { besitzt also alle diejenigen Eigenschaften von ¥, die
eine Abbildung durch eine rationale Funktion bewahrt, sie hat, wie wir
sagen wollen, die gleiche Struktur wie §* In diesem Sinne gilt:

(18) & hat in allen Teilen gleiche Struktur.

Sind z. B. alle Punkte von * ,verkettet?), so gilt das auch fiir §§.
Fiir die Struktur von § gibt es also folgende Moglichkeiten:

a) & enthdlt keinen inneren Punkt.

1. alle Punkte von {§ sind verkettet, d. h. § ist ,kontinuierlich“.
Beispiel: R(z) = 22

2. Verkettete Punkte existieren in § nicht, d. h. § ist ,vollig
diskontinuierlich. Es ist aus der Mengenlehre bekannt, daB
eine Menge von der Michtigkeit des Kontinuums, insbesondere
eine perfekte Menge, sehr wohl ,vollig diskontinuierlich® sein

kann. Beispiel: B(g) = 2—4_—:—_{_?.4)

3. & enthilt in jeder Umgebung jedes ihrer Punkte verkettete und
unverkettete Punkte.
Auch dieser Fall kommt wirklich vor.®)

1) Den ausfiibrlichen Beweis findet man bei Julia, Journ. de math. (1918)
p. 84 u. 856. Da sich die Existenz abstoBender Fixpunkte spiiter aus einem von
(17) unabhiingigen Satz (25) ergeben wird, kann der Beweis der obigen Behaup-
tung hier um so leichter unterdriickt werden.

2) Es ergibt sich sogar, daB £ von jeder hinreichend hohen Iterierien D;,
(m>m,) tberdeckt wird.

8) Zwei Punkte P und @ einer Menge R sind ,,verkettet", wenn es zu jeder
positiven Zahl & einen P mit @ verbindenden polygonalen Zug B(s) gibt, dessen
Ecken sémtlich za MM gehdren und dessen Seiten kleiner als & sind.

4) Fatou, Bull. de la soc. math., t. 48, p. 86.

§) Vgl z. B. Julia, Journal de Math, (1v18), p. 181—186, Fatou, Bull. de
la soc. math., t. 48, p. 87.
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b) § enthdlt einen inneren Punkt.

In diesem Falle muB § die ganze Ebene enthalten. Sei niémlich
P ein innerer Punkt von §, d. h. ein Punkt, dessen Umgebung zu
gehort. Die Vorginger aller Punkte mit hochstens zwei Ausnahmen
haufen sich (nach (13)) in P und gehdren daher zu . Es gehoren also
fast alle Punkte und damit (nach 10) alle Punkte zu .

Dieser Fall kann in der Tat eintreten, wie Lattes!) gezeigt hat:

Sei p(u) die WeierstraBsche p-Funktion. Zwischen ¢(«) und
©(2u) besteht bekanntlich eine rationale Beziehung, némlich

*w) 4+ 1)?
9(2u) = R(pw) = q,‘%%'

Wir setzen u = 20,v, + 20,v,, wobei 20, und 2w, die beiden Perioden
von (u) sind. », und v, sind reelle Zahlen, die ich mir im dyadischen:
System (Zahlensystem mit der Basis 2) geschrieben denke. Es sei

vi=a, 0 ...4,
v,=0b, b ...,

d. h. v, habe eine rstellige, v, eine sstellige Periode. Ich wihle nun
n =7 -s. Dann unterscheiden sich % und 2"« hinter dem Komma nicht-
mehr von einander, also nur noch um ganze Vielfache von 2m, und
2w,. Es ist daher p(u) = 9p(2"%), d. h. 2 = p(u) ist ein Fixpunkt von
R,(2). Die Punkte u dieser Art liegen {iberall dicht im Perioden-
parallelogramm. @(u) ist stetig und nimmt im Periodenparallelogramm
alle Werte an, also liegen auch die zugehorigen Fixpunkte p(u) = ¢ in
der z-Ebene tiberall dicht. Sie sind zudem abstoSende Fixpunkte, da.

dR,,(z)_dp(?"u)_ A . (D" _‘iu" —_ n.p’(yl“)
3 = dpm — 2 ¥ (2% apa) )

& ist also (wegen (7) und (10)) die ganze Ebene.

Das vorliegende Beispiel zeigt, daB anziehende Zyklen nicht immer
vorhanden sind. L#Bt sich nun fir ihre Anzahl eine obere Schranke:
angeben? Diese Frage beantwortet der folgende Satz:

(19) { Im unmittelbaren Anziehungsbereich U* eines angichenden Zyklus
liegt mindestens ein Windungspunkt der Umkehrfunktion B_,(2).

Beweis: I sei eine hinreichend kleine, in ¥* liegende Umgebung-
von @, R* (¢) der durch die Bedingung R*,(«) =« gekennzeichnete
Zweig von R_,(¢). Wenn R_,(¢) in U* keinen Windungspunkt hitte, so
wire B (s), B, [R* ,(#)]— R* |(s) und allgemein B* ,[R_(s)] = R¥ ,(s)

=2">1

1) Comptes rendus, séance du 7 janvier 1918, t. 166 p. 28.
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in U meromorph; die Folge R¥,(s) wire also eine Folge in 1l mero-
morpher Funktionen, und sie wire dort auch normal, da sie gewiB
mehr als drei Punkte ausliBt (z. B. alle Punkte von ). Das geht
aber nicht wegen (7), da die Punkte eines anziehenden Zyklus von R(z)
fir R*, (s) abstoBende Fixpunkte sind.

Wir kionnen also sagen:

l Die Zahl der anzichenden Zyklen, die zu einer rationalen
(20) Funktion R(2) gehoren, ist endlich und swar hiochstens gleich der

lZahl der Windungspunkte der Umkehrfunktion R _ ().

Hier sei noch folgender Satz erwéhnt!):

* Konvergiert eine Folge R, (2) in einem Bereich D gegen eine
(21) Konstante a, so enthilt jede Umgebung des Punkies a Nachfolger

eines Windungspunktes von R_,(2).

Fatou hat bewiesen?), daB auch die Zahl der indifferenten Fixpunkte
endlich ist. Indem er die rationale Funktion R(2) vom Grade %, die
mindestens N indifferente Zyklen besitzt, etwas abdndert, erhilt er eine
rationale Funktion R*(2), die ebenfalls vom Grade % ist und mindestens

¥ angichende Zyklen hat.
Man betrachte die Funktion R(s,) = (1 — f)R(2) + ¢- 2% Es sei
e ein indifferenter Fixpunkt n-ter Ordnung, also eine Wurzel der
Gleichung R () = «, wobei | R, («)| = 1.
Die Funktionalgleichung
F(s,t)=R,(s,) — 2=0

besitzt eine Losung «(f), die im Punkte { =0 den Wert o annimmt.
Wenn insbesondere

7).~ E@-1+0

d. h., wenn der Multiplikator des Fixpunktes nicht genau gleich 1 ist,
so ist das zugehorige Funktionselement der Ldsung im Punkte ¢ =0
regulir, andernfalls hat es dort einen algebraischen Windungspunkt.
«(t) ist algebraisch, da F'(g, ) rational ist.

Zu «(t) gehort der Zyklus «(t), R[«(f), ], ..., R,_,[«(?), ], der fir
t=0 in den Zyklus e, R(a),..., R, _,(«) iibergeht. Der Multiplikator
eines Punktes des Zyklus ist:

[PeB] sty |s0)| =B =1,

1) Auch dieser Satz 188t sich ohne besondere Miihe beweisen. Fatou, Bull.
de la soc. math., t. 48, p. 60, 61.
2) loc. cit. § 80.
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s(t) ist gewiB keine Konstante; denn sie ist eine (in der ganzen {-Ebene
erklirte) algebraische Funktion von ¢, die an der Stelle # = 1 keinen
Wert vom absoluten Betrage 1 annimmt, da R(e, 1) = #* keine indiffe-
renten Zyklen besitzt.

Zu jedem indifferenten Zyklus «,, R(e,) ... von R(2) gehort so
eine nicht konstante, algebraische Funktion s,(¢), der Multiplikator des
Zyklus o, (f), R[e,(t),t]... der Funktion R(z,¢?).

Das Verlangte ist gezeigt, wenn folgender Hilfssatz bewiesen ist:

»Man habe N (wicht konstante) Funktionselemente algebraischen
Charakters®) E,(t), Ey(%), ..., Ex(t), deren sum Nullpunkt gehirige
Funktionswerte E,(0), Ey(0), ..., Ey(0) auf dem Einheitskreis
liegen. Man kann einen, dem Nullpunkt beliebig nahe liegenden Wert ¢’
finden, so daf3 mindestens die Hlfte der Punkte E,(t"), Ey(t"), ..., Ex(t’)
im Innern des Einheitskreises liegt.”

Der Bequemlichkeit halber fiihre ich zun#chst durch eine passende
lineare Transformation L, die das Innere des Einheitskreises auf die
obere Halbebene abbildet, die Funktionselemente E, () in Funktions-
elemente L(E, () vom gleichen Charakter iiber, wobei ich L so wihle,
daB kein L(E,(#) ins Unendliche fillt. Es ist dann zu zeigen, daB sich

ein beliebig kleines ¢" angeben liBt, fiir das mindestens %V der L(E/t")

in der oberen Halbebene liegen, d. h. einen positiven Imaginirteil be-
sitzen.

Die Funktionselemente L(E,(#) =1%...,5) seien gegeben durch
die Potenzreihen

Py
L(E,(t)) — L(E,(O)) = K,- th 4., v=1,2,..., N)

wobei K, eine von Null verschiedene Konstante, p, und / (der von »

unabhiingige, gemeinsame Nenner der %’) ganze Zahlen bedeuten.

Es geniigt zu zeigen, daB fiir ein passendes 7, = g, - ¢ mindestens

Py
die Hilfte der P®(t,) = K,-1,* einen positiven Imaginirteil besitzt;
dann liegt fiir hinreichend kleines ¢"= g’ €%, ¢’ < g, auch mindestens
die Hilfte der L(E,(t)) in der oberen Halbebene.
2¢ gei die hochste Potenz von 2, die in einem der p, enthalten ist.

oy
Zur Abkiirzung sollen diejenigen K,-¢?, deren p, durch 2”, aber nicht
durch 27+ teilbar ist?), mit P bezeichnet werden.

1) d. h. Funktionselemente, die sich nach ganzen oder gebrochenen Potenzen
von ¢ entwickeln lassen. '
2) Man hat also p, = 2" - %,, %, ungerade.
Jahresbericht d. Deutschen Mathem.-Vereinigung. XXXIII. 1. Abt. Heft9/12. 14
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Wir wihlen nun ein hinreichend kleines ¢¥, das auBerdem der Bedin-

inla
gung geniigt, daB keiner der Werte PO(#¥*) fir 0 < r < g, t¥* =1*. ¢ ¥ |
wobei n ganz und 0 < »n < 2¢9+! ist, auf der reellen Achse liegt. Dann
liegt immer entweder von den P{)(#**) oder von den — P (#**) min-
destens die Hilfte in der oberen Halbebene.

Wir betrachten zundchst alle P{)(¢*). Liegt bereits mindestens die
Halfte der P{’(t*) in der oberen Halbebene, so setze ich ¢, —t#, andern-

il
falls soll t,= t*.6% sein. Dann wird
2%u, 29 u,,

Pyt,) =K, th= K, B PY)(t%).

Ich kann also ¢, so wihlen, daB mindestens die Hilfte der P{)(¢)
einen positiven Imaginirteil besitzt.

Ich nehme nun an, es gibe ein passendes #. ,, so daB bereits
mindestens die Hilfte der P"(¢.,,) ¢ =s>7+1 in der oberen Halb-
ebene liegt. Wenn dies auch noch fiir s = » gilt, setze ich ¢ =%, ,,

inl
andernfalls sei ¢, =%, - ¢?. Dann wird

2% u,
PO(t)=K, 1, ' =POQ,,,) 67,
Y POE) = PO, fir q2s27+1,
withrend PO(t) =— PO(,,,) wird

Es liegen also mindestens die Hilfte der P (¢,) ¢ = s = in der oberen
Halbebene.

Hieraus folgt mittels vollstindiger Induktion die Existenz eines
Wertes ¢, fir den mindestens die Hilfte der P" (%) ¢ =>s=>0, d. h.
mindestens die Hilfte aller PC)(£)) in der oberen Halbebene liegt. Damit
ist der Hilfssatz bewiesen.

Wir konnen also ein hinreichend kleines ¢’ finden, so daB fiir
mindestens die Hilfte der Funktionen s,(¢), deren s,(0) auf dem Ein-
heitskreis. liegen, |s,(t")| <1 ist. Die Funktion R(z ") = R*(z) ist

. s . s . N .
eine rationale Funktion vom A-ten Grade, die mindestens - anziehende

Zyklen besitzt. Da sie andererseits hochstens so viel anziehende Zyklen
besitzen kann, als ihre Umkehrfunktion Windungspunkte, d. h. hochstens
2(k—1), so folgt N<4(k—1). Da iiberdies die anziehenden Zyklen
von R(#) ebenfalls in anziehende Zyklen von R*(z) iibergehen, kann
die Zahl der anziehenden und indifferenten Zyklen zusammen die Schranke-
4(k — 1) nicht iibersteigen.
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' So haben wir also den wichtigen Satz:
(22) Die Zahl der ansichenden und indifferenten Zyklen ist endlich.

Wir wollen nun noch eine interessante Eigenschaft von § beweisen,
namlich:

(28) Jeder Punkt von § ist Haufungspunkt von Fizpunkten.

Der Beweis beruht wieder auf dem Montelschen Satze. % sei ein
Punkt von §, und zwar wollen wir der Bequemlichkeit halber annehmen,
daB 5 im Endlichen liegt und weder ein Pol noch ein Windungspunkt
von R_;(#z) [der Umkehrfunktion von R, (2)] ist. [Wir schlieBen also
zundichst endlich viele Punkte von der Betrachtung aus.] In einer hin-
reichend kleinen Umgebung U von % sind dann die %* Zweige der
Funktion R_, (2) (k® >4) regulir, beschrinkt und tiberall untereinander
verschieden. Wir betrachten 3 solche Zweige RY (2), R% (2), RS)(2).
Wenn nun keine der Gleichungen R, (2)—2z=0 in U erfiillt wire, d. h.
wenn es in 1l keine Fixpunkte giébe, so wiirden erst recht die drei
Ausdriicke

R,(5)— B5(2), R,(9)—EB5(2), RB,(e)—R5(e)
in U nirgends Null.

Keine Funktion

R (2) — RN (2) RS (2) — RY)(2)
. (8) = 25y — BY(5) " BY () — BR ()

nihme dann in U die Werte O, 1 und % an, und die Folge der g, wiire
daher wegen Il in 1l normal. Dann wire aber auch

R (2) — BY (e) R®) () — RY (2)
R,(5)=B5@)+ Q) —r—ow @le) = o — B

normal, was nicht geht. Wir haben also bewiesen, daB in jeder Um-

gebung fast aller Punkte von {§ (d. h. aller bis auf endlich viele) min-

destens ein Fixpunkt liegt, und daraus folgt, weil § in-sich dicht ist,

daB jeder Punkt von § Haufungspunkt von Fixpunkten ist.
Umgekehrt ist jeder Hiaufungspunkt von Fixpunkten wegen (22)

Hiufungspunkt von abstoBenden Fixpunkten und daher (wegen (7) und

(10)) Punkt von §, also:

(24) & ist die Ableitung der Menge aller Fizpunkte.

Oder auch (wegen 22):

(25) & ist die Ableitung der Menge aller abstofenden Fizpunkie.')

1) Daraus folgt wegen (6) insbesondere die Existenz abstoBender Fixpunkte,
von der wir beim Beweise von (25) keinen Gebrauch gemacht haben. Auch Satz
(17) haben wir nicht benutzt; dieser Sats folgt nunmehr leicht aus (25), da er ja
fir abstoBende Fixpunkte unschwer zu beweisen ist.

14%
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Wihrend nun bei Fatou, dessen Darstellung wir bis jetzt im we-
sentlichen gefolgt sind, (25) nur als einfache Konsequenz der iibrigen
Siitze erscheint und zum eigentlichen Aufbau der Theorie nicht bendtigt
wird, errichtet Julia jeme Theorie gerade auf dem Fundament (25):
Er geht von der Ableitung E” der Menge E aller abstoBenden Fix-
punkte aus und untersucht ihre Eigenschaften. Wir wollen diesen
Weg im folgenden kurz skizzieren.

Dann werden wir zunichst die Existenz von E’ beweisen. Diese
Existenz ist hier sehr wichtig, auf ihr beruhen die fundamentalsten Satze.
Der Existenzbeweis ist nicht einfach (im Gegensatz zum Existenzbeweis
von ); die Mittel dazu liefert uns der Montelsche Satz zusammen mit
dem Satze von Leau, dem Fundamentalsatze der konformen Abbildung
und dem Schwarzschen Lemma,

Wir benutzen zuniichst den bereits beim Beweise von (17) erwihnten
Satz, daB fiir jede rationale Funktion R(z) mindestens ein Fixpunkt
1. Ordnung ¢ existiert, der der Bedingung

1. |[R'(®)|>1 oder
2. R'(§) =1 geniigt.

Es ist alles und sogar noch mehr bewiesen, wenn gezeigt werden
kann, daB jeder Fixpunkt 1. Ordnung ¢, der den Bedingungen 1 oder 2
geniigt, Hiufungspunkt von Punkten von E
ist. Ein solcher Punkt ¢ hat, wie leicht zu
zeigen, unendlich viele von sich verschiedene
Vorgiinger; fiir ihn gilt ferner der Satz III
auf S. 196.

Es sei € eine Umgebung von ¢, die den
Bedingungen dieses Satzes geniigt und so
klein ist, daB mindestens ein Vorgiinger §_,
von § auBerhalb liegt (Fig. 1).

Fig. 1. Da die R, (2) in { nicht normal sind, liegt
nach II. (S. 189) in & ein Vorgiinger {_, von §_,. Da §_, nicht in
einem Anziehungsbereich B liegen kann (sein Nachfolger {_, liegt ja
auBerhalb &), muB er in einem AbstoBungsbereich B* liegen. Da er
andererseits ny-ter Vorgiinger von § ist, d.h. B, ({_,)=¢, so kann ich
eine ganz in B* befindliche Umgebung U so angeben, daB das Rie-
mannsche Flichenstiick R, (1) =1, keinen Windungspunkt auBer
hochstens { besitzt. Die durch Iteration von R_,(s) erzeugten Vor-
ginger von U hiufen sich nach III in §; sie sind tiberdies simtlich
eineindeutige Bilder von 11, da R_, (¢) in € keinen Windungspunkt besitat.
Es gibt also einen schlichten, einfach zusammenhiingenden Bereich U_y
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(Vorgéinger N-ter Ordnung von W), der durch Ry, (2) eineindeutig
auf das Riemanusche Flichenstick 11, abgebildet wird. Die Existenz
eines abstoBenden, von ¢ verschiedenen Fixpunktes in U_y und damit
in € ist nun gezeigt, sobald folgender Satz bewiesen ist:

Wird ein schlichter, einfach zusammenhingender Bereich D durch
eine analytische Funktion f(2) eineindeutig auf ein Riemannsches
Flichenstiick D, abgebildet und liegt D ganz im Innern von D,, d. h.
ganz in einem Blatte von D,, so hat f(¢) in D mindestens einen ab-
stoBenden Fixpunkt.

Dieser Satz ist eine Folge des Fundamentalsatzes der konformen
Abbildung in Verbindung mit dem Schwarzschen Lemma. Nach dem
Fundamentalsatz der konformen Abbildung léBt sich D, durch die ana-
lytische Funktion X schlicht und konform auf das Innere des Einheits-
kreises abbilden, Dabei wird der Durchschnitt D* von D mit einem
Blatt von D,, das D ganz enthdlt, in eine Punktmenge K* tbergehen,
die ganz im Innern des Einheitskreises liegt. Derjenige Zweig der
Funktion X (2), der D in K* iiberfiihrt, sei X*(2). @(2)=X*f_, X_,(2)
bildet dann das Ihnere des Einheitskreises schlicht auf K* ab. Eine
solche Abbildung besitzt bekanntlich mindestens einen Fixpunkt. Durch
eine lineare Transformation kann erreicht werden, da der Nullpunkt
Fixpunkt ist. Fiir ¢ (¢) gilt dann das Schwarzsche Lemma?):

Sei @ (2) fiir |2|<1 regulir und sei | (2)|<1 fiir |#]<1, dann
ist auch |@(2)!<|s| fir alle [2|<1. Das Gleichheitszeichen steht
nur fiir ¢ (¢) =€z

In unserem Falle ist also der Nullpunkt anziehender Fixpunkt. Da
die Eigenschaft, anzichender Fixpunkt zu sein, durch konforme Abbil-
dungen nicht verloren geht, so hat auch f_, (¢) in D¥* einen anziehenden
und daher f(2) einen abstoBenden Fixpunkt.

Wir haben also bewiesen, daB E existiert. Der Beweis sagt uns
sogar, daB jeder Punkt P von E zugleich Punkt von E’ist. E’ ist
daher perfekt Ahnliche Betrachtungen zeigen, daB jeder P hinreichend
nahe gelegene Vorginger P_, zu E’ gehort.

Wir wollen nun zeigen, daB jeder Vorginger und jeder Nachfolger
eines Punktes @ von E” wieder zu E’ gehort. Da der Nachfolger eines
Fixpunktes wieder ein Fixpunkt ist, so ist auch der Nachfolger eines
Hiufungspunktes von Fixpunkten selbst wieder ein Haufungspunkt von
Fixpunkten, d. h. also jeder Nachfolger eines Punktes von E’ gehdrt zu E’,
Nun sei P_, Vorginger eines Punktes Pvon E, Da die Folge R, (¢) in P
nicht normal und P_, kein Ausnahmepunkt ist, so hiiufen sich die Vor-

1) Siehe z B. L. Bieberbach, Einfihrung in die konforme Abbildung
Sammlung Goschen) S. 33. '
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ginger von P__ in P, und es gibt daher insbesondere einen hinreichend
nshen P_y, der zu E’ gehort. P_, gehort dann als Nachfolger von
P_y ebenfalls zu E’. Also gehdrt auch der Vorgiinger eines beliebigen
Punktes von E’ als Hiaufungspunkt von Punkten von E’ selbst zu E’.

Gehort umgekehrt ein Punkt @* nicht zu E’, so gehdrt auch keiner
seiner Vorginger oder Nachfolger zu E’. Die Folge R, (2) 1iBt also
in einer Umgebung von @¥, die keinen Punkt von E’ enthilt (und das
ist bei jeder hinreichend kleinen Umgebung der Fall, da E” abgeschlossen
ist), alle Punkte von E’ aus und ist daber in @* normal. E’ ist also
mit § identisch. Damit ist der AnschluB an die hier zuerst gegebene
Darstellung erreicht. Die Kenntnis von (25) ermdglicht insbesondere,
wie schon erwahnt, einen sehr einfachen Beweis von (17), ist aber auch
sonst fiir gewisse Fragen der Theorie niitzlich, doch kann hier nicht
weiter darauf eingegangen werden.

Das Studium von § liefert uns zugleich die Eigenschaften der
Bereiche, in die § die Ebene zerteilt. Wir wollen wenigstens die
wesentlichsten Resultate hier mitteilen.?) .

Der unmittelbare Anzichungsbereich U* eines anziehenden Fiz-
(26) {punktes erster Ordnunmg ist emfach susammenhimgend oder von un-
endlich hohem Zusammenhang.

Wenn es mehr als zwei angichende Fizpunkte gibt, kann hioch-
stens einer einen susammenhingenden Anziehungsbereich haben (d. h.
einen solchen, der mit dem unmittelbaren Anziehungsbereich identisch
1st), wahrend die Anziehungsbereiche der anderen sich aus unendlich
vielen, voneinander getrennten, einfach szusammenhingenden Teil-
bereichen zusammensetzen.

@7

Die entsprechenden Sitze gelten auch fiir die Bereiche der indif-
ferenten Fixpunkte, deren Multiplikator eine Einheitswurzel ist.

Die Berandung?®) der Anziehungsbereiche wird durch § gebildet,
und zwar hat jeder Anziehungsbereich Punkte in jeder Nihe jedes
Punktes von . Diese Berandung ist meist recht kompliziert. Fatou
hat, hauptsichlich mit Hilfe der Theorie der konformen Abbildung,
u. a. nachfolgende schone Sitze bewiesen®):

1) Vgl. Julias Preisschrift und Fatou, Bull de la soc. math., t. 48, p. 79.

2) Die ,Berandung* oder der ,Rand‘ einer Punktmenge wird von der
Gesamtheit der Randpunkte gebildet, d. h. von den Punkten, deren (beliebig
kleine) Umgebung sowohl zur Menge gehdrige als auch nicht zur Menge gehdrige
Punkte enthiilt. ' :

8) Sur les équations fonctionnelles (troisidme mémoire), Chap. VI. Bull. de
la soc. math. t. 208 usf.
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Wenn der unmittelbare Ansiehungsbereich U* eines anziehenden
oder Leauschen Fixpunktes & (| R'(«)|<1 oder R'(e)=1) einfach zu-
sammenhéingt und sein Rand ein isoliertes, analytisches Kurvenstiick
enthilt, so ist sein Rand mit § identisch und ein Kreis oder das Stiick

e [}
eines solchen.

Als Beispiel mochte ich kurz R(s) = 2*—2 behandeln, dessen
aus einem Geradenstiick besteht. (Die ,Gterade“ ist fiir uns ja nur ein
besonderer Fall des ,Kreises“) Der unendlich ferne Punkt ist, wie bei
jedem Polynom, anziehender Fixpunkt. ¢ = 2 ist abstoBender Fixpunkt,
seine simtlichen Vorginger sind reell und liegen im Intervall < —2,
+2>, das daher (5) alle Punkte von { enthilt. Da dieses Intervall
auch seine Nachfolger enthdlt, so ist § mit ihm identisch. Der An-
ziehungsbereich % = U* des anziehenden Fixpunktes besteht aus der
ganzen Ebene mit Ausnahme des Intervalls <—2, 2>

Wenn § nun weder ein Kreis noch ein Kreisstiick ist, so enthilt
& nicht einmal ein isoliertes, einfaches Jordansches Kurvenstick, das
in jedem Punkt eine Tangente besitzt. Ja, es gibt sogar Fille, bei
denen in keinem Punkt eine Tangente existiert! Dies ist z. B. immer
dann der Fall, wenn die Berandung des unmittelbaren, einfach zusammen-
hiingenden Anziehungsbereiches eines anziehenden Fixpunktes weder ein
Kreis noch ein Kreisstiick ist und keinen Nachfolger oder Hiufungs-
punkt der Nachfolger eines Windungspunktes von RE_,(2) enthilt.

Man sieht also, daB die Verhiltnisse im allgemeinen recht kompli-
ziert liegen.

Betrachten wir noch das Beispiel R (2)=
drei anziehende Fixpunkte 1. Ordnung: {=1, { = —1, {" = oo; diese
sind zugleich auch die einzigen Windungspunkte von R_, (¢). Es kann
also (wegen (20)) weitere anziehende Fixpunkte nicht geben. Die totalen
Anziehungsbereiche seien %, A, A”.%) A” ist ein zusammenhingender
Bereich, da der unendlich ferne Punkt keinen von sich verschiedenen
Vorginger hat. Dann miissen (27) % und ¥’ aus unendlich vielen
getrennten Bereichen ,, 2, ... und A, A, ... bestehen. Weiter
miissen (3) in jeder Nihe eines Punktes von § Punkte aller drei
Bereiche liegen. Es ist recht schwierig, sich davon eine genaue Vor-
stellung zu machen. Wir wollen versuchen, uns die Zusammenhangs-
verhiiltnisse an Hand eines Schemas klarzumachen, das Julia in seiner
Preisschrift ausfithrlich behandelt hat.®)

1) Julia, Journal de Math. (1918), p. 158—175.

2) Aus der Annahme, daB es andere als stickweise konstante Grenz-
funktionen nicht gibt (vgl. S.191), folgt aus (21), da §==A 4 A’ A" ist.

8) loc. cit. p. 170 usf.

—2z°4 32 S
—-%.1) Es existieren
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Wir gehen von zwei gleichseitigen Dreiecken A A4, 4, A4, und
A A A, A, mit der Seite a aus, die an der Ecke A, aneinander-
stoBen (Fig. 2). Sie bil-
den zusammen den ge-
schlossenen polygonalen
Zug py=A, 4, 45 4, 45,
der die Ebene in 3 Be-
reiche teilt:

1. Das Innere von
A4, A, 4 9B,
As As 2. Das Innere von
T A A, A, Ay: B,
3. Den Bereich B, der den unendlich fernen Punkt enthdlt und
vom ganzen polygonalen Zug p, begrenzt wird.

In die Mitte jeder der Seiten von p, setzen wir die Spitze eines
gleichseitigen Dreiecks von der Seitenlinge ?/;a '), dessen Seiten den Seiten
von p, parallel sind, und das(d. b. dessen Inneres) ganz in B liegt. A B, B, B;,
A B, By B; sind zwei dieser Dreiecke. p, bildet mit den so konstru-
ierten Dreiecken einen geschlossenen polygonalen Zug p,, dessen Ecken
in der Reihenfolge A4, B, B, B, B, A, B, B, B, B, A, aufeinander folgen.
P, teilt die Ebene in 3 + 6 = 9 Bereiche, nimlich B,, B;, das Innere
der sechs oben konstruierten Dreiecke und den vom ganzen Zug p,
begrenzten Bereich B;, der den Punkt oo enthilt. Die Berandung von
9B; hat Doppelpunkte, z. B. 4;, B, B, In die Mitte jeder Seite von p,
setzen wir die Spitze eines gleichseitigen Dreiecks, dessen Seitenlinge
Y, der betrachteten Seite von p, ist, dessen Seiten den Seiten von p,
parallel sind, und das ganz in ®B; liegt. p, bildet dann mit den neuen
Dreiecken einen polygonalen Zug p,, der die Ebene in 9 + 30 Bereiche
teilt. So fahren wir fort. In die Mitte jeder Seite von p; setzen wir
die Spitze eines gleichseitigen Dreiecks, dessen Seitenlinge Y, der be-
trachteten Seite von p, ist, dessen Seiten denen von p; parallel sind,
und das ganz in 9B enthalten ist. Die neuen Dreiecke bilden mit p,
zusammen den polygonalen Zug p,. ,. Man kann zeigen, daB sich die
so kongtruierten Dreiecke gegenseitig nicht ,storen®, d. h. daB sie keine
anderen als die in der Konstruktion angegebenen Punkte miteinander
gemein haben. Jedes B ist also einfach zusammenhingend.

Wir denken uns diesen ProzeB unendlich oft wiederholt. Der Grenz-
wert des geschlossenen polygonalen Zuges p; fiir ¢ — o, d. h. die Ab-

1) Der Deutlichkeit halber sind alle Nebendreiecke in der Figur in ver-
groBertem MaBstabe gezeichnet worden.
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leitung der Vereinigungsmenge der p,, ist eine geschlossene stetige
Kurve &, deren Doppelpunkte auf ihr iiberall dicht liegen. Es sind
die Punkte von der Art 4,, B,, B, usw.

& trennt die Ebene in unendlich viele, einfach zusammenhéngende
Gebiete. Es entspricht der Menge {§ unseres Beispiels. Das Gebiet 8",
das den unendlich fernen Punkt enthilt, und dessen Rand aus allen
Punkten der Kurve & besteht, entspricht dem Bereich U” unseres Bei-
spiels. B” besteht aus allen Punkten, die in jedem B, enthalten sind.
Um uns nun auch von % und A" eine anschauliche Vorstellung zu
machen, greifen wir aus den unendlich vielen Dreiecken unseres Schemas
eine passend gewihlte Teilmenge heraus, deren Punkte sich in jedem
Punkt von & hidufen. Das Innere dieser Dreiecke entspricht dann ¥,
das Innere aller iibrigen Dreiecke A"

Auch von dem Falle, daB § sowohl ,verkettete® als ,unverkettete®
Punkte enthilt, konnen wir uns ein Bild machen, indem wir die Kon-
struktion von oben nochmals so ausfiihren, daB die Dreiecke sich nicht
mehr beriihren, d. h., anschaulich gesprochen, indem wir unser Schema
passend ,ausein-

anderziehen®, wie D QQQ
dies in neben- P ]
stehender Figur 3 4
angedeutet  ist.

.Dann ist das ent- l>
sprechende B von
unendlich hohem .
Zusammenhang.

Zwei Punkte von [> <]
f sind offenbar Hig 5,

dann und nur dann .
verkettet, wenn sie dem gleichen Dreieck angehoren. In jedem noch

so kleinen Bereich D), der Punkte von & enthilt, liegen dann unend-
lich viele Dreiecke und damit sowohl ,verkettete als ,unverkettete®
Punkte.

Das vorliegende Referat erstrebt keine Vollstindigkeit. Manche
interessante Problemstellung und mancher schone Satz wurden absicht-
lich nicht erwihnt, da der Raum zu einer leichtverstindlichen Dar-
stellung fehlte, Es konnte iiber diesen Problemkreis noch vieles
gesagt werden, besonders auch iber die Anwendungsmoglichkeit dieser
Theorie auf andere Gebiete. So haben sich Julia und Fatou ihrer
auch mit Vorteil bei der Frage der Vertauschbarkeit rationaler Funk-
tionen bedient, d. h. bei der Frage, welche rationalen Funktionen R (¢)
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