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50 Frrix Berssrein:

Satz 21. Nach' Einfiihrung eines v-dimensionalen v + 1-Ecks als
Bezugfigur hat jedes v-dimensionale » + 1-Eck desselben 1 dimensio-
nalen Raumes bestimmten Umlaufsinn.

Ist 01..» Bezugfigur, so hat 01.. » und jede durch gerade
Permutation der Ecken entstehende Figur positiven, jede durch un-
gerade Permutation entstehende negativen Umlaufsinn. 0°1..» hat
negativen Umlaufsinn dann und nur dann, wenn zwischen O und 0’ ein
Punkt des » — l-dimensionalen Raumes (1 ..v) liegt.

Zwei Figuren haben gleichen Umlaufsinn dann und nur dann, wenn
die eine auf die andere bezogen positiven Umlaufsinn hat. Bei Ande-
rung der Bezugfigur bleiben alle Umlaufsinne gleich oder schlagen alle
um, je nachdem die neue Bezugtigur positiven oder negativen Umlauf-
sinn hatte.

Die Ubereinstimmung derjenigen beiden Summationsverfahren
einer divergenten Reihe, welche von T. E. Stieltjes und E. Borel
herriihren.

Von FrLix BERNSTEIN in Gottingen.

In einer Note, welche in den Mathematischen Annalen?) erscheint:
Uber das Integral ,, /;’“"‘ cos tx dz“, habe ichi gezeigt, daB dassclbe unend- -
0

lich viele reelle Nullstellen besitzt, indem sich eine Methode, mittelst derer
G. H. Hardy kiirzlich die Existenz unendlich vieler Nullstellen der Zeta-
funktion mit der Abszisse 1 bewiesen hat, in sinngemifier Abwandlung
auf den vorliegenden Fall iibertragen lieB.

In der Absicht, diese Untersuchung einen Schritt weiter zu fiihren,
lieB es sich nicht umgehen, ein Kriterium auszubilden dafiir, daf ein

Fourierintegral _/ f(t) cos ztdt fiir alle 0 <z < oo positiv, beziiglich nie-
0

mals negativ ist.

Diese Frage ist analog der, durch die bekannten Arbeiten von C. Cara-
theodory zuerst gelosten, Frage nach den Bedingungen dafiir, daB eine
periodische Funktion, deren Fourierkoeffizienten gegeben sind, positiv ist,
Bedingungen, die dank einer fundamentalen Bemerkung von Toplitz
eine rein algebraische Form erhalten haben.?) Ein gewisser Unterschied

o .
1) Bd. 79, 3. Heft. 2 5
2) Den allgebraischen Sinn der Bedingungen von Caratheodory hat
E. Fischer festgestellt und zugleich rein algebraische Beweise gegeben.
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der vorliegenden Frage gegeniiber der letzten besteht indessen darin,
daB, um den Bedingungen eine explizite, d. h. von willkiirlich verinder-
lichen Funktionen freie Form zu geben (was in jeder Anwendung not-
wendig ist), Voraussetzungen funktionentheoretischer Natur iiber die Funk-
tion f(¢), welche an Stelle des Koeffizientenschemas der von Téoplitz
gebildeten Hermiteschen bzw. quadratischen Form tritt, unbedingt er-
forderlich sind.

Um die hier notwendig werdenden Einschrinkungen auf eine natiir-
liche Weise zu gewinnen, empfiehlt es sich, einen scheinbaren Umweg
iiber die reich ausgestaltete Kettenbruchtheorie von Stieltjes einzu-
schlagen, die infolge einer bekannten (Cauchy) Beziehung der Potenz-
momente eines Fourierintegrals zu den Ableitungen der Kernfunktion £(¢)
zu dem vorliegenden Problem in direkter Beziehung steht, und -erst nach-
traglich einer von dieser unabhingige Begriindung herzustellen. Dies
wird auch dadurch gerechtfertigt, daB in den meisten Fillen der An-
wendung der Nachweis des Erfiilltseins der algebraischen Bedingungen
zwar unabhiingig von der Kettenbruchtheorie gestaltet werden kann, aber
doch erst durch diese in seinem Sinne voll verstindlich wird.

Um die Kettenbruchtheorie von Stieltjes, die in neuerer Zeit
durch wichtige Beitrige von Grommer, Markoff, Perron und Szasz
vervollstindigt worden ist, auf das vorliegende Problem anzuwenden,
war es notig, eine Untersuchung auszufiihren, auf deren Wichtigkeit
bereits E. Borel in seinem: Legons sur les Séries Divergentes (§ 118)
nachdriicklich hingewiesen hat, ohne daB, soweit mir bekannt, eine
Bearbeitung erfolgt ist. Es war notig, festzustellen, daB die Summation
einer divergenten Reihe durch die Methoden von Borel und Stieltjes,
soweit sie beide moglich, 2u demselben Resultat fiihren. Es erweist sich
dabei als wiinschenswert, den Nachweis der Ubereinstimmung auch auf
die Verallgemeinerung der Summationsmethode von E. Borel auszu-
dehnen, welche man Le Roy verdankt, und welche in den Arbeiten
von Mittag-Leffler eine so fruchtbare Anwendung gefunden hat.
Hierbei mochte ich bemerken, daB die von uns erledigte Frage auch
von Le Roy in seiner groBen Abhandlung') gestreift wird, ohne je-
doch der Beantwortung niher gefiihrt zu werden.

Um die Bedeutung der Fragestellung fiir die Stieltjessche Theorie
zu kennzeichnen, sei bemerkt, daB die nachgewiesene Ubereinstimmung
zur Folge hat, daB es moglich wird, den Gang der Ideen dahin um-
zukehren, daB der positive Charakter der Ausgangsfunktion, welcher bei
Stieltjes vorausgesetzt wird, hier bei den der Borelschen Summier-

1) Sur les séries divergentes etc. Annales de la faculté des Sciences de

Tounlouse 2¢ Sér. Bd. 2. 1900,
4*
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barkeit entsprechenden Voraussetzungen iiber die Ausgangsfunktion
als das lefzte Resultat der Entwicklung erscheint.

Um die folgenden Ausfithrungen verstindlich-za machen, sind die
Resultate von Stieltjes kurz zusammengestellt.

Wir gehen aus von einer unendlichen Reihe mit reellen positiven,
Koeftizienten ¢,

(1) A s (1 e = RG),
welcher Stieltjes einen Kettenbruch
1 .
2 — =k(z
(@) "lz+zl1;’+L 1 (2)
. %2+ ay + -

zur Seite stellt. Dieser Kettenbruch existiert dann und nur dann,
wenn die durch folgende Festsetzungen

T R | By gy onyily
Caiy Cittg, o wogin = vm Co, C. ey C

. 2“8 ’ 2y 8> ’) "n+1

(5)A'= |7 Bn= aAo=Bo=
|C"_1,Cn,,.., 02n~2| cm cn+17 % @) oty 021;—1

definierten Determinanten A4, und B, von Null verschieden sind, und
. die Beziehung der formal gegebenen Reihe zum Kettenbruch (2) ist
diese, daB ’

45 B,
(4) “n=pgp _,5 %me1= 44

ist. Bei dieser Festsetzung stimmt der n-te Niaherungsbruch P von (2)

= P, ¢ ¢ ¢ , 1 Cp n de
(D) 7’=;0_z_;—;§++(—1)n l"_,_l+(—l) mt1
n & “n
’ dgis

+ =)+
mit der Reibe (1) bis zur Potenz z~* einschlieBlich iiberein.
Unmittelbar erkennt man aus (4), da8

(6) A4, >0; B, >0
die notwendigen und zureichenden Bedingungen dafiir sind, daf
(M a,>0

ist. Es ist nun ein schon von Stern bewiesenes Theorem, daB der
Kettenbruch (1) konvergiert oder oszilliert, je nachdem die unendliche
Reihe ©

(8) 2,

1

~
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divergiert oder konvergiert. Im ersteren Falle liBt sich nach einem
iiberaus sinnreichen Verfahren, welches Stieltjes erfunden hat, eine
positiv wachsende Funktion g (u) konstruieren, die im einfachsten Falle
an jeder Stelle eine positive Ableitung ¢(u) besitzt, im allgemeinen
jedoch stets unendlich viele Wachstumsstellen besitzt, und fiir welche
das Integral

; (Lt)du - dxp(u)
(Q\ J = f(z = z—l—u

gleich dem konvergenten Kettenbruch (\2) wird.")

Hierbei kann die zweite Form des Integrals, statt durch die erste
auch direkt erklirt werden, und dieser Umstand gestattet, den allge-
meinen Fall wie den speziellen zu behandeln, eih Verfahren, das auch
in der Theorie der unendlichen quadratischen Formen und in der Wahr-
scheinlichkeitsrechnung seine Anwendung findet.

Man kann ferner beweisen, daB auBer

(10a) lim 222 P = K() = 0s)

auch die Gleichung

(10b)

~

Cy = ’;M’U‘)“nd“ n=0,1,...)
0
besteht, so daB formal aus

o

(an J(@) = f(i— LT ) de(w),

(12) J(z)=%‘—f—’ S

erscheint. Unter den Voraussetzungen (6) und (9) kommt man nun
iiberein, der Reihe (1) den Wert J(z) beizulegen. Das ist das Sum-
mationsverfahren, welches Sticltjes in Verallgemeinerung des Beispiels
von Laguerre —

: ziz' + :'s - ,4 ‘ + -+, ein Integral,

welches dem konvergenten. Kettenbruch

F— 1 ., 4 I____l,ﬁ 2 |
T 41 48 |45 4T 249

korrespondiert —, ubgeleitet hat.

1) Das Integral linkerhand ist als Riemannsches lutegral aufzufassen (vgl.
Perron; Die Lebre von den Kettenbrichen, Kap. 1X, § 66.)
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‘Die GroBen a, haben einen nicht hinreichend einfachen Aus-
druck in den Koeffizienter ¢,, um die Bedingung (9) als eine leicht
handzuhabende erscheinen zu lassen. Daher hat sich schon Stieltjes
bemiiht, diese durch bequemere (unter Verzicht auf die Allgemeinheit
und Notwendigkeit) zu ersetzen. Erreicht ist dies durch eine Arbeit
von Perron!), welcher ankniipfend an eine Arbeit von Markoff,
folgendes bewiesen hat: Wenn

(13) lim inf- /e, — o< oo

ist, so ist unter (6) der in Rede stehende Kettenhruch konvergent und
gleich dem Integral J.

Damit ist auch zugleich eine Losung des Momentenproblems, d. h.
der Losung der unendlich vielen Gleichungen (10b) durch eine Funktion
¥ (u) der genannten Eigenschaften erzielt. Unter gleichen bzw. allge-
meinen Bedingungen gibt Le Roy in der oben genannten Arbeit eine
Losung des so spezialisierten Problems durch explizite Formeln, deren
Ubereinstimmung mit der Losung von Perron aus den Resultaten der
-folgenden Arbeit zu folgern sein wird. ’

In diesem Falle ist also eine Summation der Reihe (1) durch den
Kettenbruch beziiglich durch das Integral J gegeben, deren Giiltigkeit
nach Stieltjes auf alle komplexen Werte mit Ansnahme der auf der
negativen reellen Achse belegenen ausgedehnt werden kann.

Die Methode der Summation von Borel besteht nun andererseits
darin, der Reihe (1), indem wir 1/z = 1 setzen, die zu (14) assoziierte
Reihe (15):

(14 RA)=ch — e+ a4 (— e, a* ' 4 - -

y [ N S A i N
08)  F@H-Y -840
zuzuordnen, welche, in einer geniigenden Umgebung des Nullpunktes
als konvergent vorausgesetzt, die assoziierte Funktion F'(1) definiert.

Man erhilt (14) aus (15) formal, durch gliedweise Integration von
(16) ﬁ“F(lt) dt vermoge /;:" rdt=mn!
0 0 :
Man setzt daher ferner die Konvergenz des Integrals (16) voraus, und
bezeichnet unter diesen Annahmen die Reihe (14) als summabel und
gibt ihr den Wert (16) als Summe. Durch gewisse Schwierigkeiten
veranlaBt, sah sich Borel dazu gefiihrt, den Begriff spiter einzuengen,

1) Math. Ann. Bd. LXXIV, H. 4, S. 5461t
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und die Reihe (14) als ,absolut summabel* zu definieren, wenn das Inte-
gral (16) fiir die assoziierte Funktion F(4) und sogar fir eine aus-
reichende Zahl von Ableitungen derselben absolut konvergiert.

Wir halten an dem Begriff summabel fest, bemerken aber, daB im
vorliegenden Falle die Bedingung der absoluten Summabilitit sich zu-
gleich als bis zu jeder Ordnung der Ableitungen erfiillt zeigen wird.

Unsere Voraussetzung lautet also: Die assoziierte Reihe

Crt ¢ A AP
am e R
besitze einen Konvergenzradius g, so daB
' 1 i /e
(18) - lim ‘;{‘" <= st
inf. k

Da (13) eine Folge von (18) ist, so wiirde nach Perron bereits
ans (18) die Konvergenz des Kettenhruchs folgen (was sich aus unserm
Beweis noch in anderer Art ergeben wird).

Wir behaupten nunmehr das folgende 7%eorem. Unter den Voraus-
setzungen (6) und (18) ist die Reihe (1) (absolnt) summabel, und es ist

(19) et Ftz)di = K(z) = J(z).

0

Beweis. Wir folgen zunichst der Analyse von Stieltjes. Aus der
bekannten Darstellung des i-ten Niherungsbruches

O P, 1 1 (— 1)
20 S — U [ o
(" ) W, () o @ (R T (l)n—-l Wn ’
und den leicht folgenden Entwicklungen

1 FsY]

X

1 = g, (2 '2)
=0 T TR E TR

1 . sgi’ . s_‘i

* Qs Qs ' g * +

ergibt sich durch Addition die Giesamtdarstellung des n-ten Néherungs-
bruches

(22)

‘Z C| ¢ (": ,(,‘1, " ul’l'
(())= .;__z_l’_*‘z_“—*—'“("])l i.nl+( - 1) z”{l“_}_...’

7
n

})
0V
wobei die « bei wachsendem » durch hinzukommende ¢ zu den ¢,
werden.

Nunmelr stellen, vermoge bekannter algebraischer Sitze, die Be-
dingungen (6) die notwendigen und hinreichenden Bedingungen dafiir
dar, daB die Gleichungen ¢, = O nur reelle (.4, > 0) und insbesondere
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positive (B >O) Wurzeln besxtzen Dies hat unmxttelbar zur Folge
daB in den Entwicklungen (21) alle GroBen ¢! (welche symmetrische
Funktionen der Wurzeln von ,@,,, =0 mit positiven Koeffizienten
sind) die Ungleichung

(23) (u > 0
erfilllen. Dem oben Gesagten zufolge, ergibt sich daraus sofort
(24) sy < Cyype

Aus dieser Ungleichnng folgt beiliunfig in Verbindung mit unserer Voraus-
setzung (18) die Ungleichuno'

(25) : £-==lhn sup d. h.

(26) 0n 2 0,

wenn wir mit ¢, den Konvergenzradius der zu (22) assoziierten Reihe
bezeichnen. Das ist jedoch kein wesentlicher SchluB, da wir uns auf
die Tatsache berufen konnen, daB die assoziierte Funktion einer ratio-
nalen Funktion eine ganze transzendente ist.

Setzen wir nun jetzt

7. i/
Ri = (ch (~ 1 k.‘ S 2(’1)1;‘«]{' ’
(27) h=i

LY

R}m =2 FL “lc 1( l)k

k=i

n

indem wir die Koeffizienten in der fiir

giiltigen Reihenentwicklung

Qll
mit ), «f’, ... bezeichnen, und wihlen ¢ so, daB, unter & eine vorge-
gebene GroBe verstanden,
(Q'Q) lRi|<Si<£ tiir |1A|§9,<9
wird. Dann ist, vermoge
(24) : «ly <Gy
(29) |RW| < 8, < &

gleichmiBig fir |1]| < ¢" und fiir alle » >/ — 1.
Nun ist fir » > ¢ vermoge (21) formal identisch

(30) FQA)—-R=L"1 Q—" — R (4),
also mit Rdckswht auf (28) und (29}
(31) F(i) — L~ Q~ < 2¢

fiir alle # > ¢ und alle |1]| < o'
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Damlt ist
132) o hm Lt Q = F(4)

gleichmiaBig fiir |1, < o' bewiesen.

Hiermit ist die Beziehung des Kettenbruchs zur Reihe bereits her-
gestellt. Wir ersetzen nunméhr den Kettenbruch durch das Stieltjessche
Integral. Es ist nach ‘den fundamentalen Festsetzungen von Stieltjes
zu setzen

. P, " My d,, (1) ’dtp,,(u)
(33) 7.~ ,_Z(,,, j R / i und
(34) P (u)=M" +--. + M, wemn 2 <u<z,;

zu bemerken ist, daB alle M und : pOSltIV und daB M =1 ist.
In dieser Schreibweise ist

(35) L 1 (‘)" — /d w"(u)e— "0 s
' 0
zu setzen, da
) —t p—ul _ A 1
(36) l,’/e te /‘dt_l_l:”di=z_’*:',u
0

ist. Es ergibt sich ferner

(37) y~ ' I'(2) = lim /dwu(u)“ e hm /d’ (w)due“*1.

n=o{
~M"* =1, folgt, daB die Ungleichungen
(38) O< (W)€l mit' ¥,(0)=
zu schreiben sind.

Wir benutzen nunmehr zunichst das Theorem von 0. Perron
und schlieBen aus (18), daB der Kettenbruch (2) konvergiert. Wir
folgern mit Stieltjes, dap es eine positiv wachsende Funktion ¥ (w) gibt,
derart, daf

(39) lim |y, (u) —pu)| <e fir n=>N

existiert, und daf ferner entsln'e.chend (38)
(40) 0<y <1 ¥(0) =10
gilt. Demzufolge wird das Integral

(41) J* = dy(u)e " = fdup(uwe " - i
é ;
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offenbar fiir R(1) > 0 absolut konvergent, und es ist stets

(42) | J¥*| = -/'dt/!(u)e““ <|i f'/.e"" du j%%l\ :
N : ;
Ferner ist fiir n, > N .
./;d'n(u)r‘“ ——./;ll' (1)e=u* < & vermoge
0 (]
'./.(/u [ o(w) — g, ()] |2 et < b»n(’lx) d. h.
0
(42a) A"1F(2) = lim '/;w“(ﬁ)e‘“ ='/:(jizl’e"”' = J¥,
n=o 0
Noch mehr, es ist auch das Integral
f:-fu*(u)mf ;
sowie, bei jedem i, das Integral
(43) '//:—‘ T2ty 1 dt| = '/;;" N Zlu w(w) (m u)entin
0 0 0 ‘

é'/‘e"’dtJM(—— “)m‘e—“"ld“: '
0 0
also konvergent fiir R(1) = 0.

Es existiert vermoge (42)

0 a0 o

’/‘e"]"(lt) dat =t/;3“'dt'/.duzp(u)e" ity ]
0 0 0

Infolge der Po-itivitit der Integranden ist die Ordnung der Integration
vertauschbar, und es ist also

(44) [e=t PO dt = [duw(u) [e= e« dt d h.
o 0 0

(45) ./ve" Fandi =,/¢;i4ﬂi|§“t' =J(2) = K(2) q. e. d.
0 0

(43) zeigt iliberdies, daB die Reihe (1) absolut summabel ist.

Man kann die Benutzung des Satzes von Perron entbehrlich machen
bzw. denselben unter der Voraussetzung (18) mitbeweisen, wenn man
das allgemeinere - Resultat von Stieltjes benutzt, daB ndmlich unter
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den Voraussetzungen (6) die Kettenbriiche mit geradem Index sowie
die mit ungeradem Index fiir sich hestimmten Grenzen zustreben.

Diesen entsprechen bestimmte Grenzen #(u) und X(u) der Funk-
tionen ¢, (u). — Wir konnen nun die obigen Schliisse offenbar fiir jeden
der beiden Fille durchfihren und erhalten so die Ubereinstimmung

o

des Borelschen lntegrals’/;”'F(lt)dl' mit den beiden aus ¥ und X
0

gebildeten Stieltjesscher: Integralen einerseits, mit den beiden Grenz-
werten der Kettenbruchniherungsbriiche andererseits. Damit ist die
Ubereinstimmung der in Rede stehenden Grenzwerte und also die Kon-
vergenz des Kettenbruchs erwiesen.

Wir verallgemeinern nunmehr den Nachweis der Ubereinstimmung
der beiden in Rede stehenden Summationsverfahren und erinnern zu
diesem Zweck an einige bekaunnte Definitionen. Mit le Roy fiihren wir
die assoziierte Reihe xter Ordnung

(46) F,4) = " L ein. Falls die Reihe-
0

(xm)!

oo

(47) R(zg) = D' =

P
1

- konvergiert, ist vermoge der Formel

o0

(e n)! (xn)! ._:l/z % A
(5] P T~ P ='/“ A=1d,
0
(49) fF (e *d1 _2 o = 2 R().

Divergiert hingegen (47), konvergiert aber die Reihe (46) und stellt
dieselbe iiberdies eine solche analytische Kunktion dar, daB das Inte
gral (49) ein Konvergenzgebiet G besitzt, so definiert das Integral (49)
in G die Summe der divergenten Reihe (47). Wir bezeichnen die
letztere in diesem Falle als von dem Index x summabel.

Die absolute Summablitit werde wie oben dahin verstandeén, daB
wir das in Rede stehende Integral absolut konvergent annehmen und
diese Annahme auch auf das mit den Ableitungen von F,(1) gebildete
Integral (bis zu einer passenden Ordnung der Ableitungen) ausdehnen.

Es st fiir unsere Zwecke notwendig, uns auf dem Fall
(50) © 52
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21 beschranhen 1) Fir diesen ]:'all konnen’ wir einen Hllfssatz anwenden
welchen wir dem Werke le Calcul des Residus“ von E. Lindelsf ent-
nehmen (1. c. Kap. V, 8. 120). Fihren wir mit Mittag-Leffler die
Funktion
(51) E(z) = E,(z) 2 (”
ein, so gilt der folgende Hilfssatz:

Setzen wir x = ge'?, so geht in dem Winkelyaum

(52) ’—i—x-l—_eéﬂéZ:r ;-¥~e (2 < 9)

E(z) (gleichmdfig) mit 1/x gegen Null. & bedeutet eine beliebig kleine
GroBe. i

In dem besonderen Kalle x =2 wird K(x) = cos V-~ z , und wir
konnen noch versichern, daB die Funktion fiir ¢ =z, d. h. V— z=7Vo
beschrdnkt bleibt.

Aus diesem Satze folgt, daB das Integral

(53) [0 B wpyan,

)
- wenn reeller Teil (2"4) > 0, absolut konvergiert. Die gliedweise Inte-
gration der im Integranden stehenden stéindig konvergenten Reihe
liefert aber mit Riicksicht auf (48) das Resultat

:_ZIIZZ ol 1/2\ Ao 1
(h4) s1-1% E@ - (—w'™)di = u+4:’
0

insbesondere fiir x = 2 die bekannte Formel

o«

(55) ) ¢ Vi cos (AYu)di = “‘—_l}_ - R(Ve)>0.

Wir formulieren nunmehr unser Zheorem [1. Es sei, wie frither
(6) ‘4n>0: Bﬂ>0'

Ferner sei fiir

(50) 0< <2

die Funktion (46) im Nullpunkt regulir, d. h. es sei

(56) lim sup ]/ =0 l< N\,

(* N)‘

1) s findet ein enger Zusammenhang statt zwischen dieser Tatsache und
der erlaubten GroBenordnung des Verschwindens einer ,Fonction de Stieltjes*
im Unendlichen.
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dann ist die Relhe (47) ,,von dem Index » summabel®, der ibr korre-
spondierende Kettenbruch konveroent und es ist | '

) K(s) = ] 4o / F,(3) oy i,

wo ¢ (u) eine wie frither wachsende Funktion bedeutet.
Bezeichnen wir jetzt die assoziielte Reihe des »nten Niherungsbruches
Q” des Kettenbruches mit B! —"— so ist, vermdge der Stieltjesschen

Integraldarstellung
(58) o= ‘f“*’;‘“)
0

A\

wobei das Integral formal eine endliche Summe vertritt.
Aus (54) und (55) geht dann

(59) B! f)iﬂ - f dw, () E(A(— ')
S

hervor. Der eben zitierte Hilfssatz lehrt dann weiter, daB
(60) B 1 < / dv,(w) E' < Konstant j dvy,(w) = Konstant

wird. Genau wie frither, beweisen wir nunmehr, da

(61) F,(i) = lim B! g
fir alle 4 <o < o statt hat.
Infolge eines bekannten Satzes von Stieltjes (Vitali) hat die durch

die Ungleichung (60) nachgewiesene Beschriinktheit der %;‘g’! zur

Folge, daB die Gleichung (61) fiir alle 0 < 4 oo statttindet. Es bleibt

. , B
nur noch nachzuweisen, daB die Konvergenz der B! Q" nicht nur fiir
n

alle 4 < 4, wo A, irgendeine positive Konstante < co ist, sondern
auch im unendlichen Intervall 0 < 2 << 0o gleichmdf3ig stattfindet. Wir
nehmen dies zuniichst an und bemerken

x-—l/zl .
1. das Integral L[ :—]_w F,(1)di konvergiert, da F,(1) zufolge (60)
0

und (61) absolut beschriinkt bleibt, absolut.
2. in dem Integral

e Y
' (62) j ?1- ey® }'li]:.o %z L 6; di

0
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sind die Grenziibergéinge vertauschbar, wenn die gleichmiiBige 'Kon-

— V]
vergenz von (61) feststeht, da ja f‘ei:‘i/}"dl = —}~ist.

z > ~
0

Damit ist aber die Behauptung bewiesen, denn es ist

”'._ 1% :‘—4 7zJ.
, i . =) 24 P
(64) 'f:]—__*l'm Fy(l)dl = 7}.1_[!] / :l— e %;l ‘Q“n ) :lrlSO
0 —ﬂ:j n
(65) : =im€" q. e. d.

Um den noch ausstehenden Beweis der gleichmiBigen Konvergenz zu
erbringen, scheint es mnicht zu vermeiden, die Grenzfunktion v (u)
= lim ¢, () einzufiihren (wobei jedoch wie frilher, wenn man den Satz
von Perron (verallgemeinert fiir » > 1) nicht benntzen will, freisteht,
statt derselben die Funktion v () = lim v,(«) zu benutzen!)

Schreiben wir also . )
(66) F(2) = | v (w) E(A(-- wi¥)d1,
0 < \

wo also fiir ein n> N bei gegebenem ¢

(67) Y(u) — v, (u) <¢

ist. Zum Zwecke des Beweises teilen wir das Integral, indem wir
einen beliebigen Zwischenwert a annehmen, und zeigen zuniichst; dall

dieser Integralteil gleichmiiBig approximiert wird, durch die folgenden
Ungleichungen

68)  JdvE — [dy,E' = [du[y(u) - v,(w)] E’
0 0 0

_S_sfdu(E‘(l(— w'*) | L eMa, wo

0

' ' i A N )y
(69) M das absolute Maximum von &!'(4(— u)*) —Z ey
0

fir 0 <u<a und 0 <1 < oo bedeutet. Dall dieses Maximum endlich
ist, wird ebenso bewiesen wie der zitierte Hilfssatz.

Andererseits sei 4, so gewihlt, daB fir 1> A,
E(=A(=u) <y

A ]
bei vorgegebenem % sei. Dann ist fiir jedes # und auch fiir » = oc

(70) JavE <yfdv<y-q,
0 1]
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wo ¢, die frilhere Bedeutung besitzt, so daB also dieses Integral bei
hinreichend groBem 1, zu vernachldssigen 1st. Bei solcher Wahl von
Ao kann man » einerseits so groB wihlen, daB (68) erfiillt ist, anderer-
seits so groB, daB fiir 4 < 4 eine hinreithende Approximation { statt-
findet, und damit ist die Summe e Ma + 2y¢, + {, welche von i un-
abhiingig ist, als Schranke der Differenz befunden.

Auf die Frage der GroBenordnung des Verschwindens der Funkticn
w(w) im Unendlichen und auf die Griinde, aus denen die Grenze x = 2
nicht iiberschritten werden kann, gehe ich, da sie fiir die nichsten
Zwecke entbehrlich sind, nicht mehr ein.

Die Mengenlehre Georg Cantors und der Finitismus.
Von FELIX BERNSTEIN in Gottingen.

) Die natiirlichen Schwierigkeiten, welche sich dem Verstindnis
tieferliegender  Untersuchungen iiber die Grundlagen der Mathematik
entgegenstellen, haben eine ganz besondere Folge. Trotz des allgemei-
nen Interesses, dessen diese Untersuchungen bei allen Mathematikern
sicher sind, spielen sich doch die grundlegenden Auseinandersetzungen
nur in dem verhiltnismiBig kleinen Kreise ab, der sich auf alle Einzel-
heiten einzuarbeiten in der Lage ist, und es ist auBerordentlich schwer,
fiir jeden Nichtbeteiligten, ja, sogar selbst fiir den zeitweise Nicht-
beteiligten den Uberblick tiber den jeweiligen Stand der Frage zu be-
halten. In vielen Fillen werden auch dieselben Schwierigkeiten und
Streitfragen in veréinderter Form und Ausdrucksweise von neuem be-
handelt, ohne daB immer erkennbar ist, daB es sich wieder um die-
selben Gegensitze. dreht.

Aus diesen Griinden scheint es nicht unangemessen, wenn einmal
der Versuch gemacht wird, unter Absehung von allem technischen De-
tail, dasjenige herauszuheben, was mit Worten und Begriffen gesagt
~werden kann, die einem jeden Mathematiker gelidufig sind. Es wird dies
um so mehr 'zum Bediirfnis, wenn es sich wie hier um Gegensiitze han-
delt, bei denen der eine Teil sozusagen dem anderen die Existenz-
berechtigung abzusprechen gemeigt ist. Dann muB der ibrige Teil der
Mathematiker sich ein Urteil bilden konnen, inwieweit eine solche kri-
tische Bestreitung ihre Berechtigung hat. Es kénnte allerdings sein,
daB dazu ein Eingehen auf schwieriges Detail erforderlich sein wiirde,
aber ich hoffe im folgenden zu zeigen, daB dies nicht der Fall ist. Das
Werk Georg Cantors ist auf so klaren und sicheren Grundlagen er-
richtet, daB es von diesen aus erkannt werden kann, daB wohl eine
Umbildung, wie sie in der Geschichte der Wissenschaften hinsichtlich
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