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wo ¢, die frilhere Bedeutung besitzt, so daB also dieses Integral bei
hinreichend groBem 1, zu vernachldssigen 1st. Bei solcher Wahl von
Ao kann man » einerseits so groB wihlen, daB (68) erfiillt ist, anderer-
seits so groB, daB fiir 4 < 4 eine hinreithende Approximation { statt-
findet, und damit ist die Summe e Ma + 2y¢, + {, welche von i un-
abhiingig ist, als Schranke der Differenz befunden.

Auf die Frage der GroBenordnung des Verschwindens der Funkticn
w(w) im Unendlichen und auf die Griinde, aus denen die Grenze x = 2
nicht iiberschritten werden kann, gehe ich, da sie fiir die nichsten
Zwecke entbehrlich sind, nicht mehr ein.

Die Mengenlehre Georg Cantors und der Finitismus.
Von FELIX BERNSTEIN in Gottingen.

) Die natiirlichen Schwierigkeiten, welche sich dem Verstindnis
tieferliegender  Untersuchungen iiber die Grundlagen der Mathematik
entgegenstellen, haben eine ganz besondere Folge. Trotz des allgemei-
nen Interesses, dessen diese Untersuchungen bei allen Mathematikern
sicher sind, spielen sich doch die grundlegenden Auseinandersetzungen
nur in dem verhiltnismiBig kleinen Kreise ab, der sich auf alle Einzel-
heiten einzuarbeiten in der Lage ist, und es ist auBerordentlich schwer,
fiir jeden Nichtbeteiligten, ja, sogar selbst fiir den zeitweise Nicht-
beteiligten den Uberblick tiber den jeweiligen Stand der Frage zu be-
halten. In vielen Fillen werden auch dieselben Schwierigkeiten und
Streitfragen in veréinderter Form und Ausdrucksweise von neuem be-
handelt, ohne daB immer erkennbar ist, daB es sich wieder um die-
selben Gegensitze. dreht.

Aus diesen Griinden scheint es nicht unangemessen, wenn einmal
der Versuch gemacht wird, unter Absehung von allem technischen De-
tail, dasjenige herauszuheben, was mit Worten und Begriffen gesagt
~werden kann, die einem jeden Mathematiker gelidufig sind. Es wird dies
um so mehr 'zum Bediirfnis, wenn es sich wie hier um Gegensiitze han-
delt, bei denen der eine Teil sozusagen dem anderen die Existenz-
berechtigung abzusprechen gemeigt ist. Dann muB der ibrige Teil der
Mathematiker sich ein Urteil bilden konnen, inwieweit eine solche kri-
tische Bestreitung ihre Berechtigung hat. Es kénnte allerdings sein,
daB dazu ein Eingehen auf schwieriges Detail erforderlich sein wiirde,
aber ich hoffe im folgenden zu zeigen, daB dies nicht der Fall ist. Das
Werk Georg Cantors ist auf so klaren und sicheren Grundlagen er-
richtet, daB es von diesen aus erkannt werden kann, daB wohl eine
Umbildung, wie sie in der Geschichte der Wissenschaften hinsichtlich
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dlterer Theorien nicht selten erfolgt, denkbar ist, daB es aber giinzlich
undenkbar ist, daB der wesentliche Inhalt desselben irgendwie zum Ver-
schwinden gebracht werden kann.

Diejenige Richtung, welche am lebhaftesten und ausdauerndsten
die Mengenlehre bestreitet, ist der logische und psychologische Fini-
tismus. Diesem gegeniiber mochte ich die allgemeinen Argumente gel-
tend machen, welche die von ihm gegen die Mengenlehre gerichtete
ablehnende Kritik meines Erachtens zu einer gegenstandslosen und un-
fruchtbaren gemacht haben.

Zunichst erinnere ich an einige bekannte Dinge. Als die Bildung
gewisser paradoxer Mengenbegriffe anfing, Aufsehen zu erregen, trat
sie durch ein zufalliges, aber gliickliches Zusammentreffen unserer An-
schauungen iiber die Grundlagen der Mathematik in eine Vorwirts-
entwicklung, die wohl zu den groBten gehort, die sie je erfahren hat.

Bis dahin war die Ansicht, die Kronecker klassisch scharf for-
mulierte, daB eigentlich die ganze Mathematik in Sitzen iiber ganze
Zahlen bestehe, d. h. daB jeder Satz in einen Satz iiber ganze Zahlen
umgéwandelt werden konne, zwar niemals durchgedrnngen, aber doch
die eigentliche Quintessenz der Anschauungen, welchen die meisten
Mathematiker huldigten. Denn es ist kein Zweifel, daB die weitaus
groBte Zahl derselben der Ansicht war und méoglicherweise auch heute
noch ist, daB .die Mathematik keinen Inhalt besitzt auBer dem, was
durch zahlenmiBige Rechnung verifizierf werden kann, worin man mit
Hilfe der analytischen Geometrie auch schlieBlich alles Geometrische
einschlieBen konne.

DaB diese Anschauung erweitert werden muf, um den wichtigsten
Begriff der Geometrie, den Grenzbegriff, klarzustellen, hatte unter den
Mathematikérn des Altertums Zeno durch sein Paradoxon von Achilleus
und der Schildkrote ad oculus demonstriert, Eudoxus als erster aller
Mathematiker klar erkannt. Durch eine Theorie, die mit der Theorie
des Schnittes von Dedekind wesentlich identisch ist, hat er den Grenz-
begriff in mustergiiltiger Weise klargelegt. Der Versuch, diese Theorie
durch eine lediglich den Begriff der ganzen Zahl und einen die in
der Mathematik sonst iiblichen SchluBweisen und Begriffe benutzenden
Aufbau zu ersetzen, ist von Kronecker nicht einmal ernsthaft ver-
sucht worden; dagegen haben Le Roy und neuerdings E. Borel solche
Versuche unternommen, sind aber genitigt gewesen, noch weit kom-
pliziertere Begriffe einzufithren als die, welche sie zu vermeiden wiinsch-
ten (wie z. B. den Begriff der endlich definierbaren Zahlen), und ihre
Begriffe gehoren ungliicklicherweise zur Familie derer, denen man wegen
moglicher Widerspriiche mit Reserve gegeniiberstehen muB.
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Diese Versuche werden deshalb mit immer wiederholtem Eifer
unternommen und haben den Beifall selbst derjenigen, welche sich ent-
setzen wiirden, dieselben auch nur zu studieren, weil sie sich mit einer
philosophischen Uberzeugung von sehr weitgehender Geltung identifi-
zieren wollen, dem sogenannten Finifismus. Diese Anschauung sagt
aus, daB sich nichts denken lasse, was nicht diskreten endlichen Cha-
rakter trigt und im Rabmen der Mathematik sieht sie diese Forderung
allein im Begriff der ganzen Zahl verwirklicht. Daher leugnet sie alle
Begriffe, welche eine Erweiterung dieser Begriffsbildung bedeuten wie
den des Grenzbegriffs der unendlichen oder transfiniten Reihe ays
Prinzip. .

Die genaue Meinung ist, daB es eine Tihuschung sei, zu glauben,
daB derartige Begriffe iiberhaupt gedacht werden kinnen. Was daher
gedacht wird, ist entweder iiberhaupt nichts oder wenigstens etwas
anderes, als beabsichtigt wird. Ich gestehe, nicht vollkommen verstan-
den zu haben, wie sich die Anhinger dieser Ansicht mit der Tatsache
abfinden, daB iiber die verponten Begriffe, z. B. der Zahlen der zweiten
Zahlenklasse, eine ganze.Literatur hat entstehen konnen, deren Schrift-
steller sich trotz dieses intellektuellen Todesurteils nicht nur ohne
Zogern und Schwierigkeiten verstehen, sondern auch vollkommen un-
abhiingig voneinander die gleichen Resultate finden. Wenn es auch in
der Geschichte der Wissenschaften nicht an Beispielen fehlt, wo man
die materielle und metaphysische Giiltigkeit wissenschaftlicher Kon-
struktionen bestritten hat, so kenne ich doch kein zweites Beispiel, wo
man so weit gegangen wire, zu bestreiten, dal die Gedanken selbst,
die man bestreitet, denkbar sind — wenn ich von Féllen absehe, wo
nicht zwei Anhiinger derselben Richtung imstande gewesen sind, etwas
Ubereinstimmendes zuwege zu bringen —, so weit aber miissen die
Finitisten der exklusiven Richtung, wie ich sie nennen will, gehen. Sie
bleiben die Erklirung eines Phéinomens schuldig, das zu den merk-
wiirdigsten aller Zeiten gehoren wiirde — wenn es bestinde. Hier ist
die Stelle, wo ich die Anschauungen von Poincaré berithren muB, der
sich selbst als Finitist bekannt hat. Poincaré hat in seinen Anschauun-
gen eine Entwicklung durchgemacht, welche historisch beleuchtet zu
werden verdient. In seinen frithesten Aufsitzen zum Gegenstande, welche
unter dem Titel , Letzte Gedanken“ dem deutschen Publikum dargeboten
worden sind, hat er einen exklusiv finitistischen Standpunkt eingenom-
men, den er nach eigenen AuBerungen von Hermite iibernommen zu
haben scheint, und mit einer nicht sehr eingehenden Leichtigkeit sucht

‘er die entgegenstehenden Anschauungen halb widerlegend, halb ironi-

sierend abzufertigen. Erst der andauernde konsequente Widerspruch,
Jahresbericht d. Deutschen Mathem -Vereinigung. XXVIIL 1. Abt. Heft 7/12 5
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den er in den Polemiken mit Couturat, Russel und Zermelo erfuhr,
veranlaBte ihn zu tieferem Eindringen, und seine vorletzte Publikation,
der Vortrag in Gottingen, enthdlt nicht nur einen sehr hiibschen, neuen
Beweis der Nichtabzéhlbarkeit des Kontinuums, sondern auch in der
Kardinalfrage der Existenz von N, das Gestéindnis: ich bin nicht iiber-
zeugt, daB es existiert, aber ich sage nicht, daB es nicht existiert.

Nach diesem Finale kann ich Poincaré nicht mehr zu den ex-
klusiven Finitisten rechnen. .

Die Wahrheit ist, daB Poincaré die Unmoglichkeit erkannt hat,
den finitistischen Standpunkt durch eine bloBe Exklusivitit gegeniiber
Begriffen und Resultaten durchzufithren. Er hat erkannt, dafl es die
Aufgabe, deren Beweislast dem Finitismus in der von ihm gewollten
Form zufillt, sei, die genannten Begriffe und Resultate auf einem an-
deren, wenn auch schwierigerem Wege zu erlangen, und dafl man den
bisherigen Weg zum mindesten insoweit anerkennen miisse, als er in
einer zwar nicht finitistischen Ausdrucksweise, doch zu Resultaten fiihrt,
die ‘auch finitistisch ihre Bedeutung behalten miissen oder doch be-
halten konnen.

Damit wiirde aber der Finitismus von einer Wirklichkeit zu einem
Glauben, von einer selbstverstindlichen Grundlage zu einem zu er-
reichenden Ziel, das man nur durch eine miihsame Arbeit schlieBlich
+ erreichen kann. Um etwa Verwandtes anzufiihren, was den Sachverhalt
vielleicht erldutert, so haben die Philosophen stets den Begriff der ah-
soluten Bewegung verworfen und gelehrt, daf alle Bewegung relativ
sel. An diesem Prinzip ist etwas Richtiges, aber um es widerspruchs-
frei zu formulieren und durchzufithren, bedurfte es noch der Arbeit der
Generationen von Galilei, Newton bis Einstein. Nicht viel schneller
oder leichter diirfte man, wenn es iiberhaupt moglich ist, dazu gelan-
gen, die Begriffe der Mathematik so umzugestalten, daB auch das Ideal
verwirklicht wird, das heute den Finitisten vorschwebt, und zwar, wie
ich noch mit einigen Worten ausfithren mochte, duBerst verschwommen .
vorschwebt. :

Der Gedankengang des Finitismus besteht etwa in folgenden Uber-
legungen. Nur endliche Mengen, deren Elemente Schritt fiir Schritt
und abschlieBend definiert werden konnen, fithren zu endlichen Be-
griffen. Unendliche Mengen sind nicht in dieser Weise und daher iiber-
haupt nicht denkbar. Nun ist aber nie und nirgends und vor allem
nicht in den klassischen Schriften Georg Cantors gefordert worden,
daB unendliche Mengen Element fiir Element bis zum Ende gedacht
werden sollen. DaB das unmoglich ist, darauf beruht ja gerade das alte
Paradoxon von Achilleus und der Schildkrote. Eine Menge so zu den-
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ken, ist natiirlich ebenso unmoglich, wie es nach Zeno unméglich ist,
daB Achilleus die Schildkrote erreicht.

Die Menge selbst wird vielmehr genau so gedacht, wie wir denken,
daB Achilleus die Schildkrote erreicht, nimlich in einem einzigen Akt.
Aber die Verbindung zwischen diesem Denkakt und der Vorstellung
der unendlich vielen Stationen der Anniherung wird gegeben durch
eine der tiefliegendsten Begriffsschopfungen der Mathematik, durch den
Begriff der Grenze einer unendlichen Reihe, welcher den Begriff der un-
endlichen Reihe als Menge von unendlich vielen Elementen impliziert.
Die Verbindung -zwischen den Elementen und der Menge ist durch
einen endlichen und einheitlichen Denkakt gegeben. Ich habe geglaubt,
dies ausfiihren zu sollen, um zu zeigen, daB wir in der Vorstellung der
stetigen Bewegung iiber eine primitive Anschauung verfiigen, welche
dem Finitismus bereits die genau gleichen Schwierigkeiten bereiten
miiBte wie der Begriff der unendlichen Aleph. Es ist meine feste Uber-
zeugung, daf, wenn das Paradoxon des Zeno nicht so alt wire, es den
konsequenten Finitisten auch heute noch als das interessanteste prin-
zipielle Problem erscheinen wiirde, sobald sie ihren Standpunkt ernst-
lich durchzufiihren versuchten.

Allen denen aber, die mit Eudoxus, Cantor, Dedekind, Hil-
bert und Russel mitgedacht haben, erscheint der Sachverhalt als der
folgende: die Menge, welche die Elemente vereinigt enthilt, und ent-
sprechend die Grenze einer Reihe ist ein logisch véllig neuartiges Ding,
dessen Eigenschaften einer mathematisch exakten Festlegung bediirfen
und fihig sind. In der Anwendung des Grenzbegriffs auf Geometrie
treten diese Eigenschaften in der Form von Axiomen zutage, welche
den Tatsachen der Erfahrung und Anschauung entsprechen. Die Losung
des Paradoxons von Zeno besteht also darin, daB ein komplexes Be-
griffssystem geschaffen wird, in welchem die Elemente einer Menge
und die Menge selbst als vollig verschiedene Dinge, aber beide in einem
endlichen Denkakt gedacht werden. Die Rechtfertigung des Denkens
dieser Mengendinge beruht einzig und allein auf einem doppelten Er-
folg, ndmlich erstens darauf, daf die Eigenschaften derselben sich als
widerspruchsfrei erwiesen, und zweitens darauf, daB die Folgerungen in
Geometrie und Mechanik genau die gewiinschte Konsequenz hatten,
nimlich eine liickenlose Beziehung der Gebiete des Zihlens und der
geometrischen Anschauung aufeinander zu bewerkstelligen,

Der Finitismus, der diese klassisch gewordenen Gedankengiinge
iiberspringt, verkennt, daB hier der Ort ist, wo er in seiner rohesten
Form schon’vor 2000 Jahren eine entscheidende Niedeilage erlitten
hat, und daB er, um seinen extremsten Standpunkt die Verwerfung des

:-)*
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Begriffs der unendlichen Menge iiberhaupt zu rechtfertigen, beweisen
muB, daB Achilleus die Schildkrote erreicht, auch wenn man iiber keine
anderen Hilfsmittel des SchlieBens verfiigt als iiber derartige, wie dall
2mal 2=4 ist. Die Losung, welche Eudoxus fand, ist iibrigens fernab
von jeder Selbstverstindlichkeit, und sie wire ihm vermutlich nie ge-
lungeﬂ, wenn ihn nicht der Zwang der geometrischen Erfahrung ge-
leitet- hitte.

Es gibt eine Gattung der Finitisten, welche bis hierher mitgehen
und die Existenz abzihlbarer Mengen zugestehen, dann aber Halt machen.
Dies ist der Standpunkt, den ich am wenigsten verstehe. Nichts ist
durch die ganze Entwicklung der Mathematik klarer geworden als die
Tatsache, daB, soviel auch die Anwendungen dazu beigetragen haben,
die Gedanken zu wecken und auf fruchtbare Bahnen zu lenken, trotz-
dem jeder Zweig der Mathematik véllig a priori und independent ent-
wickelt werden kann. Wenn aber auch die Erfahrung nétigt, den Grenz-
begriff und damit den Begriff der Menge von abzihlbar vielen Ele-
menten zu bilden, so ist klar, daB diese Bildung aus Prinzipien heraus-
demonstriert werden kann, welche von der Erfahrung unabhingige
Entwicklungsmdglichkeiten bieten konnen. Gegeniiber dem Riesenschritt,
iiberhaupt erst einmal die Existenz einer unendlichen Menge zuzuge-
stehen, ist es ein gewiB nicht ganz naheliegender, aber doch prinzipiell
gar nicht neuer Schritt, den Begriff anderer nicht abzihlbarer Mengen
zu konzipieren. Ich sehe dabei ganz ab von den groBen Schwierigkeiten,
die da zu iiberwinden waren, und richte meinen Blick nur auf das Ganze
der Entwicklung, und .da muB ich gestehen, daB mir diejenigen, welche,
nachdem sie einmal die Existenz des Grenzbegriffs und der abzihlbaren
Menge zugestanden haben, nun noch vor dem allgemeinen Mengenbegriff
zuriickscheuen, sehr den Leuten zu gleichen scheinen, die an den klei-
nen Gewohnheiten eines friiheren Zustandes festhalten, nachdem sie be-
reits im ganzen in einen neuen Zustand {ibergegangen sind. Der Schritt
Georg Cantors, nicht abzihlbare Mengen zu konstruieren, hat in sei-
ner Loslosung von dem Zwecke unmittelbarer Anwendungsfihigkeit auf
Erfahrungsgebiete prinzipiell keinen ,anderen Charakter als etwa der
Aufbau der nichteuklidischen Geometrie, der Geometrie in Réiumen
hoherer Dimensionen, der Einfihrung komplexer und hoherer kom-
plexer GroBen usw., Abstraktionen, die eine wesentliche Signatur des
mathematischen Fortschrittes unserer Zeit darstellen!

Ich mochte aber vom mathematischen Finitismus nicht Abschied
nehmen, ohne eines Geistesverwandten desselben zu gedenken, der mit
ihm vielleicht vom gleichen Ursprung ist. Eine naive Psychologie, deren
EinfluB auf Kant noch sehr deutlich ist, hat sich von je vorgestellt,
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das Denken des Menschen gehe vor sich in einer Reihe aufeinander-
folgender getrennter Akte, indem es ja unmoglich sei, zwei verschiedene
Dinge zu gleicher Zeit zu denken. Danach also wiire die simultane
Auffassung der Formen eines geometrischen Gebildes eine leere Tiu-
schung. In Wahrheit miiite unser Geist mit der Emsigkeit einer Ameise
alle Teile unseres Sehfeldes oder Vorstellungsraumes durchlaufen, .um
nur zu einer Auffassung desselben zu gelangen. Natiirlieh liegt dieser
Anschauung nur ein MiBverstindnis des Phénomens zugrunde, welches
die Psychologen als ,Enge der Aufmerksamkeit zu bezeichnen pflegen.
Aber es ist sicher, daB die Mathematiker, die gewohnt sind, durch ihre
Konzentration auf einen Gegenstand die Enge der Aufmerksamkeit zu
steigern, mehr als alle anderen Menschen geneigt sind, den allerdings
nicht ganz erreichbaren Zustand des rein sukzessiven Auffassens von
Dingen fiir den eigentlich natiirlichen zu halten. Hieraus glaube ich,
entspringen in letzter Linie Anschauungen wie die von Kronecker,
welcher meint: die ganzen Zahlen habe der liebe Gott gemacht, alles
itbrige sei Menschenwerk. Die wissenschaftliche Psychologie hingegen
zeigt, ein wie komplizierter und kiinstlicher Akt das auf diskretem
sukzessivem Denken beruhende Zéhlen ist, und lehrt iiberdies, wie all-
mihlich und wie spit diese Fihigkeit yon dem einzelnen Individuum
erworben wird. Gibt es doch auch ganze Naturvilker, die sich mit
den fiinf ersten Gaben des Kroneckerschen Gottesgeschenkes begniigt
haben, wihrend ihre Beherrschung geometrischer und mathematischer
Tatsachen oft eine ganz erstaunliche Entwicklung aufweist. Das Denken
erfolgt iibrigens auch bei dem iiberzeugtesten Finitisten nicht aus-
schlieBlich in Geistesblitzen. Vielmehr ist auch sein Denken voll von
simultanen Erfassungen von Dingen, die einem sukzessiven Auszihlen
der an ihnen bemerkbaren Einzelheiten widerstreben. Diese Natur un-
seres Auffassungs- und Anschauungsvermogens ist es gerade, die es
Georg Cantor ermdglicht hat, den Aufbau der Mengenlehre auf an-
schaulichem Wege zu vollziehen.

Es war notig, diese psychologischen Unterstromungen. der finitisti-
schen Uberzeugungen aufzudecken, um verstiindlich zu machen, welche
Wirkung die Paradoxie des Begriffes W ausiiben muBte. Alle die-
Jjenigen, welche sich an die neuen Begriffe von Cantor nur mit inne-
rem Widerstreben gewdhnt hatten, ohne sich iiber die tiefe sachliche
und historische Notwendigkeit derselben im klaren zu sein, fliichteten
sich sofort zum primitivsten Finitismus zuriick und glaubten, die Ver-
werfung aller aktual unendlichen Mengen miisse die notwendige Folge
der bei einer derselben, deren singulirer Art der Bildung doch ins Auge
fallend war, auftretenden Paradoxie sein. '
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Wir haben indessen gesehen, wie notwendig ein solcher Stand-
punkt auch zur Aufgabe der abzihlbar unendlichen Menge und zur
Verwerfung des Grenzbegnﬂ's fiithren muB. So logisch ist die Diskussion
nicht vorgegangen, aber sie fiihrte in diese Richtung, und es dauerte
in der Tat nicht lange, bis sie auf dem Wege iiber die Paradoxie von
Richard wieder auf den Ausgangspunkt der ganzen Mengenlehre zuriick-
gelangte. Das ist dem Leser, der nicht die ganzen Verzweigungen der
Frage kennt, vielleicht nicht immer.deutlich geworden. Er sieht, wenn
in abstrakter Form dariiber gestritten wird, ob impridikative Defini-
tionen gestattet sind, oder wenn iiber die Begriindung des Prinzips der
vollstindigen Induktion gestritten wird, nicht gerade leicht, daB es da-
bei um die ihm wohlbekannten und naheliegenden Probleme geht, nim-
lich, wie man zu begriinden habe, daB es eine stetige Bewegung gibt,
oder daB eine stetige Funktion ein Maximum besitze. Die finitistische
Bewegung, welche durch Poincaré, Richard, Borel, Lindel6f und
Brouwer getragen wurde, hat nun einen sehr merkwiirdigen Ausgang
gehabt. Der Entwicklungsgang von Poincaré ist schon geschildert
worden, er sah schlieBlich die Aufgabe vor sich, Beweise wie den der
Nichtabzihlbarkeit des Kontinuums, deren Sinn er anerkannte, mit sei-
nem Finitismus zu verséhnen, Borel, der am weitesten gedacht hat,
hat die Aufgabe des Finitismus am ernstesten genommen. Er hat ge-
sehen, welcher durchgreifenden Anderungen die Theorie der Irrational-
zahlen bediirfen wiirde, und er hat es versucht, eine solche zu geben.
Aber er hat mit seinem Versuche sogleich wieder den Beweis geliefert,
daB es immer dabei auf die Neuschopfung von Begriffen hinausliuft,
welche subtilster Art sind, daB man genétigt ist, die groBten Kompli-
kationen in Kauf zu nehmen, und er hat schlieBlich die Erfahrung
machen miissen, daB die Theorien, die man aufbaut, zuletzt mit noch
viel groBerem MiBtrauen betrachtet werden als die, welche man bekidmpft.

Lindelof hat nur ein einziges Argument gegen die transfiniten
Zahlen, das ich aber anfithren mochte. Er sagt, der Beweis der Exi-
stenz von N, d. h. der Nichtabzihlbarkeit der Menge aller Zahlen der
zweiten Zahlenklasse beruht auf demselben SchluBl, der den Widerspruch
in der Menge W aller Ordnungszahlen hervorruft, daher ist dieser Be-
weis hinfillig. Das ist genau so, wie wenn ein Schiiler, der zum ersten
Male bei der Division mit Null eine jener bekannten Paradoxien er-
halten hat, mit denen man sich auf den héheren Klassen einer Schule
unterhdlt, erkldren wiirde: das liegt am Dividieren, jetzt dividiere ich
niemals wieder. Ganz gewiB schiitzt diese Methode vor Irrtimern, zu-
gleich leider aber auch vor Erfolgen. Wollte man den Irrtiimern, die
einst beim Gebrauch der divergenten Reihen auftraten, aus dem Wege
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gehen, so hitte man auch das Rechnen mit unendlichen Reihen iiber-
haupt verbieten konnen, und das wire vielleicht in damaliger Zeit so-
gar ein Standpunkt gewesen, fiir den man hitte Griinde anfithren kon-
~nen. Aber heute wissen wir aus tausendfiltigem Beispiel, daB, wenn
eine Methode in iiberwiegend vielen Fillen zu widerspruchslosen Er-
gebnissen fiihrt und in anderen Fillen versagt, daB es eine Tduschung
ist, die Bedingungen der Anwendung der Methode in den beiden Kate-
gorien von Fillen fiir vollig gleich zu halten. Wir wissen, daB es ein
Mittel gibt, den Widerspruch zu heben, das schon hundertfiltig bewihrt
ist. Wir wissen némlich, daB es immer moglich ist, feinere Unterschei-
dungen zu treffen (wie z. B. die der Reihen in konvergente und diver-
gente), welche zeigen, daB die Ubereinstimmung der Methoden nur ein
Schein ist, der aus dem Ubersehen eines auf den ersten Blick unbedeu-
tenden Details der Bedingungen entstanden ist.

Nachdem wir so diejenigen Entwicklungstriebe geschildert haben,
deren gemeinsames Kennzeichen eine wachstumslose und hoffnungslose
Kiirze ist, gehen wir dazu iiber zu schildern, in welcher Richtung sich
die produktive Forschung des Gegenstandes bewegt, entwickelt und
verzweigt hat. .

Sie kniipft sich zunichst an die Namen Zermelo und Russel,
geht aber in der Richtung wesentlich zurtick auf di€ Arbeiten von
Hilbert. In seinen ,Grundlagen der Geometrie“ hatte Hilbert ein
Idealbild der logischen Darstellung einer mathematischen Disziplin ge-
geben, welches dazu anreizen muBte, den gleichen Versuch der Dar-
stellung auf anderen Gebieten zu wagen. Die Hilbertsche Methode ge-
stattete zweierlei zu sehen, worauf es logisch ankommt: erstens die
Liickenlosigkeit, zweitens die Widerspruchslosigkeit des Aufbaus. Die
letztere allerdings wurde nicht durch ein absolutes Verfahren gezeigt,
sondern, indem man die Widerspruchslosigkeit der verschiedenen Geo-
metrien auf die der Euklidischen und die der letzteren auf die des
Systems der reellen Zahlen zuriickfiihrte.

Wollte man das Beispiel Hilberts nachahmen, so miiBte man ein
System von Axiomen der Mengenlehre aufstellen, weit genug, alles zu
umfassen, was es an positiven Resultaten gab, eng genug, um Wider-
spriiche auszuschlieBen und endlich in solcher Form, daB man das
Problem der Widerspruchslosighkeit auf ein engeres und womdoglich be-
kannteres Gebiet zuriicktreiben konnte.

In der ersteren Richtung zielen die Arbeiten von Zermelo und '
Russel, in der letzteren die von Hilbert selbst und von Koenig.

Die Arbeiten von Zermelo sind, obgleich sie am meisten Diskus-
sion verursacht haben, diejenigen, die dazu vom prinzipiellen Stand-
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punkt aus am wenigsten AnlaB bieten. Zermelo stellt ein System von
Axiomen auf, aus deénen mit Sicherheit alles Positive abgeleitet werden
kann, was die Mengenlehre erbracht hat, und nichts von den Paradoxien,
die man zu vermeiden wiinscht.

Widerspruch im eigentlichen Sinne kann daher ein solches System |
auch nicht erregen, und es wire sicher einstimmig akzeptiert worden,
wenn es nicht noch mehr geleistet hitte, als es im eben erwihnten
Sinne geleistet hat. Es gibt nidmlich auBerdem eine positive, und zwar
bejahende Antwort auf eine Frage, von welcher ein so namhafter Mathe-
matiker wie Schoenflies annimmt, daB sie mit Nein beantwortet
werden muB, auf die Frage nimlich, ob das Kontinuum wohl geordnet
werden konne oder nicht. Es entstand daher besonders bei denen, die
selbst vorher groBe Miihe zur Beantwortung der Frage aufgewandt hatten,
der Verdacht, daB zu viel in die Grundlagen aufgenommen worden sei,
daB man mit weniger ausreichen wiirde, und daB also das eigentliche
Problem nicht gelst, sondern unvermerkt hinwegeskamotiert sei. Be-
sonders Schoenflies versucht auch neuerdings, ohne da8 jedoch schon,
ein AbschluB erreicht sei, die Mengenlehre auf Axiomen aufzubauen,
die ebenfalls alle Paradoxien ausschlieBen, aber doch weniger enthalten
als die von Zermelo. '

Die Lésung dieser, ich mochte sagen, internen Frage der Mengen-
lehre, wird vielleicht dadurch gelingen, daB man in derselben Art und
Weise, in der Hilbert in den Grundlagen der Geometrie vorgegangen
ist, das Hauptaxiom, um das es sich dreht, das sogenannte Auswahl-
axiom in Teilannahmen spaltet — indem man z. B. seinen Gebrauch
in Mengen verschiedener Michtigkeit als axiomatisch verschieden an-
sieht — und nachsieht, wie weit man durch Ausschaltung von Teil-
annahmen unter Einfiihrung anderer Annahmen die beiden notwendigen
Ziele, nimlich Beherrschung aller bisherigen Resultate und Ausschliisse
der Widerspriiche erreicht. Indem man die Frage der Wohlordnung des
Kontinuums in den verschiedenen Axiomsystemen als eine verschiedene
behandelt, diirfte man zu einer allen bisherigen Bemiihungen gerecht
werdenden Klarlegung der wichtigen Frage gelangen.

Man sieht aus dieser Schilderung, daB hier weniger eine prinzi-
pielle Differenz, weniger ein Streit als vielmehr ein Wettstreit um die
Bevorzugung dieser oder jener Forschungsrichtung vorliegt. Hier hat
nur derjenige Unrecht, der sich auf einen ausschlieBenden Standpunkt
stellt, wie er vielleicht durch allzu dogmatische Formen der Darstellung
nahegelegt worden ist.

Richten wir nach -dieser Abschweifung den Blick wieder auf die
grofie Entwicklungslinie, so sehen wir einen zweiten und in seiner An-
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lage weit umfassenderen Versuch des positiven Aufbaus in den aus-
gedehnten Arbeiten von Bertrand Russel

Das Wesentliche der Leistung Zermelos ist es gewesen, daB er
die Moglichkeit gezeigt hat, die Klippen der Paradoxien dadurch zu
vermeiden, daB man das Gebiet der Mathematik sorgfiltiger in der
Richtung abgrenzt, in der sie liegen. Das ist gerade das, was Hilbert
zuerst gefordert und auch personlich angeregt hat. Dabei kam es zu-
nidchst mehr darauf an, die Mengenlehre als Besitztum der Mathematik
zu sichern und weniger darauf, ob man die Grenzen nicht vielleicht in
der einen oder anderen Weise zu nahe absteckte und dadurch For-
schungsgebiet vorliufig ausschloB. Wollte man aber die Paradoxien
vollkommen verstehen, so muBte man weiter gehen, nimlich bis zu
einer gleichzeitigen Umwilzung des gewShnten Aufbaus der Logik. In
dieser Richtung liegen die Arbeiten von Russel. Das erste, was Russel
getan hat, ist, daB er die Paradoxien, welche man bei der Bildung von
Mengen gefunden hatte, aus ihrer wissenschaftlichen Isolierung befreite.
Er bildete, indem er zuriickging auf Beispiele, die schon das Altertum
betrachtet hatte, nicht nur den logisch einfachsten Typ dieser Para-
doxien, sondern brachte auch eine Art Vollstindigkeit in das System
derselben. Indem man sich der Aufklirungen von Russel bedient, ist
es ein Leichtes, solche Paradoxien in Masse herzustellen. Die Masse ist
hier sicher weniger schreckhaft als die einzelne. Indem man eine Er-
scheinung variiert, lernt man sie kennen, und indem man sie kennt, sie
beherrschen. Diese Beherrschung der Paradoxien ist der feste Grund,
auf dem Russel baut. Auf diesem Grunde 16st er in einem umfassen-
deren Sinne das Problem, die Logik und Mathematik widerspruchsfrei
aufzubauen, indem er solche logischen und mathematischen Axiomen
gibt, welche, so auBerordentlich weit sie auch gefaBt sind, noch immer
die Moglichkeit der Paradoxien ausschlieBen. Das ist der Sinn seiner
beriihmten ,Theorie der Typen, welche in kunstvollster Weise die
groBte Schwierigkeit iiberwindet, niimlich mit der AusschlieBung der
Paradoxien doch die Moglichkeit des Schlusses von #» auf » 4 1 bei-
zubehalten.

Hatten die Arbeiten von Zermelo und Russel wesentlich die Auf-
stellung von Axiomensystemen zum Gegenstande, so sucht eine Arbeit
von Hilbert zum erstenmal das Problem der Widerspruchslosigkeit
fiir denjenigen Begriff zu lésen, welcher das einfachste Beispiel einer
unendlichen Menge gibt, nimlich fiir das System der natiirlichen ganzen
Zahlen. Dieser Versuch ist nicht vollendet, aber er muB hier Erwihnung
finden, weil die Methode, die er enthdlt, neuartig ist, und weil sie der
Arbeit von Koenig, die wir sogleich besprechen, augenscheinlich zum
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Vorbild gedient hat. Indem Hilbert gewisse logische Aussageformen
einfijhrt, gelangt er dazu, jede mathematische Aussage im System der
ganzen Zahlen in eine Normalform zu bringen. In eine solche Normal- °
form liBt sich, und zwar in einen ganz bestimmten Typus derselben,
auch jeder denkbare Widerspruch bringen und Hilbert versucht durch
Schliisse zu zeigen, daB dieser besondere Typ von Normalformen nie-
mals auftreten kann.

Genau genommen ist hierdurch freilich kein absoluter Beweis der
Widerspruchslosigkeit erreicht. Denn diese Art des Beweisens setzt
zwar nicht voraus, daB man das System der ganzen Zahlen und alle
Teile der Logik fiir widerspruchsfrei hilt, wohl aber diejenigen Teile
der Logik, deren man sich bedient. Denn enthielten auch diese Wider-
spriiche, so wiirde .kein VerlaB auf die Schliisse sein, welche mit ihrer
Hilfe gemacht werden, und das Resultat wiirde jeder Sicherheit er-
mangeln. Man sieht, daB das Problem der Widerspruchslosigkeit durch
Beweise niemals absolut zu ISsen ist, man sieht, daB das Hilfsmittel
des Beweises wesentlich nur die wichtige Aufgabe lésen kann, die die
Frage nach der Widerspruchslosigkeit von einem weiteren auf ein enge-
res Gebiet zuriickzuverlegen.

Aber noch ein weiterer Punkt wurde durch die Hilbertschen Ar-
beiten deutlich. Mit dem System der ganzen Zahlen hatte Dedekind
zugleich das Prinzip der vollstindigen Induktion aufgebaut, Hilbert
versucht dementsprechend zugleich die Widerspruchslosigkeit des Prin-
zips der vollstindigen Induktion mit zu begriinden., Dabei zeigt es
sich jedoch, daB der Beweis der Widerspruchslosigkeit eine Art In-
duktion erfordert, und es bleibt, worauf Poincaré hingewiesen hat,
die Frage nach der Art und Berechtigung dieser Induktion im Be-
weise offen.

Im engen Anschluf an den Gedankengang der zitierten Arbeit von
Hilbert filhrt Koenig fiir das System der ganzen Zahlen das Problem
der Widerspruchslosigkeit auf das der Widerspruchslosigkeit eines enge-
ren Gebietes zuriick. Aber dieses engere Gebiet selbst wird bei ihm in
einer ginzlich neuartigen Weise auf das deutlichste charakterisiert.
Hier nimlich faBt er alle diejenigen Siitze zusammen, welche nach seiner
Ansicht darum einen Charakter unmittelbarer GewiBheit besitzen, weil
sie auf einer jedem logischen SchlieBen vorausgehenden imneren An-
schauung beruhen. Die Tatsachen der inneren Anschauung zihlt er in
der Form der Beschreibung auf und gibt ihnen auch schlieBlich den
Charakter eines Systems von Sitzen, ohne jedoch in dieser Formalisie-
rung mehr als eine Umformung der Ausdrucksweise sehen zu wollen.
Unter den so formalisierten Tatsachen der inneren Anschauung findet
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sich z. B. das Prinzip, daB zwei Dinge nicht zugleich als identisch und
verschieden gedacht werden konnen. Ferner findet sich unter den Tat-
sachen der inneren Anschauung auch ein Teil des Prinzips der voll-
stindigen Induktion, ndmlich die Induktion, die nur in einer endlichen
Anzahl von Schritten besteht und zu einer vorgegebenen Endzahl
hinfiihrt.

Das so aufgebaute System gestattet nun auch Beweise zu fiihren,
aber Beweise, die immer noch nur Umschreibungen von Tatsachen der
inneren Anschauung sein sollen. Und nun gelingt der entscheidende
Schritt: das System der gewdhnlichen Logik und der Mengenlehre 148t
sich in einem solchen Beweise als widerspruchsfrei erkennen. Diese
Zuriickfiihrung ist vollkommen einwandfrei durchgefithrt und stellt
damit einen Teil des Buches dar; der ohne Zweifel von hoher Be-
deutung ist. )

Ob und inwieweit man das von ihm aufgestellte Ursystem, auf das
er alles reduziert, als ein absolut anzunehmendes wird ansehen wollen,
dariiber wird wohl noch diskutiert werden. Die Berufung auf innere
Anschauung als Quelle der GewiBheit ist jedenfalls nicht unbedingt
neu, war aber in letzter Zeit mehr in den Hintergrund getreten. Dazu
hat vielleicht beigetragen, daB sich auf die innere Anschauung auch
diejenigen berufen haben, welche z. B. die Moglichkeit der nichteukli-
dischen Geometrie leugnen wollten. Wenn es iibrigens so etwas gibt
wie eine absolute iynere Anschauung, so miiBte sie sich vor allem da-
durch charakterisieren, daBl sie einen Charakter der Einzigartigkeit in
ihrer formalen Bildung aufweist. In dieser Hinsicht bleibt jedenfalls
die Bemiihung von Koenig zu erginzen. Koenig beschreibt, wie ihm
logisch zumute, ist, aber man sieht doch nicht vollkommen, warum
jeder andere sein logisches Innenleben genau ebenso charakterisieren
muB. Vielleicht wiirde man stirker davon iiberzeugt werden, daB man
in dem Ko&nigschen reduzierten System das wirkliche Ursystem vor
sich hat, wenn noch ein anderer Punkt stiirker urgiert worden wire,
den zu urgieren nahe liegt. Es liegt nahe zu vermuten, daB das Koenig-
sche Ursystem als formales System genommen auch aus formalen Griin-
den die Eigenschaft' besitzt, daB seine Widerspruchslosigkeit nicht mehr
durch Reduktion auf ein noch engeres System wiirde bewiesen werden
konnen. Wenn dies so ist, so hat es allerdings in einem gewissen Sinne
absoluten Charakter. Man wiirde sagen, daB dieses ein System sei,
gegeniiber dem es nur Glauben oder Verwerfung gibt, und an das man
glauben muB, wenn man Wissenschaft treiben will. Verhilt es sich so,
dann wire allerdings in der Frage nach der Begriindung der Mathe-
matik ein bleibender logischer AbschluB erreicht.
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Das Buch von Weyl: Das Kontinuum, unterscheidet sich wesent-
lich von den bisher betrachteten finitistischen Bestrebungen, indem es
diejenige Grundlage wihlt, von der aus ein positiver Aufban der Mengen-
lehre durchaus erfolgen kann. Indessen gehdrt es insofern zu der fini-
tistischen Literatur, als es ebenfalls dazu gelangt, den Begriff des Kon-
tinuums als Menge im Sinne Cantors abzulehnen. Zwar geht Weyl
so weit, daB er noch dazu gelangt, dem Beweise Georg Cantors von
der Nichtabzihlbarkeit des Kontinuums einen realen Sinn zu unterlegen.
Indessen bei dem Begriff der oberen, bzw. unteren Grenze einer linea-
ren Punktmenge ergibt sich bei Weyl ein Vakuum, das ibn dazu fiibrt,
diesen Begriff als logisch unzuliissig abzulehnen. Weyl kommt also
ganz wie die Finitisten zu einer Beschrinkung des Inhalts der Mengen-
lehre.. Ungliicklicherweise ist es nun gerade eine Beschrinkung, die
recht tief eingreift in die wichtigsten Anwendungen, welche von der
Mengenlehre auf die Theorie der reellen Funktion und damit auf die
gesamte Analysis gemacht worden sind. Gesteht man Weyl die Richtig-
keit seiner Behauptungen zu, so kommt man, was er selbst ganz klar
erkennt, zur Forderung eines Neuaufbaues wesentlicher Teile der Ana-
lysis. Es ist entsprechend der allgemeinen Tendenz des vorliegenden
Aufsatzes hier nicht der Ort, die Weylschen Ausfiihrungen im Detail
einer Kritik zu unterziehen. Ich mdochte nur ganz entsprechend den
bisherigen Ausfiihrungen die allgemeine Lage etwa so kennzeichnen:

Wenn jemand ein Fernrohr, das er auf seipe Giite priifen will,
gegen den GroBen Biren richtet, ihn aber trotz alles Bemiihens nicht
" im Gesichtsfelde findet, so kann dies natiirlich daran liegen, daB das
Instrument so schlecht ist, daB man den GroBen Biiren mit demselben
nic¢ht sehen kann. Bevor man aber einen solchen SchluB zieht und das
Instrument verwirft, ist man gendétigt, die andere Moglichkeit ins Auge
zu fassen, daB man niimlich das Instrument gar nicht auf den GroBen
Biiren gerichtet hat. Denn es gibt sehr viele Moglichkeiteh, ein Instru-
ment nach anderen Himmelsrichtungen einzustellen. Ich meine daher,
wenn man auf der Grundlage, auf der Weyl die Theorie des Kontinuums
aufbaut, den Begriff der oberen und unteren Grenze nicht findet, dann
liBt sich doch die Moglichkeit nicht von der, Hand weisen, daB man
zu diesem Begriffe gelangt, wenn man den Aufbau in einer Richtung
vornimmt. Davon, daB etwa bewiesen wire, daB diese Begriffe sich
nicht in irgendeiner Weise exakt realisieren lassen, ist gar keine Rede.
Eine solche Behauptung, die alle moglichen Begriindungsarten in Be-
tracht nehmen wiirde, hiitte vielleicht gar keinen Sinn. Die Tatsache
besteht, daB es auch ohne Fernrohr mdglich.ist, den GroBen Biren zu
sehen; ebenso besteht die Tatsache, daB zahllose Forscher die Begriffe
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obere und untere Grenze gesehen und mit ithrer Hilfe widerspruchslose
und wichtige Wahrheiten begriindet haben. Vielleicht ist es nicht ganz
einfach, ein sehr feines Instrument so einzustellen, daB man gerade
den GroBen Biren sieht. Aber vorhanden ist er, es haben ihn schon
zu viele gesehen!

Fassen wir also zusammen:

Als das stirkste allgemeine Argument gegen die finitistische Kritik
haben wir das Folgende erkannt: Wenn es moglich ist, daB voneinander
unabhiingig arbeitende Forscher die gleiche Antwort auf die gleiche
Frage finden, so ist-ein logisches Experiment vollzogen, welches be-
weist, daB es ein widerspruchsfreies Gedankensystem geben muB, in
welchem die vollzogenen Schliisse nach den strengsten Anforderungen
valent sind.

Als klassisches Beispiel konnen wir zitieren: Die Theorie der Sum-
mation der divergenten Reihen, welche Laguerre, Stieltjes, Holder,
Borrel und andere entwickelt haben. Die historisch gegebene Aufgabe
ist, in einem solchen Falle {iber den Weg der strengsten Kritik hinaus
das adiquate Gedankensystem zu entdecken und positiv aufzubauen. -

Keine Losung kann angenommen werden, welche entweder in der
negativen Kritik stecken bleibt oder den positiven Aufbau nur zum Teil
leistet. Die Kritik ist, so sehr sie Epoche machen kann, immer nur
eine Richtung gebende Kraft, und erfolgt nicht gleichzeitig mit ihr ein
wesentliches Fortschreiten, so dreht man sich mit ihr allein nur auf
der Stelle herum. ‘

Es dient zur Bestitigung der vorgetragenen Anschauung, daf auf
ginzlich anderem Gebiete, in der theoretischen Physik, Max Planck in
Antwort auf die an ihn bei Gelegenheit seines 60. Geburtstages ge-
richteten Ansprachen sich fiir sein Wissensgebiet -in ganz &hnlicher
Weise ausgesprochen und hervorgehoben hat, da die Entdeckung der
Quantenlehre daraus hervorgegangen ist, daB er versucht hat, die frucht-
baren Gedanken der bewahrten Theorien, soweit es irgend moglich war,
nebeneinander in neuer Form zu erhalten. Als allgemein bekannt darf
ich auch voraussetzen, daf D. Hilbert in seinem Vortrag: Mathema-
tische Probleme (1900) durchwegs den gleichen Standpunkt einge-
nommen hat.

Man ist so weit gegangen, in den Begriffen Cantors ein letztes
Aufleben mittelalterlicher Scholastik erblicken zu wollen. Man kann
versucht sein, auf diesen Vergleich hin ein Experiment vorzuschlagen.

Niemals hat es zu seiner Zeit einen beriihmteren Gelehrten ge-
geben, als den Verfasser des Buches ,Augustinus seu doctrinae St. Au-
gustini“.
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Man mache nun die Probe: Man wihle irgendein Problem auf
Grund der Begriffe der ,wirksamen Gmnade* oder der ,zuvorkommenden
Beihilfe“, und man wihle andererseits ein beliebiges Problem aus den
Abhandlungen Georg Cantors. Man lasse jeweils zwei unabhingig
voneinander arbeitende Forscher das eine und das andere Problem be-
arbeiten. Ist das Ergebnis in beiden Fillen  dasselbe, ndmlich Nicht-
iibereinstimmung oder Ubereinstimmung, so ist beides gleichzeitig Scho-
lastik oder Wissenschaft. Wenn aber, wie wir nicht zweifeln, im ersten
Falle sich ginzlich verschiedene Ergebnisse zeigen, im zweiten Fall
aber die identische Losung erscheint, dann ist, fiir alle Zeiten durch
himmelweiten Abstand getrennt, das eine miiBige Scholastik und das
andere echte und unvergiingliche Wissenschaft.

Uber eine von L. N. M. Carnot berechmete Differential-
invariante.
Von KaRrL CArDA in Prag.

L.N.M. Carnot behandelt in seiner Géometrie de position, Paris 1803,
als letztes das folgende Problem (S.477—480):

Es ist der Winkel zu finden, den die Tangente T einer Kurve im
Punkt M mit jener Geraden bildet, die durch M nach dem Halbierungs-
punkt n einer unendlich nahen, zu T parallelen Sehne gelegt wird. Der
gesuchte Winkel ist als Funktion der Differentiale der rechtwinkligen
Punktkoordinaten z, y zu ermitieln.

Nach einer lingeren infinitesimalgeometrischen Betrachtung findet
Carnot als Losung der gestellten Aufgabe die Formel (E) (8. 479)
__ddm-idd +dy]
dz-(dxddy —dyddx) -

_ %
cot TMn = = +

Diese Rechnung und diese Formel sind unrichtig.

Dies liBt sich erkennen, ohne auf die Rechnung von Carnot auch
nur einen Blick zu werfen. In der Tat, es ist begrifflich klar, daB der
gesuchte Winkel eine Differentialinvariante bei allen Ahnlichkeitstrans-
formationen der Ebene sein muB. Bezeichnet man allgemein mit ¢
den Kriimmungsradius, mit s die Bogenlinge fiir eine beliebige reelle
ebene Kurve, so ist bekanntlich jede Differentialinvariante der Gruppe
aller Bewegungen der Ebene eine Fanktion von

' de dle dd

9, ds? ds? ds®’ allein.l)

1) Man vergleiche hieriiber etwa die Darstellung bei G. Scheffers, Theorie
der Kurven. Leipzig 1901. 8. 49—50.
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