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214 I, Kres:

Wilhelm Lexis.
Von F. KLEIN in Gottingen.

Am 24. August 1914 verschied Geh. Oberregierungsrat Prof. Dr.
Wilhelm Lexis, ordentlicher Professor der Volkswirtschaftslehre an der
Universitit Gottingen. Lexis ist von
Hause aus Mathematiker gewesen,
und wenn ihn seine fernere Ent-
wicklung auch von der Mathematik
weit abfiihrte, so hat sie seine innere
Beziehung zu ihr doch nicht ausge-
l6scht: Das mathematische Denken
ist ein wesentlicher Bestandteil sei-
ner wissenschaftlichen Produktivitit
geblieben, und der Organisation un-
serer Studien hat er spiiterhin, als
Mitarbeiter von Althoff, eine bedeu-
tungsvolle Tiitigkeit gewidmet. Soist
es billig, dab seiner an dieser Stelle
etwas eingehender gedacht wird.

Lexis ist als Sohn eines Arztes
am 17. Juli 1837 zu Eschweiler (im
Aachener Industriebezirk) geboren,
und man wird wohl nicht fehl gehen,
wenn man annimmt, daf} seine spiite-

ren vielseitigen Interessen frithzeitig
durch den Charakter der ibn dort umgebenden Verhiiltnisse ausgelost
worden sind. Der Achtzehnjihrige hat sich dann an der Universitit Bonn
nach einem kurzen einsemestrigen Studium der Jurisprudenz mathema-
tischen und naturwissenschaftlichen Studien zugewandt. 1859 promo-
vierte er mit einer Dissertation: de generalibus motus legibus, die er dem
damaligen Bonner Vertreter der mathematischen Physik, August Beer,
widmete, und legte kurz darauf die Oberlehrerpriifung in Mathematik
und siimtlichen Naturwissenschaften ab. Nicht unwichtig fiir seine spiitere
Wirksamkeit ist, dal er dann, freilich nur fiir kurze Zeit, als Lehrer am
Bonner Gymnasium titig war. Auch die Arbeit im chemischen Labora-
torium von Bunsen in Heidelberg konnte ihn nicht lange fesseln. Es
folgt eine Wanderzeit von zehn Jahren, die ihn nach Paris und anderen
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Plitzen fiihrte, wobei er sich vorwiegend volkswirtschaftlichen Studien
widmete und insbesondere auch mit der Presse Fiihlung gewann. Solcher-
weise hat er die staunenswerte Kenntnis der Dinge und der Personlich-
keiten gewonnen, vermdge deren er in upseren Kreisen einzig dastand,
wie auch die beneidenswerte Fihigkeit, schwierige Materien in kiirzester
Zeit durchsichtig zu ordnen und darzustellen. Im Kriege 1870—71 finden
wir Lexis als Redakteur der ,,Amtlichen Nachrichten fiir Elsa8-Lothringen®
zunichst in Hagenau, dem urspriinglichen Sitz des Generalgouvernements,
dann in StraBburg. Und hier fixieren sich die Linien seines spiteren
Berufslebens, indem er mit den Kreisen der neuentstehenden Universitit
und insbesondere mit Althoff (der als Justitiar am Zivilgouvernement
im Friihjahr 1871 nach StraBburg gekommen war) Beziehungen gewann.
Lexis wurde 1872 zum a.o. Professor der Vol¥swirtschaftslehre an der
StraBburger Universitit ernannt und kam in kurzer Aufeinanderfolge
1874 als ordentlicher Professor fiir Geographie, Ethnographie und Statistik
nach Dorpat, 1876 als ordentlicher Professor der Volkswirtschaftslehre
nach Freiburg i. B., 1884 nach Breslau und 1887 nach Géttingen. Die
Georgia Augusta ist stolz darauf, ihn linger als ein Vierteljahrhundert
zu den IThrigen gezihlt zu haben. 1893 wurde Lexis, unbeschadet seiner
Tatigkeit an der Gottinger Universitit, von Althoff als Mitarbeiter in
das preuBische Kultusministerium berufen und war als solcher bis in die
letzten Jahre hinein titig.

Es liegt auBerhalb des Zweckes dieser Zeilen, genauer auf die um-
fassende Titigkeit einzugehen, die Lexis auf seinem Hauptgebiete, der
Volkswirtschaftslehre, entfaltet hat. Was ihn dabei vor seinen deutschen
Fachgenossen auszeichnete, ist eben der mathematische Einschlag seines
Denkens gewesen. So ist er fiir uns der Neubegriinder der mathe-
matischen Statistik geworden. Wegen der Einzelheiten, insbesondere
der Bedeutung seiner beriihmten Dispersionstheorie, sei hier auf den
Artikel der mathematischen Enzyklopiidie verwiesen'), in welchem sein
Schiiler, L. v. Bortkiewicz, die Anwendungen der Wahrscheinlichkeits-
rechnung auf Statistik dargestellt hat.

Ebenso kann von seiner Betitigung als Mitarbeiter von Althoff
hier nur beriihrt werden, was unmittelbar fiir die Mathematik (oder
die Mathematiker) Bedeutung hat. Das gegenseitige Verhiltnis der bei-
den Minner hat man sich wohl so vorzustellen, daB Althoff die Problem-
stellungen anregte und die spiitere BeschluBfassung sich vorbehielt,
Lexis aber aus der Fiille seiner ausgedehnten Kenntnisse die Materialien
heranbrachte und ordnete.

1) Bd. I, p. 822ff.
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In erster Linie zu nennen sind hier die drei groBen Sammelwerke,
die Lexis im Auftrage des Kultusministeriums herausgegeben hat:

1) Das fiir die Weltausstellung in Chicago verdffentlichte Werk:
Die deutschen Universitiaten, 2 Bde, Berlin 1893,

2) Die Reform des htheren Schulwesens in PreuBen, Halle
1902,

3) Das Unterrichtswesen im Deutschen Reich, 4 Bde.,, Berlin
1904 (herausgegeben aus AnlaB der Weltausstellung in Saint Louis);

das wichtige fiir uns ist, daB hier iiberall — ungleich manchen #hn-
lichen Verdffentlichungen von anderer Seite — Mathematik und Natur-
wissenschaft im Kreise der anderen Ficher volle Mitberiicksichtigung
gefunden haben. Auch ‘bei dem groBen Unternehmen von Hinneberg-
Teubner, der Kultur der Gegenwart (Leipzig-Berlin, 19051f.), hat
Lexis, zumal in den ersten Jahren der Vorbereitung, in hervorragender
Weise mitgewirkt und unsere Interessen zur Geltung gebracht; es sei
hier nur auf den besonders inhaltreichen ersten Artikel des ersten
Bandes verwiesen, der das ,Wesen der Kultur“ behandelt und Lexis
selbst zum Verfasser hat. . .

Es moge ferner der Verdienste gedacht werden, die sich Lexis um
die Griindung und fernere Leitung des Versicherungsseminars der
Universitit Gottingen (1895ff) erworben hat. Das Seminar zer-
fallt gemdB den von Lexis verfaBten Statuten in zwei Klassen, die ad-
ministrative und die mathematische; Wahrscheinlichkeitsrechnung, Ver-
sicherungsmathematik und mathematische Statistik sind die mathema-
tischen Disziplinen, welche neben den Elementen der analytischen Geo-
metrie und der Differential- und Integralrechnung fiir Mitglieder der
letzteren in Betracht kommen. Es sei iibrigens daran erinnert, daB der
AnstoB zu einer planmiBigen Hochschulausbildung der Versicherungs-
verstindigen, an der es bis dahin in Deutschland ganz gefehlt hatte,
von mathematischer Seite erfolgte. Auf der Wiener Naturforscherver-
sammlung 1894 hat L. Kiepert innerhalb der mathematischen Sektion
einen dahingehenden Vortrag gehalten (siehe Bd. 4 dieser Jahresbe-
richte, S. 116ff), worauf dann Althoff die Sache aufgriff und im Sep:
tember 1895 mit Kiepert zusammen nach Gottingen kam.

Wir gedenken endlich der Mitwirkung von Lexis bei der Ausge-
staltung des Priifungswesens fiir unsere Lehramtskandidaten. Der Ent-
wurf zur Priifungsordnuug von 1898 riihrt von Lexis her, insbesondere
aber, was auch in Fachkreisen wenig bekannt sein diirfte, die dort vollzo-
gene Einfiigung einer besonderen Lehrbefihigung fiixr angewandte
Mathematik. Der mathematische Unterricht an den Universititen und
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die an ihn anschlieBende Priifungspraxis waren zufolge ihrer abstrakten
Richtung mit den Anforderungen, die von Schulleitern und Miinnern des
praktischen Lebens erhoben wurden, in immer schiirferen Gegensatz ge-
raten. Eine bloBe Abiéinderung des Wortlauts der offiziellen Priifungs-
bestimmungen hiitte kaum Abhilfe gebracht, weil die Handhabung des
Examens erfahrungsgem#f sehr viel weniger von diesem Wortlaut als
von dem traditionellen Geist der Universititsvorlesungen abhingig ist.
Da war es Lexis, der den Gedanken faBte, die angewandte Mathematik
als besonderes Fach in die Priifungsordnung einzusetzen; das Ministe-
rium werde dann nicht umhin konnen, an allen Universititen geeignete
Lehrauftrige zu erteilen und so fiir die erforderliche Entwickelung freie
Bahn zu schaffen.

Wie. sich diese Entwickelung seitdem gestaltet hat und daB das
Problem immer noch nicht restlos geldst ist, kann hier nicht in Kiirze
auseinandergesetzt werden, es sei vielmehr auf die zusammenhingende
Darstellung verwiesen, welche diese Frage demnichst in den Abhand-
lungen des Deutschen Unterausschusses der Internationalen Mathematischen
Unterrichtskommission finden soll.') Als eine besonders fordernde Potenz
ist die 1898 gegriindete Gottinger Vereinigung fiir angewandte Physik
und Mathematik bekannt genug. Lexis ist ihr langjihriges Mitglied ge-
wesen, und wir bewahren ihm fiir vielfache Mitwirkung und Unterstiitzung
ein dankbares Gedichtnis.

Noch einmal, 1911, hat Lexis eine fiir die Entwickelung der ange-
wandten Mathematik wichtige MaBregel in die Wege geleitet. Er hat
erreicht, daB unter die Wahlficher, die fiir das Examen in angewandter
Mathematik bei der Gtottinger Priifungskommission in Betracht kommen,
Versicherungsmathematik mit aufgenommen wurde und daB andererseits
den Lehramtskanditaten, welche das so prizisierte Examen ablegen, die
Erwerbung des Diploms als Versicherungsverstindige durch Verringerung
der auBermathematischen Anforderungen erleichtert wurde. Es steht zu
hoffen, daB hiernach die Zahl derjenigen Lehrer der Mathematik wachsen
wird, welche ihren Unterricht in den Dienst der staatsbiirgerlichen Er-
ziehung unserer Jugend zu stellen vermdgen.

1) Bd. III, Heft 9: W. Lorey, das mathematische Studium an den deutschen
Universitiiten (Teubner 1915). Vgl. auch Bd. I, Heft 3: W. Lorey, Staatspriifung
und praktische Ausbildung der Mathematiker an den hoheren Schulen in PreuBen
und einigen norddeutschen Staaten (Teubner 1911).
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Uber die allgemeinste ebene Punktmenge, die stetiges Bild
einer Strecke ist.?)

Yon Hans HAuN in Czernowitz.

Es soll im folgenden ein System von Bedingungen angegeben
werden, die notwendig und hinreichend sind dafiir, daB eine ebene
Punktmenge M stetiges Bild einer Strecke sei.f) Bekanntlich heiBt
eine Punktmenge M Bild einer anderen Punktmenge N, wenn jedem
Punkte von N ein Punkt von M zugeordnet ist, derart daB dabei auch
jeder Punkt von M mindestens einem Punkte von N zugeordnet ist;
und es heiBt weiter M sfetiges Bild von N, wenn diese Zuordnung
noch folgender Bedingung gentigt: ist @, @,,..., @,,... eine Folge
von Punkten von N, ist lim @, = @, und gehort @, gleichfalls zu N,

so muB, wenn mit P, (*=1,2,..) der dem Punkte @, zugeordnete Punkt
von M, mit P, der dem Punkte ¢, zugeordnete Punkt von M be-
zeichnet wird, auch lim P,= P, sein. Wir verstehen nun unter N die

Einheitsstrecke 0 < ¢ < 1 einer ¢-Achse, unter M eine Punktmenge einer
zy-Ebene. Die Menge M wird stetiges Bild der Einheitsstrecke dann
und nur dann sein, wenn es zwei stetige Funktionen (), y(f) gibt derart,
daB, wenn ¢ die Einheitsstrecke durchliuft, der Punkt der zy-Ebene
mit den Koordinaten = z(f), y = y(f) mindestens einmal mit jedem
Punkte von M zusammenfillt. Die Frage nach der allgemeinsten
ebenen Punktmenge, die stetiges Bild einer Strecke ist, ist also gleich-
bedeutend mit der Frage nach der allgemeinsten ebenen Punktmenge,
die von einem sich stetig bewegenden Punkte in einem Zuge durch-
laufen werden kann.

Bekanntlich ist jedes stetige Bild einer geschriinkten®), abgeschlos-
senen und zusammenhingenden*) Menge wieder geschriinkt, abgeschlossen

1) Vortrag, gehalten auf der Versammlung deutscher Naturforscher und Arzte
zu Wien, 1913.

2) Ein anderes solches System von Bedingungen hat A. Schoenflies ange-
geben: Die Entwicklung der Lehre von den Punktmannigfaltigkeiten, zweiter
Teil, S. 237.

8) Eine Menge heiBt geschrdnkt, wenn sie ganz in einem hinliénglich groSen
Kreise liegt.

4) Eine abgeschlossene Menge heiBt susammenhingend, wenn sie nicht Ver-
einigungsmenge zweier abgeschlossener Mengen ohne gemeinsamen Punkt ist.
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und zusammenhiéingend. Damit M stetiges Bild der Einheitsstrecke sei,
ist also jedenfalls notwendig, daB M folgende drei Eigenschaften habe:
1. Die Menge M ist geschrinkt,
2. die Menge M ist abgeschlossen; ‘
3. die Menge M st zusammenhdngend.

Doch sind diese drei Bedingungen nicht hinreichend, damit die
ebene Menge M stetiges Bild der Einheitsstrecke sei. Es laBt sich
ndmlich noch eine vierte Eigenschaft angeben, die jeder Menge M, die
stetiges Bild einer Strecke ist, notwendig zukommen muB; es ist die
folgende Eigenschaft:

Sei P ein Punkt von M; zu jeder positiven Zahl & gehirt dann eine
positive Zahl v derart, daf} es zu jedem in der Umgebung') n von P lie-
genden Punkt P’ von M einen die beiden Punkte P und P’ enthaltenden
abgeschlossenen und zusammenhingenden Teil von M gibt, der ganz in der
Umgebung & von P liegt.

Eine Menge, die in jedem ihrer Punkte diese Eigenschaft hat,
wollen wir zusammenhingend im kleinen nennen. Wir wollen nach-
weisen, daB dieser Zusammenhang im kleinen tatsichlich eine vierte
notwendige Bedingung dafiir darstellt, daB 1M stetiges Bild einer
Strecke sei.

Angenommen es wire M nicht zusammenhiingend im kleinen; dann
gibe es mindestens einen Punkt P von M, der die eben eingefiihrte
Eigenschaft nicht hat; d. h. es gibe ein positives ¢ von folgender
Eigenschaft: in jeder Umgebung von P liegen Punkte P’ von M der-
art, daB jeder abgeschlossene zusammenhéingende Teil von M, der so-
wohl P als P’ enthilt, auch Punkte auBerhalb der Umgebung & von
P enthilt. Sei also: P/, P,,..., P/,... eine Folge verschiedener sol-
cher Punkte P’ mit lim P,'=P. Da M Bild der Strecke 0 <t <1

Y=o
ist, ist jeder Punkt P, Bild mindestens eines Punktes dieser Strecke;
sei etwa P, Bild von #/. Wir haben nun auf der Einheitsstrecke un-
endlich viele verschiedene Punkte ¢, %), ..., ¢,, ..., die somit mindestens
einen Hiufungspunkt ¢’ besitzen. In der Folge der £  gibt es eine
Teilfolge ¢, ¢, ..., by ... mit lim #;,=¢". Wegen der Stetigkeit der

Abbildung wird notwendig ¢" auf P abgebildet. Die Strecke <¢,,,t" >
wird auf einen abgeschlossenen, zusammenhingenden Teil von M abge-
bildet, der sowohl den Punkt P als den Punkt P;; enthdlt. Nun sind aber
die Koordinaten des dem Punkte ¢ der Strecke entsprechenden Punktes

1) Unter der Umgebung n von P wird das Innere eines mit dem Radius 7
um P beschriebenen Kreises verstanden.
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von M stetige Funktionen z(f), y(f) von #; es gibt also ein positives
d so, daB:

e)) |x(t)~.x(t')l<1—}2—; }:l/(t)—y(t')!<i2 fir [¢—1t" <9.

.V—
Wegen lim ¢,,= ¢’ gibt es nun aber ein ¢, so, dafi:
(2) t—t <9 fir >4,

Aus (1) und (2) aber folgt, daB fiir ¢ > ¢, alle Punkte der Strecke
<ty,, "> in die Umgebung & des Bildpunktes P’ von #' (d. i. des
Punktes mit den Koordinaten z = z(¢"), y = y(¢)) abgebildet werden.
Es gibt also fiir ¢ >4, einen in der Umgebung & von P’ liegenden
abgeschlossenen und zusammenhéngenden Teil von M, der sowohl P’
als Py, (den Bildpunkt von ¢, mit den Koordinaten z =z(%,,), y =y (%,,)
enthdlt; das ist aber ein Widerspruch gegen die Annahme, von der wir
ausgingen, und der Zusammenhang im kleinen ist als notwendige Be-
dingung nachgewiesen.

Wir fiigen also zu den oben angefiihrten drei Eigenschaften, die jede
Menge M, die stetiges Bild einer Strecke ist, haben muB, als vierte hinzu:

4. Die Menge M ist zusammenhdngend im Kleinen.

Ein einfaches Beispiel einer Menge, der die drei ersten, nicht aber
die vierte Eigenschaft zukommen, liefert die Menge N, die (fiir alle <0
des Intervalles < — 1, 1>) aus den Punkten der Kurve y = sin %,

und ferner aus allen Punkten der Strecke << — 1, 1 > der y-Achse be-
steht: in allen Punkten dieser letzteren Strecke ist Zusammenhang im
kleinen nicht vorhanden; denn ist P’ irgendein Punkt dieser Strecke,

v

so gibt es auf der Kurve y = sin%. eine Folge von Punkten P, mit

lim P/ = P’; wie nahe aber P, auch an P’ liegen mag, jeder abge-

schlossene, zusammenhiingende Teil von N, der sowohl P, als P’ ent-
hilt, muB das zwischen P, und der y-Achse verlaufende Stiick der

Kurve Y= sinzl enthalten und verbleibt daher nicht innerhalb eines
beliebig kleinen Kreises um P’

Ein #hnliches Beispiel liefert die Menge, die aus den Punkten der
Strecke <0, 1> der z-Achse, aus den Punkten der Strecke <0, 1>
der y-Achse und aus den Punkten der Strecke 0 <y <1 auf jeder der

Geraden z = ;t— (n=1,3,...) besteht. Zusammenhang im kleim_an findet nicht

statt in den Punkten der Strecke <0, 1> der y-Achse. Ferner die Menge,
die aus den Punkten eines Kreises K und einer sich etwa von auBen
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her unendlich oft um den Kreis X windenden und dabei ihm unbe-
grenzt nihernden Spirale besteht: in den Punkten von K findet kein
Zusammenhang im kleinen statt.

Wihrend offenbar ein gewohnliches Flichenstiick (z. B. ein Qua-
drat, ein Kreis) unsere vier Bedingungen befriedigt, erhalten wir sofort
eine aus einem Flichenstiicke bestehende Menge N, die zwar die ersten
drei, nicht aber die vierte Bedingung befriedigt, in folgender Weise:
man gehe aus vom Quadrate: —1<2<1, —1<Ly<L1, und tilge
zunichst von seiner Berandung das Stiick: 0 <2 <1 der Geraden y=1,

mit Ausnahme der Punkte P, von den Abszissen 2 = %(v=1.2,---); iiber

der von P, und P, , begrenzten Strecke errichte man nach abwirts
das gleichschenklige Dreieck von der Hohe 1 und tilge weiter aus
unserem Quadrate das Innere dieser simtlichen Dreiecke. Die librig-
bleibende Punktmenge erfiillt unsere drei ersten Bedingungen, nicht
aber die vierte: der Zusammenhang im kleinen ist gestort in allen
Punkten der Strecke 0 <y <1 der y-Achse.

Das System der angegebenen vier Bedingungen, das notwendig ist,
damit die ebene Punktmenge I stetiges Bild einer Strecke sei, st
nun aber gleichzeitig auch hinreichend. Den Beweis dafiir, der etwas
umstéindlich ist, gedenke ich an anderer Stelle zu veréffentlichen. Hier
gei dariiber nur folgendes bemerkt.

Sei M eine unseren vier Bedingungen geniigende ebene Punkt-
menge. Wir ordnen jedem ihrer Punkte P und jeder positiven Zahl
r durch folgende Definition eine ihrer Teilmengen, die mit M*(P,r)
bezeichnet werde, zu: Zu M*(P,r) mogen alle diejenigen Punkte @
von M gehoren, die im Innern des mit dem Radius » um P beschrie-
benen Kreises liegen und gleichzeitig mit P einem abgeschlossenen
zusammenhéngenden ganz im Innern dieses Kreises liegenden Teile von
M angehoren; ferner alle Haufungspunkte dieser Punkte Q. Es liBt
sich beweisen, daB auch jede solche Menge I *(P, r) unseren vier Be-
dingungen gentigt.

Wir bezeichnen mit »,,r,...,7,,... eine abnehmende Folge posi-
tiver Zahlen mit lim ,=0. Die Menge M kann aufgefaBt werden

als Vereinigungsmenge endlich vieler ihrer Teile M*(P, r,), die etwa
mit M,, M,, ..., M, bezeichnet werden mogen. Da jede dieser Mengen
M, wieder unseren vier Bedingungen geniigt, kénnen aus jeder dieser
Mengen auf Grund obiger Definition die Teilmengen M (P, r;) herge-
leitet werden und MM als Vereinigungsmenge endlich vieler dieser
Mengen M} (P,r;) aufgefaBt werden. Aus diesen letzteren konnen nun
‘wieder mit Hilfe der Zahl r; Teilmengen M* gebildet werden usw.

Jahresbericht d. Deutschen Mathem.-Vereinigung. XXIIL 1. Abt. Heft 11/i3. 21
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Indem man (in geeigneter Weise) diese sukzessive Zerlegung der
Menge M in die Teilmengen M, der Mengen M, in neue Teilmengen usw.
an Stelle der von Peano behufs Abbildung der Strecke aufs Quadrat
beniitzten Zerlegung des Quadrates in Teilquadrate treten 1iBt, gelangt
man zu einer stetigen Abbildung der Strecke auf die Menge M.

Das Raumproblem.

Von E. Stupy in Bonn.!)

1. Wer heutzutage glaubt, daB die Art, wie unsere wissenschaftlicher
Erkenntnisse zustande kommen, trotz vielfacher Behandlung des Stoffs
immernoch einen Gegenstand niitzlicher Uberlegungen bilden kann, der wird
guttun, sich klarzumachen, daB man ihm nicht iiberall williges Gehor
schenken wird. Am ehesten kann er auf Beachtung jedenfalls bei Philo-
sophen rechnen, deren wohl kaum einer ein solches Thema fiir erschopft
ansehen wird. Tiefwurzelnd und weitverbreitet aber ist in Kreisen der
Mathematiker und Naturforscher eine Abneigung gegen alles, was Phi-
losophie heiBt. Man hat vielleicht schon eine private Erkenntnistheorie fix
und fertig, und man macht dann meist nicht viel Wesens davon. Ziemlich
allgemein ist man solcher Erdrterungen miide geworden. Wenig kommt
dabei heraus, sagt man. Schoner, reicher, wichtiger sind doch unsere
Wissenschaften! Systematischer MiBbrauch einer eigens dazu erfundenen
Terminologie! Warten wir ab, bis die Philosophen sich iiber ihr ABC
geeinigt haben werden!

Alles das ist nicht sehr verwunderlich. Erstaunlich aber ist es, daB
man dann doch manchmal ,Philosophie® treibt, und wie man sie treibt.
Herr V., ein namhafter Physiologe, kennt nicht Ursache noch Wirkung.
Doch redet er vom Bedingtsein von Erscheinungen durch andere, und
er nennt das Konditionalismus. Herr W., Chemiker seines Zeichens, ist
ein grimmer Hasser der Hypothesen. Er schreibt ein Buch, in dem,

1) Eine genauere Ausfiihrung und hier nicht beriihrte Einzelheiten findet.
man in dem Buche: Die realistische Weltansicht und die Lehre vom Raume. Geo-
metrie, Anschauung und Erfahrung (Braunschweig 1914). Was mich veranlaBt,
auf den Gegenstand zuriickzukommen, sind einige zum Teil recht unangenehme
MiBverstindnisse, denen meine Schrift, seit der kurzen Zeit ihres Erscheinens, be-
reits ausgesetzt war. Ich hoffe, durch eine nochmalige Darlegung der Haupt-
punkte weiteres Unheil, wo nicht zu verhindern, so doch einschrinken zu kénnen.
An einer Stelle ist auch eine Erginzung hinzugefiigt (Artikel 7).
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wie er wihnt, nicht eine einzige Hypothese aufgestellt oder benutzt
worden ist. Herr X, ein Botaniker, liBt die Welt eine ,Tat“ sein. Fiir
den Physiker Y gibt es beinahe weiter nichts als Empfindungen. Und
nicht besser schneidet der Mathematiker Z ab, der Geometrie im Laufe
von Aonen durch den Kampf ums Dasein entstehen liBt. So werden
also viele von uns dennoch Philosophen, und dann wohl nicht immer
ganz unbedenkliche Philosophen. Warum? Doch wohl, weil uns allen
tief im Blute das Bediirfnis sitzt, uns Rechnung abzulegen vom Wesen
unserer Wissenschaften, von ihrer Beziehung zu anderen Wissenschaften,
von den oftmals recht dunklen Griinden unserer Interessen und unseres
Tuns. Der Mathematiker allein unter allen Forschern hat vielleicht we-
nigstens die Moglichkeit, sich ,philosophischen Problemen ganz zu
verschlieBen. Spinnt er sich in seinen engen Kreis ein, nimmt er den
Begriff der (positiven ganzen) Zahl und das Rechnen damit als ein Ge-
gebenes hin, wozu er gewil alles Recht hat, so bleibt seine Gedanken-
welt eine Welt fiir sich. Aber kénnen wir immer und alle damit zu-
frieden sein? Die Anwendungen der Mathematik sind ja zu unserem
Gliicke auch da, und sobald es sich um sie handelt, steht der Mathe-
matiker vor denselben Fragen wie alle anderen. Sollte es da mnicht
besser sein, den Rétseln ins Auge zu sehen, die mit so unwidersteh-
licher Gewalt sich uns aufdringen, und, wenn eine eindeutige Losung
sich nicht erzwingen ldBt, torichte Wiinsche zuriickzustellen? So we-
nigstens dachten gewiB einige der Besten unter uns. Wenn GauB und
Helmholtz sich iiber das Ritsel des Raumes den Kopf zerbrochen
haben, so diirfen wohl auch wir uns nicht vornehm zuriickziehen und
sagen: Es kommt nicht viel dabei heraus. Das wenige mag ja beson-
ders wertvoll sein, wie ein seltener Edelstein. Dann aber miissen wir
uns auch die Schwierigkeiten einer solchen Aufgabe zu BewuBtsein
bringen. Mathematik, und zwar sogenannte hohere Mathematik, wird zu
ihrer Losung nicht zu entbehren sein, ebensowenig aber kann sie ge-
niigen. Keine wie immer beschaffene Untersuchung rein-logischer
Natur kann uns iiber das Wesen des Raumes irgendwelche Auskunft
geben. Diese Schwierigkeiten sind ganz gewi von anderer Art als
mathematische Schwierigkeiten. Und wer wollte leugnen, dafl sie groB
sein miissen, wenn er beachtet, wie weit die Ansichten bedeutender
Forscher hier auseinandergehen. Es sind eben ,philosophische Schwie-
rigkeiten, genauer solche der Erkenninistheorie: von ihnen wollte ich
in meinem Buche Rechenschaft ablegen. Es scheint mir nidmlich, daB
sie gerade von Mathematikern hiiufig nicht richtig eingeschétzt werden.
Ja es sind ihrer nicht wenige, die von diesen Schwierigkeiten gar keine

Abnung zu haben scheinen.
21%
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In unseren Tagen hat man es gesehen, wie eine ganze Geometer-
schule gewisse autoritativ hingestellte erkenntnistheoretische Ansichten,
deren Berechtigung zum allermindesten als zweifelhaft bezeichnet wer-
den muB, ohne weiteres hinnahm und sie, pro domo, zum Ausgangs-
punkt weitreichender und zum Teil abfilliger Werturteile machte. DaB
man Fragen wie die nach Begriff und Wesen, Grundlagen und Aufbau
der Geometrie zur Diskussion stellt, ist gewiB gutzuheiBen. Es ist nicht
ratsam, die Wissenschaft wie einen wilden Garten ins Kraut schiefen zu
lassen. Jiingere Forscher haben billigen Anspruch auf eine gewisse An-
leitung. Nach Art jener Geometer kann man dann aber nicht zu Werke
gehen. Dergleichen Fragen bediirfen einer ernsthaften und wielseitigen
Erorterung, dogmatisch konnen sie so wenig entschieden werden wie
irgend etwas anderes in der Wissenschaft. Diese kennt kein Roma lo-
cuta est.

2. Kritik ist auch noch gegeniiber sonstigen weitverbreiteten An-
sichten vonnéten.

Befragen wir einen Physiker: Mit welchem Rechte wendest du,
mein Lieber, Mathematik auf Naturvorginge an? Wo sind zum Beispiel
die Punkte des Raumes, von denen du redest, und wenn du sie nicht
aufweisen kannst, wenn sie nur Gedankendinge sind, wie kommt es
dann, daB sie uns trotzdem etwas lehren sollen iiber die Welt der
Wirklichkeit? Mit ziemlicher Wahrscheinlichkeit werden wir dann héren:
Das Recht zu meinem Tun gibt mir die Erfahrung.

Statt des Physikers antwortet uns so der Philosoph. Ich sage nicht,
das er unrecht hat; aber ist seine Antwort schon geniigend? Wie oft
schien nicht Erfahrung zu bestitigen, was sich schlieBlich als unzutreffend
erwiesen hat? Steht die theoretische Physik nicht denn doch auf viel
festeren FiiBen? — Es gibt nun eine philosophische Richtung, die
des Pragmatismus, die systematisch die Konsequenzen der Annahme
entwickelt hat, daB der Erfolg, die Bewéhrung in der Erfahrung schlecht-
hin, als ein Wahrheitskriterium gelten darf. Deshalb habe ich in meinem
Buche unter anderem auch diesen Pragmatismus behandelt, allerdings
nur summarisch, nach dem Grundsatz: An ihren Friichten sollt ihr sie
erkennen. Denn es darf an jede Theorie der Erkenntnis die Forderung
gestellt werden, daB sie dem intellektuellen Bediirfnis ernsthafter For-
scher zu dienen vermag.

Betrachten wir weiter die Hypothesen, die der Physiker, ja schon
der Geometer, machen muB, sobald er Mathematik auf riumliche Dinge
anwenden will. Jetzt erhebt sich die Frage nach dem Werte der Hy-
pothesen iiberhaupt. Ihr Daseinsrecht sogar wird geleugnet von der
philosophischen Richtung des (extremen) Positivismus, dessen Haupt-
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vertreter in der Gegenwart noch dazu ein mit Recht geschiitzter Physiker
ist. Deshalb habe ich geglaubt, auch die behauptete Moglichkeit einer
yhypothesenreinen“ Wissenschaft untersuchen zu sollen.

Zu diesen beiden kommt, an Ansehen und wohl auch Bedeutung
sie iiberragend, die iltere vorwiegend spekulative philosophische Rich-
tung des Idealismus, deren Hauptvertreter Kant ist. In ihr ist eine
iiberaus merkwiirdige Ansicht {iber das Wesen des Raumes (wie der
Zeit) zutage getreten, und es ist vielleicht sogar die Originalitdt dieser
Lehre die Hauptursache des groBen Erfolgs der Philosophie Kants ge-
worden. Schon im Wesen unseres Geistes (des ,,Gemiites“) soll bekannt-
lich eine bestimmte Vorstellung iiber die Beschaffenheit unseres Raumes
begriindet sein. Ja ,der Raum“ existiert iiberhaupt nur in unserer Vor-
stellung, zwischen ihm und unserer Vorstellung von ihm, zwischen ihm
und unserer Raumanschauung kann nicht unterschieden werden. Geo-
metrie (und zwar die Kant allein geliufige gewohnliche Euklidische
Geometrie) ist hiernach nichts anderes als eine eindeutig bestimmte
Auseinanderlegung und Verdeutlichuug dessen, was wir in unserer Raum-
anschauung vorfinden. DaB diese Geometrie auf Dinge auBer uns, auf
die Gegenstiinde der Physik, Anwendung finden kann, wird als selbst-
verstindlich angesehen. Es schien mir unerldBlich, diese Lehrmeinung
zu priifen, und, wenn sie nicht angenommen werden konnte, den be-
rechtigten Kern aus ihr herauszuschilen. Dazu war in gewissem Um-
fang notig eine Erorterung der Roumanschauung.

Die erkenntnistheoretische Grundansicht, zu der, gleich anderen,
der Verfasser sich bekennt, ist von alledem verschieden. Doch ist sie
beeinfluBt durch Kants Lehre von den Erkenntnissen a priori, zu
denen auch dieses Philosophen Raum- und Zeittheorie gehort. Sie wird
als (theoretischer) Realismus bezeichnet.!) Sie scheint, in der Hauptsache,
eben die Ansicht zu sein, die in der Forschungsweise der grofien Natur-
forscher zutage tritt, auch dort, wo sie sich nicht ausdriicklich tiber
philosophische Fragen geduBert haben. Zum Wesen dieses Realismus,
der eingehender betrachtet wird, gehort vor allem, daB er Erfahrung
und Spekulation als gleich wertvolle und durchaus notwendige Mittel
der Forschung gelten liBt. Der Realist leugnet also nicht grundsatz-
lich den Wert der Hypothesen. Auf weitere Einzelheiten, die zur Ver-
vollstindigung des Bildes gehéren, kann hier nicht eingegangen werden.

1) Die Definitionen der verschiedenen Ismen, fiir die ich mich, nach langem
Schwanken wnd wielfiltiger Beratung mit Philosophen von Fach, schlieBlich ent-
schieden habe, braucht natiirlich niemand anzunehmen. Wer aber andere Be-
griffe mit diesen Worten verbinden will, darf mich darum nicht der Inkonsequenz
beschuldigen (wie einer meiner Kritiker es getan hat).
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Worauf es zundchst ankommt, ist: Es mubBte, bei der gegenwirtigen
Divergenz der Meinungen selbst iiber die elementarsten Dinge, zuerst nach
Mbglichkeit der Standpunkt gesichert werden, von dem aus ein Problem
wie das des Raumes in Angriff genommen werden kann. Ich durfte einer
Erorterung der anzuwendenden Forschungsgrundsiitze nicht aus dem Wege
gehen, wenn ich mich nicht den Vorwiirfen der Oberflichlichkeit und
eines gedankenlosen Empirismus aussetzen wollte. Ich schreibe diesen
Uberlegungen, die etwa die Hilfte meines Buches einnehmen, aber auch
einen gewissen objektiven Nutzen zu. Gerade von Mathematikern wer-
den ja, wie gesagt, Ansichten vertreten, die ich fiir irrtiimlich halten
muB. Es scheint mir ferner, dafy umgekehrt das eingehender behandelte
spezielle Problem eine Art von Priifstein bilden kann fir jede Theorie
der wissenschaftlichen Erkenninis. Eine solche wird auch dann schon
zu verwerfen sein, wenn sie im konkreten Falle nur mit Hilfe eines salfo
mortale zum Ziele kommen kann. Daher werden die bezeichneten philo-
sophischen Theorien spiter nochmals, und dann in ihrem Verhiltnis
zum Raumproblem betrachtet.

3. Die Frage nach dem Wesen unseres Raumes ist nach realistischer
Auffassung ein naturwissenschaftliches Problem.

Dieses erfordert zu seiner Liosung, soweit eine solche iiberhaupt mog-
lich sein mag, eben die Mittel, die auch andere Probleme der Natur-
wissenschaft erfordern: Erfahrung, Abstraktion, Hypothesen. A priors,
wie die Schule der Neukantianer es auch heute noch will, kann hier nichts
entschieden werden. Unsere Raumanschauung ist zwar, gleich der Sinnes-
wahrnehmung, ein unentbehrliches Mittel der Erkenntnis, fiir sich allein
aber kann sie uns ebensowenig eine Einsicht in das Wesen des Raumes
geben wie die reine Logik. Sie paBt zu der Wirklichkeit, die uns umgibt,
und in der wir sind, sie wiirde aber zu vielem anderem ganz ebensogut
passen. Denn sie ist unvollkommen wie die Sinneswahrnehmung, mehr
oder weniger verschwommen, dazu in hohem MaBe individuell und pla-
stisch. Sie hat also gerade die Eigenschaften nicht, die Kant, ohne
nihere Untersuchung, ihr zugeschrieben hatte, und die, trotz lingst und
mehrfach erfolgter Klarstellung des wirklichen Sachverhalts, auch heute
noch ihr vielfach zugeschrieben werden. Und auch die Grundansicht
der Schule Kants, daB unser Raum nichts ist als eine Vorstellungs-
form, ein reines Produkt unseres Geeistes, ist unhaltbar, unvereinbar mit
den Tatsachen, unbrauchbar fiir die Physik. Wir miissen vielmehr dem
Raume eine selbstindige Realitit, eine von unserem Erkennen, ja von
unserem Dasein unabhingige Existenz zuschreiben. Auf die Begriindung
dieser Behauptungen kann hier nicht eingegangen werden.

Die ndchste Hypothese, die dann gemacht werden mup, ist, daf dieser
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unser Raum eine mathematisch zu beschreibende Struktur hat, daf es eine
naturliche Geometrie gibt. Die Fiktion einer Bescitigung alles Raum-
inhalts ist unentbehrlich fiir den Aufbau der theoretischen Physik: an-
dernfalls wiirden wir der Fille der Erscheinungen ratlos gegeniiber-
stehen. Unentbehrlich sind aber auch, zum mindesten als Durchgangs-
punkte, gewisse Abstraktionen, die wir mit den Worten Punkt, starrer
Korper usw. bezeichnen. Unentbehrlich ist darum die Annahme einer
prazisen Raumstruktur: ohne sie wiirde eine theoretische Physik nicht
denkbar sein. So kommen wir zum Begriff des physischen oder em-
pirischen dreidimensionalen Raumes und zur Idee der natiirlichen Geo-
metrie. Diese ist ein System abstrakter Begriffe, eines unter unzih-
ligen Systemen #hnlicher Art, die uns alle die reine Logik, die Mathe-
matik, liefert, oder die doch, wenigstens der Anlage nach, in der Ma-
thematik enthalten sind und aus geeigneten Voraussefsungen rein-logisch
entwickelt werden konnen. Mit Hilfe eines solchen Systems muB also,
so wird angenommen, der Raum zu beschreiben sein. Aber welches
unter allen denkmoglichen Systemen abstrakter Geometrie nun diese
natiirliche Geometrie sein mag, das wissen wir nicht, und wir konnen
es sogar niemals genau ermitteln. Denn dazu bediirften wir der Er-
fahrung. Wir miissen sozusagen an der Wirklichkeit des Raumes her-
umtasten, bis wir ein System finden, das paBt. Aber alle Erfahrung ist
mangelhaft, ungenau; und das hat die weitere Folge, daB eine eindeutig
bestimmte Entscheidung sich als unméglich erweist. Haben wir irgendeine
Hypothese tiber die Beschaffenheit der natiirlichen Geometrie oder also des
empirischen Raumes gemacht, so kann uns die experimentelle Priifung wohl
lehren, daf3 wir fehlgegriffen hatten, nie aber kann sie uns zeigen, daf wir
auf dem richtigen Wege sind.

4. Das Gesagte scheint eine ziemlich hoffnungslose Perspektive zu
erdffnen. So schlimm steht aber die Sache in Wirklichkeit nicht. Denn
erstens gibt uns die Erfahrung eine Menge Anhaltspunkte, die die
Auswahl unter den vielen nebeneinander bestehenden Arten ,abstrakter
Geometrie“ von vornherein sehr einschrinken. Zweitens diirfen wir uns
das Recht nehmen, unnétig komplizierte Hypothesen, solche, die durch
Erfahrung nicht kontrollierbare Bestandteile enthalten, von vornherein
abzulehnen. Die Mannigfaltigkeit der Systeme abstrakter Geometrie,
unter denen wir dann noch die ,natiirliche Geometrie“ zu suchen haben,
ist aber ganz gering. Sie ergibt sich als Losung eines zwar aus der
Empirie abstrahierten, aber doch rein-mathematischen, iibrigens sehr schwie-
rigen Problems, des sogenannten Riemann-Helmholtzschen Problems.
Es bleiben als brauchbar iibrig nur die (abstrakte) Euklidische Geometrie
und die verschiedenen Systeme Nicht-Euklidischer Geometrie.



328 E. Stupy:

Das Ergebnis der Untersuchung ist also eine vollkommene Rechifertigung
der Ansichten, die im wesentlichen von den Begriindern der Nichi-Euklidi-
schen . Geometrie (Gaup, Lobatschewskij, J. Bolyai, B. Riemann)
herriihren und spdter namentlich von Helmholtz vertreten worden sind.

Es wird aber, im Gegensatz zu dem sonst Ublichen, Gewicht auf
den Umstand gelegt, daB die zu bildenden Hypothesen je zwei Bestand-
teile von stark abweichendem Charakter enthalten. Es erfolgt daher die
Hypothesenbildung in zwei Schritten oder Stufen, die, hier wohl zum
ersten Male, scharf getrennt und auf ganz verschiedene Art motiviert
werden (und so motiviert werden miissen).

Was den Physiker besonders nahe angeht, ist, daB unter den in
Betracht kommenden Systemen abstrakter Geometrie, wie zu erwarten,
die Euklidische Geometrie sich befindet, auf der alle zurzeit vorhan-
denen physikalischen Theorien, auch die modernsten und entlegensten,
direkt oder indirekt beruhen. Be:i der Euklidischen Geometrie darf sich
also der Physiker bis auf weiteres beruhigen.

Um zu diesem Ergebnis zu kommen, geniigen aber wicht etwa die pri-
mitiven Erfahrungen, die man schon im gemeinen Leben macht, und selbst
nicht die feinsten Laboratoriumsversuche. Vielmehr ist dazu erforderlich
Kenntnis gewisser Tatsachen aus der kosmischen Physik.

Im Auge zu behalten ist ferner, daf3 neue und verfeinerte Beobachtungern
uns swingen konnen, unsere Ansichten zu dndern.

Immer aber wird die Euklidische Geometrie, als Hypothese iiber die
Struktur des Raumes, thren Wert behalten miissen, als eine erste
und sehr brauchbare Anndherung. Sie wird bleiben als Grundlage der
klassischen Mechanik, die ebenfalls als eine brauchbare Anniiherung
ihren Wert behalten wird. Und wenn, wie es jetzt den Anschein hat,
es sich zeigen sollte, daB unsere Vorstellungen iiber die Grundlagen der
Physik radikal geéindert werden miissen, daB es vielleicht sogar ziem-
lich gleichgiiltig ist, in welche Art von ,Raum® wir unsere theoretische
Physik einbauen wollen, so wird dennoch das Raumproblem, wie wir es
gekennzeichnet haben, mindestens als ein notwendiger Durchgangspunkt,
seine Bedeutung behalten. Denn verniinftigerweise konnen wir nicht
umfangreiche Formelsysteme axiomatisch vom Himmel fallen lassen.
Wir konnen auch nicht verwickelte oder schwierige Experimente von
den elementaren physikalischen Tatsachen ablosen, die dabei gebraucht.
werden. Nur stufenweise vollzieht sich unsere Erkenntnis. Viel zu ge-
waltsam aber dringen sich die Begriffe des dreidimensionalen Raumes.
und des wenn auch nur annéhernd starren Korpers oder der geoddtischen
Lichthahn der Beobachtung auf, als daB es je moglich sein sollte, sie:
aus den Grundlagen der Physik ganz zu entfernen.
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Ubrigens sind physikalische Theorien zuweilen Eintagsfliegen. Man
wird guttun, gegeniiber dem jetzt gerade unheimlich schnell erfol-
genden Wechsel der Ansichten einiger Physiker Ruhe zu bewahren.
Vielleicht gilt am Ende auch hier, was Kant von gewissen philosophi-
schen Ergebnissen gesagt hatte: Sie sind wie Meteore, deren Glanz
nichts fiir ihre Dauer verspricht.

5. Bis hierher ist nicht die Rede gewesen von allerlei Dingen, die
mit dem Raumproblem nur einen loseren Zusammenhang haben, mit
denen aber die Theorie dieses Problems belastet worden ist. Historische,.
pidagogische, psychologische, logische, mathematisch-methodische Fragen
werden meines Erachtens vom Rawmproblem besser ganz abgetrennt und
gesondert behandelt. Dies ist ein bisher so gut wie nicht beachteter, aber-
sehr wichtiger Punkt. Denn keine geringe Verwirrung ist eben dadurch
entstanden, da man die heterogensten Dinge durcheinander geworfen
hat. Selbst in den Schriften von Helmholtz wird das erkenntnis-
theoretische Problem durch mancherlei Fremdartiges zuriickgedringt und
verdunkelt. Hier galt es, einen griindlichen Wandel zu schaffen. In
diesem Punkte befinde ich mich, soviel ich sehe, im Gegensatz zu allen
meinen Vorgingern, soweit von ihnen iiberhaupt systematische Arbeiten
vorliegen, besonders aber zur gesamten neueren Literatur des Raum-
problems. Ich rede also von diesen Dingen zum Teil gar nicht, zum
Teil so, ,wie etwa die Besehreibung einer Reise nach Island von
Schlangen reden mag“: Um zu sagen, daB es dort keine gibt. Man
hat zum Beispiel in meinem Buche eine detaillierte Beschreibung des
mberechtigten Kerns“ von Kants Ideen vermiBt. Mit gleichem Rechte
diirfte man in einem Werke iiber Botanik eine Physiologie des mensch-
lichen Auges oder eine Beschreibung der Instrumente vermissen, deren
sich der Botaniker bedient. Es muBte mir geniigen, gezeigt zu haben
daB es sich um ein Problem der Psychologie handelt. Das Weitere ist
Sache des Psychologen, zumal anders als durch Experimente nicht viel
dariiber auszumachen sein wird. Es liegt auch schon ein reichhaltiges
Material vor, das zu beurteilen mir aber nicht zukam. Mein Kritiker,
der meint, einem solchen Problem rein-spekulativ zu Leibe gehen zu
konnen, und dabei im Grunde wieder auf Kants Ideen zuriickkommt,
stellt sich dic Sache sicher viel leichter vor, als sie ist.

Die Geschichtsschreibung darf es gewiB nicht vergessen, daB scharf-
sinnige logische Untersuchungen, die iiber die systematische Stellung des
Parallelenpostulats oder Parallelenaxioms, uns erst den Blick freige-
macht haben, daB wir durch sie erst in den Stand gesetzt worden sind,
das Raumproblem angemessen zu behandeln. Fiir das erkenninistheore-
tische Problem aber kann es nur auf das Dasein der nitigen logischen
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Hilfsmittel ankommen, nicht auf <hre immer mehr oder minder willkiirliche
Gruppierung oder Herleitung. Konnen wir heute zu diesen Hilfsmitteln ohne
sogenannte axiomatische Untersuchungen kommen, so liegt kein erkenninis-
theoretischer Grund vor, auf ihrer Benutzung auch ferner zu bestehen. Ob
man es dennoch tun soll, ist eine Privatangelegenheit der Mathematiker. Die
Argumente fiir und wider konnen vielleicht auch den Padagogen, den Histo-
riker, den Psychologen interessieren, nicht aber den Physiker als Physiker.

Sehr erleichtert wird die Urteilsbildung iiber solche Fragen, in
denen die Meinungen noch wenig gekldrt sind, wenn man scharf unter-
scheidet zwischen reiner Logik und Erkenntnistheorie, zwischen der
Mathematik und ihren Anwendungen, oder, nach iiblicher Ausdrucksweise,
gwischen reiner und angewandter Mathematik. Die abstrakte Geometrie,
von der wir geredet hatten, gehort zur reinen Mathematik, also zur
Logik. Es gibt eine abstrakte dreidimensionale, aber auch eine n-di-
mensionale sogenannte Euklidische, Nicht-Euklidische, projektive usw.
Geometrie. Diese verschiedenen Disziplinen wohnen in unseren Ge-
danken friedlich nebeneiander, so wie beispielsweise innerhalb der Eu-
klidischen Geeometrie neben dem pythagoriischen Lehrsatz der Satz vom
gleichschenkligen Dreieck besteht; sie unterscheiden sich voneinander
gerade so wie die eben genannten Lehrsitze, néimlich durch ihre ver-
schiedenen Vorausseteungen (die durchaus nicht notwendig die Form von
sAziomen haben miissen). Gemeinsam allen diesen Disziplinen ist, daB
es sich um Gedankendinge, um Untersuchungen aus dem Bereiche der
reinen Logik handelt, fiir die die Mdoglichkeit etwaniger Anwendungen
zunichst gar nicht in Betracht kommt.

6. Eine ganz andere Art von Uberlegungen aber wird nétig, sobald
man sich die Frage vorlegt, ob nicht die eine oder andere dieser logi-
schen Disziplinen als Gedankenbild einer physischen Realitit aufgefaBt
werden kann. Jetzt treten die Hypothesen in ihr Recht, die die reine
Logik noch entbehren kann und daher hochstens voriibergehend zuld8t
{wie es z. B. in der sogenannten Axiomatik geschieht). Ist doch schon
die Annahme der blofen Moglichkeit einer solchen Beziehung von
Gegenstinden der Physik auf a priori konstruierte Gedankengebilde eine
Hypothese, die sich bei Priifung an der Wirklichkeit nicht nur als un-
brauchbar erweisen kann, sondern es tatsiichlich meistens auch tut.

Diese reinliche Scheidung zwischen abstrakter Geometrie und thren
etwanigen Anwendungen habe ich in meinem Buche folgerecht durch-
gefiihrt.') Gibt man sie als sachgemiBl zu, so sieht man sich gendtigt, so

1) Das ist in Abrede gestellt worden, mir vollig unbegreiflicherweise und

sicher ohne jeden objektiven Grund. Diese Unterscheidung ist gerade eine der
Hauptsachen in meinem Buch. Siehe 8. 59, 84—96, 125—140, besonders S. 89.
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manches anders zu beurteilen, als es gewdhnlich geschieht. Zunichst
ist klar, daB die Moglichkeit solcher Anwendung nicht davon abhéingen
kann, wie sich unsere Kenntnisse historisch entwickelt haben, oder
welche Art des logischen Aufbaus abstrakter Theorien wir etwa be-
vorzugen mogen. Aber auch die Priifung einer solchen Theorie, eines
geometrischen Systems, in einer hinreichend umfassenden Erfahrung
(d. i. seine Vergleichung mit Tatsachen der kosmischen Physik) kann
gich nicht auf die einzelnen Voraussetzungen der Theorie, sondern nur
auf abgeleitete Folgerungen bezichen. Namentlich entzieht sich das
Parallelenpostulat jeder direkten Priifung. Es kommt also, fiir die
Erkenntnistheorie, nur auf die fertigen Systeme oder Theorien an, die
ja bei jeder Art der Ableitung immer den gleichen ideellen Inhalt haben
miissen.

Insbesondere ergibt sich, daf3 die sogemamnte axiomatische Methode
eben darum, weil sie eine nur-logische Methode ist, die erkenntnis-
theoretische Bedeutung gar wicht haben kann, die von vielen thr zu-
geschrieben wird.

Ferner wird man zu der Anwsicht gedringt, daff eine empirische
Geometrie, cine eigene, von thren Vertretern ausschlieflich ,Geomelrie®
genannte empirische Wissenschaft, zum mindesten iiberfliissig ist.') Die
Anwendung geeigneter Systeme abstrakter Geometrie leistet ja das-
selbe. Die abstrakte Geometrie ist aber mnicht wie jene empirische
dem Einwand unterworfen, daB sie den Begriff der Geometrie von vorn-
kerein zu sehr beschrinkt und Engzusammengehiriges unnotigerweise
auseinanderreifit. Sie verlangt nicht fiir innerlich verwandte Probleme
Verschiedenheiten in der Behandlung, die rein-logisch gar nicht zu
motivieren sein wiirden.

Wer eine scharfe Trennung von reiner Logik und Erkennitnistheorie,
wvon abstrakter Geometrie und ihren Anwendungen befirwortet, wird iber-
haupt das Hineintragen wichi-logischer Momente in die abstrakte Geometrie
-abweisen miissen.

Namentlich ist von diesem Standpunkt aus die oft gehérte For-
-derung abzulehnen, daB alle ,Geometrie“ anschaulich sein soll, oder dafB
es doch wenigstens die Grundlagen einer Geometrie sein sollen, ,die
den Namen verdient. Auch diese Art des Geometriebetriebs unterliegt
dem soeben gegen die empirische Geometrie gerichteten Einwand. Fiir

1) Man hat, noch ganz neuerdings wieder, fiir den uralten Gedanken, daB
sGeometrie' eine empirische Wissenschaft sei, Helmholtz verantwortlich gemacht.
Er soll sogar gemeint haben, man konne die reine Geometrie aus der Erfahrung
korrigieren! Siehe dariiber 8. 112 meines Buches. Ubrigens ist im gleichen Zu-
sammenhang auch GauB arg miBverstanden worden.
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geradezu falsch aber muB ich die Behauptung halten, daB eine so be-
schaffene Geometrie auf eine ,logische Analyse“ unserer rdumlichen
Anschauung hinausliuft, die dafiir viel zu verwaschen ist.

Unzutreffend ist es ferner, daB eine solche Geometrie ,ebenso wie-
die Arithmetik zu ihrem folgerichtigen Aufbau nur weniger und ein-
facher Grundsitze [der Axiome] bedarf“. Zum folgerechten Aufbau ge-
hort der Nachweis der logischen Zuldssigkeit, also der Widerspruchs-
freiheit. Dazu wird aber tatsichlich die Analysis benutzt, und zwar
unvermeidlicherweise. Da somit die Geometrie der Analysis nicht
entraten kann, wihrend das Umgekehrte bekanntlich nicht zutrifft, so
erweist sich die Parallelisierung von Geometrie und Arithmetik als nicht
sachgemiB.

Endlich zeigt sich noch, daB die Analysis fiir sich allein schon,
ohne irgendwelche ,Axiome*, alle Arten abstrakter Geometrie liefert,.
die man haben will, und zwar auf eine sehr viel einfachere Weise als
die Axiomatik. Nur aus der Analysis sogar hat man bis jetzt brauch-
bare Begriffe der Kurve, Fliche usw. zu schépfen vermocht.

Unter diesen Umstinden fragt man sich vergebens, weshalb denn
diese verwickelten Axiomensysteme zu einem angemessenen Betrieb der
Geometrie unerléBlich sein sollen, und warum gar eine einfachere Art.
der Behandlung des gleichen Stoffs nicht einmal als ,wissenschaftlich®
anerkannt werden darf, wie es einzelne Vertreter der axiomatischen
Forschungsrichtung wollen.

7. Wirklich unwissenschaftlich ist dagegen die herkémmliche ana-
lytische Geometrie, die Resultate eines Schulunterrichts iibernimmt, der
angesichts der Beschaffenheit des Schiilermaterials strengen Anforde-
rungen unmdoglich geniigen kann. Es mufB anerkannt werden, daff hier-
fiir den kiinftigen Lehrer das Bediirfnis nach einer Erginzung besteht,.
und daf3 die moderne Axiomatik diesem Bediirfnis entspricht.?)

Jener ,analytischen® Geometrie der Lehrbiicher stelle ich eine

1) In meinem Buche steht das leider nicht. Ich bin auf dieses Manko durch
einen meiner Kritiker, Herrn Max Simon in StraBburg, aunfmerksam gemacht
worden. Dazu war es aber schwerlich notig, meine Objektivitit zu verdichtigen,,
wie es Simon in seiner Rezension durchweg und auch aus diesem AnlaB tut
(Geisteswissenschaften 1914, S. 1082).

Herr Simon vertritt die von mir abfillig beurteilte Philosophie der soge-
nannten Marburger Schule, und insbesondere Cohens Ansichten iiber ,das dz*,
in einer Schrift (Uber Mathematik, GieBen 1908), die ich ebenfalls sehr ungiinstig:
beurteilt hatte (Literaturzeitung 1909, S. 2548). Wer diese Leistung kennt, wird
sich nicht wundern, wenn er neuerdings zum Beispiel erfihrt, daB die Analysis
,zwar den Punkt einwandfrei definiert, aber ... — nach Veronese (?) — schon
bei der Kurve versagt!“ .
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andere gegeniiber, die ich die wahre nennen méchte, die jedenfalls noch
eher als jene den Namen verdiemt, da ihre Begriffe und Beweise aus-
schlieBlich der Analysis entlehnt sind. Der Axiomatiker mag sie
hochstens als eine ,Pseudogeometrie“ gelten lassen, auch muf zuge-
geben werden, daf sie ,unhistorisch® ist und nicht ad usum Delphini
dienen kann (so wenig wie iibrigens auch die Axiomatik). Dafiir aber
hat diese Art der Geometrie (wie sie zu nennen ich mir herausnehme)
einige andere Vorziige. Sie hat von vornherein einen viel weiteren Ge-
sichtskreis. Sie braucht vor dem Imaginiren, und auch vor unendlich
vielen Dimensionen, nicht zu erschrecken oder gar haltzumachen.
Sie darf sich vollkommener Strenge riihmen, und sie fiihrt den Ler-
nenden nicht erst auf dem Umweg iiber das Falsche zur Einsicht des
Richtigen. SchlieBlich ist sie der Macht erkenntnistheoretischer Vor-
urteile ginzlich entriickt, und eben deshalb leistet sie, in der Anwen-
dung, schlieBlich fiir die Erkenntnistheorie Besseres. Zu alledem kommt
noch, daB die groBen modernen Disziplinen der algebraischen und der
Differentialgeometrie in ihr, nicht aber in der geometrischen Aziomatik,
ihre Grundlagen haben.

Geschrieben ist eine solche analytische Geometrie, von der ich in
meinen Vorlesungen an geeigneten Stellen einen Begriff zu geben
suche?), allerdings wohl noch nicht. Es sollte aber doch einmal ge-
schehen, auch im Interesse der kiinftigen Lehrer. Wo zum Beispiel
ein Lehrbuch dem Imaginiren aus dem Wege geht oder es gar er-
schleicht und fehlerhaft handhabt, da sind nicht alle Voraussetzungen
fiir einen sachgemiBen Betrieb der hheren Geometrie beigebracht.

8. Ich bezeichne nunmehr, zusammenfassend und erginzend, meine
Stellung zur Geometrie der Axiomatiker, da sie verschiedentlich miB-
verstanden worden ist, nochmals kurz wie folgt:

Eine erkenntnistheoretische Bedeutung kann ich diesen Forschungen,
und rein-logischen Untersuchungen iiberhaupt, nicht einrdumen. Die aus
der Annahme einer solchen Bedeutung abgeleiteten methodischen Forde-
rungen und gewisse damit zusammenhingende Werturteile betrachte ich als
unbegriindet. Die Ansicht von Begriff und Wesen der Geometrie, die hier-
bei zum Vorschein gekommen ist, scheint mir zu eng zu sein und in-
sofern dem wissenschaftlichen Bediirfnis der Gegenwart nicht zu ent-
sprechen. Ferner halte ich die axiomatische Methode selbst fiir zu
schwerfillig und schwierig, als daB sie sich als sonderlich fruchtbar
hétte erweisen konnen. Doch erkenne ich an, daB durch diese Methode
von ihren Urhebern oder vielmehr Erneuerern gewisse Probleme der

1) Vgl. die Skizze S. 84—96 in meinem Buch.
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reinen Mathematik gelost worden sind, die ein wissenschaftliches und
zum Teil auch ein pidagogisches Interesse haken.

Ich wende mich also gegen eine mir unberechtigt scheinende Kritik,
gegen Dogmatismus und gewisse hochgespannte Anspriiche, denke aber
nicht daran, diese scharfsinnigen Untersuchungen ,aufs hochste zu mi8-
achten“, wie sogar ein sonst ganz objektiver Beurteiler gemeint hat.!)

Anders freilich stelle ich mich zu dem Massenbetrieb, der alsbald
eingesetzt hat. Diese moderne Scholastik, deren Wesen in der mecha-
nischen Handhabung eines trockenen Schemas besteht, scheint mir eine
wirkliche Gefahr fiir die Wissenschaft zu bedeuten. Ich sehe nicht
ein, warum alles und jedes ,auf Axiome gebracht” werden soll, und
weshalb die mit den wirklichen Fortschritten der Wissenschaft eng
zusammenhéngende genetische Darstellungsform in Acht und Bann ge-
tan werden muB. P#dagogisch ist das jedenfalls nicht, und die zu-
weilen behauptete Sicherung gegen Irrtum kann die Axiomatik natiirlich
auch nicht bieten. Ich kann es nicht als heilsam betrachten, daB zahl-
reiche, besonders aber jiingere Mathematiker sich fiir die Bearbeitung
popezieller Probleme zu gut halten und immer nur ,grundlegende®
Untersuchungen anstellen, d. h. den wirklichen oder vermeintlichen Bau-
grund der Wissenschaft stets aufs neue umwiihlen wollen. Das Gebiude
der Geometrie, der algebraischen wie der Differentialgeometrie, sieht so
aus wie jedes Gebdude, an dem Generationen mit wechselnden Bediirf-
nissen, mit einem nicht immer gelduterten Geschmack, und oft genug
auch mit schlechtem Material gearbeitet haben. GroBe Teile davon sind
geradezu baufillig. Dieses Gebiiude solide, wohnlich und schén zu ge-
stalten, ist meines Erachtens eine sehr viel wichtigere Aufgabe als die Re-
duktion irgendeines Systems von » Axiomen oder Postulaten auf deren
n —1. Aber dazu bedarf es freilich erfahrener und in gewissem Sinne
kiinstlerisch gebildeter Architekten, eine einseitige Betdtigung in Keller-
geschossen, die dazu noch meistens um ihrer selbst willen dazusein
scheinen, jedenfalls héufig ohne geniigende Riicksicht auf den Bauplan des
Ganzen konstruiert werden, bildet keine irgendwie geniigende Vorbereitung
zur Beteiligung an einem solchen Werke. Ich meine produktive Kritik
zu liben, wenn ich versuche, das Interesse jiingerer Mathematiker von
unfruchtbaren Spitzfindigkeiten abzulenken und Krifte freizumachen fiir
Aufgaben, deren Dringlichkeit man zwar ignorieren, aber nicht leugnen kann.

SchlieBlich erlaube ich mir, wie man erkannt haben wird, nicht
ohne AnlaB, eine Bitte an wohlmeinende Kritiker: Nichts in mein Buch
hineinzulesen, was darin nicht steht.

1) Vgl. AuBerungen auf S. 128, 133, 135, 137, 140 meines Buchs.
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