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Herr Miiller in seinen Verdffentlichungen wiederholt erwihnt (dieser Jahres- -
bericht 16, S.186, 17, 8.36), auch Eulers Verdienste um die Astronomie ge-
schildert und ist im besonderen auf dessen Anteil an der Bestimmung der
Sonnenparallaxe aus dem Venusdurchgang im Jahre 1769 eingegangen. Hier-
bei nimmt er ausdriicklich darauf Bezug, daB Euler auch auf die Bestimmung
der geographischen Lage der Beobachtungsorte eingegangen sei, und das ist
gerade der Gegenstand einer der Teil-Abhandlungen im 14. Bande der Novi
Commentarii (deutsche Ausgabe der Gedichtnisrede, Basel 1786, S.89—90).
In demselben Sinne haben sich auch Encke in der Monographie iiber den Venus-
durchgang 1769 (Gotha 1824, S. 23) und R. Wolf in seinem viel benutzten
Handbuch der Mathematik, Physik, Geoddsic und Astronomie getuBert (Bd. I,
Ziirich 1872, 8. 164—165).

Es kann mithin gar keine Rede davon sein, dafl erst Herr Enestrdom die
drei folgenden Abhandlungen im Jahre 1909 ,als Eulersche erwiesen habe“.
Er hat vielmehr nur mit seiner gewohnten Sorgfalt den vorher dargelegten,
aus dem Summarium sofort ersichtlichen und lingst bekannten Sachverbalt auf
8. 117 seines Verzeichnisses der Eulerschen Schriften kurz angegeben. Aller-
dings hat der verdiente Euler-Bibliograph einige kleinere Abhandlungen Eulers
entdeckt, die bei FuB und Hagen fehlen; diese Abhandlungen haben selbst-
verstindlich in der hier mitgeteilten Liste der Berichtigungen keinen Platz
gefunden.

Alles in allem muB es bei meinem Ausspruch in der Ziiricher Vierteljahrs-
schrift sein Bewenden haben: ,,Das Miillersche Verzeichnis erwies sich als recht
unzuverldssig; die Fehler, die bis zu 220 Seiten gehen (Hagen Nr.703), be-
laufen sich auf mehr als 1000 Seiten.“ Es ist nicht wahr, daB ich bei diesen
1000 Seiten Abhandlungen mitgezihlt habe, die erst nach dem Erscheinen des
Miillerschen Verzeichnisses als Eulersche erwiesen oder neu endeckt worden
sind, und ich mufl die hierin liegende Unterstellung einer illoyalen Handlungs-
weise mit aller Entschiedenheit zurtickweisen. Herrn Miillers Vorgehen gegen
mich zu qualifizieren, iiberlasse ich den Lesern dieser Zeitschrift.

Uber die Momentanbewegung eines ebenen
dhnlich-verdnderlichen Systems in seiner Ebene.

Von REINHOLD MULLER in Darmstadt.

Die bisher vorliegenden Untersuchungen iiber die Momentan-
bewegung eines komplan bewegten ebenen &#hnlich-verinderlichen
Systems beziehen sich hauptsiichlich auf drei unendlich benachbarte
Phasen, also auf die Kriimmung der erzeugten Kurven.') Gegeniiber

1) Vgl. vor allem Grouard, L'Institut, Journal universel des sciences etc.,
1870, 8. 27, 84, 124, 171 und Geisenheimer, Untersuchung der Bewegung #hn-
lich-verénderlicher Systeme, Zeitschrift fiir Mathematik und Physik 1879, Bd. 24,
8. 129. Weitere Literaturangaben in Burmesters Kinematik S. 865. Vgl. ferner
R. Miiller, Uber die Krimmungsmittelpunkte der Bahnkurven in ebenen #hnlich-
verinderlichen Systemen, Zeitschr. f. Math. u. Phys. 1891, Bd. 36, 8. 129.
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" den bekannten, fiir starre Systeme geltenden S#tzen zeigt sich hier von
vornherein ein wesentlicher Unterschied. Beschreibt ndmlich in einem
dhnlich-veréinderlichen System der Punkt 4 momentan eine Bahnstelle
vom Kriimmungsmittelpunkt A, so ist 4 nicht zugleich der Kriimmungs-
mittelpunkt der Bahnkurve, die A bei der umgekehrten Bewegung durch-
liuft, auch stehen die Punkte 4 und A nicht mehr in der Beziehung,
daB jede Systemkurve, die AA zur Normale und 4 zum Kriimmungs-
mittelpunkt hat, ein Hiillbahnelement erzeugt, dessen Krtimmungsmittel-
punkt mit A zusammenféllt. Es gibt also keine ,Paare entsprechender
Kriimmungsmittelpunkte“ in dem bei starren Systemen gebriuchlichen
Sinne. Wenn sonach die Verhdltnisse im gegenwirtig betrachteten
Falle auch ungleich verwickelter liegen, so bieten sie andrerseits eine
um so reichere Fiille von leicht iibersehbaren geometrischen Be-
ziehungen, daB es sich immerhin lohnt, die Theorie in demselben Um-
fange zu entwickeln, wie dies bei starren Systemen bereits ge-
schehen ' ist.

I. Die Bewegung des Systems durch drei unendlich benachbarte
Phasen. Die Kriimmungsmittelpunkte der von den Systempunkten
erzeugten Bahnkurven.

1. Ein #hnlich-veriinderliches System durchlaufe in der festen
Ebene ¥ eine Reihe unendlich benachbarter Phasen S, S, 8" ...
Es gelange aus der Anfangsphase S nach §’ durch
eine Drehung um den Pol  durch den Winkel d#
und durch eine gleichzeitige Zunahme der Lingen-
einheit um d4, aus 8’ nach 8” durch eine Drehung
um den Pol {0 durch den Winkel d& 4 d*& und
eine Zunahme der Léngeneinheit um di 4 d*1 usw.
Im folgenden wird immer vorausgesetzt, daf P im
Endlichen liegt. Der Winkel d& soll positiv ge-
rechnet werden, wenn die Drehung des Systems,
wie in Fig. 1, im Sinne des Uhrzeigers erfolgt.
Wir betrachten ferner das Bogenelement L der
Polbahn, das wir mit ds bezeichnen, als wesentlich
positiv und verstehen unter positiver Polbahntan-
gente die Gerade PX in der Richtung von P nach £, unter positiver
Polbahnnormale die Gerade BY), die nach einer positiven Drehung um
90° mit PX zusammenfillt.

Es seien 4, A', A” drei aufeinanderfolgende Lagen eines beliebigen
Systempunktes. Dann ist das Bogenelement 4 A" seiner Bahnkurve die
Hypotenuse eines rechtwinkligen Dreiecks mit den Katheten A - do

Fig. 1.
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und PA-di Bezeichnen wir mit o den spitzen Winkel, den die
Bahnnormale in 4 mit der Geraden PA einschlieBt, so ist @ gleich
dem Winkel bei 4 in jenem Dreieck, folglich

ak ad
= W-'——a—f’, CoSm = ]/E“OT:Fd_],’.

(1) tanw = g—; "
Es bilden also die Bahmnormalen aller Punkte mit den zugehirigen Pol-
strahlen momentan den Winkel o.

Fiir die Phase S° haben wir den Winkel zwischen der Bahn-
normale in A’ und der Geraden 24" gleich w + dw zu setzen, und
zwar ergibt sich aus (1)

dao agd*s —dird*®

cos’e aa )
oder
dddil — drd*d
©) do = —gssram

Nun ist der Kriimmungsradius r der Bahnkurve im Punkte 4
gleich dem Bogenelement A4’ dividiert durch den Winkel d¢ der
beiden Normalen. Setzen wir Pd =17, LAPX = ¢, L (04, PA)=df
und L AP = dx, so ist

AA =rYadd® + da
®+di=0+do+ dg,

und

also
di=do + dt =dw + dx — d9.

Aus dem Dreieck P .A" folgt aber nach dem Sinussatz
dx — dssing
r

’
mithin wird

2 dssing — :(dﬂ — dw) ,

und demnach ist der Krimmungsradius der Bahnkurve des Punkies A

_ pyaeqan
(3) : T'= Gssing —r(d? —do)

Bei der Ableitung dieser Formel haben wir den Kontingenzwinkel d:
und folglich auch den Kriimmungsradius t positiv gerechnet, wenn —
wie in Fig. 1 — der Kriimmungsmittelpunkt A und der Pol P auf
entgegengesetzten Seiten der Bahntangente liegen.

2. Die umgekehrte Bewegung. Fiir einen in der Ebene S befind-
lichen Beobachter dreht sich die Ebene ¥ um die Systempunkte, die
der Reihe nach mit P, O ... zusammenfallen, in entgegengesetztem
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Sinne, also bzw. durch die Winkel — d®, — (d® + d*9) ..., und
gleichzeitig scheint sich ihre Léngeneinheit um di, di + d*i ... zu
verkleinern. Verstehen wir daher unter B den Punkt der Ebene X,
der momentan mit 4 zusammenfillt, unter T den Kriimmungsradius der
Bahnkurve, die B in der Ebene S beschreibt, so erhalten wir T, indem
wir in Gleichung (3) die GroBen d&, @*®, di, d®A bzw. mit — d@,
— @*®, — di, — d?1 vertauschen. Dann bleibt do unverindert, und es
ergibt sich
4) F s 'r’]/da’—|—d7.’ )
dssing + r(@# + dw)

Der Kriimmungsmittelpunkt A der Bahnkurve, die der System-
punkt 4 in der Ebene X beschreibt, erzeugt bei dieser umgekehrten
Bewegung in der Ebene S eine Kurve als Ort der Systempunkte C,
D, E ..., die hei der urspriinglich betrachteten Bewegung in den
Lagen C, D', E” ... mit A zusammenfallen. Dann ist AC = 4A,
A'D" = A'A, A"E” = A"A, also AC = A'D" = A"E", folglich
AC>AD > AE. Wie bereits in der Einleitung bemerkt wurde, ist
demnach A nicht umgekehrt der Kriimmungsmittelpunkt der Bahn-
kurve des Punktes A an der gegenwirtig mit C bezeichneten Stelle.

3. Fiir
) r= =2 _sing

folgt aus Gleichung (3) r = oo. Den Punkten des durch Gleichung (5)
dargestellten Systemkreises w, der die Polbahntangente X in P be-
rithrt, entsprechen daher unendlich ferne Kriimmungsmittelpunkte, er
ist also der Wendekreis der Phase S. Ebenso ergibt sich aus (4) als
Ort der Punkte von X, die bei der umgekehrten Bewegung eine Bahn-
stelle mit unendlich fernem Kriimmungsmittelpunkt durchschreiten, der
Riickkehrkreis ¢ mit der (leichung

(6) r=— 35%3—6 sing.

Bezeichnen wir die Durclmesser der Kreise w und 3 mit ,, b, ihre
Mittelpunkte mit M,, M,,, so ist

d

™ by = g5 —aa
ds

®) by =— g5 rdas

dabei liegen M,, M, auf der positiven Polbahnnormale, wenn b, b,
positiv sind.
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4. Der Ubergang des Systems aus der Phase S in die unendlich be-
nachbarte Phase S’ ist definiert durch den Pol B und den Winkel o, der
Ubergang in die folgende Phase S”
durch die Polbahntangente PX und
die Durchmesser d, und D,, des
Wende- und Riickkehrkreises. Denn
die Gleichungen (1), (7) und (8)
bestimmen die Verhdltnisse der
unendlich kleinen GroBen ds, dA,
d®, do, mithin fir jeden System-
punkt den Kriimmungsmittelpunkt
seiner Bahnkurve. Wir wollen des-
halb bis auf weiteres den Pol P,
die Kreise w und ¥ und den Win-
kel ® von vornherein als gegeben
betrachten, diesen etwa durch die
Normale PR der Bahnkurve, die
der mit P zusammenfallende Punkt
der Ebene S beschreibt; dann ist
o= [NPX. (Fig. 2,

Verstehen wir unter U und Z
die Punkte von w und 9, die in Fig. 2.
bezug auf PN symmetrisch liegen, und setzen PU = PZ =1 und
LZPU.= 2y, so ist

l
©) b, = sin(y — )
und
1

(10 b, = — sin(y + )
Hieraus folgt mit Riicksicht auf (7) und (8)

sinf—w) d¥#—do

sin(+w)  dofda

oder
d¥ do
cotw —coty di ~ di
cotw - coty =43  do’
ar T ar

es ist also mach (1)
coty = Z:—’ ,

oder analog den fiir @ geltenden Gleichungen

. di do
Vo Fdi 2= yaurfar
Jahresbericht d. Deutschen Mathem.-Vereinigung. XIX. 1. Abt. Heft 1. 3

(11) tany = g‘%, siny =
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Demnach ist . dr(d® — do)
sinfy — ) — V@o ¥ ain@e’ + div)’
mithin nach (7) und (9)
dsdi
@a) = V@ t di @do’ £ d)

An Stelle von b, und b, werden wir héufig auch ! und 3 zur Fest-
legung der Momentanbewegung benutzen.!)

Mit Riicksicht auf die letzten Gleichungen liBt sich die Formel (3)
fiir den Kriimmungsradius r auch folgendermaBen schreiben

_ r¥sin g
(13) r—ltaincp—rt-)in(;;—m)’
oder nach (9)
(14) £ s sin g r? ?)

T sin(g—w) b sing—r

5. Erste Konstruktion des Kriimmungsmittelpunkis A der Bahnkurve
des Systempunkts A. In Fig. 3 haben w, U, PN und PX dieselbe Be-
deutung wie in der vorigen Figur. Schneidet w die Geraden PN und
PBA bzw. in N, und 4,, so ist LN, 4, = o, die Bahnnormale n,
des Punktes A4 also parallel zu RN, 4,.

Es sei 1, der Kriimmungsradius, A, der Kriimmungsmittelpunkt der
Bahnkurve, die der Punkt 4 beschreiben wiirde, wenn unter Beibehal-
tung der Werte von d@, d®9 ...dA, d*4 ... das System sich einformig
d. h. auf solche Weise bewegte, daB der mit P zusammenfallende System-
punkt fortwihrend fest bliebe. In diesem Falle ist ds = 0, also nach
(12) auch !=0, wihrend die Winkel w und y unverindert bleiben;
Gleichung (13) geht daher iiber in

rsiny
L= " dhng—w
Das Dreieck APA, ist demnach in der betrachteten Phase fiir alle
Systempunkte A von unveréinderlicher Gestalt. Ziehen wir nun UU || PN

1) Bemerkenswert sind folgende Sonderfille, auf die wir aber nicht weiter
eingehen wollen: .

1. d& =0, also ® =90° und dm——i’—q b,=0> 2 d. h. Wende-

) 0 o T T ar v Y de'
und Riickkehrkreis fallen zusammen. Die Bahntangenten aller Punkte gehen
momentan durch .

2. do=0. Dann ist by=—D0, wie bei starren Systemen und y = 90°.

8. do=d®, b, =00, y=w. Der Wendekreis artet aus in die Polbahn-
tangente PX.

4. do=—d®, by=o00, y=180"—a.

5. di =0, also w =0, alle Bahnnormalen gehen durch .

2) In etwas anderer Form zuerst bei Grouard a. a. 0. 8. 85.
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bis w, so wird [ U4, P =/, UPX =7y; A, ist also der Schnittpunkt.
von 14 mit der Parallelen durch P zu U 4,.

Aus Gleichung (14) folgt aber

T r pLy. |

Z=—bwsin¢p——r=_ 44,

AA AP

oder AA, = A4,

der gesuchte Kriimmungsmittelpunkt A liegt demnach auf der Par-
allelen durch B zu A,4,. D)

6. Zweite Konstruktion des
Kriimmungsmittelpunkies A. In Glei-

chung (14) bedeutet

Dw

den Kriimmungsradius der Bahn-
kurve, die der Punkt 4 in Ver-
bindung mit einem starren System
beschreiben wiirde, wenn wiederum
B der Pol und wenn w der Wende-
krejg wire. Bezeichnen wir den zu-
gehorigen Kriimmungsmittelpunkt
mit A, so folgt

AA _ sing |

AN sin(y—w)?

das Dreieck AAA ist demnach #hn-
lich dem Dreieck ABA,, also wieder
fiir alle Systempunkte von derselben Fig. 3. -
Gestalt.') Ziehen wir in Fig. 3 4
die Gerade PA; | P4 und vom Schnittpunkt §), der Polbahnnormale
PBY und des Wendekreises die Gerade 9),4 bis PA,, so ist A bekannt-
lich der Schnittpunkt von A mit der Parallelen durch A, zu P,
und dann liegt A auf der Parallelen durch A zu U4,

7. Die vorstehenden Konstruktionen des Kriimmungsmittelpunkts
einer Bahnkurve eignen sich nicht fir die umgekehrte Aufgabe, zu
einem gegebenen Krilmmungsmittelpunkt A den Systempunkt A zu be-
stimmen. Zu einer Losung, die beides leistet, gelangen wir jetzt auf
folgendem Wege. :

Sind z,y und £,y die rechtwinkligen Koordinaten der Punkte A
und A fiir B als Anfangspunkt und PX als positive z-Achse, so ist

(15) E—xz=1cos(p + m)
(16) n—y=1rsin(p + o).

1) In anderer Weise abgeleitet von Geisenheimer a. a. O. S. 144,
3.
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Aus beiden Gleichungen folgt durch Elimination von t

(—2)(zsinw + ycosw) — (n — y)(xcosw — ysinw) =0
oder

(17) (xsinw + ycosw)é + (— zeosw + ysinw)y — (22 + 4*)sinw = 0.
Es ergibt sich ferner aus (15) und (16)
tEx+ny=2a+y'+r{zcos(p+ @) + ysin(p + @)} =7+ rrcosm
und
ty —nz=1{ycos(p + o) —zsin(p + @)} = — trsinw.
Demnach ist der Ausdruck
(z + ny)sing + (§y — nz)cosy + L {(§ — z)sinw — (n — y) cos o}

gleich
risiny + v {rsin(y — ) — lsing},

folglich nach (13) gleich Null; zwischen den Koordinaten von A und
A besteht also weiter die Gleichung

(18) (Ex+ ny)sing + (§y — nx)cosy + U {(§ —x)sinw — (n — y) cosw } =0.

Betrachten wir nun den Punkt AYz, y) als gegeben, so liefert jede
der Gleichungen (17) und (18) einen geometrischen Ort des Punktes A,
und zwar bedeutet (17) offenbar die Bahnnormale n, und (18) eine
zweite Gerade, die wir fortan mit g, bezeichnen wollen; demnach ist A
der Schwittpunkt von n, und g,. Fragen wir aber umgekehrt nach
dem Systempunkt, der zu einem gegebenen Kriimmungsmittelpunkt
A(g, ) gehort, so wird dem Punkte A durch Gleichung (18) eine Ge-
rade g, zugeordnet und durch (17) ein Kreis f,; in der Tat liegen

alle Systempunkte, deren Bahnnormalen den Punkt A enthalten, auf
einem Kreise, der durch ‘¥ geht, und der die Bahnnormale des in A
liegenden Systempunktes an dieser Stelle beriihrt. Dem Pumkte A der
Ebene X entsprechen daher in S zwei reelle oder komjugiert imagindire
Punkte A und A*, nimlich die Schnittpunlde der Geraden g, mit dem
Kveise ¥,. Sind sie reell, so ist A der Kriimmungsmittelpunkt der Bahn-
elemente, die sie augenblicklich beschreiben.

Die Losung der einen wie der umgekehrten Aufgabe erfordert nur
noch die Konstruktion der Geraden g, die dem jeweilig gegebenen
Punkte entspricht. .

8. Gleichung (18) definiert eine resiproke Verwandtschaft zwischen
den Ebenen S und X. Um sie niher zu untersuchen, drehen wir das
bisher benutzte Koordinatensystem um P durch den Winkel o, bis PX
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mit ‘Bﬂﬁ zusammenfillt, setzen also z = z'cos @ — y'sinw, y = z'sinw
+ 9 cos® und driicken in analoger Weise £ % durch £, 4" aus. Dann
verwandelt sich Gleichung (18) in

(19) (z"sing + y cos )& + (— 2" cos g+ y'siny — D)y’ + Iy’ = 0.

Die reziproke Verwanmdischaft der Ebenen S und X ist also bereits be-
stimmt durch Angabe von B, PN, 1 und y, mithin unabhingig von o,
d. h. von der Lage der Geraden PX.

Fiir 2" =y" = 0 folgt aus (19) " =0, und fiir £’ = 5’ = 0 ergibt
sich ¥’ = 0; dem Punkte B entspricht also, gleichgiiltig welcher Ebene
man ihn zuweist, in der anderen Ebene die Gerade PN.

Setzen wir in Gleichung (19) #" = —1lcosy, y =1Isinyg, so ver-
schwinden die mit £ und %" multiplizierten Ausdriicke, und das Analoge
gilt hinsichtlich der Glieder mit 2" und y’ fiir ' = —1lcosy, n'=—1Isiny.
Diese Koordinatenwerte beziehen sich aber auf die Punkte U und Z,
die in den Ebenen S und ¥ auf dem Wende- und Riickkehrkreis in
bezug auf die Gerade PN symmetrisch liegen (Fig. 2). Jedem der
beiden Punkte entspricht daher in der anderen Ebene die unendlich
ferne Gerade.

Fragen wir nach den Punkten, die auf ihren zugeordneten Geraden
liegen, setzen also in (19) 2" =¢', y" =17, so folgt

2?4+ y'? =0
der gesuchte Ort besteht demmnach aus den beiden Geraden, die den
Punkt 8 mit den imaginiren Kreispunkten J; und , verbinden. —
Jedem unendlich fernen Punkte entspricht in X eine durch Z, in §
eine durch U gehende Gerade, jedem der imaginéiren Kreispunkte also
seine Verbindungslinie mit Z bzw. U. Nun schneiden sich wegen der
symmetrischen Lage der Punkte U und Z die Geraden J,Z und I, U
und ebenso die Geraden J;Z und J, U auf PN bzw. in zwei imaginiren
Punkten & und ®, Dann ist dem Punkte & in S die Gerade P,
in £ die Gerade PJ; zugeordnet, und das Umgekehrte gilt von'R,.
Den Punkten von B, entsprechen also bzw. in ¥ und S ihre Ver-
bindungslinien mit &, und &;. cut

Den unendlich fernen Punkten 4_, B, ... der Ebene S sind in X
die Strahlen eines Biischels um Z zugeordnet, das zur Punktreihe
A, B, ..., also auch zum Strahlenbiischel Z(4_B,_ ...) projektiv ist.
Die beiden Biischel haben aber die nach den imaginiren Kreispunkten
gehenden Strahlen entsprechend gemein, sie sind folglich gleichlaufend
gleich. Nun entspricht dem unendlich fernen Punkte von PR in T
die Gerade ZB, die mit PN den Winkel y einschlieBt; denselben Winkel
bildet also die dem Punkte 4 zugeordnete Gerade mit der Richtung 4.
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Den Punkten einer
durch U gehenden Ge-
raden entsprechen in X
parallele Geraden. Dem-
nach ist die einem be-
liebigen Punkte 4 zu-
geordnete Gerade g,
parallel zu der Gera-
den, die dem unendlich
fernen Punkte von UA
entspricht; sie bildet
also mit UA den Win-
kel g, und zwar in dem-
selben Sinne wie ZP
mit PRN.

Jedem Punkte von
PN entspricht in der
einen wie in der anderen
Ebene je eine durch P
gehende Gerade. Beschreiben wir daher durch U und Z bzw. die Kreise
1 und 3, die PN in P beriihren, so erhalten wir zu irgendeinem Punkte C
von PN die Gerade g,, indem wir UC mit ut in C; schneiden und C,
mit P verbinden (Fig. 4). Weisen wir aber den Punkt C der Ebene X
zu und bezeichnen ihn demgemiB

mit A, so geht g 5 durch den
\AJ Schnittpunkt A, von ZA mit 3.
Die Geraden g, und g A liegen

symmetrisch in bezug auf PN
und schneiden 3 und u bzw. in
A] und Cj; die Verbindungslinien
UC{ und ZA treffen sich daher
in einem Punkte von PN, den
wir zugleich mit ¢’ und A’ be-
zeichnen. Jhm entspricht in X
die Gerade g p und in S die Ge-
rade g,. Die Punkte der Geraden
PN sind also einander paarweise
zugeordnet, so daB dem einen in
Z und 8 dieselben Geraden ent-
sprechen wie dem anderen in S
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und X. Dem Schnitt-
punkte § von PN mit
dem durch B, U und
Z gehenden Kreise ent-
spricht jedoch in beiden
Ebenen das Lot PT zu.
PN. — Die Punktpaare
C, C’ bilden eine Involu-
tion mit den Doppel-
punkten P und H.

9. Jetzt kénnen wir
auch zu einem beliebigen
Punkte 4 der Ebene S
die reziprok zugeordnete
Gerade g, konstruieren
(Fig. 5). Wir betrachten
A als Schnittpunkt der
Geraden P4 und UA und Pig- 8.
ermitteln zu beiden die entsprechenden Punkte in X. Trifft die Gerade
BA den Kreis 3 in 4,, so entspricht ihr in T der Schnittpunkt 4, von Z 4,
mit PR, und der Geraden UA, die den Kreis u in A, schneidet, ist
der unendlich ferne Punkt von B A4; zugeordnet. Demnach geht g,
durch 4, parallel zu P4,.

Um ferner zu einem
Punkte B der Ebene I die
Gerade gg zu bestimmen,
schneide man PB mit u in
B,, UB, mit BN in B,, ZB
mit 3 in B,; dann ist gg die
Parallele zu BB, durch B,
(Fig. 6).

10. Bedeutet O den Mit-
telpunkt des dem Dreieck
PBUZ eingeschriebenen Krei-
ses, 80 ist L ZOU = 90° + ¢
(Fig. 7). Drehen wir nun die
Ebene S um O, bis U mit
Z zusammenfillt, und bezeich-
nen mit A4, die neue  Lage
des Punktes A, so kommt
die Gerade U4, die mit g,

Fig. 7.
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den Winkel y bildet, nach Z4,, folglich ist g, | ZA,. Insbesondere
gelangt ON in die Lage ON, L PZ, und P fillt auf den Schnittpunkt
Bo von UZ mit ON,. Dann befinden sich die reziproken Systeme S,
und T in tnvolutorischer Lage, und zwar sind sie polar reziprok in bezug
auf den Kreis ¢ um Z, fiir welchen P und ON, — und ebenso P, und
ON — einander als Pol und Polare entsprechen.

Der Kreis ¢ geht durch die Schnittpunkte von DR, mit dem Kreis
iiber dem Durchmesser $Z; das Quadrat seines Radius ist gleich {?sin .
Beschreiben wir um U mit demselben Radius den Kreis %, so schneiden
sich « und ¢ auf PN und teilen dabei die Strecke PO harmonisch;
wir konnen also # und ¢ auch definieren als die Kreise um U und Z,
die den Kreis tiber dem Durchmesser PO rechtwinklig schneiden.

Wir gelangen somit zu einer sweiten Konstruktion der Geraden g,,
die dem Punkte 4 von S entspricht: Wir drehen die Ebene S um O,
bis U nach Z kommt, und konstruieren zur neuen Lage 4, von A die
Polare in bezug auf {. Oder: Wir ermitteln zu 4 die Polare in bezug
auf u und drehen dann die Ebene S wie vorhin um den Punkt . —
Um ferner zum Punkte B von I die entsprechende Gerade g, zu er-

halten, drehen wir die Ebene £ um ), bis Z mit U zusammenfillt,
und konstruieren zur neuen Lage von B die Polare in bezug auf w.
Beildufig sei noch erwidhnt, daB dem mit Z zusammenfallenden
Punkte der Ebene S in ¥ die Mittelsenkrechte von BZ zugeordnet ist.
Drehen wir némlich das Dreieck O UZ um O, bis U nach Z kommt,
so gelangt Z nach Z; auf der Geraden $Z; als Polare von Z; in bezug
auf § ergibt sich aber die Mittelsenkrechte von PZ; denn es ist

%E - Z,Z = % - 21sin g, also gleich dem Quadrat des Radius von &
11. Die soeben abgeleiteten Konstruktionen der Geraden g, liefern
sofort neue Losungen der Aufgabe, 2u einem Systempunkie A den
Kriimmungsmittelpunkt A seiner Bahnkurve zu bestimmen, wenn der
Pol B, der Winkel o, der Wendekreis w und der Riickkehrkreis ¢ und
damit auch die Punkte U und Z gegeben sind; denn A ergibt sich
unmittelbar als Schnittpunkt von g, mit der Bahnnormale n,, die zur
Geraden R, 4, parallel ist. Will man jedoch — bei Verwendung der
in Art. 9 mitgeteilien Konstruktion von g, — den Wendekreis iiber-
haupt nicht benutzen, so ziehe man durch den Schnittpunkt X, von
BX mit dem Kreise 3 die Gerade X, ¥, parallel zu PN bis 3; dann ist
L% AP = o, also n, | 4,%, (Fig. ).

Wir konnen jetzt aber auch umgekehrt zu. einem gegebenen Kriim-
mumgsmittelpunkt B die sugehiorigen Systempunkte B, B* konstruieren, indem
wir die bereits gefundene Gerade gg mit dem Kreise fg schneiden, der
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durch B geht und in B die Bahnnormale des mit B zusammenfallenden
Systempunktes beriihrt. Trifft 8B den Wendekreis in B, oder den
Riickkehrkreis in B,, und bedeutet R, den Schnittpunkt des Riickkehr-
kreises mit der Geraden PN, so ist jene Bahnnormale parallel zu N, B,
und zu N,B,. Wollen wir jedoch, wie in Fig. 6, die Kreise w und o
iiberhaupt nicht zeichnen, so ziehen wir durch den Schnittpunkt ),
der Polbahnnormale mit u die Gerade 9),9),; | BN bis u. Dann schneiden
sich die Parallelen durch P zu 9,B, und durch B zu 9,B; im
Mittelpunkte B,, von fj; denn es ist L 9B, =L PB,Y; = 90° — o.
12. Der Kriimmungsmittelpunkt B der Bahnkurve, die der Punkt B
in der Ebene S beschreibt, ist der Schnittpunkt ihrer Normale Ty mit
der Geraden §g, die dem Punkte B bei der umgekehrten Bewegung in
S reziprok entspricht. Nun sind nach Art. 2 die GroBen d&, di im
Fall der umgekehrten Bewegung zu ersetzen durch — d@, — di; zufolge
den Gleichungen (1), (11) und (12) tritt also an Stelle von w, g, ! bzw.
180°+ @, — g, — . Da ferner der Punkt B zum Systempunkt geworden
ist, so erhalten wir aus (17) und (18) die Gleichungen von fi; und §g,
wenn wir iiberdies £ mit £ und y mit 5 vertauschen und darauf z und
y als laufende Koordinaten betrachten. Dann verwandelt sich aber (17)
in die Gleichung der Normale der Bahnkurve, die der augenblicklich
mit B zusammenfallende Punkt von S in der Ebene ¥ beschreibt,
wihrend Gleichung (18) tiberhaupt keine Anderung erleidet; d. h. die
Gerade gg ist identisch mit der Geraden g, die bereits vorher dem
Kriimmungsmittelpunkt B in S zugeordnet war. Die reziproke Ver-
wandtschaft, die zwischen den Ebenen S und X bei der wrspriinglichen
Bewegung besteht, gilt also wunverindert fir die umgekelrte Bewegung.
13. In Fig. 6 ergibt sich der Kriimmungsmittelpunkt B als Schnitt-
punkt von g, mit der Tangente des Kreises f; in B. Nehmen wir jetzt
an, der Punkt B liege auf dem Riickkehrkreis ¢, so ist B unendlich
fern, also gg parallel zu jener Tangente. Nun schneidet aber gg den
Kreis fB in den Punkten B und B*, die B zum Kriimmungsmittelpunkt

haben; gegenwirtig ist also BB = B*B. D. h.: Der Riickkehrkreis ist
der Ort aller Kriimmungsmittelpunkte, denen je zwei Systempunkte mat
susammengfallenden Kriimmungskreisen entsprechen.

Aber nicht jedem Punkte von % ist in S ein reelles Punktpaar zu-
geordnet?); z. B. dem Pumkte Z entsprechen in S die imagindiren Kreis-
punkte J;, J; als Schnittpunkte der unendlich fernen Geraden g, mit
dem Kreise f. '

1) Niheres in Art. 35.
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9

Der Mittelpunkt Z, von f, ist die Spitze des gleichschenkligen
Dreiecks PZZ,, dessen Basiswinkel 90° — @ betrigt (Fig. 8). Ziehen
wir wieder die Gerade U || BN bis w, so ist L UPZ =L UPN+ L NPZ
=(gy—w)+(180°— 3) =180~ w, also LUPZ,=(180"—w)—(90°—a)
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= 90° die Gerade PZ,, steht daher senkrecht auf PU, und der Kreis tz
beriihrt PU in P.

Schneidet ferner die auf PN senkrechte Gerade BT den Riickkehr-
kreis in T, so ist L PZL,, = L EPT, = 90° — @, d. h. der Punkt Z,,
liegt auf ZT,,.

Dem Mittelpunkt ., des Riickkehrkreises entsprechen in S die Punkte
%, und Z,. Beweis: Nach der Bemerkung am Schluf des Art. 10 ist
dem Punkte Z, wenn er dem System S zugewiesen wird, die Mittel-
senkrechte von PZ, d. h. die Gerade M, Z,, reziprok zugeordnet. Dem
Punkte 9%, der Ebene X entspricht daher eine Gerade g, die durch
Z geht und mit ZIM,, — in demselben Sinne wie UP mit PN —
den Winkel y bildet, d. h. ZZ,. Ferner ist L Wtw%wéB =/ IV,SBSZRW.
== ®, und ebenso groB ist [ M ,Z,P als Hilfte des Winkels an der
Spitze des gleichschenkligen Dreiecks PZZ ; die Bahnnormalen der
Systempunkte ¥, und Z,, gehen also durch I,

Hiernach ist 3 der Kriimmungskreis der Bahnkurve von ¥, Soll
tiberhaupt einem Systempunkt 4(r, @) ein Kriimmungskreis entsprechen,
der durch P geht, so miissen die Dreiecke BAA und PIT,M, gleich-
sinnig #hnlich sein, es ist also nach der anfangs festgesetzten Vor-
zeichenregel der Kriimmungsradius

T =

2cos o
Durch Einsetzung dieses Wertes in Gleichung (13) ergibt sich
rsin(y + ) + lsing =0,
d. h. die Gleichung von . Der Riickkehrkreis ist also der Ort aller
Systempunlite, deren Kriimmungskreise durch den Pol gehen.)

14, Jedem Punkte des Wendekreises w entspricht in £ der un-
endlich ferne Punkt seiner Verbindungslinie mit 9,. Einem unendlich
fernen Punkte A, ist in X ein unendlich ferner Punkt A_ zugeordnet,
dessen Richtung mit der Richtung von A_ den Winkel y bildet, und
zwar in demselben Sinne wie ZB mit PN (Art. 8). Man erhilt also
die Richtung von A_, indem man den Schnittpunkt von U4_ und w
mit R, verbindet.

Dem Punkte A entspricht in S auBer A4_ noch der Schnittpunkt
von N, A, mit w.

16. Die zu Anfang abgeleiteten Formeln erstrecken sich nicht auf
die Kriimmung der Bahnkurve, die der Pol B als Systempunkt betrachtet
beschreibt, diese Kurve erfordert vielmehr eine besondere Untersuchung
unter Hinzunahme einer vierten Phase S”.?) Da fiir 2 =y =0 die

1) Grouard a. a. 0. 8. 124. 2) Vgl. Art, 42.



44 RemsorLp MULLER:

durch Gleichung (17) dargestellte Gerade n unbestimmt wird, so ent-
spricht dem Systempunkte B in X jeder Punkt der Geraden gy, d. h.
von PN, aber selbstverstindlich nicht als Kriimmungsmittelpunkt,
sondern nur als Mittelpunkt eines Kreises durch die zusammenfallenden
Lagen P und P’ und die folgende Lage P”. Wird aber § der Ebene
T zugewiesen, so ergibt sich in S als Schnitt von PN mit dem Null-
kreis f‘B nur wieder derselbe Punkt 9.

Jedem beliebigen Punkt A der Geraden PN ist in S einerseits der
Punkt % zugeordnet, doch immer nur in der eben erwihnten Bedeutung,
d. h. als Schnittpunkt einer durch P gehenden Geraden g, mit dem
zugehorigen Kreise fy. Aber dem Punkte R, der Ebene T entspricht
swetmal der Punkt . Dann fallt ndmlich f mit w und g mit PX
zusammen; denn es ist UN, # PZ, also ZN, # PU und folglich
L(ZR,, BE) = .

Nach Art. 8 ist dem Schnittpunkte § der Geraden PN mit dem
Kreise UBZ in T wohl wie in S die Gerade BT reziprok zugeordnet.
Legen wir durch B und § die Kreise k¥ und %, die bzw. X und P
beriihren, und verstehen unter §, und &, ihre Schnittpunkte mit PEI,
so ist LHH,P=LHOP=w; dem Punkte £ entspricht also in S
der Punkt §, und in X der Punkt $,.

16. Zu einem Kriimmungsmittelpunkte A(En) gehéren in S zwei
zusammenfallende Punkte 4 und 4%, wenn die Gerade ga den Kreis fp
beriihrt. Bilden wir die Bedingung dafiir, daB der Mittelpunkt des
Kreises fy :

(@ + y*)sinw — (Esino — ycos @)z — (Ecos @ + ysinw)y =0
“von der Geraden 8A ;
(Esingy —ncosy — Isinw)z + (Ecosy + nsiny — lcos @)y
+ l(Esinw — neosw) =0
eine Entfernung hat, deren Quadrat dem Quadrat des Radius gleich ist,
so folgt
{(§siny—mncosy—Isinw)(Esinw—7ncosw)+ (§cosy+nsiny—Ilcosw) -
- (Esinw —ncosw) + 2l sinw(§ sinw — 7 cosw) }

=(E+7"){(Esingy—ncosy—Isinw)®+ (Ecosy +ysiny —Ilcosw)?},

mithin

{(8+%%) cos(y — w) + 1 }*

(20) —(E+ ) {E+ 7+ 21k cos(y + @) + 2lysin(g + ) + 1} =0
oder
@ EFn)itG—o)

+21(8 + *){ —2Esinysinw + g sin(gy + o) } + Bp*=0
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als Gleichung einer Kurve vierter Ordnung 6, deren Punkten vereinigte

Paare entsprechen; wir nennen sie die Ubergangskurve der Ebene X.
Sie teilt X in zwei Gebiete X, und X, so daB zu jedem Punkte von X,
zwei reelle, zu jedem Punkte von X, zwei konjugiert imaginire Punkte
der Ebene S gehoren. Die Kriimmungsmittelpunkte aller Bahnstellen,
die von den Punkten der Ebene S momentan durchlaufen werden, er-
fillen also das Gebiet X,, das sie doppelt iiberdecken.')

17. Wird jedem. Systempunkte 4 der zu demselben Kriimmungs-
mittelpunkt A gehorende Systempunkt A* als entsprechend zugewiesen,
so entstehen zwe: nvolutorisch verwandte Systeme S und S*. Bezeichnen
wir die Koordinaten der Punkte 4, A* und A bzw. mit zy, 2*y* und
£En, so ist nach (15), (16) und (13)

— _ @+ y)(@cosy —ysing) sinw 4 lzy
Eiil) & @+ y?)sin(y — @) — Iy
(23) g s (* + y*) (x siny + y cosy) sinw -+ ly?

@ +y)sin@—o)—ly 7’
und wir erhalten 2* und y*, wenn wir in den Gleichungen (17) des
Kreises f, und (18) der Geraden g A & y durch 2% y* und § % durch
die eben gefundenen Werte ersetzen. Schreiben wir noch fiir 2* und y*
bzw. t + 2 und Y 4 g, so geht nach einfacher Rechnung die Gleichung
von fp iiber in
(@ +97) sin(z — 0) — Iy} (& + ¥7) sinoo
+{(2°+ y*)[#sin(y — @) —ycos(y — )] sino — Iy (z sinw +y cosw) } ¢
+{(@*+ y*) [z cos(y— @) + ysin(y — )] sine + 1y (z cosw — y sinw) } = 0,
und die Gleichung von g, lautet
{(@®+ 9>y sino —ly(z siny —y cosy)
—Il(#*+ y*) sinw sin(y — @) + Py sino ) ¢
—{(@*+y*)zsinw + ly(x cosy + ysiny)
—(2* +y*) coswsin (g — w) + Iy cosm } § =0,
Der Punkt 4* fillt mit 4 zusammen, wenn der Kreis f, die Ge-
rade g 5 Dberiihrt, wenn also die Faktoren von r und 1 in beiden

Gleichungen einander proportional sind. Daraus ergibt sich schlieBlich
als Ort der Punkte A, die mit ilwen sugeordneten Punkten A* zu-
sammenfallen, eine Kurve sechster Ordnumg s mit der Gleichung

(@*+ y*)*sin*o sin(y — o)
(24) —U*+y*)*{wsiny sin(y— )+ y[2sine — cosysin(g —w)] }sine
+ Py(2® 4 y*) (¢ siny — 3y cos ) sinew — I3y = 0.
1) Weiteres iiber die Kurve ¢ Art. 35.
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II. Die Verwandtschaft zwischen den Systempunkten und den
zugehorigen Kriimmungsmittelpunkten.

18. Die Gleichungen (17) und (18) und die daraus abgeleiteten
Konstruktionen definieren nach Art. 7 eine em-zweideutige Verwandt-
schaft zwischen den Ebenen S und X: Jedem Punkte von S entspricht
ein Punkt von X und jedem Punkte von I ein Punktepaar in S.

Eine Ausnahme machen aber auBer dem Punkte §§ (Art. 15) noch
die imagindren Kreispunkte J; und J;. Da niimlich , als System-
punkt betrachtet fest bleibt, so wird n unbestimmt, und es entspricht
ihm jeder Punkt von g = ZJ; (Art. 8). Rechnen wir J, jedoch zu I,
so zerfallt der zugehorige Kreis f in B, und die unendlich ferne Ge-
rade, dann entspricht also J; sich selbst als einziger Schnittpunkt von
f mit g = US,. Daraus folgt: Jedem der Punkte B, J,, J; der Ebene S
ist in X nicht wieder ein Punkt, sondern eine Gerade zugeordnet, nim-
lich dem Punkte P die Gerade PN und jedem der imagindren Kreis-
punlkte seine Verbindungslinie mit Z. Werden diese Ausnahmepunkte aber
der Ebene T sugewiesen, so entspricht jedem von ihnen kein anderer Punkt
aufer thm selbst.

Jeder Punkt der imagindren Geraden PBJ, und PJ; entspricht
zu S gerechnet sich selbst, weil die zugehorige Gerade g durch ihn
hindurchgeht. Rechnen wir ihn jedoch zu X, so ist ihm in S noch
ein zweiter Punkt zugeordnet.

19. Die Geraden der Ebene S. Sei d eine Gerade von S, von der
wir zundchst voraussetzen, daf sie nicht durch P gehi. Dann gibt es
in ¥ einen Punkt A, dessen reziprok zugeordnete Gerade g, mit d zu-
sammenfillt; ihm entspricht auf d ein reelles oder konjugiert imagi-
néres Punktepaar D, D*. Konstruiert man zu den Punkten 4, B...
von d die entsprechenden Kriimmungsmittelpunkte A, B ... mittels der
Normalen 1,, 1, ... und der Geraden g,, g,..., 80 bilden diese ein

Strahlenbiischel um A, jene das dazu projektive Tangentenbiischel einer
Parabel; beide erzeugen also als Ort der Punkte A, B... eine Kurve
dritter Ordnung 6 mit dem Doppelpunkt A, und zwar ist A ein Knoten-
punkt oder ein isolierter Punkt der Kurve, je nachdem er sich im Ge-
biet X, oder I, befindet. Den sechs Schnittpunkten von d mit der
Kurve s (Art. 17) entsprechen sechs Beriihrungspunkte von & mit der
Ubergangskurve o.

Liegt aber A auf 6, gehort also d eu den Geraden, die den
Punlten von 6 reziprok zugeordnmet sind, so hat die Kurve 8 in A einen
Riickkehrpunkt. Dann entspricht jeder Geraden von S, die den zu-
gehorigen Punkt D der Kurve s enthidlt, eine Kurve dritter Ordnung



Momentanbewegung eines ebenen #hnlich-veréinderlichen Systems. 47

die 6 in A beriihrt, mit einem Doppelpunkt auf der durch A gehenden
Geraden g,. Fiir die Kurve o fallt dieser Doppelpunkt mit A zu-
sammen und wird, wie bereits erwihnt, zum Riickkehrpunkt, mithin
ist g, die sugehorige Tamgente.

20. Geht d durch den Pumkt P, so entspricht diesem allein bereits
die Gerade PN, die Kurve o verwandelt sich also in eine Hyperbel,
deren unendlich ferne Punkte dem Schnittpunkt F' von d mit w und
dem unendlich fernen Punkte von d entsprechen (Fig. 9). Jetzt sind

Fig. 9.

die Bahnnormalen n,, n,... der Punkte 4, B... von d parallel zu
N,F, und der vorher mit A bezeichnete Punkt liegt auf PN. Ziehen
wir wie friher UU | BN bis w, so ist [ UFP = g, mithin ZA | UF
(Art. 8). Bedeutet ferner A, den Schnittpunkt von w mit UA, so ist
auch [ N, A, U= y; die Gerade g, geht demnach durch A parallel zu
N,4,. — Die Gerade RN, F ist die Bahnnormale von F, folglich eine
Asymptote von 0. Unter den durch A gehenden Strahlen g, g, ..
gehort AZ zum unendlich fernen Punkte von d, ist also parallel zur
zweiten Asymptote.

Die Hyperbel d beriihrt die Gerade d in 9; denn jedem andern
Punkte von d entspricht ein Kriimmungsmittelpunkt, der auBerhalb d
liegt. Machen wir daher auf d die Strecke BE = F'B, so geht die
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zweite Asymptote durch E, und da sie zu F'I parallel ist, so schneidet
sie PU in einem festen Punkte B, der sich ergibt, wenn wir UP um
sich selbst iiber § hinaus verlingern.

Von den Asymptoten aller Hyperbeln, die den Strahlen des
Biischels um P in der Ebene I entsprechen, geht also immer die eine
durch MN,, die andere durch B, und da beide den konstanten Winkel
7 — o bilden, so schneiden sie sich auf dem Kreise durch P, %, und B.
Die Hyperbeln sind also einander #hnlich und haben den Punkt P
entsprechend gemein, demnach liegen auch ihre Scheitel und ihre
Brennpunkte auf Kreisen durch .

Die Hyperbel, die der Geraden BX entspricht, zerfillt in die Ge-
raden PN und PU. Der Polbahntangente PX entspricht also in T die
Gerade PU — und auBerdem, fiir den Punkt $, die doppelt zihlende
Gerade PN.

21. Die Geraden der Ebene ¥. Wir bezeichnen mit & irgendeine,
nicht durch 9§ gehende Gerade von ¥, mit E den ihr in S reziprok
zugeordneten Punkt. Konstruieren wir zu den Punkten A, B... von ¢
die entsprechenden Paare 4 4*, BB* ... mittels der Geraden g A Og - - -

und der Kreise fA’ fB ..., 8o bilden g,, g5 ... ein Strahlenbiischel

um E und die Kreismittelpunkte A, B,,... eine zu A, B... dhnliche
Punktreihe, die Kreise fA, fg ... also ein Biischel, dessen einer Grund-

punkt 9P ist. Beide Biischel sind projektiv und erzeugen demnach als
Ort der Punkte 4A4*, BB*... eine zirkulare Kurve dritter Ordnung e,
die durch F und P geht, und zwar entsprechen die imaginiren Kreis-
punkte ¥ und J; und der Punkt P der Kurve e bzw. den Schnitt-
punkten von ¢ mit den Geraden ZJ,, Z3J, und PN. Dem unendlich
fernen Punkt von & ist in S einerseits ein Punkt auf dem Wende-
kreis w zugeordnet. Da nun w mit e im iibrigen nur noch die Punkte
B, J; und J; gemein haben kann, so muB entweder 9 fiir drei, oder
jeder der imaginiren Kreispunkte fiir zwei Schnittpunkte zihlen. Das
letzte ist aber unmdoglich; denn lassen wir & mit der Geraden PU zu-
sammenfallen, so entspricht ihr nach dem Vorigen in S einerseits die
Gerade PX, die mit w den Punkt P bereits doppelt zihlend gemein
hat, wiahrend dem unendlich fernen Punkt von U auBer dem unend-
lich fernen von PX auch noch ein Punkt von w — auf der Parallelen
durch N, zu PU — zugeordnet ist. Die Kurve e hat daher in P drei
susammenfallende Punkte mit dem Wendekreise gemein, dieser oskuliert
also im allgemeinen die Kurve im Punkte .

 Bezeichnen wir mit &’ eine Gerade, die den Punkt Z enthilt, so
entsprechen diesem als Schnitt der unendlich fernen Geraden g, mit



Momentanbewegung eines ebenen #hnlich-verinderlichen Systems. 49

dem Kreise f, die Punkte 3, und J,; die zugehdrige Kurve ¢’ beriihrt
also in den imagindren Kreispunkten den Kreis f; und folglich auch
die Geraden Z,J, und Z,J; Ist nun & eine beliebige, nicht durch Z
gehende Gerade, so haben die Kurven ¢ und ¢’ nur die Punkte B, J;, s,
sowie das dem Schnittpunkt von & und &’ zugeordnete Paar mit-
einander gemein; dabei zéhlt B fiir drei, aber jedenfalls auch nicht
mehr Schnittpunkte, wie man sofort erkennt, wenn man &’ durch die
unendlich ferne Gerade ersetzt. Die Kurven e und e’ beriihren sich
also in J, und J,, d. h. der Punkt Z, ist das gemeinschaftliche Fokal-
zentrum aller Kurven dritter Ordnung, die den Geraden von X ent-
sprechen.

22. Schneidet die Gerade & die Ubergangskurve ¢ in A, so beriihrt
die Kurve ¢ die Gerade g, im entsprechenden Punkte D der Kurve s.
Der Geraden g A der Ebene S entspricht in ¥ eine Kurve dritter Ord-

nung d, die A zum Riickkehrpunkt hat mit der Tangente g, (Art. 19
SchluB). Von A abgesehen hat ¢ mit 0 noch einen Punkt A gemein,
und diesem entspricht in S der Schnittpunkt 4 der Kurve e mit ihrer
Tangente §,. Ersetzen wir nun die beliebige Gerade & durch g,, so

fallt A mit A, also fiir die entsprechende Kurve in S der Punkt 4
mit D zusammen. Jeder Geraden g, von X, die einem Punkte D der
Kurve s reziprok zugeordnet ist, entspricht demmach in S eine Kurve, die
in D einen Wendepunkt hat mit g, als Wendetangente.

Dem Strahlenbiischel um A entspricht ein ihm projektives Biischel
von Kurven dritter Ordnung, die in D die Gerade g a Derithren. Die

Kriimmungsmittelpunkte dieser Kurven im Punkte D bilden daher eine
Punktreihe, die dem Strahlenbiischel projektiv ist. — Eine Ausnahme
macht jedoch die Tangente v der Kurve ¢ in A. Ist nimlich & eine
beliebige durch A gehende Gerade, so entspricht von den beiden Punkten,
die auf & dem Punkte A beiderseits benachbart sind, dem einen in S
ein reelles, dem andern ein imagindres Punktpaar, dagegen sind fiir die
Gerade v — wenn nicht A ein Wendepunkt von ¢ ist — die betreffenden
Paare gleichzeitig reell oder imaginir. Der Tangente T von 6 entspricht
also m S eime Kurve dritter Ordnung ¢, die in D einen Doppelpunkt
hat, ohme g, 2u beriihren. Ist aber A ein Wendepunkt von @, so hat
die Kurve ¢ in D einen Riickkehrpunkt und beriihrt an dieser Stelle
die Kurve s. ‘

Aus Art. 21 folgt weiter:

a) Allen durch Z gehenden Geraden entsprechen in S Kurven
dritter Ordnung, die in § und in jedem der imaginidren Kreispunkte

drei zusammenfallende Punkte miteinander gemein haben.
Jahresbericht d. Deutschen Mathem.-Vereinigung. XIX. 1. Abt. Heft 2. 4
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b) Den durch den Mittelpunkt 3%, des Riickkehrkreises gehenden
Geraden entspricht in S ein Biischel von Fokalkurven dritter Ordnung
— denn dem Punkte 9, ist nach Art. 13 einerseits der Punkt Z,
zugeordnet; wir erhalten also zirkulare Kurven dritter Ordnung, die
durch ihr Fokalzentrum gehen.

¢) Der Geraden PO entspricht in S einerseits die Gerade PX,
andererseits der Kreis ¥7. Zu einem Punkte A von BU gehdren als
A und 4* die Schnittpunkte von BX mit der Parallelen durch A zu
PN und von ¥, mit der Geraden AZ.

23. Gelt die Gerade & durch B, so hat die entsprechende Kurve e
in P einen Doppelpunkt mit den Tangenten & und PX. Da nimlich
der mit & zusammenfallenden Geraden der Ebene S eine Hyperbel ent-
spricht, die & in § beriihrt, so miissen sich auch ¢ und ¢ in demselben
Punkte beriihren. Der Wendekreis schneidet ferner die Kurve e in
dem Punkte, der dem unendlich fernen von & zugeordnet ist, hat also
mit ihr in B drei zusammenfallende Punkte gemein, d. h. er beriithrt
sie an dieser Stelle, ohne sie zu oskulieren — wenn nicht etwa & mit
PN zusammenfillt. Denn dem unendlich fernen Punkte von PN ist
auf w der Punkt B zugeordnet; der Geraden RPN entspricht also in S
eine zirkulare Kurve dritter Ordnung, die in threm Doppelpunkt B einer-
seits von PN beriihrt, andererseits von w oskuliert wird.

Die der Geraden PBX zugeordnete Kurve hat in 9§ einen Riickkehr-
punkt mit der Tangente PX, und der Geraden $BY) entspricht eine
Fokalkurve mit einem Doppelpunkt in P und den Tangenten P9
und PX.1)

Definieren wir die Gerade & durch die (leichung

£cos 0 + 7sinf =0,

bezeichnen also mit 6 den Winkel, den die Normale zm ¢ mit PX
bildet, so erhalten wir aus den Gleichungen (22) und (23) als Gleichung
der Kurve e '

(#® + y*){zcos (y — 0) — ysin(y — )} sinw + ly(x cos 6 4 ysin ) = 0.

Dann sind, wie man leicht erkennt,

lcos @ .
2+ — e (@080 +ysing) =0
und
xa+y2+*_lﬂ_y=0 .

sin @ cos (y — 6)

die Gleichungen der Kriimmungskreise von e, die in P bzw. die Ge-

1) Vgl. Art. 22,b.
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raden & und PX berithren. Werden ihre Mittelpunkte mit € und €
bezeichnet, so folgt

y lcos 6
(25) ﬂS@ T 2singsinw
und Leos6
’ cos
(26) $C = T 2snwecos(y—0)
Nun ist nach Art. 13 !
$Z, = 2 sin @

9

Fig. 10.

und [ ¥PZ,, = 90° — 3. Ziehen wir daher in Fig. 10 die Gerade Z, ¥
parallel zu BU bis PX, so wird
’ 4
PE s

folglich ist € der FuBpunkt des Lotes von P auf die durch X’ zu &
gezogene Parallele. Fiir jede durch P gehende Gerade ¢ liegt also der
Kriimmungspunkt € der entsprechenden Kurve ¢ auf dem durch B und
Z,, geleglen Kreise e, der BY in P beriihrt.
o Nach Gleichung (26) erhalten wir ferner den Kriimmungsmittelpunkt

€, indem wir aus dem Schnittpunkt von Z, %X’ mit ¢ ein Lot auf 9
4.
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fallen. — Ersetzen wir die Gerade & durch PN, so fillt €' mit dem
Mittelpunkt I, des Wendekreises zusammen; die Gerade Z,X’ geht
folglich durch den Schnittpunkt von PN mit der Parallelen durch M,
zu PX. ‘

24, Den Geraden &, die in der Ebene ¥ durch denselben Punkt
von PN, aber nicht durch P gehen, entspricht in S ein Biischel von
Kurven e, die in ‘B vier aufeinanderfolgende Punkte miteinander gemein
haben; ihre Evoluten oskulieren also einander im Punkte I, Das
gilt jedoch nicht von der Kurve, die der Geraden PN entspricht; denn
diese hat in ihrem Doppelpunkte $ mit den iibrigen Kurven des
Biischels zwar vier zusammenfallende, aber nur drei aufeinanderfolgende
Punkte gemein. — Ziehen wir die Geraden & durch den Schnittpunkt N,
von PN mit w, so zdhlt P fiir finf gemeinsame Punkte der ent-
sprechenden Kurven e; die zugehérigen Evoluten haben daher in I,
eine vierpunktige Beriihrung und oskulieren dabei die Evolute der
Kurve, die der Geraden BN zugeordnet ist. — Den Parallelen zu PN
entspricht in S ein Biischel von Kurven dritter Ordnung, die in P mit
dem Wendekreis vier aufeinanderfolgende Punkte gemein haben.

25. Die Kurven der Ebene S. Wir bezeichnen mit a eine Kurve
nter Ordnung von S, die weder die imaginéiren Kreispunkte, noch den
Punkt P enthdlt, mit « die entsprechende Kurve von X. Ziehen wir
in ¥ irgendeine Gerade &, so wird die zugeordnete Kurve e von a in
3n Punkten geschnitten, und diesen entsprechen auf & ebensoviele
Punkte von «. Die Kurve o ist also von der Ordnung 3n.

Geht aber a durch B, so entspricht diesem Punkte allein bereits
die Gerade PN. Dann hat die Kurve a mit jeder Kurve e, die einer
beliebigen Geraden & zugeordnet ist, in  entweder einen Punkt oder
zwei oder drei zusammenfallende Punkte gemein, je nachdem sie den
Wendekreis schneidet oder beriihrt oder oskuliert. Dabei entspricht dem
Punkte P von e der jeweilige Schnittpunkt von & mit PN, also im
allgemeinen kein Schnittpunkt von « mit &; die Kurve « trifft folglich
jede Gerade & bzw. nur in 3% — 1, 3n — 2 oder 3n — 3 Punkten. Jeder
Durchgang der Kurve a durch B vermindert also die Ordnung der ent-
sprechenden Kurve o wm eins, zwei oder drei, je nmachdem a mit dem
Wendekreis in B einen Pumkt oder zwei oder drei zusammenfallende
Punkte gemein hat. Eine weitere Verminderung jemer Ordnungszahl
vermag der einmalige Durchgang durch B aber nicht zu bewirken, weil
a nicht zugleich alle Kurven ¢ mehr als dreipunktig beriihren kann.

26. Geht nun die Kurve a durch P, ohne w zu oskulieren, so
beriihrt sie an dieser Stelle diejenige Kurve e, die der Tangente von .
a'im Punkte P entspricht, und schneidet sie auBerdem, da ¢ in ‘B einen
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Doppelpunkt hat, noch in 3» — 3 Punkten. Die Kurve 3% — 1ter Ord-
nung « trifft jene Tangente in den zugeordneten Punkten und beriihrt
sie demnach iiberdies in B. Wenn also die Kurve a in P den Wende-
kreis schneidet, so wird sie von der entsprechenden Kurve o in demselben
Punkte beriihrt.

Wir untersuchen noch die Beziehung zwischen den Kriimmungs-
mittelpunkten € und €, der Kurven a und « im Punkte B. Zu dem
Zwecke bestimmen wir fiir den zugehdrigen Kriimmungskreis ¢ der
Kurve a die entsprechende Kurve y in ¥; ihr Kriimmungsmittelpunkt
an der Stelle P ist der gesuchte Punkt €,. Bezeichnen wir mit 4
einen beliebigen Punkt von ¢ und setzen [ APX = ¢, PE =R und
LEPX =0, so ist PA = 2R cos (0 — @), mithin sind die rechtwinkligen
Koordinaten von 4 2 = 2% cos (6 — @) cosp, y = 2R cos (6 — @) sin @.
Wir erhalten demnach aus (17) und (18) fiir den entsprechenden Punkt
A die Gleichungen

(Ecos® + nsinw — 2R sin @ sin 0) sin @
+ (Esinw —ncosw — 2R sinw cosf) cosp = 0
und

2R cos (0 — @) {Esin(y + @) — neos (g + @) + Isin(p — @)}
+ l(Esinw — neosw) = 0.
Aus beiden folgt durch Elimination von ¢ als Gleichung der Kurve y
2R {Ecos (0 + @) + sin(0 + @)} -
(27) [+ 9Y)sin(y — @) + 2Rsinw{Ecos (0 + x) + nsin (0 + )} ]
+HE+n*—2%R (Ecos§+sinb) | (Esino—ncoso—2R'cos fsin @) =0,
oder in Polarkoordinaten, wenn & = gcosp, 7 — @sing gesetzt wird,
2Rocos (0 + w — ¢){osin(y — o) + 2Rsinwcos (0 + 3 — ¢)}
(28) +1l{e—2%Rcos (6 — )} {osin(w — ¢) —2Rcosfsinw} = 0.
Um den Kriimmungsmittelpunkt €, der Kurve y im Punkte B zu
ermitteln, suchen wir ihre Schnittpunkte mit einem sie in 3 beriih-
renden Kreise von vorliufig noch unbestimmtem Radius R,, setzen also
in (28)
(29) 0=2R,cos(0 — ¢)
und erhalten fiir ¢ die Gleichung
cos (0 — @)[2R R, cos (6 + o — @) { R, cos (8 — @) + Rsinwcos(0+ 1 — )}
+ IR, — R){R, cos (6 — ) sin (0 — ) — Rcos Osinw}] = 0.

Nun ist cos (0 —¢) =0 fiir ¢ =90° + 0, also fiir die Tangente von
¢ und y in P. Die eckige Klammer verschwindet fiir zwei Werte von
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@, und soll der Kreis (29) die Kurve p oskulieren, so muB sich unter
ihnen der Wert ¢ = 90° + 6 befinden. Daraus ergibt sich fiir den
Radius R, die Bedingung

2R R, sinwsiny — I(R, — R)cos§ =0

oder
(30) (% — %) cos 0 =2 Blnzzsm—m~ .
1
Nach Art. 23 ist aber - der Durchmesser des Kreises e, der

2 sin g 8in ®
durch Z, geht und PBY in P beriihrt. Die Krimmungsmittelpunkte €
und §, stehen also in derselben Beziechung wie ein Paar entsprechender
Kriimmungsmitielpunkte, wenn S ein starres System und wenn P der
Pol und e der Wendekreis wdre. Dies stimmt iiberein mit dem in
Art. 23 gefundenen Satze, wonach fiir die Kurve ¢, die einer durch B
gehenden Geraden ¢ entspricht, der Kriimmungsmittelpunkt € sich auf
dem Kreise ¢ befindet.
Zufolge den Gleichungen (1), (11) und (12) ist

2singsine  2d1

l ~ ds

also gleich Null fiir starre Systeme. Dann wird nach Gleichung (30)
R, =R, d h. der Punkt €, fallt mit € zusammen. Im Falle eines
starren Systems entspricht also jeder durch den Pol gehenden, den
Wendekreis nicht beriihrenden Kurve a eine Kurve e, die jene in P
oskuliert.?)

27, Berithrt die Kurve a in 9 den Wendekreis, ohne ihn zu os-
kulieren, so oskuliert sie an dieser Stelle eine der Kurven, die den
durch P gehenden Geraden der Ebene X entsprechen, hat also mit ihr
auBerdem noch 3%—4 Punkte gemein, denen ebenso viele von P ver-
schiedene Schnittpunkte von ¢ mit der zugehérigen Geraden zugeordnet
sind. Nun ist ¢ von der Ordnung 3n—2, beriihrt also jene Gerade
tiberdies noch in . Wenn demnach die Kurve a den Wendekreis in P
beriihrt, aber wicht oskuliert, so geht die entsprechende Kurve e durch %,
ohme im allgemeinen a zu beriihren. Das letzte ist nur der Fall, wenn
a in P den Kriimmungsradius Null hat; dann oskuliert nimlich a die

1) Dies ergibt sich auch unmittelbar in folgender Weise: Ist S ein starres
System, so entspricht dem zweiten Schnittpunkt des Krimmungskreises ¢ mit der
Polbahntagente BX in £ der Punkt P; die zirkulare Kurve dritter Ordnung y hat
also in P einen Doppelpunkt und beriihrt in ihm ¢ und PX. Die Kurven ¢ und y
haben jedoch auBer P und den imaginiren Kreispunkten iiberhaupt keinen Punkt
gemein, weil jedem Punkt von ¢ ein von ihm verschiedener Punkt des betreffenden
Polstrahls entspricht; sie oskulieren sich also in . Vgl. Art. 81.
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Kurve, die der Geraden X von X entspricht. — Hat a in P einen
Wendepunkt mit der Tangente X, so beriihrt ¢ in P die Gerade P11

Nehmen wir endlich an, der Wendekreis oskuliere die Kurve a in B,
und verstehen unter & eine beliebige durch P gehende Gerade, nur
nicht PN, so zihlt P fiir drei Schnittpunkte der zugeordneten Kurve e
mit a; beide Kurven treffen sich also auBerdem noch in 3%n—3 Punkten.
Diesen entsprechen 3n—3 von B verschiedene Schnittpunkte der Ge-
raden ¢ mit der Kurve 3n—3ter Ordnung e, d. h. « geht nicht durch
B. — TUnter den oo® Kurven dritter Ordnung, die den Geraden der
Ebene X entsprechen, gibt es jetzt ein Biischel von Kurven, die a in
¥ vierpunktig beriihren; die ihnen zugeordneten Geraden von X gehen
durch einen bestimmten Punkt A der Geraden PR (Art. 24). Dann
entspricht dem Punkt P von a auf « der Punkt A, und « beriihrt in
A die Gerade, deren entsprechende Kurve in P fiinf zusammenfallende
Punkte mit @ gemein hat. — Hat insbesondere a eine vierpunktige Be-
rithrung mit dem vom Wendekreis oskulierten Teil der Kurve, die der
Geraden PN der Ebene X entspricht, und folglich mit allen Kurven
des Biischels, das in S den durch R, gehenden Geraden zugeordnet ist,
so beriihrt ¢ in N, die Gerade PN, weil die entsprechende Kurve in P
fiinf zusammenfallende Punkte mit @ gemein hat. Nur wenn a eine
der iibrigen, und folglich alle iibrigen Kurven jenes Biischels in P
fiinfpunktig beriihrt, trifft ¢ jede durch M, gehende Gerade an dieser
Stelle in zwei zusammenfallenden Punkten. Dann hat « in 9, einen
Riickkehrpunkt und beriihrt in ihm die Gerade, deren zugeordnete
Kurve von a sechspunktig beriihrt wird.

28. Geht die Kurve @ durch einen der imaginiren Kreispunkte,
etwa J,, so zerfillt die entsprechende Kurve in die Gerade Z3, und
einen Rest «. Dann hat die Kurve a mit allen Kurven dritter Ord-
nung e, die den Geraden ¢ von X entsprechen, in J; entweder einen
oder zwei zusammenfallende Punkte gemein, je nachdem sie von der
Geraden Z 3, an dieser Stelle geschnitten oder beriihrt wird, und wir
schlieBen genau wie in Art. 25: Jeder Durchgang der Kurve a durch
eimen der imaginidren Kreispunkte vermindert die Ordnmumg der ent-
sprechenden Kurve wm eins; die gleicheeitige Beriihrung seiner Verbin-
dungslinie mit Z,, bewirkt eine weitere Verminderung der Ordwungszahl
um eins.

Die Kurve a schneidet, vom Punkte ), abgesehen, die unendlich
ferne Gerade noch in #—1, den Wendekreis in 2% — 1 Punkten, und
diesen entsprechen im ganzen 37— 2 unendlich ferne Punkte von e.
Ist demnach « von der Ordnung 3n—1, so enthiilt sie auBerdem noch
den Punkt J,. Die -Kurve o geht also durch I, oder nicht durch 3,
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je machdem die Kurve a an dieser Stelle mit der Geraden Z,3, einen
oder zwei zusammenfallende Punkte gemein hat.

Nach Art. 13 ist dem Punkte Z, der Ebene S in X der Mittel-
punkt I, des Riickkehrkreises zugeordnet. Den Geraden Z,3; und
Z,3, entsprechen also in X zwei imagindre durch M, gehende Geraden
v, und t; — namlich die Verbindungslinien von M, mit den zu-
geordneten der Punkte, in denen der Wendekreis jene Geraden zum
zweiten Male schneidet.

Bezeichnen wir mit §, den unendlich fernen Punkt der Geraden
z 4 iy = 0, so lautet die Gleichung von Z,J,

Isiny -l-'i(f/ + lcosx) -0

2 sinw 2 sine

Eliminieren wir 2 und y zwischen dieser Gleichung und den Gleichungen
(17) und (18), so erhalten wir als. Gleichung der Geraden ¢,

(81) 2{2sinysinw — ¢sin(y —w)}& — 2ysin(y + @) — 1 =0,
wofiir wir auch schreiben konnen
4siny(Esinw — n cosw) — {24(§ + in)sin(y — @) + 1} = 0;

die Gerade ¢, geht also durch den Schnittpunkt von PN mit M, J,.

%9. Sei a eine reelle Kurve, die durch J, und folglich auch
durch J; geht, jedoch ohne die Geraden Z,J, und Z,J; zu beriihren.
Dann enthélt die entsprechende Kurve o gleichfalls die Punkte J,;
und J;, und es fragt sich, ob sie in ihnen die Kurve a beriihrt oder
schneidet.

Jedenfalls entspricht dem Punkte von a, der zu , unendlich be-
nachbart ist, in X der dem Punkte J; unendlich benachbarte Punkt
von «; bezeichnet also b irgendeine Kurve von S, die ¢ in den imagi-
niren Kreispunkten beriihrt, so steht die entsprechende Kurve f zu «
in derselben Beziehung. Sind daher § und ' die Fokalzentren zweier
einander zugeordneten Kurven @ und «, so entsprechen allen Kurven
von S, die § zum Fokalzentrum haben, in £ Kurven mit dem Fokal-
zentrum §’'. Zwei in dieser Weise einander zugeordnete Punkte der
Ebenen S und ¥ mogen ein Paar entsprechender Fokalzentra heiflen.

Um die Beziehung zwischen den Punkten der Ebene S und den
ihnen in diesem Sinne entsprechenden Punkten von ¥ zu untersuchen,
diirfen wir jene als die Mittelpunkte von Kreisen betrachten, die wir
iiberdies durch 8 gehen lassen. Sind R, 6 die Polarkoordinaten eines
_Punktes {§ von S, so entspricht dem durch 9P gehenden Kreise ¢, der
$ zum Mittelpunkt hat, nach Art. 26 eine Kurve dritter Ordnung »
mit der Gleichung (27). Die Koordinaten R’, 6" ihres Fokalzentrums '
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werden gefunden, indem wir die Bedingung bilden, unter der die Ge-
rade {3, oder

£ — R cost’ + i(n — R'sind’) =0
die Kurve y im Punkte &, berithrt. Wir setzen also in (27) n=14(§ —R'€*?);
dadurch entsteht eine Gleichung zweiten Grades in &, und zwar lautet
der Faktor von &2

4Re@+o) (R'e0 sin(y — @) + Rsinwe @t} — 24l (R’ — Re'®).
Er verschwindet, wenn - ‘

R'e® [2Re?sin(y — w) — i1} + Re®{2ReC+Dsinw + il} =0
ist. Setzen wir noch Re'® =3, R'e¢® =3, so erhalten wir zur Be-
stimmung des Fokalzentrums ' die Gleichung

_ 3(23¢ ”smm—i—zl)
(32) ¥ == g —mil
Wird also jedem Punkt der Ebene S das entsprechende Fokalgentrum
n I zugeordnet, so ergibt sich eine konforme Abbildung der Ebene S
auf die Ebene X.
Soll in Gleichung (32) 3" = 3 sein, so folgt

3¥singef? = 0.

Der Punkt P ist demnach der einzige Punkt der Ebene S, der mit
seinem entsprechenden Fokalzentrum zusammenfillt. Hieraus ergibt
sich als Ergéinzung des zweiten Satzes in Art. 28: Jeder zirkularen
Kurve von S, die weder B noch Z, zum Fokalzentrum hat, entspricht
i X eine sirkulare Kurve, die jene in den imagindren Kreispunkten durch-
schneidet. Hat jedoch die erste Kurve den Punkt B zum Fokalzentrum,
so beriihren sich beide Kurven in den imaginiren Kreispunkten. Der
letzte Satz folgt iibrigens auch sofort aus dem SchluB des Art. 18;
denn wenn die Kurve a die Geraden PJ, und BT, in J, und J, be-
rithrt, so entsprechen auch die beiden Punkte von a, die den Punkten
J; und J; unendlich benachbart sind, sich selbst.

Fihren wir in Gleichung (32) an Stelle von [, 7, @ die anfangs
benutzten unendlich kleinen GroBen ein, so geht sie iiber in

‘o 23*(do 4 id1) + 13ds
8 23(@0 —dwo)—ids

Ist das System starr, also dA = dw = 0, so wird

T ‘8d8
d 23d9—ids
oder

1 1
¥ a_+_
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die Beziehung zwischen den beiden Systemen entsprechender Fokal-
zentra verwandelt sich also in eine Kreisverwandtschaft.')

30. Die Kurven der Ebene X. Ist B eine Kurve vter Ordnung
in X, b die ihr in S entsprechende Kurve, d eine beliebige Gerade
von S und § die zugehdrige Kurve dritter Ordnung von X, so sind
den 3» Schnittpunkten von 3 und & in S ebenso viele Schnittpunkte
von b und d zugeordnet, d. h. b ist von der Ordnung 3v.

Geht die Kurve 8 weder durch P, noch durch die imagindren
Kreispunkte, so entsprechen ihren » Schnittpunkten mit den Geraden
PN, ZJ,, Z3J, einerseits vmal bzw. die Punkte P, J;, J,. Den
v Schnittpunkten von § mit jeder der Geraden ¢, ¢, sind in S » von
J; und J, verschiedene Schnittpunkte der Kurve b mit den Geraden
2,3, 2,3y zugeordnet; jeder der imagindren Kreispunkte zihlt also .
fiir 2v Schnittpunkte von b bzw. mit Z,J, und Z,3J;, d. h. b beriihrt
m jedem der imagindiren Kreispunkte vmal seine Verbindumgslinie mit
dem Punkte Z,. — Den v unendlich fernen Punkten von § entsprechen
einerseits v von *B,, J;, J; verschiedene Schnittpunkte des Wende-
kreises mit b, da aber w und b im ganzen 6v Punkte miteinander ge-
mein haben miissen, so folgt, daf der Wendekreis die Kurve b vmal in
B oskuliert.

Geht aber 8 einmal durch P, so hat b in P einen » 4 1fachen
Punkt und berithrt an dieser Stelle »mal die Gerade PX und einmal
die Kurve B, hat aber mit dem Wendekreis wieder nicht mehr als 3»
zusammenfallende Punkte gemein; nur wenn § den unendlich fernen
Punkt von PN enthilt, zéhlt P fiir 3» + 1 Schnittpunkte von b mit w.
Ist endlich B eine zirkulare Kurve, so sind J; und J, v + 1fache Punkte
von b, doch zihlt z. B. §; nur fir 2» Schnittpunkte von b mit der Ge-
raden Z,3;, — wenn nicht 8 den Schnittpunkt von ¢; mit der Geraden
Z3, enthilt. ,

31. Aus allen diesen Darlegungen folgt: Zwischen den Pumkten der
bewegten Ebene S und den entsprechenden Kriimmungsmittelpunkten in
der festen Ebene T besteht eine eim-zweideutige Verwanmdtschaft dritten
Grades.

Bei starren Systemen ist die Verwandtschaft zwischen den in der-
selben Weise einander entsprechenden Punkten bekanntlich ein-eindeutig
vom zweiten Grade. Einer Geraden des einen Systems entspricht im
anderen ein Kegelschnitt, der den Wendekreis in B oskuliert. Der
einzige Ausnahmepunkt ist der Pol P; ihm ist in beiden Systemen

1) B. Miiller, Uber die Momentanbewegung eines starren ebenen Systems,
Zeitachrift fir Math. u. Phys. 1906, Bd. 54, 8. 100.
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jeder Punkt von PX zugeordnet. Jeder der imaginiren Kreispunkte
und jeder Punkt seiner Verbindungslinie mit § entspricht sich selbst.
Darum vermindert nur der Durchgang einer Kurve durch P die Ord-
nung der zugeordneten Kurve: Geht eine Kurve nter Ordnung @ durch
B, ohne den Wendekreis w zu beriihren, so ist die entsprechende Kurve
e« von der Ordnung 2% — 1 und oskuliert @ in . Beriihrt aber a den
Wendekreis in P, so ist ¢ eine Kurve 2n — 2ter Ordnung, die gleich-
falls w beriihrt, ohne a zu oskulieren. Ist endlich w der Kriimmungs-
kreis von a in P, so geht die Kurve 2n — 3ter Ordnung e {iberhaupt
nicht mehr durch B.

32. Ist f eine Gerade in S, die weder durch %B, noch durch einen
der imaginiren Kreispunkte geht, ¢ die ihr zugeordnete Kurve dritter
Ordnung in X, so entspricht dieser in der bewegten Ebene auBerdem
eine Kurve achter Ordnung f*. Die in Art. 17 erwdhnte involutorische
Verwandtschaft der Systeme S und S* ist also vom achten Grade. Die
Kurve f* schneidet f in den beiden Punkten F' und F*, die dem Doppel-
punkte & von ¢ entsprechen, und in den sechs Schnittpunkten von f
mit der Kurve s.

Sind D und D* zwei einander zugeordnete Punkte der Systeme S
und 8%, so entspricht dem Strahlenbiischel um D ein Biischel von
Kurven achter Ordnung mit den Grundpunkten D* P, J; und J,; ihre
Tangenten im Punkte D* sind also projektiv zu dem Strahlenbiischel
um D. Liegt nun D auf der Kurve s, so fillt D* mit D zusammen.
Ziehen wir dann durch D die Strahlen f;,f;... und an die ent-
sprechenden Kurven f,/;... in demselben Punkt die Tangenten &, &, ...,
so bilden die Strahlenpaare fih, fyh, ... eine Involution, deren einer -
Doppelstrahl die Tangente in D an s ist. Den Strahlen f,,f; ... ent-
sprechen in ¥ die Kurven dritter Ordnung ¢,, @, ..., welche die Uber-
gangskurve ¢ im Punkte A beriihren; ihre Doppelpunkte ®,, ®,. ..
liegen auf der durch A gehenden Geraden g,, die dem Punkte D rezi-
prok zugeordnet ist. Wird die Gerade g, der Ebene X zugewiesen, so
entspricht ihr nach Art. 22 in S eine Kurve dritter Ordnung mit einem
Wendepunkte in D und g, als Wendetangente. Die Strahlen f,f; . ..
schneiden sich mit ihren zugeordneten Kurven £},f; ... auf dieser Kurve
dritter Ordnung in den Punktepaaren F,F;, F,F;... Fiir den Strahl
g, des Biischels £, f; . .. fillt aber das betreffende Paar mit dem Punkte
D zusammen; die zugehorige Kurve achter Ordnung beriihrt also g A
in D, mithin ist g, der zweite Doppelstrahl der von den Paaren fih,,
fahs . . . gebildeten Involution.

Allen Kurven der Ebene %, die in A die Ubergangskurve beriihren,
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entsprechen in der Ebene S Kurven mit einem Doppelpunkte in D
(Art. 22). Thre zugehérigen Tangenten sind Paare jener Involution.

33. Sei a eine Kurve nter Ordnung von S, die weder durch
noch durch die imaginiren Kreispunkte geht und keine Doppelpunkte
besitzt. Ihr entspricht in ¥ eine Kurve 3nter Ordnung « und in S*
eine Kurve 8nter Ordnung a*, die, von B} und den imagindren Kreis-
punkten abgesehen, keine mehrfachen Punkte enthélt. Diese geht durch
die 6% Schnittpunkte von @ mit s und schneidet @ iiberdies in 8%2— 6%
Punkten, von denen immer je zwei einander involutorisch entsprechen,
also zu einem Doppelpunkte der Kurve « gehoren. Die Kurve o hat
daher 4n® — 3n Doppelpunkte, was iibrigens auch daraus folgt, daB die
eindeutig aufeinander bezogenen Kurven ¢ und « von gleichem 'Ge-
schlecht sein miissen.

Schneidet @ die Kurve s an irgendeiner Stelle D in der Richtung
der zugehorigen Gerade g, so befindet sich unter den 4n® — 3n Doppel-

punkten von « der Riickkehrpunkt A.

Man iibersieht leicht, in welcher Weise sich die Anzahl der Doppel-
punkte der Kurve « #ndert, wenn @ die imaginiren Krelspunkte oder
den Punkt 9 enthalt.

34. Nach Art. 27 und 28 entspricht jedem Kreis a, der PX in P
beriihrt, in T ein Kreis , der durch B geht, ohme PX zu beriihren (Fig. 11).
Die Bahnnormalen aller Punkte von a gehen durch den zweiten Schnitt-
punkt 4 von a mit der Geraden PN, und die reziprok zugeordneten
Geraden g bilden ein Strahlenbiischel zweiter Ordnung, das dem Nor-
malenbiischel projektiv ist und mit ihm den Strahl PN gemein hat.
Der Kreis « geht also gleichfalls durch 4, und beide Kreise sind aus
A perspektiv aufeinander bezogen. Konstruieren wir zu 4 den ent-
sprechenden Punkt A als Schnittpunkt der Geraden n, und g,, so ist
n, die Tangente von a in 4 und g, die Parallele durch B zur Ver-
bindungslinie von M, mit dem Punkte 4,, in dem A den Wende-
kreis schneidet. Dann ist [ APA4, =L N, 4,P=w, also =L AAP,
d. h. P4, bveriihrt « in P. Wir erhalten daher den Mittelpunkt I,
von « ohne vorhergehende Bestimmung von A als Schnittpunkt der
Lote in B zu B4, und vom Mittelpunkt I, des Kreises a auf die
Gerade PN.

Bestimmen wir in dieser Welse zu allen Krelsen ab ..., die PX
in B beriihrén, die entsprechenden Kreise «, ..., so ist das Parallel-
stra.hlenbuschel M, M,, M, M, ... projektiv zu der auf PN liegenden
Punktreihe 4B..., also zum Strahlenblischel U(4,B, ...), folglich
auch projektiv zum Bilsche_l PB(4,B,...) und zum Bdschel EB(?D?GQRF, smells
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Wir erhalten demnach als Ort der Kreismittelpunkte M, M, ... eine
Hyperbel m; diese geht durch den unendlich fernen Punkt von T

9

\ / A m /\""I‘"
\ < / \\\[
«
'ﬁ 0 ‘\\:_‘ /////‘ \‘ -%
SR Y
/ / g
N
Bg
V4
/ N
/, AN
/7 N
Fig. 11.

und durch P. Fillt MM, mit P zusammen, so gilt dasselbe von M,
und die Gerade PM, wird identisch mit RY); die Hyperbel m beriihrt
also PBY in P. Geht a in den Wendekreis iiber, so wird M, der un-
endlich ferne Punkt des Lotes q von M, auf PN; q ist daher eine
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Asymptote von m. Zu dem Kreisbiischel ab ... gehort auch die Ge-
rade PX, der in X die Gerade PU entspricht; die andere Asymptote v
der Hyperbel m ist folglich senkrecht zu PU. Machen wir wie in
Fig. 9 auf PU die Strecke PV =UP, so ist v die Mittelsenkrechte
von PB. Die Hyperbel m ist also konzentrisch mit dem durch P, N,
und B gehenden Kreise.

Der Geraden B9 von S entspricht nach Art. 20 in ¥ eine Hy-
perbel u, die B in P beriihrt und die Lote in N, zu PN, sowie in
B zu PU zu Asymptoten hat. Die Hyperbeln m und u sind demnach
im Verhiltnis 1:2 einander homothetisch dhnlich fir B als Ahnlich-
.keitspunkt.

Gebrauchen wir die Bezeichnungen 9, 9, 9;, k¥ und % in derselben
Bedeutung wie in Fig. 8, so ist dem Kreise & von S der Kreis x zu-
geordnet, denn den Punkten $, und $ von % entsprechen in X die
Punkte § und 9, von x Dabei ist

1
SB@ = cos g’

also
l
PM, = — 2 cos z sin o
und ferner
l l
$m"=2sin(x—;)’ §B%¢=—2sin(z+m)’
folglich

2 1 1

P, ~pm, T Em,

d. h. 9, ist der vierte harmonische Punkt zu M,, M,, und P. — Be-

deutet K einen beliebigen Punkt von %, so schneidet die Gerade K

den Kreis x im entsprechenden Kriimmungsmittelpunkt K. Dann ist

LOPKP=w und [ KPK ein Rechter, also besteht zwischen dem

Kriimmungsradius und dem radius vector des Punktes K die einfache

Beziehun
g KK = BE

CosS @

Geisenheimer nennt %k den ausgeseichneten Kreis der betrachteten
Systemphase.”)

36. Die Ubergangskurve ¢. Durch jeden Punkt I der Ebene X
gehen im allgemeinen zwei Kreise ¢ und f, die den Punkt  enthalten,
und deren Mittelpunkte der Hyperbel m angehdren. Ihnen entsprechen
in S zwei Kreise a und b, die X in P beriihren; auf jedem von ihnen
liegt einer der dem Punkte I zugeordneten Punkte C und C*. Beriihrt

1) a. a O. 8. 154.
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aber die Mittelsenkrechte der Strecke BT die Hyperbel m, so fillt  mit g,
also auch @ mit & und C mit C* zusammen, und dann befindet sich I'
auf der Ubergangskurve 6. Man erhilt also ¢, indem man jedes der
von B auf die Tangenten von m gefillten Lote tiber seinen FuBpunkt
hinaus um sich selbst verlingert, d. h. die Ubergangskurve o ist die
Fuppunktlurve der Hyperbel w, die der Geraden B9 von S entsprichi,
fir B als Lotpunkt.

Hieraus ergibt sich folgende Konstruktion der Kurve 6 und der ihr
i S entsprechenden Kurve s: Man zeichne zunichst die Hyperbel m
aus ihren Asymptoten q und v und dem Punkte P. Ist M, ein Punkt
von m, so fille man von P auf die zugehorige Tangente ein Lot und
bestimme seinen Schnittpunkt I mit dem Kreise &, der durch P geht
und I, zum Mittelpunkt hat. Dann berithrt « die Kurve ¢ in . Man
lege ferner durch den Schnittpunkt 4 von PN und « den Kreis q,
der PX in P beriihrt; dieser trifft die Gerade Al im Punkte C der
Kurve s.

Wie sich bereits in Art. 16 ergab, ist 6 eine bizirkulare Kurve
vierter Ordnung. Sie hat in B einen Riickkehrpunkt mit der Tangente
PX. — Eine beliebig durch P gezogene Gerade schneidet die beiden
auf ihr senkrechten Tangenten der Hyperbel u in zwei Punkten von 6.
Fiir jede der Geraden PN und PU fallen die beiden Tangenten mit
einer Asymptote von w zusammen; die Geraden PN und PU beriihren
demnach die Kurve 6 bsw. in N, und in B.

In der Kinematik wird gezeigt, daB man die FuBpunktkurve &
durch einen Zwillingskurbelmechanismus erzeugen kann, dessen festes
Glied durch die Brennpunkte der Hyperbel m begrenz: wird und dessen
Arme dieselbe Linge haben wie die Hauptachse dieser Hyperbel.!) Bei
jedem Kurbelmechanismus sind ferner die Endpunkte des festen Gliedes
zwei Fokalzentra der erzeugten Koppelkurven. ) Die Fokalzentra der
Kurve o fallen demnach zusammen mit den Brenmpunkten der Hyperbel m.

In der Gleichung (20) der Ubergangskurve kann der letzte Klammer-
ausdruck auch auf die Form gebracht werden

[+ lcos (1 + w)] + [ + Isin (3 + @)]%

Gleich Null gesetzt, stellt er die Geraden dar, die den Punkt Z mit
den imaginéiren Kreispunkten J;, und &, verbinden; diese Geraden sind
also Tangenten von 6. Nun ist ¢ von der Klasse 4 -3 —3 — 2.2 =5,
folglich gehen aus den Doppelpunkten 3, und J, keine weiteren Tan-

1) Vgl z. B. Burmester Kinematik S. 304.

2) Satz von Roberts, on Three-bar Motion in Plane Space, Proceedings of
the London Math. Soc. Vol. VII p. 14.
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genten an die Kurve als die Geraden Z3J, und ZS;. Der Punkt Z ist
also, von den Fokalzeniren abgesehen, der einzige Brenmpunkt von 6.
Die imaginiren Geraden ¢, und ¢, die in der Ebene X den Ver-
bindungslinien der imaginiiren Kreispunkte mit dem Punkte Z,, ent-
sprechen, sind Doppeltangenteu der Ubergangskurve (Art 19).
Bringen wir Gleichung (21) in die Form

{(€ + 7Y sin(y + o) + I9)*
—4(E + ) {(E + n¥)cosgeosw + IE} singsinw =0,
so erkennen wir, daf3 der Riickkehrkreis
(8 + 7)) sin(y + @) +1n=0
die Kurve 6 in dem Punkte H schneidet, in dem sie von dem Kreise x
(E* 4+ n?®) cosycosw + 1E =0

beriihrt wird. Da die Kreise k¥ und x» aus § perspektiv aufeinander
bezogen sind, so entspricht dem Kriimmungsmittelpunkt H der Schnitt-
punkt H von $H mit %, und dann liegt H auf s. Nun ist _HHP=w
und PH | PH, also [ PHH = 90° — w; die Gerade PH geht dem-
nach durch den Punkt T,

Die Punkte P und H teilen den Riickkehrkreis in zwei Bogen; dem
einen, der den Punkt Z enthilt, entsprechen in S konjugiert imagindre,
dem andern reelle Punkipaare.

Die Gerade PH ist senkrecht auf M,IM, Bezeichnen wir also
mit @, den spitzen Winkel, den HP mit PX bildet, so ist auch

LMM,P = g, folglich

e B _ 11
APy = M, " 2cQsy cosw " 2sin(z + w)

oder
(33) tang,, = tany + tanw.

36. Die Kurve s. Aus Gleichung (24) folgt: Die Kurve sechster
Ordwung s geht dreimal durch die imaginiren Kreispunkte. Sie hat ferner
in P einen dreifachen Punkt mit der Tamgente PX. Setzen wir in (24)

@'+ y* =gy,
so folgt

y* [ {¢®sin’wsin(y — @)
. —¢@*lsinw(2sin®y sinw — siny cosy cosw + 3 cos?y sinw)

—3qlcosysinw — I3}y — gl sinysinw {gsin(y — o) —Il}z] = 0;
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der Punkt ®B zi#hlt demnach fiir fiinf Schnittpunkte des betrachteten

Kreises mit der Kurve s. Fiir ¢ = s—.m(z%;), d. h. fiir den Wende-

kreis w fillt auch der sechste Schnittpunkt mit ¥ zusammen. Die
Singularitit, welche die Kurve s im Punlkte P besitet, ist also aufzufassen
als die Vereinigung eines Riickkehrpunkts mit der Tangente PX und dem
 Kriimmungsradius Null und eines einfachen Durchgangs durch P mit w
als Kriitmmungskreis (Fig. 12).

Die Gerade PX schneidet s noch in dem Punkte B’, der dem Be-
rithrungspunkte B von BU mit ¢ zugeordnet ist. Da der Geraden PU

Fig. 12.

der Ebene X auBer der Geraden PX noch der Kreis f, entspricht, so
liegt B’ auch auf ¥y, und die Gerade BB’ geht durch Z und ist
parallel zu PN (Art. 22¢).

Um die Fokalzentra der Kurve s zu bestimmen, setzen wir in
Gleichung (24) y = i(x — ). Dann ergibt sich eine Gleichung dritten
Grades in 2z, und zwar hat 2® den Faktor

(23sinw + ilér) {44®sinw sin(gy — w) — 4ilzsinw + Pe~¥}.
Der erste Klammerausdruck verschwindet fiir

(8

;)

. 5= 2ein0© ?
und zu diesem Wert von 3 gehort nach Art. 13 der Punkt Z, als
Fokalzentrum von s. In der Tat entspricht nach Art. 30 einer bi-

Jahresbericht d. Deutschen Mathem.-Vereinigung. XIX, 1.Abt. Heft 2. 5
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zirkularen Kurve vierter Ordnung von X eine Kurve zwélfter Ordnung
in S, die jeden der imaginéren Kreispunkte 4 4 2 = 6mal enthilt und
in ihm mit der nach Z, gehenden Geraden 2 -4 = 8 zusammenfallende
Punkte gemein hat. -Ersetzen wir aber die erste Kurve durch 6, so
zéhlt die entsprechende doppelt, und deshalb reduziert sich jede der
angegebenen Zahlen auf die Hilfte.

Setzen wir im zweiten Klammerausdruck

3= 17+ gy = 7O+ B,

so erhalten wir zur Bestimmung der beiden andern Fokalzentra von s
die Gleichung
4r*e*¥sinwsin’ (g — @) 4+ Psinge~i@-) =0
oder
siny 2(" 1+°')

PO o 2sm(z— m)Vsmw

Die gesuchten Punkte liegen also auf der Parallelen durch I, zur
Halbierungslinie des Winkels UBX und haben von M, den Ab-

stand 4 BM,, sing

8ln o

III. Die Kriimmungsmittelpunkte der von den Systemkurven
erzeugten Hiillbahnkurven.

37. In Fig. 13 bedeuten P und L wie frither die Pole der un-
endlich benachbarten Phasen S und S’, @ eine Systemkurve in der
Phase S, A den Gleitpunkt, in dem sie ihre Hiillbahnkurve beriihrt,
O den Kriimmungsmittelpunkt von a an der Stelle 4, a’, 4, O die
Lagen von a, 4, O in der Phase S". Dann ist der spitze Winkel
zwischen 4 0 und P4 gleich o, [ APA"'=dd und P4 =PA(1+dA).
Die Dreiecke BOA und PO’'4A" sind einander #hnlich, und dasselbe
gilt von den Dreiecken 00" und PA44". Die Hiillbahnkurve wird
von a’ in einem Punkte B’ beriihrt; seine Normale B’Q" bildet mit
2B’ den Winkel o + do.

Die Normalen 40 und B’0’" schneiden sich im Kriimmungsmittel-
punkte A, der Hiillbahnkurve. Um den zugehtrigen Kriimmungs-
radius 4 A, zu berechnen, bedienen wir uns der Bezeichnungen 4 0= R,
PAd=r, PO=r,, [APX =9, LOPX=9¢,, LOPA=9p, —p=1y,
LB'AA=du, LBOA =dp, LQOP=dx Unter Vernachlissi-
gung unendlich kleiner GroBen hoherer Ordnung diirfen wir setzen
AL+ A'B

AAI:T;
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dabei ist 44" =r)/do®+ di®* und A'B' = A'0"-df = R(1 + di)dp,
also = Rdp. Nun ergibt sich aus der Figur

d=dx+ LBORQ—LAOP
und L A'0°'P=L AOP =0 —y; daher ist L B'O'D=w+do—(y +dy)
und folglich

df =dx + do — dy.
Ferner ist du =df — [ (40, A°0"). Aber
die Gerade 40 bildet mit 4’0" denselben
Winkel wie P4 mit P4, d. h. den Win-
kel d®; demmach wird
duy=dp —dd=dx—dy + do — dd.

Wir finden also

_rYad'+di*4 R(dx—dy + da)
(34) AAI— dr—dy+deo—dod

4,

Hier sind noch die Werte von dx und
dy zu ermitteln. Aus dem Dreieck PO’
ergibt sich nach dem Sinussatz

(35) dn =P8

1
und aus dem Dreieck P04
(36) r,8iny = Rsina,

also durch Differentiation

r,co8ydy + dr;siny = Rcoswdw + d Rsinw.

Nun ist aber

dry =00"—r, =PBO0" — dscosp, — 1,

=7r,(1 + di) —dscosp, — 7,
=7r,dl — dscosg, Fig. 18.

und dR = Rdi, mithin erhalten wir aus der vorigen Gleichung

rycosydy = dscosg, siny + Rcoswdw + dA(Rsino — r, siny)
oder nach (36)

At v dscosg, siny 4 R cosmdw
4 7, COB Y )

Daher ist nach (35)

dx —dy = dssin(p, —y) — Reoswdw _ dssing — Reosodo
7, COBYy - r, Cosy i

Gleichung (34) geht also iiber in

A4 =rrlcosyydﬂ’-l-dl’-}-R(dasin:p——Rcosmdm+rlcosydw)
I dssinqa—Rcosmdm——rlcosy(dO—dm) : )
5‘
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Aus dem Dreieck 04 folgt aber

(37) r,co8y =7 + Rcosm,
also wird
AAd — r?Ydo* - di* 4 Rdssing 4 Rr(coso Y/do? + di? + dm)
1 dssing —7(d¥ — do) — Rd® cosw )
Multiplizieren wir endlich Zihler und Nenner mit d -
V(@9 + dit([@dw+ day)

so gelangen wir mit Riicksicht auf die Gleichungen (1), (11), und (12)
zu dem Ergebnis
(38) AA — r*sing + R {lsing - rsin(y } o)}

I~ Jsing — rsin(y — @) — Esingcos’o

Fir R=0 folgt hieraus die Formel (13) fiir den Kriimmungs-
radius t der Bahnkurve, die der Punkt 4 durchliuft.
Schreiben wir Gleichung (38) in der Form

(r + Rcosm)?siny
lsing — rsin(y — w) — Rsinygcos’e

AA = +R

und setzen nach (13)
lsing —rsin(y — @) = Q:—l-ll,

so erhalten wir mit Riicksicht auf (37) die zur Konstruktion be-
quemere Formel?)
(39) 17 RO L. S

2

p -
- Rcos’m

38. Die Krimmungsmittelpunkie der wvom den Systemgeraden er-
zeugten Hillbahnkwrven. Ersetzen wir in Fig. 14 die Kurve a durch
eine Gerade, so wird R = oo, und Gleichung (38) verwandelt sich in
_ lsintp+rsin(z+m).

siny cos’m

(40) AA; =

Dabei sagt das negative Vorzeichen aus, daB A; auf derselben Seite
von a liegt wie der Punkt 8. Schneidet nun P4 den Riickkehrkreis 9

in A4,, so ist nach (10) L
sing
$Aw=“‘sin(x'+m)’
lsing -+ rsin(y + o)
A4y = —— i Tw

A Ay _ sin (g 4 o)
44, "~ singcos’o’

also

folglich

1) In andrer Weise abgeleitet von Geisenheimer a. a. O. S. 149.
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d. h. konstant fiir alle Geraden a in der Phase S. Demnach ist auch
das Dreieck A4, A;, das bei A den Winkel w enthilt, fiir alle Gleit-
punkte A wvon wumverinderlicher Gestalt.') Bezeichnen wir den kon-
stanten AuBenwinkel bei 4, mit », so folgt

giny AA;  sin(y+ )

sin(y — @) A4, "~ singcos’e

oder
tanv =ta,nz+tanm

tany — tanw tany

)

d. h.
tany = tany + tanow.

Nach Art. 35, Gleichung (33) ist also v gleich dem Winkel g, der

Geraden HP und PX; die Gerade A,A; geht daker durch den
frither ermittelten Schnittpunkt H des a
Riickkehrkreises mit der Ubergamgs-

kurve o. 4 A

Unm fiir die Systemgerade a den
Kriimmungsmittelpunkt A; ihrer
Hiilllbahnkurve zu konstruieren,
fille man vom Schnittpunkt R,
der Geraden PN mit 3 ein Lot
auf a, das ¥ in 4,, schneidet. Dann
bestimmt die Gerade P4, auf a
den Gleitpunkt 4, und A; ist der
Schnittpunkt von HA4, mit der
Normale in 4 zu a.

Geht @ durch ¥, so fallen
die Punkte 4, 4, und 4; mit dem ]
Schnittpunkte von ¢ und ¢ zu- o )
sammen. Die zugehorige Hiillbahn- B 1 T4
kurve hat folglich in 4 den Krimmungsradius Null, d. h. im allgemeinen
einen Rilckkehrpunkt. Wie bei starren Systemen ist demmach der Riick-
kehrkreis der Ort aller Riickkehrpunkte, die momentan von Systemgeraden
erzeugt werden, und diese Geraden gehen durch den Punkt X, des Riick-
kehrkreises.

39. Wir konnen jeden Punkt 4 der Ebene S als momentanen
Gleitpunkt einer Systemgeraden betrachten und den Kriimmungsmittel-
punkt A, der zugehdrigen Hiillbahnkurve konstruieren. Dann ergibt
sich auch umgekehrt zu jedem Krimmungsmittelpunkt B; eindeutig ein

\

1) Vgl. Grouard a. 8.0, 8. 84 u. Geisenheimer a. a. 0. S. 152.
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Gleitpunkt B; zwischen dem System S der Gleitpunkte der Systemgeraden
und dem System S; der Kriimmungsmittelpunkte der zugehiorigen Hiillbahn-
Turven besteht also eine rationale Verwandtschaft, die wir weiter unter-
suchen wollen.

In dieser Verwamdtschaft entspricht jeder Punkt des Riickkehrkreises
sich selbst.

Jeder durch B gehenden Geraden von S ist in S; eine Gerade durch
H zugeordnet, die sich mit jener in einem Punkte A, des Riickkehrkreises
schneidet (Fig. 15). Entsprechende Punkte beider Geraden, wie 4 und
4;, liegen auf Parallelen zu M, 4,. Jedem unendlich fernen Punlte

von S entspricht demnach emn un-

A\ endlich ferner von Sy.
O\ Bestimmt man zum Punkte B
N der Geraden B4 den zugeordneten

Punkt auf HA4; und wiederholt
diese Konstruktion fiir alle Strah-
len des Biischels um B, so folgt,
daf3 dem Punlte R des Systems S
alle Punkte eines Kreises p; ent-
sprechen, der PN, in P beriihrt
und den Punkt H enthalt. Umge-
kehrt ist dem Pumkte H von S; der
Kreis h zugeordnet, der durch B
und H geht und HR,, sur Tangente
hat. — Die Mittelpunkte M und
M, der Kreise » und p; liegen auf
der Mittelsenkrechten von fH und
bzw. auf den Loten in H zu H:,
und in P zu PN, Die Geraden PM und HM; bilden demnach mit M M,
bzw. die Winkel @ und » — @, d. h. ein Dreieck, das dem Dreieck 44, 4,,
dhnlich ist; M und M, sind also entsprechende Punkte der Systeme S
und S;. Sie werden durch i harmonisch getrennt.

Der Geraden, die den Punkt Y mit einem der imagindren Kreis-
punkte, etwa mit J; verbindet, entspricht in S; die Gerade HJ;,. Ist
Q ein Punkt von PB3J,, so ergibt sich der zugeordnete Punkt Q; von
HJ, durch die Bedingung, daB QQ; mit B, den Winkel w bildet; die
Gerade QQ; fillt also mit PJ, und Q; mit J;, zusammen. Von P
und J, abgesehen ist demnach jedem Punkte der Geraden B, der
Punkt J, zugeordnet, folglich ihrem Punkée J; jeder Punkt von HJ.
Jedem der imaginiren Kreispunkte entspricht daher in S; seine Ver-
bindungslinie mit H und in S seine Verbindungslinie mit P. o

Fig. 18.
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Wir bezeichnen jetzt mit d irgendeine nicht durch B oder einen
der imagindren Kreispunkte gehende Gerade des Systems S. Kon-
struieren wir zu den Punkten A, B... von d die enfsprechenden
Ay, By ..., so bilden die Geraden 4A4;, BB;... das Tangentenbiischel
einer Parabel, das zu dem Strahlenbiischel (4, B,,...) und folglich
auch zu H(4,B,, ...) projektiv ist; beide Biischel erzeugen also als
Ort der Punkte A4;, B; ... eine Kurve dritter Ordnung d;. Dabei ent-
spricht den zwei Schnittpunkten von d mit dem Kreise ~ zweimal der
Punkt H und dem Schnittpunkt von d mit B3I, und PJ; bzw. der
Punkt §, oder J;. Die Kurve d; hat also mit dem Kreise p; den
Punkt H doppelt zihlend, sowie die Punkte J, und J;, aber sonst
keinen Punkt gemein; denn jedem andern Punkt von p; entspricht in
S nur der Punkt 9P, den die Gerade d nicht enthdlt. Daraus folgt,
daB d; den Kreis p; in den imaginéren Kreispunkten beriihrt. Jeder
Geraden von S, die weder durch B, moch durch einen der imagindren
Kreispunkte geht, entspricht also in S; eine zirkulare Kurve dritter Ord-
nung mit dem Fokalzentrum M; und eimem Doppelpunkt in H.

Ebenso entspricht jeder Geraden von S die weder die imagindren
Kreispunkte, noch den Punkt H enthélt, in S eine zirkulare Kurve
dritter Ordnung mit dem Fokalzentrum M und einem Doppelpunkte
in .

Die Systeme S und S; stehen daher in einer rationalen Verwanmdt-
schaft dritten Grades.

40. Konstruiert man zu den Punkten 4, B... eines durch P
gehenden Kreises ¢ die zugeordneten Punkte A, B; ..., so treffen sich
die Normalen A A4;, BB; ... in einem Punkte E von ¢ (Fig. 16). Dann
ist [HA,E=[/HBE=..-=v— w; die Punkte 4;, B;... liegen
daher auf einem Kreise ¢; durch H und E sowie durch den Schnitt-
punkt D von ¢ mit ¢. Jedem durch P gehenden Kreise des Systems S
entspricht also n S; ein Kreis durch H.

Sind € und @ die Mittelpunkte von ¢ und ¢;, so ist L €M, €’
=180~ L HDP=180"—» und LC'CM, =180"—L5$DE—m,
folglich A CM,E" ~A 44,4, Die Krezsmzttelpunkte C und @
bilden demmach zwez ahnliche Systeme mit M, als selbstentsprechendem
Punkt.

Den Kreisen, die ¢ in B berithren, entspricht hiernach in S; das
Kreisbiischel mit den Grundpunkten P und H. Insbesondere ist dem
nousgezeichneten Kreis k¥ der Fig. 11 (Art. 34) als %, der Kreis % zu-
geordnet; denn die zugehorigen Mittelpunkte It,, MM, bilden mit m,
ein Dreieck, das bei I, den Winkel @, bei M, den AuBenwmkel
Py = enthalt Dem ,ausgezeichneten Kreis k entspricht also im System
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S; derselbe Kreis x, wie im System I der Kriimmungsmittelpunkte der
Bahnkurven.)

41. Wir schlieBen analog wie friiher bei der Verwandtschaft der
Systeme S und X: Jeder Kurve mter Ordnung a, die weder § noch
die imaginéiren Kreispunkte enthdlt, entspricht in S; eine Kurve 3nter
Ordnung a;, die 2» mal
durch H geht und in
und J; # mal die Geraden
M3, und M J; berithrt.

Geht jedoch a durch
P, so wird die Ordnung
von @; um zwei ver-
mindert. Hs gibt aber
keine  Durchgangsrich-
tung durch B, die eine
weitere Verminderung der
Ordnung von a, zur Folge
hétte; denn jedem durch
P gehenden Kreise ent-
spricht in S; wieder ein
Kreis und keinem eine
Gerade. Gegenwirtig hat
die Kurve a; in H einen
2n — 1 fachen Punkt. Sie
geht nur dann durch %,
wenn a¢ den Kreis ¢ in
diesem Punkte beriihrt.

Enthdlt a die imagi-
néren Kreispunkte, so
entsprechen diesen be-
reits ihre Verbindungs-
linien mit H, und a; ist
von der Ordnung 3n — 2.
Die Kurve a schneidet den Kreis k auBer in J;, J; noch 2% — 2 mal,
folglich ist H ein 2n — 2 facher Punkt von a;. Ferner trifft a die un-
endlich ferne Gerade, von J;, J; abgesehen, in # — 2 Punkten; dasselbe
gilt also von a;, folglich hat a; in jedem der imagindren Kreispunkte
einen % fachen Punkt. Von den 6n — 4 Schnittpunkten des Kreises p;
mit a; kommen 2n — 2 auf H, also die iibrigen 4n — 2 auf die ima-

1) Grouard a. a. O. 8. 1256, Geisenheimer a. a. O. 8. 154,
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giniiren Kreispunkte. Die Gerade M;J, hat daher in J; 2n — 1 Punkte
mit a; gemein, d. h. sie beriihrt a; » — 1 mal in J,. Diese n —1
Durchgiinge von a; durch S, entsprechen den » — 1 von J; verschie-
denen Schnittpunkten von a mit der Geraden PBJ,. Dem Punkte J;
der Kurve a ist ein weiterer Durchgang von a; durch J, zugeordnet,
aber nicht in der Richtung J;J,. Ist némlich € das Fokalzentrum
von a und konstruieren wir wie in Fig. 16 das Dreieck €IR,C’, das
bei € und M, bzw. die Winkel @ und 180° — » enthilt, so ist €
ein Fokalzentrum von a@;, und dem Punkte J; von a entspricht auf a;
derselbe Punkt mit der Tangente €'J,.

Hat aber die Kurve @ den Punkt M zum Fokalzentrum, so
schneidet sie alle Kurven dritter Ordnung, die den Geraden von S
entsprechen, auBer in J;, und J; noch in 3n — 4 Punkten. Ebenso-
oft trifft also die Kurve a; die Geraden des Systems S;, d. h. a; ist von
der Ordnung 3n — 4. Von den imaginiren Kreispunkten abgesehen,
hat also @ mit dem Kreise A noch 27» — 4, und mit der unendlich
fernen Geraden noch # — 2 Punkte gemein; daraus ergibt sich wie
oben, daB die Kurve a; den Punkt H 2% — 4 mal und jeden der ima-
gindren Kreispunkte » — 1 mal enthilt. Der Kreis p; schneidet a; in
6n — 8 Punkten, von denen 2% — 4 auf H, also je 2n — 2 auf J; und
J; entfallen; der Punkt Bf; zéhlt daher » — 1 mal als Fokalzentrum
von ay.

Fiir n = 2 folgt hieraus: Jedem Kreis wm M ist in S; ein Kreis
um M, zugeordnet. Demnach entsprechen einander in S und S; die
Geraden, die einen der imaginiéiren Kreispunkte mit M und M, verbinden.

IV. Die Bewegung des Systems durch vier und durch fiinf unendlich
benachbarte Phasen.

42. Der Pol als Systempunkt. Der Systempunkt, der in der Phase
S mit P zusammenfillt, bleibt in der Phase S’ an derselben Stelle
und gelangt in den Phasen S, 8"... »
bzw. in die Lagen PB”, B ... (Fig. 17). \~__
Sind O und R die Pole fiir den Uber- ‘L - - o
gang des Systems aus S’ in S” und aus P'T=TIT - ==
8” in 8", so ist L PP = do + d*9, %’ \B/M x
LP'RP” = do + 249 + d®*9 und Tig. 17.
PO =PR(L +di+d2), P"R =P"R + di + 242 + d*2). Wir
setzen der Einfachheit wegen Q% = PD = ds, betrachten also die
Bogenlinge der Polbahn als unabhingige Variable.!)

1) Der singuléire Fall, daB £ mit B identisch ist, wird dadurch von der Be-
trachtung ausgeschlossen.
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Der Kriimmungsradius v der Bahnkurve des Punktes PP ist gleich
dem Radius des dem Dreieck PB”B” umgeschriebenen Kreises; bedeutet
demnach d¢ den AuBenwinkel bei B”, so folgt
(41) rm 387

Um PP und de zu berechnen, bezeichnen wir den Kontingenz-
winkel der Polbahn bei 0 mit dz und schreiben zur Abkiirzung
LB PR =a, LP"P"R=p, LPRP"=do, LP"RP"=de, L RP"D
= dx. Dann ist unter Vernachlissigung unendlich kleiner GrioBen dritter
Ordnung

PP~ = dsVdo® + da?

und
P'R=0OR+ BP0 =ds(2 + d2),
folglich o R
B R =B RYA® + di® = 2dsVdo® + di’,
mithin

BB = PP+ BB = 3ds VP F ak
Ferner ergibt sich
de=180"— L QP P—de —f=0a+dd—dx—f
=d® 4 d*® — dx + (¢« — B).
Im Dreieck QRP” ist aber nach dem Sinussatz

dssin(dd4d ad-d axg
dy = LEGTRDD _ BOFEEDD _ 1(d0 +dr)—1dA(dD+dr) +1d0.

Aus dem Dreieck PRP” folgt weiter
PP sine = P " sindd

und
PP cosa = PQ — P cosdd;
ebenso ist
PP sinf =P "Reinde
und
PP cosf=P"'R— P Reosds,
also

PP PP sin(a—p)=P"Lsindd (PR — P Rcosde)

— P Reinde (PR — PY cos do)

PO - P "Rsindd — PO - P Rsinde
+ P70 - PR sin (de — d9)

=PO - P"R{(1 + d4 + d?1)sin (d9 + d*D)
—(14+dA+2d* A+ d®1)sin(d 9+ 2d% 0+ d3 D)
+ (1 4 di + @)(1 + dA + 2d22 + d®3)-
- sin (9 + d&°9)).
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Setzen wir hier fir PP”, P"P” und P"R die vorhin erhaltenen
Werte und entwickeln die rechte Seite bis auf unendlich kleine Gr68en
vierter Ordnung, so finden wir nach einfacher Rechnung

2(d®* + di%)sin (e — ) = 2(dAd*9 — d9d®l) + do?d*® + 3dA?d*®

— d®did?l + 2(dAd’® — dBd*A),
also nach Gleichung (2)
¢—f=—da

+ m_lfrd—m (@9 (d9® + 3dA?) — dOdAdL + 2(dAd*® — dD d°2)).

Hieraus folgt endlich
2die = (A9 — dv — 2dw) + +dA(d® + dr)

3 aﬁﬁ, {29 (d9® + 3dA?) — dOdAd®A + 2(dAd*S — dBd®A)).
Auf der rechten Seite der Gleichung (41) ist demnach der Zihler eine
unendlich kleine GrioBe zweiter Ordnung, der Nenner eine solche erster
Ordnung, und demnach wird vt =0. Der mit dem Pol P zusammen-
fallende Systempunkt beschreibt daher im allgemeinen eine Spitze vom
Kriimmungsradius Null. Eine Ausnahme bildet aber der Fall

dr = d¥ — 2dw;

dann ist némlich auch d¢ unendlich klein von der zweiten Ordnung,
und der Punkt B erzeugt eine Schnabelspitze von nicht verschwindendem

Kriimmungsradius
3ds)/(do*+F di?®

U= 05d1d0 I+ di%) - d*0(2d0° I 5di%) — 2d9did A | 2(drd’® — aed’d)

Wir kommen auf diesen Sonderfall noch mehrfach zuriick. — Ist
das System starr, also di=d?l=dL=dw =0, und ist zugleich
dv = d#, so erhilt die letzte Gleichung die einfache Form
Sdecd )
249

43. Die Punlte stationdrer Kriimmung. Bezeichnen wir mit 4, A,
A", A" die Lagen eines Systempunkts in den Phasen S bis S”, mit
t und t + dr die Kriimmungsradien seiner Bahnkurve in 4 und 4’, so
ist nach Gleichung (14)

=

pr?

Lom ———-—
r—b, sing’

wenn zur Abkiirzung die Konstante

siny Vdor | dat
#2) g " do—da =

1) R. Miiller, Beitriige zur Theorie des ebenen Gelenkvierecks, Zeitschr. f.
Math. u. Phys. 1897, Bd. 42, 8. 256.
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gesetzt wird. Soll der Punkt A" auf dem durch 4, 4, A” bestimmten
Kreise liegen, so muB dr =0 sein, und hieraus ergibt sich fiir die
Koordinaten 7, ¢ des Punktes 4 die Bedingung

(43) (r—bd,sing)(2udr +rdu)—pr(dr — b, cospdp — dd, singp) = 0.
Nun ist in Fig. 18

r+dr=04"=PA —dscosp =r(1 + di) — dscosgp,
folglich
(44) dr =rdi — dscosg.

Ferner ist L A'QR = ¢ + do; bezeichnen wir also den Winkel 0. 4'P
wie in Art. 1 mit dx, so folgt aus der Figur

4 -4 o+dop+dr=q¢—dd + dx,
f"j,) also
Il do =dx — (d& + d).
/
[ ¢ ) Hier ist aber .
d./ﬂ// /I/ ' dn = EJS_SI—I_IE’
R
,‘Bﬁ%@' 7 x mithin ergibt sich
Fig. 18. (45) rdp = dssing — r(d9 + dv).

Mit Riicksicht auf (44) und (45) geht Gleichung (43) iiber in
r*(udi + duw)
—r{u[ds + b,(d® + dz)] cosp + [0,(2udi + du) — udd,]sing}
+ 3ubd,dscospsing = 0.

Setzen wir noch

1 /da 1dp

(46) W@t -6
1 dd+drv

“ e+ 2ehen g,
dr , 1dp 1 4d,

(48) %(2%+EEE“E7?)=@'

so erhalten wir fiir den Ort der Punkte mit stationirem Kriimmungs-
kreis, oder fiir die Kreispunktkurve ¢ der Phase S die Gleichung

(49) Er* — r(Fcosp + Gsing) + cospsing =0,
oder in rechtwinkligen Koordinaten

(50) €(® + ) — (@ + ¥")(F2 + By) + 2y = 0.



Momentanbewegung eines ebenen #hnlich-verinderlichen Systems. Ky

Die Kreispunkthurve ist also eine bizirkulare Kurve vierter Ordnung; sie
hat in B eimen Doppelpunkt mit den Tangenten PX und BY.')

Bestimmen wir den Ubergang des Systems aus der Phase S in
die unendlich benachbarte S’ durch Angabe des Pols P und des
Winkels o, die folgende Phase S” durch die Polbahntangente X und
die Durchmesser b, und ,, des Wende- und Riickkehrkreises, so kinnen
wir jede bizirkulare Kurve vierter Ordnung, die in ‘B die Geraden PX
und PP beriihrt, als Kreispunktkurve betrachten und hierdurch eine
vierte Phase S” definieren.

Der Kurve ¢ entspricht in der festen Ebene X als Ort der zu-
"gehorigen Kriimmungsmittelpunkte eine Kurve p von der Ordnung
3.4—-3—-2.2=05. Sie beriihrt in ihrem Doppelpunkt f die Ge-
rade P9, aber nicht PX, hat ferner die imaginiren Kreispunkte zu
Doppelpunkten und iiberdies einen reellen unendlich fernen Punkt, der
dem Schnittpunkte W von ¢ mit dem Wendekreise entspricht.

Fiir € = O spaltet sich die Kreispunktkurve in die unendlich ferne
Gerade und eine Fokalkurve dritter Ordnung. Dieser Fall liegt z. B. vor
bei der Bewegung eines starren Systems; dann ist nimlich di=dw =0,

d - 249+ d
b, = ﬁ, also nach (42) p = —1 und dyg =0, folglich € =0, F = Tj;—f
2
und & = .T:Izs%' Die Kurve kann ferner ausarten in zwei Kreise, die

sich in B rechtwinklig durchschneiden (€ = F@®), oder in die unend-
lich ferne Gerade, die Polbahntangente und einen Kreis, der Y in P
beriihrt (€ = §F = 0), usw.
44. Die durch Gleichung (50) dargestellte Kurve ¢ ist das Er-

zeugnis der projektiven Kreisbiischel

22+ y*—dy=0
und

2+y—0dz=0,

deren Parameter D und ®" durch die Gleichung verbunden sind
(51) Cod' —Fb -G +1=0.

Trifft ein Kreis des ersten Biischels die Gerade P9 in U und der zu-
geordnete des zweiten die Gerade PX in A’, so schneiden sich beide
Kreise im FuBpunkt A des von P auf AA" gefillten Lotes, und dann
liegt A auf ¢. Die Kreisbiischel bestimmen auf P9 und PX zwei pro-

1) Vgl. Rodenberg, Uber die wihrend der Bewegung projektiv verinder-
licher und starrer Systeme beschriebenen Kurven und Flichen. Gdottinger Nach-
richten 1888, S. 181.
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jektive Punktreihen AP ... und A'B’ ... welche die Schnittpunkte 9,

und X, von ¢ mit diesen Geraden zu Gegenpunkten haben; dabei ist
&

(52) BY. —g, BE =3,

Die Geraden A, BWB’... umbhiillen einen Kegelschnitt f, nimlich im

allgemeinen eine Ellipse oder Hyperbel, im Falle € = 0 aber eine
Parabel; ¢ ist also die FuBpunktkurve von f fiir 5 als Lotpunkt.

]

Fig. 19.

Setzen wir in Gleichung (51) " = 0, so wird d gleich dem Durch-
messer D, des Kreises, der den BX beriihrenden Teil der Kurve ¢ im
Punkte P oskuliert, mithin ist
(83) by =g
Der andere Kriimmungskreis von ¢ in § hat den Durchmesser —é
Bestimmen wir in Fig. 19 die Kurve ¢ durch die Punkte ® und ', in
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denen PP den ersten und PX den zweiten dieser Kriimmungskreise
schneidet, und durch den Punkt ¥),, so ist 8L’ die perspektive Achse
der projektiven Punktreihen AW ... und A'B’ ..., folglich Y X | KL"

Der Schnittpunkt W des Wendekreises w mit ¢ beschreibt mo-
mentan eine Bahnstelle mit vierpunktig beriihrender Tangente; wir
nennen ihn wie bei starren Systemen den Ballschen Punkt der Phase S.
Konstruieren wir zum Punkte §),, in dem w die Gerade % schneidet,
den entsprechenden Punkt )/ der Punktreihe A'Y'..., so ist W der
FuBpunkt des Lotes von P auf 9,9, .

Im Sonderfall dv — d# — 2dw wird nach Gleichung (47) § = 51—,

folglich b, =b,. Beschreibt also der Punkt B eine Schnabelspitze von
endlicher Kriimmung, so oskuliert der Wendekreis die Kreispunktkurve
wmn B, d. h. P ist zugleich der Ballsche Pumlit der betrachteten Phase.

45. Durch die Kreispunktkurve sind auch die Krimmungsradien p
und m der Polkwrve — in der Ebene S — und der Polbahn — in der
Ebene £ — iém Pumkte P bestimmt. Da néimlich dz den Kontingenz-
winkel der Polbahn im Punkte £ bedeutet, so ist

4 =

Sind ferner @ und R die Punkte der Polkurve, die nacheinander mit
den Punkten £ und R der Polbahn zusammenfallen, so gelangt das
Element QR aus der Lage 2R’ nach Q%R durch eine Drehung um {Q
durch den Winkel d& + d?9 und durch die entsprechende VergroBe-
rung, der Kontingenzwinkel der Polkurve bei @ ist also gleich
dr + d& + d*®; hieraus folgt

1 dz+dé
(55) ot
Nun ist nach (53) und (47)
3 1 ad+4dr
b b, T a5
1 1

machen wir daher in Fig. 19 auf PP die Strecke PR, = ;PR und
bezeichnen mit M den Kriimmungsmittelpunkt der Polkurve in B,

so wird
211
PR, By, ' PM’

d. h. M ist der vierte harmonische Punkt zu P, & und 9,.
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Aus (54) und (55) folgt weiter

1 1 4o

p = ds
oder nach (7) und (8)

1 1 _aft 1N,

(67) 5_;—2<bw b,
Fir b, =—Db,, also z. B. im Fall eines starren Systems, ergibt sich
hieraus die bekannte Formel

1 1 1

p m b,

Nach Gleichung (57) 148t sich auch der Kriimmungsradius = in ein-
facher Weise konstruieren.

Ist dv = d® — 2dw, so folgt aus (56) p — 1b,, damn oskuliert also
der Wendekreis auch die Polkurve im Punkte .

46. Soll die Bahnkurve des Punktes 4 mit ihrem Kriimmungs-
kreise fiinf unendlich benachbarte Punkte gemein haben, so muB 4
nicht nur der Kurve ¢, sondern auch der Kreispunktkurve der Phase S”
angehoren; seine Koordinaten 7, ¢ geniigen also auBer der Gleichung (49)
noch der Bedingung

‘%{(‘Er2 —r(Fcosp + Gsing) + cospsing}=0

oder
at a d .
) o= r(d?cosgp e ——sm(p) d—:(2®r — Fcosp — @sing)
+ % {r(Fsing — @ cosp) + cos’p — sin*p} = 0.

Hier ist nach (44) und (45) .

dr dl

ds =T d; — 0089
und '

dep sing d&-4dr

ds — r  ds
oder nach (47) . )

sm
= "r—qJ + Eu - 3%.

Setzen wir noch zur Abkiirzung

2@ds+ds =€
2+ §; + 20 +5. — 356 =§

Ort % — o+ 3% -
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so geht Gleichung (58) iiber in
C'r®—r}(F cosp + @ singp) + r{(sl— - 23) cos®p + (4%—;—) sin’tp}
(59) + sin @ (cos? @ — sin? @) = 0.
Dabei sind €, §’, ® drei Konstanten, die gerade ausreichen, um den
Ubergang des Systems aus der Phase S”’ in die folgende Phase zu
definieren. Bezeichnen wir wieder mit d den Durchmesser des durch
den Punkt 4 (», ) gehenden Kreises, der PX in B beriihrt, setzen also

in (49) und (59) r = bsing, so ergibt sich durch Elimination von
tan @ fiir b die Gleichung

{€0— 0+ (45— hiw) b—1}(Fdb— 1) — g'b%gé —1)(Gh — @)
(60) +b’(@b—@)2{(;;—2{§)b+ 1} =o,
oder nach Potenzen von b geordnet

(€3 —CFF + @2(i—2g)}55+---+ (65 — i)b_1 —0.

Es gibt also in der Phase S im allgemeinen fiinf Punkte A,, 4, . .. 4,
von denen jeder eine Bahnstelle mit fimfpunktig beriihrendem Kriimmungs-
kreis beschreibt; entsprechend der bei starren Systemen eingefiihrten
Bezeichnung!) nennen wir sie die Burmesterschen Punkte der be-
trachteten Phase.

Aus der letzten Gleichung folgt fiir ihre fiinf Wurzeln b, d, . .. by

i=5
1 1
g 5: = 6% PR
‘aber nach (53) ist F = bl’ mithin besteht zwischen den fiinf Grifen b,

dem Durchmesser d, des Wendekreises und dem Durchmesser b, des
Kriimmungskreises der Kreispunktkurve die einfache Beziehung

=5
- 1 1 6
61 ST

In dem wiederholt erwihnten Sonderfall dr = d6 — 2dw st §= o,

folglich b =b, eine Wurzel der Gleichung (60). Der Pol B, der
momentan eine Schnabelspitze von endlicher Kriimmung beschreibt,

1) R. Miiller, Uber die Bewegung eines starren ebenen Systems durch finf
anendlich benachbarte Lagen, Zeitschr. f. Math. u. Phys. 1892. Bd. 37, S. 146.
Jahresberioht d. Deutschen Mathem.-Vereinigung. XIX. 1. Abt Heft 2. 6
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zéhlt also fiir einen der Burmesterschen Punkte, und fiir die iibrigen
vier gilt nach (61), da jetzt b, = b, ist, die Gleichung
i=4

Z‘l - s
<~ D; b,

47, Multiplizieren wir Gleichung (49) mit 2 cos @ und subtrahieren
sie von (59), so erhalten wir fiir die Koordinaten der Burmesterschen
Punkte die Gleichung

Cr—r{(2€ + F)cosp + @ singp}
+7{5-costg + 2@ cos psing + (48— 5-)sin*p} —sing = 0
oder in rechtwinkligen Koordinaten

(€@ +9) - @6+ F)a— 6y + @+

.(62) + {262 +2(2F — )y — 1}y =0.
Schreiben wir ferner die Gleichung der Kreispunktkurve in der Form
(63). (E@®+ 95 — Fz— By} (> + y°) + 2y =0

und multiplizieren (62) mit & und (63) mit 26z + 2(2§ — é)y =1,
so ergibt sich durch Subtraktion
(€ @+ o) — Q€+ F)z— G’y + i}
(64) — {262 4 2(2F — i)y —1}{G(* + 9*) — §z — By} = 0.
Die fiinf Burmesterschen Punkte sind also die Schnittpunkte der Kreis-

punktkurve ¢ mit der durch die letzte Gleichung dargestellten Kurve dritter
Ordnung Y, die mit c viberdies die imagindren Kreispunkte und den

Punkt P, sowie den Punkt 9), (x =0, y= %) gemein hat.

Die Kurve §) schneidet P9 noch in einem Punkte B, der durch
die Gleichung bestimmt ist,

1 1
T§g 20 T,
2 1
-t

Bedeutet in Fig. 19 8, den vierten harmonischen Punkt zu B, & und
Dy s0 ist 3 der Mittelpunkt von P3,. — Die Gerade

(65) (t—’l;——%)x—@y=0
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ist die Tangente von § in P. Um ihre geometrische Bedeutung zu
erkennen, multiplizieren wir die Gleichung des Wendekreises w

@y —y=0
mit # und addieren sie zur (leichung (63) der Kurve ¢. Dann folgt
Cl2? + 97 + (bl- %)x—@iy=0

als Gleichung eines Kreises, der die Schnittpunkte B und W von w und .
¢ enthilt. Er geht iiberdies durch ¥), und beriihrt in  die durch (65)
dargestellte Grerade, und diese ist somit bestimmt als Tangente des
durch die drei Punkte gegebenen Kreises. Vier unendlich benachbarte
Phasen liefern also fir die Kurve dritter Ordnung Y bereits sechs Daten,
nimlich aufer den imagindren Kreispunkten die Punkte B, 9, und B,
sowie die Tangente . Definieren wir dann die Momentanbewegung
des Systems fiir eine fiinfte Phase durch drei der Burmesterschen
Punkte, die wir auf der Kreispunktkurve beliebig annehmen diirfen, so
ist § eindeutig bestimmt und damit auch der vierte und fiinfte der
Burmesterschen Punkte.

Bei starren Systemen ist € = € = 0, mithin spaltet sich die Kurve
b in die unendlich ferne Gerade und einen durch B gehenden Kegel-
schnitt. Da gleichzeitig die Kreispunktkurve in die unendlich ferne
Gerade und eine zirkulare Kurve dritter Ordnung zerfillt, die in
einen Doppelpunkt hat, so reduziert sich die Anzahl der Burmester-
schen Punkte auf vier. Fiir diese bleibt die Gleichung (61) bestehen,
wenn d; = oo gesetzt wird.

48. Bewegen sich zwei Punkte eines dhnlich verinderlichen Systems
bestindig auf zwei Geraden o und (3, so ist der Kreis, der durch die
augenblicklichen Lagen 4 und B der Punkte und durch den Schnitt-
punkt &, von « und B gelegt wird, der Wendekreis % der betrachteten
Phase S; er enthilt also den Pol  und den ihm umendlich benach-
barten Punkt @ der Polkurve. Dann hat der Kreis der bewegten Ebene,
der in der niichsten Phase S’ zum Wendekreis wird, mit w die Punkte
4, B und @ gemein, ist also mit w identisch, und dasselbe gilt von
den Wendekreisen aller folgenden Phasen. Der Systemkreis w bleibt
daher Wendekreis withrend des ganzen Verlaufs der Bewegung und ist
zugleich der Ort aller Pole, also die Polkurve der bewegten Ebene.
Alle Punkte von w bewegen sich auf Geraden durch ¥, Diese spezielle
Bewegung eines ihnlich verinderlichen Systems wird von Burmester
als affine Bewegung bezeichnet, weil alle nicht auf w liegenden Punkte
affine Bahnen erzeugen, die ¥, zum Affinitdtspol haben.?)

1) Burmester, Kinematik I, S. 886.

6‘
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Gegenwiirtig ist p = 1b,, also nach (55)
ag+dr 2

ds  »

(66)

w

und nach (47) § ==bl- Da der Wendekreis der Phase S’ mit dem
Kreise w’ zusammenfillt, so ist ferner db, = b, d4, folglich nach (48)

di 1 dy,
. Ui (ds +a w ds)
mithin nach (46) € = F®. Die Kreispunkthurve c zerfdllt daher in
den Wendekreis und einen Kreis v, der die Polbahnnormale P9 in P
beriihrt, mit der G(leichung
(67) &7 — cosp = 0.

Systempunkte mit fiinfpunktig berithrenden Kriimmungskreisen
liegen nur auf v; ihre Koordinaten » und ¢ geniigen auBer der Glei-
chung (67) noch der Bedingung

d(@ir—cosqa)-«r +@5d8+cos dq’ =0
oder nach (44), (45) und (66)
((35 a ds) r(@cosqz + %sintp) +sinfp =0,
oder in rechtwinkligen Koordinaten
da a®
@+ 99 (0 + ) — @ +9) (G +5y) +47=0

Setzen wir hier mit Riicksicht auf (67) 2% 4 ¢* =é und y®= % — 28,
so ergibt sich

i@ +3a - 26)z — 5y +1}=0

Die Burmesterschen Punkte sind demnach die Schnittpunkte des
Kreises v mit der Geraden
G+ 55— 26)s — oy +1=0.

Bei der affinen Bewegung eines dhnlich verdnderlichen Systems gibt es
also in jeder Phase zwei Punlte mit fiinfpunktig beriihrenden Kriimmungs-
kreisen; ihre Verbindungslinie geht durch den Mittelpunkt des Wendekreises.

Im Fall eines starren Systems erhalten wir die bekannte elliptische
Bewegung, die auch durch das Rollen des Kreises w in einem doppelt
so groBen erzeugt wird. Dann geht der Kreis v in die Gerade P9
tiber, und als einziger Burmesterscher Punkt bleibt daher der Mittel-
punkt von w, der bekanntlich iiberhaupt einen Kreis durchliuft.
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V. Bestimmung der Momentanbewegung des Systems durch die
Bahnelemente dreier beliebigen Punkte.

49, Sind 4, B, C die augenblicklichen Lagen dreier Systempunkte,
n,, n,, n, die zugehorigen Normalen ihrer Bahnkurven o, 8, 7, so er-
gibt sich der Pol P im allgemeinen — und zwar eindeutig — aus
der Bedingung, daB die Geraden P4, PB, PC bzw. mit n,, n,, n,
denselben Winkel bilden. Hiernach ist ¥ der gemeinsame Punkt der
drei Kreise durch je zwei der gegebenen Punkte und durch den Schnitt-
punkt ihrer Normalen, und jener Winkel ist gleich @ nach der friiher
benutzten Bezeichnung; wir kennen also die Momentanbewegung des
Systems fiir zwei unendlich benachbarte Phasen S und S’
Zur Festlegung einer dritten Phase S”, also des Wendekreises w
und des Winkels 4, bediirfen wir der Kriimmungsmittelpunkte A, B, I’
von «, B, » in A, B und C. Ziehen wir in Fig. 3 die Gerade U4,
und verstehen unter 9, ihren Schnittpunkt mit AA, so ist L P4, U
=y—o,also LAWU=y=[ A4, und AW; 44, ,~ ANAAA, mithin
A4, A%
A4, 4A
Hierbei bedeutet 2 den Kriimmungsmittelpunkt der Bahnkurve, die
der Punkt A beschreiben wiirde, wenn das System starr und P der
Pol, sowie w der Wendekreis wire; demnach ist

AU - 44, = AP
und folglich
A%
AA
Ermitteln wir daher auf den Bahnnormalen AA, BB, CI die Punkte
Ay, B,, €, zufolge der letzten Gleichung, so erhalten wir U als den
Punkt, dessen Verbindungslinien mit 20;, B,, €, die zugehorigen Nor-
malen unter gleichen Winkeln schneiden. Damit ist der Winkel 3 ge-
funden und zugleich der Wendekreis w; denn dieser geht durch P und
U und durch den Schnittpunkt 4, von P4 und UA,Y)

Die Bestimmung einer vierten Phase S”, d. h. der Kreispunktkurve
¢, wirde im allgemeinen die Kenntnis der Kriimmung der Evoluten
von «, 8, y erfordern, sie gestaltet sich aber sehr einfach, wenn sich
die Punkte 4, B, C' gerade in Bahnstellen mit stationiiren Kriimmungs-
kreisen befinden, oder wenn sie sich iiberhaupt auf Kreisen bewegen.)

AQIQ =

1) Grouard a.a. O. 8. 85, Geisenheimer a. a. 0. §. 145.
2) In diesem interessanten Sonderfall bewegen sich alle iibrigen Systempunkte
— wie wir hier nur beiliufig erwiihnen — auf Koppelkurven.
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Dann sind die in 4, B, C zu P4, BB, PO errichteten Lote drei Tan-
genten des in Art. 44 erwihnten Kegelschnittes f, der auBerdem die
Geraden PX und P beriihrt, und ¢ ergibt sich als die FuBpunktkurve
von t fiir P als Lotpunkt.

b0. FEine besondere Untersuchung erfordert der Fall, daf3 sich die
Normalen n,, ny, n, in einem Punkie treffen, der mit den Punkten A,
B, C auf einem Kreise liegt.') Wir bezeichnen diesen Kreis mit ¢ und
den Normalschnittpunkt mit A. Dann geniigt jeder Punkt von e der
4 fiir den Pol geltenden

Bedingung der Gleich-
heit der Winkel zwi-
schen Normale und Pol-
strahl. Um jetzt den
Pol zu bestimmen, be-
nutzen wir die Kriim-
mungsmittelpunkte A,
B, I' der Kurven ¢, , 8.
Wir wollen zundchst
voraussetzen, daf3 nicht
zugleich A, B, T und A
auf einem Kreise liegen
(Fig. 20). Denken wir
uns auf e den Pol P
bereits gefunden und
zu allen Punkten von e
die Kriimmungsmittel-
punkte ihrer Bahnen
bestimmt, so gehen die
zugehorigen Normalen
simtlich durch A, und
die Kriimmungsmittel-
punkte erfiillen nach Art. 26 eine zirkulare Kurve dritter Ordnung ¢,
die e in B beriihrt. Fiir den Kriimmungsmittelpunkt A ist der frither
mit £ a bezeichnete Kreis mit e identisch; dem Punkte A entsprechen

also auf e zwei reelle oder konjugiert imaginire Systempunkte, d. h.
A ist ein Doppelpunkt von &

Nun bilden alle zirkularen Kurven dritter Ordnung, die durch A,
B, I gehen und A zum Doppelpunkt haben, ein Biischel und schneiden

1) Schneiden sich die drei Normalen in einem Punkte, aber nicht auf dem
Kreise 4 BC, so ist dieser Punkt der Pol und /[ @ =0.



Momentanbewegung eines ebenen dhunlich-verinderlichen Systems. 817

daher e in den Punktpaaren einer Involution. Ihre Doppelpunkte ent-
sprechen den Kurven des Biischels, die e beriihren, liefern also auf e
zwei reelle oder konjugiert imaginére Lagen B;, B des gesuchten Pols.

Das Biischel enthiilt aber drei Kurven dritter Ordnung, deren jede
in eine Gerade und einen Kreis zerfiillt, nimlich die Gerade von A
nach je einem der Punkte A, B, I' in Verbindung mit dem Kreis durch
die beiden andern Punkte und A. Wird demnach e von den Kreisen
BrA, TAA und ABA bzw. in 4,, B, und C, getroffen, so sind 44,,
BB,, CC, drei Paare der Involution. Ihre Achse, die durch zwei dieser
Paare bestimmt ist, schneidet e in PB; und Py.')

Das i#hnlich-verinderliche System kann sich also aus der be-
trachteten Phase auf zweierlei Weise weiter bewegen; wir sagen des-
halb, es befinde sich in einer Versweigungsphase.

Greifen wir unter den beiden gefundenen Polen den einen be-
liebig heraus und bezeichnen ihn kurz mit P, so wird die zugehdrige
Momentanbewegung durch die Kriimmungsmittelpunkte A, B, I fiir swes
unendlich benachbarte Phasen bestimmt. Es ist nimlich [ PAA = o,
aber die im vorigen Artikel abgeleitete Konstruktion des Punktes U
wiirde im vorliegenden Fall versagen, weil jetzt auch die Punkte 9,
B,, €, mit A auf einem Kreise liegen. Um daher den Wendekreis w
und den Winkel §y zu ermitteln, miiBten wir im allgemeinen die
Krimmungsradien der Evoluten von e, 8, y zu Hilfe nehmen?); wir
beschrinken uns jedoch im folgenden auf den einfachen Sonderfall, daf
die Punkte A, B, C sich bestindig auf Kreisen bewegen.

Dann hat die Kreispunktkurve ¢ mit dem Kreise e auBer ihrem
Doppelpunkte  und den imaginiéiren Kreispunkten noch die Punkte 4,
B, C gemein, sie zerfillt also in ¢ und einen zweiten Kreis f, und zwar
muB in B der eine von beiden Kreisen die Polbahntangente PX, der
andere die Polbahnnormale beriihren. Nun kann der Kreis e nicht X
zur Tangente haben; denn sonst -entspriche ihm im System X der
Kriimmungsmittelpunkte nicht eine Kurve dritter Ordnung, sondern nach
Art. 34 ein Kreis, d. h. die Punkte A, B, I' ligen — entgegen unserer
Voraussetzung — mit A auf einem Kreise. Die Polbahntangente PX
geht demnach durch den Mittelpunkt von e.

Wir bezeichnen jetzt die Entfernungen der Punkte 4, B, C von

1) R. Miller, Polbestimmung fiir Verzweigungslagen bei der Bewegung eines
ebenen #hnlich-veriinderlichen Systems in seiner Ebene, Zeitschr. f. Math. u. Phys.
1907, Bd. b5, S. 141.

2) Vgl. R. Miiller, Uber die Momentanbewegung eines starren ebenen
Systems. I Bestimmung der Polbahntangente und der Kreispunktkurve fiir Ver-
zweigungslagen. Zeitschr. f, Math. u. Phys. 1906, Bd. 54, S. 96.
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.

B mit », 7y, 75, den Winkel zwischen r; und PX mit ¢, und den
Kriimmungsradius der Bahnkurve des Punktes (7;, ¢,) mit r, Dann
ist nach Gleichung (14)

. siny 4

E=L5% i~ Bin(z—w) D, sing, —r;’

also
L ri(ry — bw sing,)

& T b sing)

Hieraus folgt

D =T T 7 —1y7)
v oy rising, —1,7}sing,
und
ging __ 1,1,(ry8ing, —7, 8ing,)
sin(y—a)  t,rising, — t,7ising,

Bedeutet b, den Durchmesser von e, so ist 7, = d,cosg;, mithin

b, cos @, cos @, (T, Cosp; — 13 COBY,)

b

w = T sin g, cos’p, — T, 8in g, co8 @,
und
sing - T, T, 8in (@; — @) .
sin(y —w)  b,(x, sing, cos?*p, — 1, sin g, cos?q,)

Wir konnen endlich auch den Durchmesser b, des Kreises f be-
rechnen. Da die Kreispunktkurve ¢ in ¢ und f zerfillt, so ist nach
Art. 43 %=%, ©=bl, und € = §©®. Nun sind 4, B, C drei Bur-
mestersche Punkte, also gentigen ihre Koordinaten r;, ¢, der Glei-
chung (59), die wir jetzt auch schreiben konnen

C’'d2 cos®p, — 2 cos® g, (F' cosg; + @ sing,)
+ b,cos%{(b—l— — 2%}) cos?q, + (4% — 51—) sin’qz,}

+ sing,(cos?p, — sin®p,) = 0
oder

b,('02 — §'d, + o - 2§) + tang,(1 — ©'d})

+ tan’g, - b,(‘i% - 51;) = tan’y;.

(¢#=1,2,8)

Wir haben also drei lineare Gleichungen mit den Unbekannten
b,(€'02 — ', + f:}“ 2§), 1 — 60 und b,(4F — i) Fir die letate
ergibt sich
1tang, tanp, 1tangp, tan’ep,
b,(4% — bl) =| 1tang, tanp, | : | 1tang, tan®ep, |-

1 tang, tandg, 1ltang, tan®p,
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Bezeichnen wir die rechte Seite dieser Gleichung mit @, so folgt

4 1 '
b, b, "D,

51. Wir betrachten schlieBlich den Fall, daB die Bahnnormalen
AA; BB, Cl in einem Punkte A des durch 4, B, C gelegten Kreises e
zusammentreffen, und daf gleichzeitig die Punkte A, B, I und A auf
einem Kreise liegen (Fig. 21). Dann fallen die Punkte 4,, B,, C; der
vorigen Figur mit dem zweiten Schnittpunkte der beiden Kreise zu-
sammen, und die frither benutzte Involution wird parabolisch. Der
Pol B ist also eindeutig bestimmt als
aweiter Schnittpunkt der durch A, B, C
und A, B, I gehenden Kreise.

Gegenwiirtig entspricht dem Kreis e
in der ein-zweideutigen Verwandtschaft
der Ebenen S und X der Kreis ABT,
den wir deshalb mit ¢ bezeichnen. Die
Polbahntangente PX beriihrt demnach e
in P, und PA ist die frither mit PN
bezeichnete Gerade, die mit BX den
Winkel o bildet.

Die Punktpaare 4A, BB, CT
reichen wieder nicht aus, um die Be-
wegung des Systems fiir drei unend-
lich benachbarte Phasen zu bestimmen,
sie sind vielmehr nur gleichbedeutend
mit der Angabe des Pols B, des Winkels w, der Polbahntangente PX
und des Kriimmungsmittelpunkts der Bahnkurve fiir einen Systempunkt 4.
Um die GroBen b, und g zu ermitteln, brauchen wir daher noch den
Krimmungsmittelpunkt der Bahnkurve eines Punktes auBerhalb des
Kreises durch P§ und 4 mit der Tangente PX.

Jetzt sind die Dreiecke ABA, BPB und CPr einander #hnlich.
Lassen wir folglich das #hnlich-verinderliche System aus der gezeich-
neten Anfangsphase sich auf solche Weise bewegen, daB P fest bleibt,
und daB 4 den Kreis um A beschreibt, so laufen die Punkte B und C
auf den Kreisen um B und . Nun ist aber die Bewegung des Systems
durch die Bahnen dreier Punkte eindeutig bestimmt; daraus folgt: Be-
schretben in Fig. 21 die Punkte A, B, C drei Kreise um A, B, T, so be-
wegt sich das System einformig um den Punkt P.

Fig. 21.
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