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Uber die Momentanbewegung eines ebenen #hnlich-
verdnderlichen Systems bei unendlich fernem Pol.

Von REmNHOLD MULLER in Darmstadt.

Die vorliegende Mitteilung bildet eine Ergénzung meines Aufsatzes
iiber die Momentanbewegung eines ebenen dhnlich-verdnderlichen Systems
in seiner Ebene'), in dem immer angenommen wurde, daB der Pol im
Endlichen liege.

1. Wir setzen wieder voraus, das System gelange aus der Phase S
in die unendlich benachbarte S’ durch eine VergriBerung der Liingen-
einheit um d4 und eine Drehung d#&, die wir im Sinne des Uhrzeigers
positiv rechnen. Sind z, y und z + dz, y + dy die Koordinaten der
Lagen 4 und A’ eines Systempunkts in bezug auf ein in der festen
Ebene X liegendes rechtwinkliges Koordinatensystem, da und db die
Koordinaten des urspriinglich mit dem Anfangspunkt zusammenfallen-
den Systempunkts in der Phase S, so ist

x+dr=da+ 2(14+d1)cosd® +y(1+di)sindd
y+dy=adb—z(1+di)sindd + y(1+dA1) cosdd,
folglich

) {dx=da+a:d).+yd~&

dy =db— xd® + ydai.

Fir den augenblicklichen Pol wird dz = dy = 0; damit er unendlich
fern sei, muB also d9 — di =0 und wenigstens eine der GriBen da
und db von Null verschieden sein. Dann sind die Phasen S und S’
kongruent und parallel, alle Bahnnormalen also senkrecht zur Geraden
AA". Legen wir die y-Achse parallel zu den Normalen, so ist db = 0,
mithin dz = da und dy = 0.

Beim Ubergang des Systems in die folgende Phase S” gelangt
der Punkt 4 in eine Lage A” mit den Koordinaten z + 2dz + d*z,
Y + 2dy + d®y, und zwar ergibt sich aus (1)

@z =d%a + dzdl + zd®A + dyd® + yd®® = d*a + zd*A + yd*®
Py =d*b — dzd® — xd®® + dydd + yd®i = @*b — zd*9 + yd*i.

1) Dieser Jahresbericht XIX. 1910. S. 29.
10*
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Der Punkt A beschreibt demnach momentan ein Bahnelement vom

Kriimmungsradius
@ e @4yt dat _
T dxd’y —dydiz  d*b— xd*® + yd*i’

dabei rechnen wir t positiv, wenn d?y positiv ist, d. h. wenn der
Kriimmungsmittelpunkt A oberhalb A4 liegt. Fiir

, od9 — yd*i = db

wird v = 0o. Der Wendekreis zerfillt also gegenwiirtig in die unend-
lich ferne Gerade und in die durch die letzte Gleichung dargestellte
Polbahntangente t. Bedeutet ® den Winkel, den t mit den Bahn-
normalen bildet, so folgt

azi .

Wir verlegen jetzt den Koordinatenanfangspunkt auf die Polbahn-
tangente. Dann wird fiir 2 =y =0 der Kriimmungsradius t = oo,
also ist d? =0, und die Gleichung der Polbahntangente lautet

(4) zd®¥ — yd?l =0.

Setzen wir noch

da? 2

aa - T,
und y —zcotw =1, so bedeutet ) den Abstand des Punktes 4 vom
Schnittpunkt M seiner Bahnnormale mit f, und es ergibt sich aus (2)

=2,

®) r—1
Hieraus folgt: Kennt man in einer Phase mit unendlich fernem Pol die
Polbahntangente t und von irgendeinem Systempunkt A den Krimmungs-
mittelpunkt A, so sind fiir alle Systempunkite die Kriimmungsmittelpunkte
threr Bahnen bestimmi. Und ferner: Alle Systempunkte, die auf einer
Parallelen zur Polbahntangente liegen, beschreiben Bahnstellen von gleiche¥

Kriimmung.

2. Bezeichnen wir die Strecke MA mit y’, so ist r =y — ¥y, mit-
hin nach (5)
(6) h*— 9y’ + ¢*=0.

Dem Kriimmungsmittelpunkt A entspricht daher auf der Normale AA
ein zweiter Systempunkt A*, und es ist
MA-MA* = g¢*,

also nach (5)
MA*= AA.
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Auf jeder Bahnnormale bilden demnach die Paare von Systempunkten,
die gu demselben Kriimmungsmittelpunkt gehoren, eine Involution, deren
Mittelpunkt sich auf der Polbahntangente befindet. Diese Involution ist
fiir alle Normalen dieselbe. Sie ist hyperbolisch oder elliptisch, je nachdem
d21 positiv oder negativ ist, d. h. je nachdem sich das System beim Uber-
gang in die Phase S” vergrofert oder verkleinert.

Definieren wir die Momentanbewegung fiir drei unendlich benach-
barte Phasen durch die Polbahntangente t und den Systempunkt A4
mit seinem Kriimmungsmittel-
punkt A und bezeichnen wieder
mit M den Schnittpunkt von
t mit AA, so liegt im ersten
Fall (Fig. 1) der Punkt 4 inner- /
halb, im zweiten (Fig. 2) auBer-
halb der Strecke M A. Machen |
wir MA* = AA, so erhalten l
wir in Fig. 1 aus M, A und \
A* die Doppelpunkte F, und \/ )(\\
F, unsrer Involution und die / :
entsprechenden Kriimmungs- /
mittelpunkte ®, und ®,; da-
bei ist M®, =2 . MF,. Die
Parallelen durch &, und &, zu
t treten an Stelle der Uber- S 9y
gangskurve 61), denn in dem -
von ihnen begrenzten Streifen
der Ebene X liegen keine
Kriimmungsmittelpunkte, —

Um zu irgendeinem Punkte B %
der Geraden AA das Paar Fig. 1. Fig. 2.

B, B* zu konstruieren, halbiere man MB in B,, danu ist B, auch
der Mittelpunkt von BB*.

3. Wird jedem Systempunkte der Kriimmungsmittelpunkt seiner
Bahnkurve als entsprechend zugewiesen, so ergibt sich — wie bei end-
lichem Pol — eine ein-zweideutige Verwandtschaft der Ebenen S und X.
Fiir die Koordinaten %,y und §,7 entsprechender Punkte gelten nach
(5) die Gleichungen

u"ng%_"S > o]
\
\
&

£
x

=,

q’
y—xcota

§=x, n=y+

Hierdurch wird jeder Geraden @ von S in ¥ eine Hyperbel zugeordnet;

1) a. a. O, S. 45.
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ihre Asymptoten sind ¢ und die Normale des Schnittpunkts von d mit
der Polbahntangente t. Umgekehrt entspricht jeder Geraden & von X
eine Hyperbel mit den Asymptoten & und t; die Verwandtschaft ist
also gegenwirtig vom zweifen Grade.

Jeder zirkularen Kurve entspricht, wie man leicht erkennt, in der
anderen Ebene eine Kurve, die gleichfalls durch die imaginiiren Kreis-
punkte geht und in ihnen von der ersten Kurve beriihrt wird.

Im Fall eines starren Systems ist auch d®1 = 0 und die Polbahn-
‘tanggnte t parallel zu den Bahnnormalen. Setzen wir dann

_dat_ g
a9
und lassen die y-Achse mit t zusammenfallen, so wird nach (2) der
Kriimmungsradius K?
-,

also konstant fiir alle Punkte derselben Normale.?)

-
-,

4. In Fig. 3 sind drei unendlich benachbarte Phasen eines @hnlich-
verdnderlichen Systems mit unendlich fernem Pol ganz allgemein da-
durch definiert, daB von drei Systempunkten A4, B, C, die nicht auf einer
Geraden liegen ¥), die parallelen Bahnnormalen und auf ihnen die Kriim-
mungsmittelpunkte A, B, I' beliebig gegeben sind; man soll die Polbahn-
tangente t konstruieren. Schneidet t die Geraden AA und BB bzw. in
M und N, so verhilt sich nach (5)

- AM:BN = BB: AA,
1) Vgl. u. a. Burmester, Kinematik, S. 101.

2) Liegen 4, B, C auf einer Geraden und sind die zugehdrigen Normalen
parallel, so ist I durch A und B bestimmt.
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mithin teilt t die Strecke AB in demselben Verhidltnis. Bestimmen
wir daher den Schnittpunkt € von 4B und AB und machen auf 4B
die Strecke AC’ entgegengesetzt gleich BE, so geht t durch €’. In
derselben Weise ergeben sich die Schnittpunkte U’ und B’ von t mit
BC und CA. -

Die Polbahntangente ist also bereits bestimmt durch die Punkte
A, B, C und die Verhiltnisse der drei Kriimmungsradien, und sie ist
unabhiingig von der Richtung der parallelen Normalen. Ist die ge-
fundene Gerade t parallel zu AA, BB, CI, so bleibt das System in
allen drei Phasen starr.

5. Die Gleichung (5) fiir den Kriimmungsradius r der Bahnkurve
des Punktes 4 kann auch aus der entsprechenden, bei endlichem Pol
geltenden Formel abgeleitet werden. Bedeutet P diesen Pol, ds das
Bogenelement der Polbahn, o den Winkel, den in der betrachteten
Phase die Bahnnormale jedes Punktes mit seinem Polstrahl bildet, dw
das Inkrement von ® beim Ubergang in die Nachbarphase, » die Liinge
des Polstrahls $.4 und ¢ den Winkel zwischen B4 und der Polbahn-
tangente t, so ist

r*Yde? + da 1)
dssing —r(dd —dow) 7’

oder, wenn
ds a9 —do

Vaofar o Vae fda 1’

gesetzt wird,

reosp =u, rsing =71

(u? 4 o9t
P

Lassen wir den Punkt 8 auf der Geraden t ins Unendliche riicken und

bezeichnen mit C’ und y’ die Grenzwerte von ;f:, und von —;1 fiir u = oo,
so folgt 1

Ty
Da aber bei unendlich fernem Pol der Wendekreis in die Polbahn-
tangente ausartet, so muB jetzt fiir die Punkte von t, d. h. fiir v =0
der Kriimmungsradius r unendlich gro8 werden; demnach ist "= 0.
Setzen wir noch ) 1

= g¢'sinw

und den zwischen dem Punkte 4 und der Polbahntagente t liegenden
2

Abschnitt der Bahnnormale =1, so wird v = ) sinw, mithin t = -%—

wie zuvor.

1) R. Miller, a. a. 0., S. 31.
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6. In derselben Weise ergibt sich der Kriimmungsradius der von
einer Kurve des bewegten Systems erzeugten Hiillbahnkurve. Ist A der
Gleitpunkt und R der Kriimmungsradius der Systemkurve, A; der
Krtimmungsmittelpunkt ihrer Hiillbahnkurve an der mit 4 bezeichneten
Stelle, so gilt bei endlichem Pol, wenn wieder PA=1r, L (P4, t)=¢
gesetzt wird, die Formel?)

AA _ r*)de*+ di* 4 Rdssing 4 Rr(cosm)/dd* + di’+ do)
e dssing —r(d® — do) — Rd® cosw ’
ad

yaer+art’

do _ .
yao fai PO T

Nun ist cosw = also

wir kénnen daher auch schreiben

@+ o) L CRv 4+ R+ v%)(2cosw — 7)
AA; = -
Cv — y @+ %) — B(? + o) cosw

Daraus folgt fiir w = oo, da nach Artikel 5 der Grenzwert von %— ver-
schwindet,
14 CRv
Ady=—g7

Hier ist aber %} gleich dem Kriimmungsradius v der Bahnkurve des

Punktes 4, mithin wird
AA;=rt+ R.

Bei unendlich fernem Pol ist also der Kriimmungsradius der Hillbahn-
kurve gleich der Summe der Kriimmungsradien der Bahn des Gleitpunkts
und der Systemkurve.?)

1. Die Punkte stationdrer Krimmung. Aus Gleichung (2) ergibt
sich als Bedingung dafiir, daB beim Ubergang in die folgende Phase
das Inkrement dr des Kriimmungsradius der Bahnkurve des Punktes
(%, y) verschwindet,

(1) 3(dzdPy—dydiz)(dzd*z+ dyd®y) — (d2*+ dy®) (dxdPy — dzd®y)=0.

1) a. a. 0, S. 68.

2) Dieser Satz gilt auch bei endlichem Pol, sobald d# = 0 ist, wenn also
Wende- und Riickkehrkreis der betrachteten Phase zusammenfallen. — Bei einem
starren System stimmt der Satz diberein mit der Tatsache, daB die Kriimmungs-
mittelpunkte A, der Hiillbahnkurve und Q der Bahn, die der Krimmungsmittel-
punkt O der Systemkurve im Punkte A beschreibt, identisch sind. Dann ist
nimlich AQ = 40+ 0Q= R+ OQ und bei unendlich fernem Pol 0Q = AA=r,
also AQ = AA4,.
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Nun folgt aus (1)
Br=d’a+2xd*L+2dxd?A + dPxdA+ yd39 + 2dydd + dPydd

und
By=ab—2d*d —2dzd*9 — d*zd® + yd*L 4 2dyd*A + d?yda,

also mit Riicksicht auf die vorher berechneten Werte von dz, dy, d?z,
d*y und da d& = di=0 ist,

Bx=d’a + 2dad*A + zd®A + yd*®
d*y = d®b — 2dad*® — 2d®*® + yd®i.

Wir erhalten demnach aus (7), wenn wir wieder d?b = O setzen, als
Gleichung der Kreispunkthurve

o ‘ 3 (@1 + yd29) (2 @8 — yd®1) — 2(dad*d — 3d%ad*®)
) +y(dad®L—3d%ad®1) + da(db — 2dad®®) = 0.

Die bizirkulare Kurve vierter Ordnung, die in einer Phase mit endlichem
Pol die Kreispunktkurve darstellt, spaltet sich also gegenwiirtig in die
doppelt zihlende unendlich ferne Gerade und in die durch Gleichung (8)
bestimmte gleichseitige Hyperbel ¢, deren eine Asymptote zur Polbahn-
tangente t parallel ist. Diese Hyperbel hat t zur Asymptote, sobald

A?Ad*9 — d?9d*A =0

wird, und sie zerféllt in t und eine dazu senkrechte Gerade, wenn
auBerdem

ad*b = 2dad*®
ist.

Kennt man drei Punkte 4, B, C, die augenblicklich Bahnstellen
mit stationdren Kriimmungskreisen beschreiben, und deren Mittelpunkte
A,B,T, so kann man nach Fig. 3 die Gerade t und hierauf in bekannter
Weise die Hyperbel ¢ konstruieren. Dann ist der endliche Schnittpunkt
von t und ¢, der sich gleichfalls sofort ermitteln 1a8t, der Ballsche
Punkt der betrachteten Phase S. — Soll die Gerade t = A'B'C’
eine Asymptote von ¢ sein, so gilt dasselbe von der Geraden ABC;
beide Geraden miissen also aufeinander senkrecht stehen. Dies ist, wie
sich leicht ergibt, der Fall, wenn

BC%(BB+CT)(AA—BB)(4A—CI)+ CA”(CI'+AR)(BB—C M (BB—AA)

+ AB*(AA+BB)(Cr—AA)(Cr—BB)=0
wird. — Soll endlich die Kurve ¢ in die Polbahntangente t und eine
zweite, auf ihr senkrechte Gerade 3 zerfallen, so bestimmen bereits zwei

Punkte von stationirer Kriimmung, z. B. 4 und B, und ihre Kriimmungs-
mittelpunkte A und B die Geraden t und 8 und damit die Bewegung
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des Systems durch vier unendlich benachbarte Phasen. Dann ist nim-
lich 8 die Gerade 4B, und t geht durch den Schnittpunkt von 4B
und AB senkrecht zu AB.

8. Die Burmesterschen Punkte. Differentiiert man Gleichung (7),
80 erhilt man die Bedingung, unter der sich der Punkt (z, y) der Kreis-
punktkurve in einer Bahnstelle mit fiinfpunktig beriihrender Tangente
befindet. Da dy = 0 ist, so folgt

4dzd®ydiz + 3 d*y[(d®z)? + (d®y)?] — datd*y = 0.
Nach (1) ist aber
dy=db—3 dad*d—3 Padd— (6 &0 d*A+d49)+y[3 (d*1)'—3 (d9)*+d*4].

Setzt man ferner fiir dz, d®z usw. die frither gefundenen Werte, so
geht die vorige Gleichung tiber in
(xd?@—yd®2) {3 (2 +y®)[(d*9) 4+ (d*2)*]+22(2dadA+3d%ad?A)

+2y(2dad®*®+3d*ad?®) + 8da’d® L + 4dad®a + 3(d%a)?}
@) —2da*(6dA*9d*L + @*®) +yda®[3(d21)? — 3(d*9)? 4 d*1]

+da’(d*b—3dad®® —3d*ad?®) =0.
Die hierdurch dargestellte Kurve dritter Ordnung hat t zur Asymptote,
sie schneidet also die Kreispunktkurve im unendlich fernen Pol und
auBerdem in fiinf endlichen Punkten; es gibt demnach gegenwiirtig —
wie bei endlichem Pol — fiinf Burmestersche Punkte.

Ist das System starr, mithin di = d?4 = d*4 = d*4 = 0, so folgt,
wenn wieder d?b = 0, also die y-Achse parallel zu t gew&hlt wird, fiir
die Kreispunktkurve ¢ aus (8) die Gleichung

(10) 3zy(d@*9) —x(dad®® —3 d*ad*®) + da(d*b—2dad?*®)=0.

Die Kreispunktkurve ist daher eine gleichseitige Hyperbel mit der
Asymptote t, und es gibt deshalb nur noch vier Burmestersche Punkte.
Fiir ihre Abstinde von der Polbahntangente folgt durch Elimination
von y aus (9) und (10) die Gleichung

92t (d*9) + 2 da[bda(d®*9) —3dad®D d*d—12d*ad? 9 d* 9 +12d°%a (d%9)?%]
—32da®(2d*bd® 9 — d*bd*®) — da*(2dad® 9 — d®b)(dad®® + d®b) = O;

gwischen diesen Abstinden besteht also die einfache Bezichung

i=4

Sa,=0.

i=1
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