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Uber ganze transzendente Funktionen.')

Von OrT0 BLUMENTHAL in Aachen.

Ich stelle mir in diesem Vortrage zur Hauptaufgabe, die ganzer
Funltionen unendlicher Ordnung zu behandeln und ihre Theorie in einer
neuen, einfachen Form darzustellen. Dabei fiigen sich naturgemis8,
als Erginzungen oder wichtige Weiterbildungen, die Ergebnisse einiger
kiirzlich erschienenen Arbeiten ein, die vielleicht bisher noch weniger
bekannt geworden sind.

1. Ich gebe zuniichst als Einleitung einen Uberblick iiber die
Theorie der Funktionen endlicher Ordnung. Hier sind die urspriing-
lichen, auf Hadamard und Borel?) zuriickgehenden Sitze in letater
Zeit wesentlich verschiirft worden. Ich wihle der Vollstindigkeit halber
diese neue Form der Darstellung, obwohl die spiitere Verallgemeinerung
auf Funktionen unendlicher Ordnung sich an die urspriinglichen Be-
griffshildungen von Hadamard und Borel anschlieft.

Sei f (¢) eine ganze transzendente Funktion. Wir bezeichnen mit
M (r) das Maximum von |f(2)| auf dem Kreise mit Radius » um den
Nullpunkt. M (r) ist alsdann eine monoton ins Unendliche wachsende
Funktion.®) Es handelt sich bei der Theorie um einen Zusammenhang
zwischen der Stirke des Wachstums von M (r) und der Dichtigkeit der
Stellen, an welchen f(2) einen beliebigen Wert ¢ annimmt (im folgen-
den abgekiirzt als ,Verteilungsdichte (a)“ bezeichnet.)

Zur Aufstellung dieser Sitze hat man vor allen Dingen von den
UnregelmiBigkeiten des Wachstums von M (r) und der Verteilungs-
dichten (a) zu abstrahieren. Diese Abstraktion geschieht im Gebiete

1) Im wesentlichen unveriinderte Wiedergabe eines auf der Stuttgarter Natur-
forscher-Versammlung erstatteten Referates. Kine ausfiihrliche Darstellung der
Resultate iiber Funktionen unendlicher Ordnung werde ich in einem demniichst
im Verlage von Gauthier-Villars (Collection Borel) erscheinenden Buche geben
Daher werden auch in diesem Referate Beweise durchgiingig weggelassen.

2) Siehe die Darstellung bei Borel, Lecons sur les fonctions entieres
(Paris, 1900).

3) Eine genauere Betrachtung dieser Funktion folgt am Schlusse der Arbeit.
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98 Orro BLuMENTHAL:

endlicher Ordnung allgemein durch eine Mittelwertbildung mit Hilfe be-
kannter Funktionen von typischen Wachstumseigenschaften.
Wir fithren némlich folgende Definitionen ein:

3 . v . . % n r . v
a) Die Funktion M (») wichst im Mittel wie e (187 " (g2r) ™. (gpn) 7
wenn einerseits von einem gewissen » ab stindig

M@ <e Pagn™ . ag,n Pt

andererseits fiir gewisse beliebig groBe »
M(r)>er"0en™...0g,n"P 7" 1y

Wir nennen alsdann f(z) eine Funktion endlicher Ordnung und
(W, vy,...,v,) die Ordnung der Funktion. Dabei soll p (positiv und)
von Null verschieden sein.

b) Die Mittelwertbildung fiir die Verteilungsdichte (a) liBt sich
zunichst in ganz analoger Form darstellen.

Seien e, a,,... die nach steigenden Moduln geordneten Werte,
tir welche f den Wert ¢ annimmt. Man abstrahiere von den Argu-
menten und bezeichne die Moduln der Stellen ‘«;, «,, ... durch
7y, T3y . ... Wir haben dann endliche Verteilungsdichte (@), wenn fiir
endliches positives ¢ und endliche Zahlen g, . . ., 6, einerseits von einem
gewissen n ab stindig:

n
ry > o opte
agn°®...ag,m) *
andererseits fiir gewisse beliebig groBe .
1
¢
n
a < " op—¢

agm®...ag,m *

Das Zahlensystem (g, 6,,..,6,) 1Bt sich aber noch in anderer

Weise charakterisieren. In der Tat ist unter den aufgestellten Be-
. o . oy - . e ey _'1 - e | g
dingungen fiir jedes positive y die Reihe 2 W lgry) (g )t T

1 . .
1F0 (g ry1i- )T o divergent. Wir

konvergent, die Reihe 2 "
oo (8 ¥

8 dgr,)

1) Unter & verstehen wir hier und immer in der Folge eine positive Zahl,A
die fiir geniigend groBe Werte der Variabeln (hier ) beliebig klein gewiihlt werden
kann (mit wachsender Variabeln geeignet gegen Null geht).
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nennen das System (¢, 6y, ..., 6,) den Konvergenzexponenten der Ver-
teilungsdichte (a). Die Ableitung beweist, daB auch die Einfilhrung des
Konvergenzexponenten auf eine Mittelwertbildung mit Hilfe bekannter
Funktionen hinauskommt. Wir werden im folgenden stets eine Ver-
teilungsdichte durch ihren Konvergenzexponenten charakterisieren.
Nach Einfithrung dieser Definitionen faBt sich die Theorie der
Funktionen endlicher Ordnung in folgenden Satz zusammen:

Bei endlicher Ordnung sind die Verteilungsdichten aller Werte a end-
lich, und ihre Konvergenzexponenten sind hichstens gleich der Ordnung.*)

Es kann hiochstens einen einzigen Wert a geben, dessen zugehoriger
Konvergenzexponent kleiner als die Ordnung ist.%)

Der zweite Teil des Satzes ist das bekannte Picardsche Theorem
in der Erweiterung, die zuerst Borel erkannt hat.

2. Zwei Klassen von Funktionen sind unter den soeben betrach-
teten nicht enthalten: einmal die Funktionen von schwachem Wachs-
tum, fiir welche w =0 (,Funktionen der Ordnung Null“), dann die
Funktionen unendlicher Ordnung. Da iiber die Funktionen der Ord-
nung Null nur sehr geringe Literatur existiert, werden wir uns im
folgenden ausschlieBlici auf Funktionen unendlicher Ordnung be-
schrinken. Ich bemerke jedoch, daB auch die Behandlung der Funktionen
der Ordnung Null die unten besprochenen Methoden erfordert.

3. Da die bei Funktionen endlicher Ordnung erzielten Resultate
wesentlich auf der Methode der Mittelwertbildung beruhen, so muB
diese zundchst auf den Fall unendlicher Ordnung iibertragen werden.
Dies gelingt ohne weiteres bei denjenigen Funktionen, die Herr Maillet
Funktionen ,nicht transfiniter Ordnung® nennt, indem nimlich diese
Funktionen gerade nach dem Gesichtspunkt ausgewihlt sind, daB ihr
Wachstum Mittelwerthildungen mit Hilfe iterierter Exponentialfunktionen

A

e (r) = e, .., e, (r) = e%—10")

zuldBt.’) Da diese Untersuchungen mir methodisch Neues nicht zu

bieten erscheinen, gebe ich unten®) nur einige Resultate vergleichs-
weise an.

1) Die scharfe Fassung fast gleichzeitig gegeben vor Lindelsf und Bou-
troux (E. Lindelsf, Acta Soc. Fenn. 81 (1902); P. Boutroux, Acta Math. 28.
(1903).

2) Scharfe Fassung von A. Wiman, Arkiv for Mat. Astr. och Fysik 1(1904).

8) Systematische Darstellung bei E. Maillet (Ann. Ec. Norm. 23 (1906)),
von ihm rihren auch die Bezeichnungen her. Die Resultate und Methoden gehen
wesentlich auf Boutroux zuriick. '

4) Seite 104.

7*
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4. Die Theorie der allgemeinen Funktionen unendlicher Ordnung
ist zuerst von Borel') in groBziigiger Skizzierung gegeben worden.
Seine Resultate wurden prdzisiert und in wesentlichen Punkten erginzt
in der unter meiner Leitung angefertigten Dissertation von Kraft.?)
Hierzu kamen dann wichtige Ergebnisse von Boutroux?®), in dessen
Arbeit iibrigens die Funktionen unendlicher Ordnung nur einen kleinen
Raum einnehmen. All dies Material wird in der folgenden Darstellung
benutzt, auBlerdem tritt Neues hinzu.

Borel hat zundichst darauf hingewiesen und am Beispiel gezeigt,
daB es ganze Funktionen gibt, die stirker wachsen als jede iterierte
Exponentialfunktion e, (r%).#) Auf diese Funktionen 1Bt sich also die
Mittelwertbildung mittels bekannter Funktionen nicht anwenden. An-
dererseits ist eine gewisse Abstraktion von den UnregelmaBigkeiten
des Wachstumes der auftretenden Funktionen unbedingt erforderlich,
wenn man zu Resultaten von #hnlicher Einfachheit wie bei endlicher
Ordnung gelangen will. Man wird also notwendig zu der Aufgabe
gefiihrt, die Mittelwertbildung zu verallgemeinern: man hat zu unter-
suchen, welche Eigenschaften der bisher benutzten elementaren Mittel-
wertfunktionen fiir ihre Verwendbarkeit ausschlaggebend sind, und dann
die allgemeinsten Funktionen von solchen Eigenschaften zur Mittel-
wertbildung heranzuziehen. So entsteht die Theorie der Vergleichs-
funktionen.

Ich fithre die Untersuchung ganz allgemein folgendermaflen durch.
% sel eine stetig variabele, reelle GroBe®); ich nenne dann eine reelle,
positive, fiir alle positiven Werte von z endliche, stetige und stetig
differenzierbare®) Funktion T'(x) eine Vergleichsfunktion, wenn sie fiir alle
Werte z folgende -3 FEigenschaften besitzt:

I T () ist eine niemals abnehmende Funktion.

L 7(z+ lgLT) < T'(x)t+e.

, T 142
1L T'(z) < S5,
Es wird sich ergeben, dafs diese drei Eigenschaften die Verwendbarkeit

der Funktion T (x) fiir unsere Zwecke sichern.

1) Acta Math. 21 (1897).

2) ,Uber ganze transzendente Funktionen von unendlicher Ordnung*, Diss.
Gottingen 1903.

8) Acta Math. 28 (1903).

4) Diese Funktionen nennt Herr Maillet ,,von transfiniter Ordnung.* |,

5) Der Fall unstetig variabelen (z. B. ganzzahligen) x 148t sich dem betrach-
teten Falle augenscheinlich einfach einordnen (siehe auch S. 103).

6) D. h. mit einer stetigen Ableitung 7' (x) versehene.
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Die Bedingungen II und III bediirfen einer Erliuterung.

Bedingung II beruht auf einer Bemerkung von Borel (a.a. 0.),
daB eine fiir alle endlichen Werte 2 endliche, niemals abnehmende
Funktion W (z) eine Ungleichung der Form

W(a+ g w) > W+

bei festem « jedenfalls nur in Intervallen von endlicher Gesamtausdehnung
befriedigen kann: anderenfalls wiirde nédmlich die Funktion W (z) schon
fiir endliches # unendlich, die Kurve y — W () hitte also eine verti-
kale Asymptote. Andererseits ist leicht zu sehen, daB mehr als diese
(oder eine #hnliche) Aussage iiber das Verhiltnis der Werte einer
Funktion W an benachbarten Punkten sich nicht machen laBt. Ist
beispielsweise o eine beliebig kleine, aber von z unabhingige positive
Grofe, so gibt es Funktionen, fiir welehe mit wachsendem z die GréBe
W (z + 0) groBer als jede beliebige Potenz von W (z) wird. .

Die Bedingung II ist also fiir alle Funktionen W (z) mit Aus-
nahme einer Intervallmenge von endlicher Gesamtausdehnung von selbst
erfilllt. Thre Aufstellung fiir alle Werte z ist fiir die Verwendbarkeit
einer Funktion als Vergleichsfunktion notwendig, da ohne sie (oder eine
Bedingung #hnlicher Form) kein Schluf von einem Funktionswerte auf
Nachbarwerte gemacht werden kann.

Bedingung III ist eine hinreichende Bedingung fiir die Verwend-
barkeit einer Funktion. Vielleicht 148t sie sich noch durch eine andere,
weniger beschriinkende ersetzen. Sie rechtfertigt sich durch folgende
Uberlegung: fiir jede beliebige Funktion W (z) sind die Intervalle, in
welchen III nicht erfiillt ist, einzeln endlich, und ihre Ausdehnung
nimmt mit wachsendem x ab. Die Gesamtheit der Ausnahmeintervalle
zwischen z und einem beliebigen Werte X ist kleiner als die Hilfte
der Strecke (z ... X).

Die Anwendung der Vergleichsfunktionen ist folgende: Sei W ()
eine beliebige stetige, mit wachsendem x ins Unendliche wachsende
Funktion. Eine Vergleichsfunktion 7'(z) heiBt alsdann zu W (z) ge-
horig, wenn sie, auBer den Bedingungen I—III, noch die folgenden
beiden erftillt:

IV. Fiir alle Werte z oberhalb eines Wertes z, ist
V. Fiir unendlich viele wachsende Werte z ist
T(x)< W(x)t+e
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Man zeigt (Kraft, a. a. O.), daB jeder Funktion W unendlich viele
Vergleichsfunktionen 7' zugeordnet werden konnen. Insbesondere sind
die oben betrachteten elementaren Mittelwertfunktionen Vergleichs-
funktionen. Es ist aber 'auch ersichtlich, daB die allgemeinen Ver-
gleichsfunktionen ein viel intimeres Eingehen auf die Eigenheiten der
verglichenen Funktionen gestatten, als diese speziellen, da die Be-
dingungen I—III wenig einschrinkend sind. Die Einfiihrung der Ver-
gleichsfunktionen wird daher auch in den Fallen, wo Mittelwertbildung
mit Hilfe elementarer Funktionen moglich ist, genauere Resultate liefern
als diese letztere Methode.

5. Der Gebrauch der Vergleichsfunktionen bei der Behandlung
von Funktionen unendlicher Ordnung besteht darin, daf Ordnung und
Konvergenzexponent als Vergleichsfunktionen angesetzt werden.

a) Erstens nimlich setzen wir die Funktion M (r) — im Ansehlusse
an die von Hadamard benutzte Schreibweise bei endlicher Ordnung —
in die Form

' M) =e"";

v (r) heiBt das Wachstum von f(s). Wegen unserer Annahme unend-
licher Ordnung nimmt »(r) mit wachsendem » beliebig groBe Werte an.*)

1) Es sei jedoch bemerkt, daf trotzdem » () im allgemeinen nicht etwa
eine stindig wachsende Funktion ist. Beispielsweise kann fiir unendlich viele
unendlich zunehmende Werte 7, von r die Beziehung (1 — &)r, < (rp) < (1 4 &)r;
bestehen, wiihrend fiir gewisse Zwischenwerte 7, (r,—1<7; <ry) die Ungleichung
v(ry) <1+ & gilt. Funktionen f(z) dieser Art lassen sich in Form von Potenz-
reihen aufstellen.

. Alle von Borel und — in schiirferer Fassung — Lindelof bei endlicher
Ordnung als ,fonctions & croissance irréguliére* bezeichneten Funktionen haben
stellenweise abnehmendes » (). Es verdient Beachtung, daB analytisch sehr ein-
fach definierte Funktionen ,croissance irréguliére* besitzen. Herr G. H. Hardy
(London Math. Soc., series 2, vol. III (1905): ,,On a class of analytic functions®)

zeigt nimlich, da Reihen der Form2___1__ z_" bei irrationalem 2 je nach der
sinAnmwn!

arithmetischen Natur (Kettenbruchentwicklung) des A4 sehr verschiedene Kon-
vergenzeigenschaften zeigen. Insbesondere ldBt sich 1 so wihlen, daB die Reihe
eine ganze Funktion darstellt, und zwar eine Funktion & croissance irréguliére
im Sinne von Lindeléf. Die Funktion schwankt némlich zwischen den GroBen-
Ordnungen ¢” und ¢ '8”. AuBerdem konnen Reihen dieser Form nicht als kiinst-
lich konstruiert bezeichnet werden, denn sie treten auf bei der Potenzreihen-
entwicklung des Stieltjesschen Integrals

@™

;—"ldu
Fa@)=J Wtz

0
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Jede zu v (v) gehiorige Vergleichsfunktion nennen wir eine Ordnung
von f(2) und bezeichnen sie durch w (r).*) <

b) Die Verteilungsdichte (a) charakterisieren wir durch eine Kon-
vergenzfunktion, entsprechend dem bei endlicher Ordnung gebrauchten
Konvergenzexponenten. Seien némlich wieder »,,7,, ... die absoluten
Betriige der von Null verschiedenen Stellen, an welchen f(z) den Wert a
annimmt, so gehen wir aus von einer Reihe von Zahlen g, ,0,, ..

so daB 1
27 —
¥p n

konvergiert. Hierfiir ist notwendig, dal von einem gewissen » ab stindig

o

Ign

0, > lgr

Zur Konstruktion der Konvergenzfunktion verfahren wir jetzt so: Wir

tragen zu jedem 7, als Abzisse die zugehérige GroBe llgng als Ordinate
auf und erhalten unendlich viele Punkte P,, deren Ordinaten im all-

gemeinen mit 7, beliebig wachsen. Die geradlinigen Verbindungs-
strecken (P, P +1) liefern also einen Polygonzug, der eine stetige, im
allgemeinen wachsende Funktion von » darstellt.

Jede Vergleichsfunktion o (r) zu diesem Polygonzug leifit eine Kon-
vergenzfunktion der Verteilungsdichte (a).

6. Jetzt lassen sich die Resultate fiir endliche Ordnung voll-
kommen auf unendliche Ordnung iibertragen. Sie fassen sich zusammen
in den Satz:

Ist w(r) eine Ordnung von f(2), so ist w(r)*+* Konve;genzﬁmktzon
fiir jede Verteilungsdichte (a). _

Fiir alle Werte a, mit Ausnahme hochstens eines einzigen, ist
o (r)t+e eine Ordnung von f(2), wenn o(r) eine Konvergenzfunktion der
Verteilungsdichte (a) ist.

Die Worte ,mit Ausnahme hochstens eines einzigen“ enthalten das
Picardsche Theorem.

7. Der Beweis fiir den ersten Teil unseres Satzes wird nach einer
von Boutroux herrithrenden Methode gefiihrt.?) Boutroux hat nim-

1) Jeder Funktion sind also unendlich viele Ordnungen zugewiesen. Dies ist
eine notwendige Folge der Einfiilhrung der Vergleichsfunktionen, nicht etwa eine
Besonderheit der Funktionen unendlicher Ordnung gegeniiber denjenigen endlicher
Ordnung. Im Gegenteil lassen sich alle jetzt gegebenen Definitionen auf endliche
Ordnung anwenden und scheinen auch dort brauchbare Erweiterungen der in 1.
besprochenen Ergebnisse zu liefern.

2) Acta Math. 28, S. 92—94.
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lich gezeigt, daB sich. durch ein sehr einfaches und sinnreiches Ver-
dichtungsverfahren die bei endlicher Ordnung iibliche Methode von
Schou') so verschiirfen 14Bt, daB sie auch bei unendlicher Ordnung
gentigend genaue Resultate liefert.

Der Beweis des zweiten Teils ist in der Dissertation von Kraft
gegeben. _

Boutroux (und nach ihm Maillet) haben sich hier auf Betrach-
tung solcher Verteilungen (@) beschrinkt, welche eine Mittelwertbildung
mit Hilfe der Funktionen lg,n zulassen. Es ist interessant, unsere
Resultate mit denen von Boutroux-Maillet hinsichtlich der erzielten
Genauigkeit zu vergleichen.

Betrachten wir Verteilungsdichten derart, daB

2k i

1) v, = (gny, 2) =gy

Dann gelten von dem Picardschen Ausnahmefall abgesehen, nach
den Abschitzungen von Boutroux (a.a. 0., S. 97—102) fiir das Wachs-
tam v (r) die Ungleichungen

1 : ' 1

(1) v (r) > ( 1:;75_) », (2) v (r) > .t rrre

Wollen wir aber unsere oben angegebenen Resultate anwenden,
80 haben wir nur zu beriicksichtigen, daB

Ign 1 Ign 1 .y
O gy Sy, @) o <. "
kd n n

Daher konnen 1g1; v, l-glre’r, welche ja Vergleichsfunktionen sind, als

Konvergenzfunktionen ¢ (r) gewithlt werden, und dies ergibt dann fiir
das Wachstum:
1

A I3 1 13 ry
1) v(r) < (g r)iFe phbe, 2) v(r)< griTe el e,

Im ersten Falle ist also das Resultat von Boutroux etwas genauer
als das unsrige, im zweiten Falle verdient unseres schon den Vorzug.
Dies ist erst recht und in steigendem MaBle bei den hoheren Verteilungs-

1
dichten (-r" > (g, n)Y) der Fall.®)
Sonach ist das Verfahren der Vergleichsfunktionen dem der Mittel-
wertbildung durch elementare Funktionen nicht nur hinsichtlich der

1) Borel, Fonctions entiéres.

2) Vergl. Maillet a. a. O., der die nach der Methode von Boutroux er-
haltenen Resultate explizit ausspricht. Er begniigt sich allerdings dabei mit einer
geringeren Genauigkeit der Abschitzungen.
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Allgemeinheit, sondern auch hinsichtlich der erzielten Genauigkeit
tiberlegen.

8. Im Vorstehenden hoffe ich die Ergebnisse der Untersuchungen
iber ganze Funktionen geniigend eingehend angegeben zu haben.

Im Folgenden kehre ich von anderem Gesichtspunkt aus zum
Picardschen Satze zuriick und referiere die Resultate einiger neuer
Arbeiten, die den Giiltigkeitsbereich des Satzes in bemerkenswerter
Weise ausgedehnt haben.’)

Der einfacheren Sprechweise halber beschrinke ich mich dabei auf
Funktionen endlicher Ordnung. Der Ordnungsbegriff ist von Borel?)
auf meromorphe Funktionen iibertragen worden. Eine Anwendung des
Mittag-Lefflerschen Satzes liefert ferner die Verallgemeinerung auf
beliebige Funktionen mit isolierter wesentlich singulirer Stelle, in deren
Umgebung sie eindeutig sind.?) Dann liBt sich auch der Picardsche
Satz auf diese Funktionen iibertragen und lautet:

Ist (u, vy,..., v,) die endliche Ordnung der eindeutigen Funktion
an dem isolierten, wesentlich singuldren Punkt, so gibt es hochstens zwei
Werte a,, a, von so geringen Verteilungsdichten in der Umgebung des
wesentlich shiguldren Punktes, daf3 die zugehirigen Konvergenzexponenten
Ileiner als die Ordnung sind.

Wesentlicher aber erscheint mir eine Ausdehnung des Satzes auf
eine Klasse mehrdeutiger Funktionen, die kiirzlich von Herrn Georges
Rémoundos entwickelt worden ist.?)

Fiir eindeutige ganze Funktionen ist der Picardsche Satz mit einer
Unmoglichkeitsaussage iiber die Addition #quivalent:

Sind (bei endlicher Ordnung) H,(z) und H,(2) Polynome vom
Grade &, IT,(2), I1,(#) und ¢(2) von Null verschiedene ganze Funktionen
von geringerer Ordnung als k®), so ist eine Identitiit der Form

1, (2) % ©) + IT, (2) e ) = @ (2)
unmdoglich.

1) Ich verstehe dabei unter dem Picardschen Satz stets den Satz in der —
mehrfach formulierten — Verallgemeinerung von Borel. Aus dem Thema dieses
Vortrags heraus fillt die feine und unerwartete Verschiirfung des Picardschen
Satzes tber die ausgelassenen Werte, die Herr Landau zuerst bemerkt hat, und
die seitdem mehrfach weiter behandelt worden ist.

2) Legons sur les fonctions méromorphes, chap. 111

3) Maillet, Bull. Soc. Math. de I'rance 31 (1903).

4) These Paris 1905.

5) Die genauere Ordnungsbestimmung (g, 7, , ..., #p) wird hier und im Folgen-
den der Kiirze halber weggelassen.
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Dieser Satz iiber die Addition wurde von Borel auf m-gliedrige
Summen verallgemeinert'): Sind H; (#) Polynome von dem Grade %, IT, (2)
und ¢ (2) nicht identisch verschwindende ganze Funktionen von ge-
ringerer Ordnung als &, so gibt es keine Identitit der Form:

I, (2) e @ 4 I, (2) e + . .. + IT,, () e = @ (2).

LaBt sich auch dieser Satz als ein Satz iiber Ausnahmewerte
deuten? Herr Rémoundos zeigt, daB er die Ausnahmewerte einer all-
gemeinen Gattung mehrdeutiger Funktionen beherrscht.

Sind 4, (2), ..., 4,,(2) ganze Funktionen von der Ordnung <%,
so aber, daB mindestens eine der Funktionen tatsiichlich die Ordnung /
besitzt, und ist u definiert durch die Gleichung

fle,u) =um + Ayum-*...4+4,=0,

so heiBt u eine m-deutige ganze algebroide Funktion der Ordnung .
Seien @, oy, ... die Werte z, fiir welche  den Wert %, annimmt?), so
wird die Verteilungsdichte (u,) wie friiher definiert.

Hat diese Verteilungsdichte einen Konvergenzexponenten, der kleiner
ist als die Ordnung, so sind zwei Fille moglich:

Entweder ist f(2, u,) = @, (¢) eine Funktion geringerer Ordnung
als %; dies kann sicher hochstens fiir m — 1 Werte u eintreten, da sich
andernfalls die Funktionen A4, linear aus den Funktionen geringerer
Ordnung @ zusammensetzen lieBen und. daher selbst geringerer Ordnung
wiren;

oder es ist f(z,u,) = I1,(2) e®©, wo I (z) von geringerer Ordnung,
H,(2) ein Polynom vom Grade % ist. Dies kann hochstens fiir m
Werte u eintreten. Denn zwischen m + 1 Gleichungen der angenommenen
Form lassen sich die Koeffizienten A4, eliminieren, und es resultiert
eine Beziehung der Gestalt, die in dem Borelschen Satze als unmoglich
nachgewiesen wurde.

Daher der Satz: Eine m-deutige, ganze algebroide Funktion der
Ordnung k nimmi alle Werte mit Ausnahme von hichstens 2m — 1 mit
einer Verteilungsdichte vom Konvergenzexponenten k an.

Der Satz iibertrigt sich natiirlich unmittelbar auf gebrochene
(meromorphe) algebroide Funktionen und solche, die sich in der Um-
gebung eines isolierten singuliren Punktes algebroid verhalten.

Dies ist die angezeigte wesentliche Verallgemeinerung des Picard-
schen Satzes.

1) Acta Math. 20 (1897), S. 385.

2) Wir sagen: « nimmt fiir 2= o den Wert u, an, wenn es diesen Wert auf
irgend esnem Blatt der Riemannschen Fliche annimmt. '
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9. Ich gebe zum SchluB einige Betrachtungen allgemeineren. In-
halts iiber die Funktion M (r). Ich schneide dabei die Aussagen stets:
auf den Fall ganzer Funktionen zu, bemerke aber, daB sie allgemein
fiir Potenzreihen mit beliebigem Konvergenzradius giiltig sind.

Zuniichst ist bekannt, daB M (r) eine wachsende Funktion ist. Da
es ferner auBer den Potenzen Az™ keine ganzen Kunktionen gibt,
deren absoluter Betrag lings eines Kreises konstant ist, fiir alle iibrigen
Funktionen aber auf jedem Kreise innerhalb eines endlichen Bereiches
nur eine beschrinkte Anzahl von Maximum- oder Minimumpunkten
des absoluten Betrages existiert, so folgt leicht, daB M (r) an jeder
Stelle bestimmte vorwirts und riickwirts genommene Ableitungen be-
gitzt. Die Anzahl der Werte », an welchen vordere und hintere Ab-
leitung von einander verschieden sind, ist in jedem endlichem Intervalle
endlich, und an diesen Stellen ist stets die vordere Ableitung griBer
als die hintere. . :

Ich habe aber auch einen weitergehenden Satz bewiesen, der in
der Dissertation von Kraft ausgesprochen ist:

In jedem endlichen Intervall setzt sich die Kurve y = M (r) aus
einer endlichen Anzahl analytischer . Kurvenstiicke zusammen.

Im folgenden benutze ich iibrigens nur die Existenz der vorderen
und hinteren Ableitung, sowie die in gleicher Weise sich ergebende
Tatsache, daB die Gesamtheit der Punkte groBten absoluten Betrages
auf den verschiedenen Kreisen in der Ebene der z eine Kurve (Maximum-
kurve) bildet, die in einem endlichen Bereich nur eine endliche Anzahl
von Sprungstellen aufweist, an allen Nichtsprungstellen eine bestimmte
einzige, an den Sprungstellen aber wenigstens eine vordere und hintere
Ableitung besitzt. Bei Einfilhrung von Polarkoordinaten r,¢ und der
Schreibweise f G

setzt sich diese Kurve aus Stiicken der Kurve % = 0 zusammen. Da

2
weiter diese Kurve mit 27% =0 in jedem endlichen Gebiete entweder
nur eine endliche Anzahl von Punkten oder aber einen ganzen Kurven-
zweig gemein hat'), so folgt: Die Maximumkurve hat innerhalb eines
endlichen Bereiches sicher nur an einer endlichen Anzahl von Stellen
eine unendliche (vordere, hintere) Ableitung %%’ Verschwindet giG

lings eines ganzen Stiickes der Maximumkurve, so ist lings dieses Stiickes

oG
auch m =0.

1) Siehe z. B. meine Arbeit iiber das Eliminationsproblem, Math. Ann. 57.
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Zu diesen sehr allgemeinen Resultaten #ber die Funktion M(r)
tritt dann noch ein etwas spezielleres, das bisher noch nicht bekannt
gewesen zu sein scheint:

Fiir alle ganren Funktionen ist der Awusdruck
dlgM

ar

ecine wachsende Funktion von v. Dabei kann dlng den vorderen oder

den hinteren Differentialquotienten bezeichnen.®)
Der Beweis folgt in einfachster Weise daraus, daB 1 G der
Gleichung 4 1g G = 0 geniigt. In Polarkoordinaten lautet diese

Gleichung: ) 9lgG . 1@

or” Tor T 0g® ~=0.

An dem Schnittpunkte des Kreises » mit der Maximumkurve ist
jedenfalls

o*lg & <0, daher
'S

Wir bezeichnen weiter, wie oben, mit Z—:’ die (vordere, hintere)

Ableitung der Maximumkurve und betrachten zunichst ein Kurven-

2
stiick, auf dem ? Ci also auch o g, von Null verschieden, also
b 0@ ) q7 ) )

(Z—Z’ endlich ist. Dann ist fiir jeden . Wert », der diesem Kurvenstiick

zagehort,

und daher weiter

d dlgM_ 4 0lgG _ 0 61gG+ g6 dy
dr dr dr or 3r oroe dr’
Nun ist
5lg @
dp __0rig
dr — ~ 0*lgG’
et

1) Diesen Satz habe ich im August 1906 gelegentlich der Vorbereitung
meines Stuttgarter Vortrags gefunden, in Stuttgart aber nicht vorgetragen. Un-
abhéngig von mir ist merkwiirdigerweise kurz nach der Stuttgarter Versammlung
(Oktober 1906) auf ganz anderem Wege Herr Faber auf denselben Satz gestoBen,
Sein Beweis wird in den Math. Ann. 63 verdffentlicht werden. — Ein Speszialfall
des Satzes findet sich bei Hartogs, Math. Ann. 62, 8. 77.
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