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Strahl beider Biischel (B,, @) und (B:, a). Der perspektive Durch-
schnitt dieser Biischel ist aber @, denn ein jeder Strahl b,, aus (B, a)
trifft @ in einem Punkte A/, durch welchen die dem Biischel (A4/, b)
entsprechende Erzeugende von F'? hindurchgeht. Dem Strahle b,, ent-
spricht also die Ebene (47, b,) von [F?], und der Schnittpunkt A/
dieses Elementenpaares ist also ein Punkt der Fliche. Demnach ist a
nicht nur eine Flichengerade als Kongruenzachse, sondern sie ist es
auch als der gemeinschaftliche perspektive Durchschnitt je eines in den
Ebenen (B,a) enthaltenen Strahlenbiischelpaares. In diesen Ebenen
durch a zéhlt also a doppelt, und es ist in einer jeden von ihnen nur
noch eine Flichengerade a,, enthalten.

Da den Biischeln (B,, a) auf F? die Erzeugenden des Systemes a
entsprechen, so wird einem gewissen Biichel (B}, a) gerade die Erzeugende
(zugleich Kongruenzachse) a entsprechen. Der entsprechende Tangential-
ebenenbiischel um a wird nur eine Ebene nach B} senden u. zw. die
Ebene (Bla) selbst. In dieser liegt daher auch nur eine Flichen-
gerade durch B

Es ist somit bewiesen, daB a die doppelte und b die einfache Leit-
gerade der erzeugten Regelfliche I3 ist.

Weitere Untersuchungen, welche aus dieser Erzeugungsart fiir
verschiedene F'; folgen, werde ich bei einer anderen Grelegenheit vorbringen.

Die Theorie der reellen Zahlen.')

Von FeELix BERNSTEIN in Halle a. S.

Im folgenden soll eine kurze Darstellung der Resultate einer Unter-
suchung gegeben werden, die in den Math. Ann. erscheinen wird.
Das Hauptergebnis ist der folgende Sataz.

Das Kontinuum ist von der zweiten Mdchtigkeit und lift sich in
eine wohlgeordnete Reithe verwandeln, welche durch Zahlen der zweiten
Zahlenklasse abgezdahlt wird.

Hiermit ist die von G. Cantor bereits in seinen ersten Arbeiten
ausgesprochene Vermutung bestitigt.

Die neue Methode, deren ich mich bedient habe, besteht aus
folgenden Schritten.

1. Die Grundlage der Betrachtung bildet die Aufstellung des Systems
der ganzen Zahlen. Die Definition derselben liefert zugleich die siimt-

1) Unter einem entsprechenden Titel hatte ich fiir den internationalen Mathe-
matiker-KongreB zu Heidelberg einen Vortrag angekiindigt, den ich verhindert war
zu halten. Im Nachstehenden kommt der nicht gehaltene Vortrag zum Abdruck,
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lichen Operationen, welche mit denselben vergenommen werden konnen,
sowie das Prinzip der Zusammensetzung dieser Operationen. Diese
Operationen, welche sich als eindeutige Funktionen einer endlichen An-
zahl von ganzzahligen Variabeln darstellen, bilden einen Bereich B,
In diesen Bereich B, gehoren z. B. auch die durch willkiirliche Zuord-
nung einer endlichen Anzahl gegebener GrioBen zu einer endlichen Anzahl
ganzzahliger Argumentwerte entstehenden Kunktionen, was aus dem
Grunde hervorgehoben sei, weil deren Existenz bei der Definition der
ganzen Zahlen meist stillschweigend vorausgesetzt wird. Eine besondere
Erwihnung verdient ferner das von Frege und Dedekind postulierte
Axiom, welches den SchluB von » auf n + 1 begriindet. Von diesem
Axiom laBt sich die Fuxistenz des Minimums einer Teilm®nge 7' der
positiven ganzen Zahlen folgern, ohne daf das Minimum durch eine end-
liche Anzahl von Rechenoperationen hergestellt ist. Es fithrt dies zu
einer Unterscheidung existierender und berechenbarer Ausdriicke. Wir
beschrinken uns zunichst auf die Betrachtung der letzteren.

2. Das gesamte System aller eindeutiger berechenbarer Funktionen
ganzzahliger Variablen stellen wir in der folgenden Weise her:

Aus den gegebenen Funktionen des Bereiches B, entstehen durch
Zusammensetzung neue Funktioneu, welche mit B, zusammen den Be-
reich B, bilden. Das allgemeine Prinzip der Zusammensetzung besteht
in der Bildung einer Reihe von Ausdriicken

Ay, Agy oo Ay,

von welchen jeder aus simtlichen vorangehenden auf eine zweckmiBige
Weise hergestellt wird. Wir konnen diese Bildung in der Form

4, =4,
A, =A(K 4,, ... 4;_,)

schreiben, wo A eine Funktion des gegebenen Bereichs bedeutet, welche
noch beliebige Parameter enthalten kann.
Das genannte Verfahren liefert ohne weiteres die Reihe der ab-
zéhlbaren Bereiche
By, B,, ..., B

von denen jeder den vorangehenden enthélt. Es wird ein die Gesamtheit
dieser Bereiche umfassender Bereich B, gebildet und es ist B, der
auf diese Bereiche unmittelbar folgende. Aus B, gewinnt wman auf
gleiche Weise neue Bereiche B,.,, B, ;,..., indem jetzt die neue
Variable » in dem Zusammensetzungsverfahren eingeht.

Auf diese Weise konnen wir fortfahren und wir gelangen so zu
Bereichen, deren Indices beliebige Zahlen der zweiten Zahlenklasse
sind. Indem wir nachweisen, daB die auf zusammengehorige gesetz-

nJ



Die Theorie der reellen Zahlen. 449

miBige Reihen von Bereichen folgenden Bereiche sidmtlich in den Fort-
setzungen einer Reihe enthalten sind, gelangen wir zu einer einzigen

Reihe
BO’ Bl) RS | Bw? et Ba)

welche simtliche Bereiche enthilt.

3. HEs wird dann gezeigt, daB es keinen Bereich gibt, welcher auf
alle Bereiche B, folgt. s bildet nimlich die Gesamtheit der Bereiche BB
gegeniiber den gegebenen Operationen einen invarianten Bereich. Es liegt
das wesentlich darin, daB der Index « der Bereiche, eine transfinite Zahl ist
und also nicht in dem Zusammensetzungsverfahren ver-wandt werden kann.

4. Da jeder einzelne Bereich B, abzihlbar ist, so besitzt die Ge-
samtheit der Elemente aller Bereiche die Méchtigkeit ¥, oder ¥, und
wir erhalten den Satz:

Die Gesamtheit aller durch eine endliche Anzahl von Operationen
definierten ganszahligen eindeutigen Funktionen ganzzahliger Variabler
besitzt hochstens die zweite Mdchtigkedt.

5. Die reellen Zahlen in Dezimalbruchform sind als eindeutige
ganzzahlige Funktionen des Stellenzeigers gegeben. Es ist evident, daB
eine solche Zahl oder Funktion nur dann bestimmt ist, wenn ein Gesets
gegeben ist, durch welches zu jedem Index der zugehirige Wert be-
stimmt wird. Der von Dirichlet aufgestellte Begriff einer willkiirlichen
Funktion einer nicht endlichen Zahl von Argumentwerten, scheint mir
durch den Umstand, daBl es Eigenschaften gibt, welche allen Funktionen
einer Klasse, ohne Riicksicht auf das Bildungsgesetz zukommen, nicht
ausreichend gerechtfertigt.

Es erschien allerdings dieser Begriff, angewandt auf den unendlichen
Dezimalbruch, notwendig, solange man glaubte, daB die sémtlichen end-
lichen Gesetze nur in abzdhlbarer Anzahl vorhanden sind, sodaB also
nur eine abzihlbare Teilmenge der Menge der reellen Zahlen gesetz-
miBig definiert wire.

Es wird jedoch gezeigt, daB diese Ansicht ein Irrtum ist, und so
scheint mir kein Grund den Begriff der willkiirlichen Funktion, der
nie ohne Widerspruch geblieben ist, noch linger beizubehalten.

Durch eingehendere Betrachtung der genannten Bereiche oder
mit Hilfe des G. Cantorschen Nichtabzihlbarkeitsbeweises des Konti-
nuums liBt sich ndmlich erkennen, daf die Gesamtheit der Gesetze
die Michtigkeit X, genau besitzt, und damit ist der eingangs iiber
das Kontinuum behauptete Satz hergeleitet.

Es scheint mir, daB erst durch diese Herleitung der Begriff des
unendlichen Dezimalbruches die begriffliche Bestimmtheit gewinnt, welche
gefordert werden mub.



	
	Die Theorie der reellen Zahlen.


