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120 Orro BLUMENTHAL:

Uber Thetafunktionen und Modulfunktionen
mehrerer Verénderlicher.?)

Von OTT0 BLUMENTHAL in Gottingen,

In meiner Habilitationsschrift?) habe ich eine Verallgemeinerung
der Modulgruppe und der zugehorigen Modulfunktionen auf das Gebiet
von 1 Veriinderlichen gegeben. Man bezeichne: mit % einen algebra-
ischen Zahlkorper nten Grades, welcher mit seinen séimtlichen Kon-
jugierten reell ist, mit 1, 7, ..., 7, die von einander unabhingigen
ptotal® (d. h. mit allen ihren Konjugierten) positiven Einheiten des
Korpers, mit «, 8, , 0 vier Zahlen von %, deren Determinante

«d —fy=n

eine total positive Einheit ist; schlieBlich seien die konjugierten Korper
mit &, k', ..., k*»—Y und die konjugierten Zahlen dementsprechend
bezeichnet. Betrachten wir alsdann in #»Variabelen o, ©, ..., @®—1
die simultanen Substitutionen

a(n—l) m(n—l) + ﬁ("—l)

(T) i cot+f — o +p or—1) =

Theto’ P T Yo Fo SO0 =1 gn—1D) 7

so bildet die Gesamtheit aller solcher simultaner Substitutionen eine
Gruppe H, die ,,Modulgruppe in n Verdnderlichen®.

Ich habe den Diskontinuititsbereich (Fundamentalbereich) dieser
Gruppe aufgestellt und die Existenz zugehoriger invarianter Funktionen,
der ,, Modulfunktionen von n Verdnderlichen” nachgewiesen.

Unter den Untergruppen der Gruppe H ist zu erwihnen die
Gruppe H,, gebildet aus den séimtlichen Substitutionen, fiir welche
0 — By =1 ist. Diese Untergruppe hat den endlichen Index ¢ + 1.
Untergruppen von endlichem Index sind ferner ,Kongruenz-Unter-
gruppen®, bei welchen die «, 8, 7, 0 gewissen Kongruenz-Bedingungen
nach Zahlen oder Idealen von % geniigen.

Die Modulfunktionen einer Verinderlichen stehen in enger Be-
ziehung zu den elliptischen Funktionen, sie lassen sich niimlich rational
durch Thetanullwerte ausdriicken. In der Tat gestattet die fundamentale
Modulfunktion J die Darstellung
J — £@80) — 3, (0) 8,(0)°

27 85,(0) 98, (0) 8%, (0) ’
1) Ausfiihrung eines auf der Kasseler Naturforscher-Versammlung gehaltenen

Vortrages.
2) Math. Ann. Bd. 56, S. 509—548.
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worin & (u), &,(u), &y (u), 9y, (u) die &-Funktionen mit zweiteiliger
Charakteristik in Jacobischer Bezeichnung sind.!) Ebenso sind die
zu gewissen Kongruenzuntergruppen der Modulgruppe gehorigen Funk-
tionen durch Thetanullwerte darstellbar. So haben wir fiir den Jacobi-

schen Modul %)
’ 2 91(0)

T840’

und %? gehért zu der Untergruppe der Modulgruppe, welche durch die
Kongruenzen
e=0=1, f=y=0 2)

bestimmt ist.

~ Es ist nun von besonderem Interesse, daB fiir die Modulfunktionen
mehrerer Verinderlicher ein ganz analoger Zusammenhang mit den
Abelschen Funktionen besteht. Ich stelle in dieser Arbeit rationale
Funktionen von Nullwerten der Thetafunktionen von w Verdnderlichen
auf, welche bei den Substitutionen der Gruppe H resp. einer ihrer Unter-
gruppen von endlichem Index ungedindert bleiben.

Das Konstruktionsverfahren beruht auf zahlentheoretischer Grund-
lage und ist zuerst in den Jahrem 1893—1894 von Herrn Hilbert
angegeben aber nicht publiziert worden. Die folgende Darstellung ist
eine Ausfithrung der Hilbertschen Idee.

Eine Verallgemeinerung der Modulgruppe auf zwei Veréinderliche
und eine Auswertung der zugehorigen Funktionen durch Thetanullwerte
ist auch von Herrn Picard angegeben und von Herrn Bourget?)
genauer ausgefiihrt worden. Doch geht diese Verallgemeinerung nach
anderer Richtung als die hier gegebene.*)

1. Die Methode, welche zur Darstellung von Modulfunktionen
mehrerer Verinderlicher durch Thetanullwerte fiihrt, ist der Theorie
der Transformation der ©-Funktionen entnommen. Wir betrachten zu-
niichst die Gruppe H, und werden an erster Stelle einen Quotienten
von Thetanullwerten aufstellen, welcher bei den Substitutionen einer Kon-
gruenzuntergruppe C, von H, ungeindert bleibt. Daraus werden sich
hinterher in leichter Weise Funktionen konstruieren lassen, welche den
allgemeinen Gruppen H, und H zugehdren.

1) Klein-Fricke, Modulfunktionen I, 8.156. Weber, Elliptische Funk-
tionen, S. 124. '
2) Weber, 1. c., 8. 110.
8) Picard, Fonctions hyperabéliennes, Liouville IV, 1, (1885). Bourget,
Annales de Toulouse 12 (1898).
4) Eine genaue Vergleichung beider Methoden siehe S. 124.
Jahresbericht d. Deutschen Mathem. - Vereinigung. XIII, Heft 2. 9
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2. Wir stiitzen uns auf folgenden zahlentheoretischen Satz!): Sei
€)) By Bgy ey Gy
eine Basis des Korpers %, die Determinante

al ) an
' ' '
a a Qa
1 2 n
A=|. o,

agn —1) a(2n —1) asln —1)

deren Quadrat die Diskriminante ¢ des Korpers ist, ist von Null ver-
schieden, ihre Unterdeterminante nach a® sei durch A bezeichnet.
s Alsdann lifit sich auf unendlich viele Weisen eine Zahl & des Korpers k
finden, sodaf3
A

4, . 4,
@) E =0, t2=b, ..., to=1,

die Basis eines Ideals b von k ergibt. Beispielsweise kann ich fiir §
die Diskriminante d wihlen.?)

3. Ich bezeichne jetzt mit o, w,; 0], 0y ...; o=, wfr—?
n Paare unabhiéngiger Variabeler und betrachte eine Abelsche Funktion
der n Variabelen u, u’, ..., u*—Y, welche die folgenden Perioden-
systeme besitzt:

ap @ Ly @ e, © ;b ey by @ .0, 0

(3) . :

a(ln— 1) m(lw—-l), a(zn-l)m(ln—l)7 esish agf—l)mgn—l); b(ln—l)wgn—l)’ b(;—»l)mgn - 1\’ weey bg:z—l)mgn—l)'

Das allgemeine Periodensystem dieser Funktion ist also, wenn m, »
ganze rationale Zahlen bedeuten,

{m,a, + e+ mya, } @ + {7, ALTE o X } @y
= X0 + Ao,

(Mt = 4 - £ myaf =) 0 =D (mBeD 4 - + m, =) =
. =x(n.—l)m§n——1)+ 1(7:—1)‘”(271-—1)’

wo % eine beliebige Zahl von %, A eine beliebige Zahl des Ideals b ist.

1) Landsberg, Math. Ann. 50, 8. 577—582, Gottinger Nachr., 1897, 8. 2771,
bes. S. 296.

2) Besonders einfach ist der Fall des quadratischen Korpers: hier ist das
Ideal b wieder der Kotper selbst, was im folgenden wesentliche Vereinfachungen er-
gibt. Diese Vereinfachung tritt allgemein immer dann ein, wenn die ,,Differente*
des Korpers ein Hauptideal ist.
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Es ist zu beweisen, daB eine derartige Abelsche Funktion existiert.
 Die notwendigen und hinreichenden Bedingungen fiir Existenz einer
Abelschen Funktion mit vorgegebenem Periodensystem lassen  sich
am einfachsten folgendermaBen angeben.!) Man fiihre neue Variabele
0y, Uy ..., v, ein, fiir welche das Periodensystem die kanonische Form

annimmt: 4 0 0
17, R 5 Py Pray - Pin,

0, i, ceey 0; Po1y Pazy -+ P2y

L 4

)

0, 0O

y seey YWY @Prniy, Pr2y ooy Pup.

Alsdann muB, damit eine Abelsche Funktion existiert,

b

(a) Pir = Pri
(b) wenn @, = ¥, + i%; (¥, g reell) gesetzt wird, die quadratische Form
=gy

definit negativ sein.
Nun ergibt sich in unserem Falle:

_ mi| 4, Af AS{‘_I i

und

6) 9= (Abo+ ALY o+ ApIY DD |,

WO ® = ;ﬁ gesetzt ist. Hieraus folgt wegen der Bedeutung der b,

sofort
Pri = Pix-

Die Bedingung (b) beschrinkt nur die Variabilitit der w. Es ist
némlich, wenn @ = 6 + 7 gesetzt wird,

und daher, indem ich noch fiir b, seinen Wert ¢ % einsetze,
(n—1) )
Zwikmimk = _”{%Ebibk mymy+ - ﬁzbsn—l) b* =" m, mk}
n—l)
== lF (Zom) + o+ g (o om))

Die quadratische Form ist also definit negativ, wenn die simtlichen

’ (r—1)
. T T T
GTOBGH E ) F y ey W

1) Krazer, Lehtbuch der Thetafunktionen, S. 125.

positiv sind.

9*
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Das System (3) ist Periodensystem ciner Abelschen Funktion, wenn
OJ(,”_I)
o=

die variabelen Griflen :)7’ =0,..., = o1 quf diejenige Halb-

1

r—1)
chene beschrimkt werden, in welcher ~- positiv ist.

g )y ey 'g(T——
Deuten wir @, ..., ®*~Y im (2»)-dimensionalen Raume, so ist

hierdurch der Punkt ((®)) auf einen bestimmten %-Teilraum T he-
schrinkt.

4. Wir vergleichen mit dem Periodensystem (3) ein transformiertes
Periodensystem, welches dadurch erhalten w1rd daB wir in (3) o,
und ®, bezw. durch

@, =9 0y 4 0y ; @y =p @y + e @,

(3) E

m(n—l) 6(n~—1) m(n—l) + y(n—l) ﬁ)("'—l) m(2n—1) —_ ﬁ(n—l) ﬁ)g"_l) + “(n—l) m(zn—l)

ersetzen, wo «, f8, y, 0 ganze Zahlen aus & mit Determinante % sind.
Setzen wir das neue Periodensystem in kanonische Form und bezeichnen
alsdann die neuen Variabelen mit 7,, die Perioden zweiter Art mit g@,,,
so ist %

Wt et AScn_l) u(n—l)l ’

6(1:——1)- (n—1)+ 7("_1) a)gn—l) j

_ nz{ A
Y= 480, Fro,

. P am+ﬁ . o n n—l)_l_ﬁ(n—l)
Pri = {A b, yo 0 + oo+ APV (n—l) oD g—D

7=

| W— T—1) = 5 -
(7(7‘—1) D + ,)\(n—l)) + 7(71-1) Lr—1?

TaoF oo

Das System (3") ist also, da m eine total positive Einheit ist, gleichfalls
Periodensystem einer Abelschen Funktion, wenn ((0)) auf den Teilraum T
beschrdnkt wird.

5. Zu den Periodensystemen (3) und (3") gehoren Thetafunktionen
&((v; @) und 9((v; @;;)).Y) Wir betrachten insbesondere die Theta-
funktionen' mit zweiteiliger Charakteristik und schreiben diese

1) Ich gehe an dieser Stelle auf den Unterschied zwischen den oben zitierten
Picardschen Entwicklungen und den hier dargelegten ein, Wir befinden uns
dabei in dem Falle zweier Verinderlicher. Die Picardschen &-Funktionen
ebenso wie die unsrigen ordnen sich als spezielle Fille den von Herrn Humbert
allgemein eingefiihrten singuldren & -Funktionen unter, zwischen deren Perioden
2. Art eine Relation der Form

A, wi+ By ;i 4 Cpgemi+ D(93; — 944 @35) + En®*=0
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o2 h @ 0d) = 9L, 9,

Efy oo
wo ¢ ¢ die Werte O und 1 haben konnen.?') ’
Zum Zwecke der Aufstellung der gesuchten invarianten Funktionen
suchen wir solche Transformationen (3), fiir welche die beiden Systeme

von Thetafunktionen iibereinstimmen, d. h. fiir welche
(6) #[e]((7; i) = Ce@ B[0]((v, 9ir)),
wo C eine Konstante, f;((v)) eine quadratische Form in den (v) ist
(Transformation der & - Funktionen).?)

Hierzu ist zunichst notwendig, daB die Periodensysteme (3) und (3")
iibereinstimmen.’) Nun lautet die allgemeine Periode des Systems (3")

2o, + Aoy = (%0 + Ao, + %y + Ae)wy,
wo %, A ebenso definiert sind wie friher x, . Es muB also %y -+ de
eine Zahl des Ideals b sein, daher
© y = 0(6).

Die Gesamtheit der Substitutionen (T), fiir welche p = 0(0), bilden
eine Kongruenzuntergruppe von H. Der Index der Untergruppe ist daher
endlich.

Sonach 148t sich setzen
) aby =Py b + -+ phnbn‘; Bby= @1y + - + Ghn )
YO = 1Tb + b g =sya 4+ + 5,0,

wWo p, ¢, ¥, S ganze rationale Zahlen sind, und die primitiven Perioden
des Systems (3") setzen sich in folgender Weise aus den primitiven
Perioden (3) zusammen:
9) "'1._57:1 = (83101 + -+ + $1,8) 0y + (7410 + - + 7,b,) @,
b/,_“lz_ = (@10 + - + % 8) 0 + (Pay by + -+ +phgzbn)m2'
mit ganzen rationalen Koeffizienten A,>B, C, D, E besteht (Humbert, Liouville,
V, 6 (1900)). Picard betrachtet Perioden, fiir welche

(Pis — P11 Paa) + 7' E=0

(E positiv ganz, nicht quadratisch),

wihrend in unserem Falle sich ergibt

Ag; + B,y + Cpgy =0,

9} — P11 Pa = 7*E w0’
Unser Fall ordnet sich daher dem Humbertschen unter, hat aber mit dem
Picardschen keine Unterfille gemein.

1) Krazer, S. 240—241.

2) L c. S. 166.
3) Ich schreibe in der Folge immer nur die erste Zeile des Periodensystems.
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Zum Bestehen der Relationen (6) ist dann fernerhin notwendig,
daB zwischen den p, ¢, v, s die folgenden bilinearen Relationen be-
stehen?):

K
Z" Sty — Wasw) =9
(10) 2 (rmubiy — Putr) =0

0, wenn ! von !’ verschieden,
Zz (SuPar — TuTwr) = {1-, wenn 1 =1" ist.

Ich werde nun den Satz beweisen: Die Transformation (3") erfiillt
die Bedingung (10) und fiihrt daher zu einer Tramsformation der Theta-
funktionen, wenn

(M y = 0(b)
und auferdem
) 0d—fBy=1

Die Gesamtheit dieser Transformationen bildet in bezug auf dic Gruppe H,
eine Kongruenzuntergruppe C, von endlichem Index.

6. Die Zahlen p, g, », s driicken sich in folgender Weise durch
die GroBen a, b; «, B, y, 0 aus (man erhilt diese Ausdriicke, indem
man die Gleichungen (8) nebst den konjugierten nach den p, ¢, r, s
auflost und fiir die b die Werte (2) einsetzt):

Pu=tha+ g+ + ey g(,,_l) b= =D
= }1 {ad,a,+ ¢’ Aya; + -+ + ar—D f(r—Dgn—1)}
1 ryr 4
(A1) G (BB A+ B Lo fo Db 4
=ﬁ§bhbl+ﬁ,g'b, r + +ﬂ("_l)g(n_l)bgn—l)bgn—l),

—1)
Vg = *Z:a,,a,-l—- a;;“ 4ot g( a("_l)a("_])

Su= Y (004t 8 a A 4 o - oD ap—D4p=).

Daraus folgt:

(11a) =T "Tm=Tn
und

(11b) aay=py,a, 4 - + p,a,, 0b,=s,b 4 +5,,0,.
Da ferner nach (3")

— = — == =
0 = 0o, — P, 0y=—fo, + do,,

1) Krazer, S. 131,
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so driicken sich die primitiven Perioden (3) durch die primitiven
Perioden (3") folgendermaBen aus:

0y = (Dia0 + -+ P @) 0y — (ryby + oo+ 1,,0,) @,
bywy =~ (9120 + -+ + 2,1, 8,) @y + (81,0 + - + $,,b,) .-

Wir erhalten jetzt die gewiinschte Verifikation der Gleichungen (10),
indem wir den Ausdruck der primitiven Perioden (3) durch die primi-
* tiven Perioden (3") in anderer Weise, nimlich durch Umkehrung der
Gleichungen (9) ableiten und die beiden Resultate vergleichen.
Wir betrachten dazu die Determinante

(12)

813 vee Spy Ty e Wy

e Sy som Sy Tog see P
i -+ Gip P - DPin

qnl an pnl pnn

und bemerken zuerst, daB sie den Wert + 1 besitzt. Fiir die GroBe
A" A erhalten wir nimlich den Ausdruck

a, e @ 0 ...0 811 v S1q Tig ooe Tig
e 1 ar—1 ... ar—v 0 ... 0 181 -+ San Tar oo Tun
—1
t.. g0 ... 0 b, ...b, Gy - Qyn Dig - Pin
0 sz ) b= o V] |Gy oie Gun Pus v Pra
0 . a .0 . oa, g . b ..B . b,
1 é(n—l)agn—]) . é(nTl)agn——:l) B(n-:-l)b(ln-—l) b(nfl)bgtn—wl)
€8y La ey . oa, @ . b e . b,
y(nTl)a(ln—l) y("Tl)G/;"—l) a(n-.—l)b(ln——l) . a("'_‘l)bg"‘l)

Indem wir die mit g* -1 multiplizierte (» 4 &)te Reihe von der mit
«®—1 multiplizierten hten abziehen, erhalten wir den Wert

A"Ad = 4", 4=1 q.e. d

Bezeichnen wir die Unterdeterminanten von 4 mit S,,, R,;,, @, Py
so finden wir also als Umkehrung der Gleichungen (9)

9% a0y = (S50, + -+ Spp0,) 03 + (@b + - + Q1 0s) @3y
byoy = (Byya, + -+ + Ba,) 0 + (Pib + - + P,,b,)a,.
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Hieraus aber folgt durch Vergleich mit (12):
(13) =8 Tu=—Cu Tu=—Bu su=D",,

und wenn ich diese Gleichheiten in die fundamentalen Beziehungen
zwischen den Elementen und den Unterdetérminanten von 4 einsetze,
erhalte ich genau die Gleichungen (10). Der Satz von 5. ist also be-
wiesen.

7. Infolgedessen bestehen zwischen den &-Funktionen mit den ur-
spriinglichen und den transformierten Perioden Beziehungen, die wir
sofort in folgender Form schreiben:

(62 ) ] (v, @i)) = L' CNH%[0] (v, Pir))
und zwar ist!):

Qu EE(S#V & Tuy & + Suw r:‘“’) (2)
1

(14) 9;‘ EE(— q,quv + pyvé‘," + Q,u v p,uv) (2)
1
11'
I,

wo I'" eine nur von der Transformation (: g) abhingige, von (@) und

der Charakteristik [¢] unabhingige Konstante ist, wihrend sich fiir 4,
leicht der Wert ergibt?)

(14’) Ay = (yco + 6) Cia (;;(n——l) o®—1 4 6(n-.1)>_

Setze ich insbesondere # = -:+ = (=1 = 0 und bezeichne die
#-Nullwerte kurz durch @ [e]((;;)), so folgt fiir die Transformation der
- Nullwerte die Formel:

- r
(15) #*[e] (@) = ( JA—D =1 | gln—1)q o] ((p:r)) s

ya 4904 ...(

wo I'" eine von der Charakteristik [&] unabhdngige Konstante ist.®)
8. Hier miissen einige kurze Bemerkungen iiber die Thetanull-
werte eingeschaltet werden. Eine Charakteristik heiBt gerade, wenn

1) Krazer, S. 166, 181, 247.

2) mit Hilfe von Krazer, S. 129, Formel (8).

3) Bei dieser Bestimmung der Konstanten I' ist vorausgesetzt, daB die
Determinante |7;;| von Null verschieden ist. Aus Gl (8) folgt, daB dies immer
der Fall ist, wenn y==0. Ist aber y =0, so verschwinden die simtlichen r;;.
Man iiberzeugt sich ohne Schwierigkeit, daB auch in diesem Falle die Formel (15)
besteht. Wir werden uns iibrigens im folgenden iiberall auf Substitutionen mit
y==0 (,nicht-affine Substitutionen*) beschrinken kénnen.
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D'ee’ =0(2) ist, im anderen Falle ungerade. &-Funktionen mit un-
gerader Charakteristik sind ungerade Funktionen, die Thetanullwerte
daher identisch Null. (Krazer, S. 241).

Betrachten wir die Nullwerte der ©-Funktionen mit gerader Cha-
rakteristik. Sie sind gegeben durch den Ausdruck (Krazer, S. 239):

n

L ®, .y ® E E%k m; 4 -i— mk+ )—l—nz Emksk’.
1

ammmaz

Setzen wir fiir ¢;, den Wert (5) ein, so erhalt der Exponent die Form

i :mZ’mk.sk
i 1
%{gw (ZAk(mk + %k)) . 4 g ue—D (Z‘A(n-l) (mk + 2))2} .

Mit Hilfe dieser Form des Exponenten leitet man leicht die beiden
folgenden Resultate ab:
Kein Thetanullwert mit gerader Charakteristik verschwindet identisch.
Der Quotient zweier Thetanullwerte wvon wverschiedener gerader
Charakteristik reduziert sich nie auf eine Konstante.
AuBerdem ist bekannt, daB eine Transformation der &-Funktionen
gerade Charakteristiken stets in gerade iiberfithrt. (Krazer, S. 247.)
9. Um die Abhingigkeit der & von den Variabelen (@) scharf zu
betonen, fithren wir die neue Bezeichnung ein:

(}63 _ 9°[¢] (9.) = O[] (@),
| 5[] (@) = O[] ((@)).

Aus der Gleichung (15) folgern wir sonach, da die Anzahl der
zweiteiligen Charakteristiken endlich ist, die endliche Kette von Be-
ziehungen:

- I’
@[6] ((CO)) = (ym_*_ d\)‘ . (y(n—l) m("-l)—l— 6("_1))" @[@] ((CO)),

(17) 6ol (@) = Gatd ... (y(n—rjl) @@ =D 4 gDy 0[6](()),

O1(@) = ==y Ol (@)

Nunmehr ist es leicht eine Funktion zu bilden, welche sich bei
der Substitution (T') multiplikativ verhilt. Bilden wir nimlich eine sym-
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metrische Funktion pten Grades S {@[¢], ..., ®[r]) =8S]g 0, ..., 7]((®)),
so geniigt sie der Beziehung:

S[e, ¢, ..., 7]((@)) =
e
(ot )P ... (y(n_l)m(n__j)+6(n_1))4p8[87 0y, -+ f]((m))

(18)

Die Funktion S werhdlt sich bei Ausiibung der Substitution (T)
multiplikativ. Sie ist auferdem bei ganzem positivem p eime ganze
Funktion der (w).

Es bleibt nun noch zu zeigen, daB diese Funktionen S sich nicht
simtlich auf die Konstante O reduzieren. Dies ergibt sich leicht
in folgender Weise: Wir gehen aus von einer nicht identisch ver-
schwindenden Funktion @|[¢]((®)), alsdann verschwinden nach (17)
auch die Funktionen @[¢], ..., @[z] nicht identisch, und das Produkt
@] - Olg] ... O[r] ist eine nicht verschwindende Funktion S. Dazu
habe ich die Charakteristik [¢] nur als gerade Charakteristik zu wihlen.

10. Der Quotient Q((w)) zweier Funktionen S wvon gleichem Grade
bleibt invariant bei Ausiibung der Substitution (T).

Man iiberzeugt sich auch in einfacher Weise davon, daB sich diese
Quotienten nicht similich auf Konstante reduzieren kénnen: man zeigt
in der Tat, daB alsdann sich die simtlichen Funktionen @[¢], ..., @[7]
von einer unter ihnen nur um einen konstanten Faktor unterscheiden
konnen, was nach 8. nicht der Fall ist.r) Wir kinnen aus @-Funktionen
(von Konstanten verschiedene) Funktionen Lkonstruieren, welche sich unmserer
Substitution gegeniiber invariant verhalten. )

11. Wir betrachten jetzt die Gesamtheit aller Substitutionen (77),
welche einen Quotienten Q((w)) ungeéindert lassen. Diese Gesamtheit
bildet eine Gruppe C, und zwar eine Untergruppe von endlichem Index
der Gruppe C/. In der Tat ist ein solcher Quotient invariant gegen-
iiber allen Substitutionen, welche aus der Charakteristik [¢] die nim-
liche Kette von Charakteristiken [g], [6], ..., [t] erzeugen. Nennen
wir nun zwei Substitutionen 7' = (“ ﬁ) und 7; = (“‘ X ‘) zueinander

y 0 71 0
kongruent mod 2, wenn

g=e, B=pf, y=pn, 6=4 (2):

so folgt aus den Gleichungen (14), welche die Transformation der
Charakteristik bestimmen, daB 7' und 7} jede Charakteristik [¢] in die

1) Wenn die Substitution 7' simtliche &-Funktionen in sich selbst transfor-
miert, ist diese Methode zur Konstruktion der @((w)) unanwendbar. Dann aber ist
jeder Quotient zweier @ mit gerader Charakteristik nach 8, eine Funktion @, die
sich nicht auf eine Konstante reduziert.
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gleiche Charakteristik [g] iiberfilhren. Die Gruppe C, enthilt also
alle mod 2 zu 7 kongruenten Substitutionen 7): diese aber bilden
eine Kongruenzuntergruppe von C von endlichem Index. Daher hat
auch die Gruppe C, in bezag auf C; einen endlichen Index. Nehmen
wir hinzu, daB C] eine Untergruppe von endlichem Index der Gruppe H,
und also auch der Gesamtgruppe H ist, so kénnen wir den folgenden
abschlieBenden Satz aussprechen:

Wir haben in den Quotienten Q((0)) Funktionen konstruiert, welche
invariant sind gegeniiber allein Substitutionen ciner Untergruppe C, von
endlichem Index.

12. Wir konnen hieraus sofort weiterhin Funktionen bilden,
welche der Gesamtgruppe H gegeniiber invariant sind. Sei ndmlich »
der Index von C in bezug auf H und sei die Zerlegung von H nach C
gegeben durch das Cauchysche Schema der Nebengruppen?)

¢, 1.0,...,T,_,C.

Uben wir auf den Quotienten @Q((w)) die Substitutionen T,, ..., T,_,
aus, so geht er iiber in Funktionen @, ((w)), ..., @,_;((w)), welche
wieder Quotienten von &-Nullwerten sind, aber mit linear gebrochen
substituierten Perioden. Eine symmetrische Funktion '((0)) der
Funktionen @((0)), @,((®)), ..., @,_,((w)) bleibt alsdann bei allen
Substitutionen der Gruppe H ungeindert: >'((0)) ist eine invariante
Funktion der Gruppe H.

Da sich auflerdem nicht alle solche symmetrischen Funktionen
auf Konstante reduzieren konnen, so folgt das angekiindigte Resultat:

Es gibt rationale Verbindungen 3 '((w)) von Thetanullwerten, welche
der Modulgruppe in n Variabelen gegeniiber invariant sind.

In gleicher Weise lassen sich natiirlich auch zu allen Unter-
gruppen von H invariante Funktionen konstruieren, wenn nur die
Untergruppe ihrerseits die Gruppe C, enthilt: insbesondere also ist
dies moglich fiir die Gruppen H, und C;.

13. Zum SchluB soll auf eine notwendige Erweiterung des Pro-
blems hingewiesen werden. Es 148t sich niémlich, analog wie im Falle
einer Variabelen, eine besonders einfache Klasse von Funktionen der
Gruppe H definieren, welche als ,rationale Funktionen der Gruppe“ be-
zeichnet werden. Sie sind ausgezeichnet durch die Eigenschaft, daB
durch n beliebige, von einander unabhingige unter thnen sich alle ibrigen
algebraisch ausdriicken lassen.?) Es fragt sich also zunichst: Sind die

1) Siehe z. B. Picard, Traité d’'Analyse III, S. 449.

2) Blumenthal, Modulfunktionen mehrerer Veréinderlicher, Math. Ann,,
Bd. 58.
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