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ist S¢ von @ verschieden, und daher sind auch alle / Primideale €,
S¢, ..., 8°7'¢ unter einander verschieden.

Umgekehrt, wenn | eine Zerlegung dieser Art im Kummer’schen
Korper k(M, () gestattet, so stimmen nach einer oben gemachten
und, wie dort erwihnt, auch fir p=—1 zutreffenden Bemerkung die
Normen von £ in £(M,{) und von [ in k({) iiberein, und es muss
daher jede ganze Zahl des Korpers k(M, () einer ganzen Zahl des
Korpers £({) nach € congruent sein. Da [ alsdann nach Satz 93
gewiss nicht in der Relativdiscriminante des Korpers £(M, () in Bezug

auf £({) enthalten ist, so konnen wir nach Satz 148 u*= o' nach
*

A
Primideal ersten Grades in £(M,{) wird, so kinnen wir diese ganze
Zahl congruent @ nach @ setzen, so dass @ eine ganze rationale Zahl
bedeutet; dann folgt, wenn Nk als Bezeichnung der Relativnorm in Bezug
auf £() dient, die Congruenz

Nk(E—TM*—a) =0, ),

[ setzen, und demgemiss ist eine ganze Zahl. Da @ ein

d. h.
(e—ad)—p* =0, ()

*
es ist mithin {MT} = {v"“:»} = 1. Diese Thatsachen beweisen auch fiir

das Primideal [ den letzten Teil des Satzes 149.

Durch den Satz 149 haben wir ein einfaches Mittel erlangt, um die
im Beweise des Satzes 93 aufgeziihlten drei Arten von Primidealen eines
Korpers in Hinsicht auf einen relativ-cyklischen Oberkirper von einem
Primzahlrelativgrade fiir den vorliegenden Fall der Korper £(M, {) und
k(L) zu unterscheiden.

Capitel XXIX.

Die Normenreste und Normennichtreste des Kummer’schen
Korpers.
§ 129.
Die Definition der Normenreste und Normennichtreste.

Es sei, wie in § 125, u eine Zahl des Kreiskorpers £({), fiir we{che
!
M =7V u nicht in k() liegt, und es bedeute k(M, ) den durch M

Jtihresbericht der Deutschen Mathem.-Vereinigung., IV, 26
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und { bestimmten Kummer’schen Korper; fiir eine Zahl 4 in k(M ()
werde die Relativnorm in Bezug auf £({) mit NV, (4) bezeichnet. Es
sei w ein beliebiges Primideal des Kreiskorpers £({) und v eine belie-
bige ganze Zahl in £({). Wenn dann » nach w der Relativnorm
einer ganzen Zahl des Korpers £(M, {) congruent ist, und wenn ausser-
dem auch fir jede hohere Potenz von w stets eine solche ganze Zahl A4
im Korper £(M, {) gefunden werden kann, dass v = N,(4) nach jener
Potenz von w ausfillt, so nenne ich » einen Normenrest des Kum-
mer’schen Korpers £(M, {) nach w. In jedem anderen Falle nenne
ich » einen Normennichtrest des Kummer’schen Korpers £(M, {)
nach w.

§ 130.

Der Satz von der Anzahl der Normenreste. Die Verzweigungsideale.

Es gilt der_folgende wichtige Satz:

Satz 150. " Wenn w ein Primideal des Kreiskirpers k(L) ist,

das micht in der Relativdiscriminante des Kummer’schen Korpers
k(M, L) aufgeht, so ist jede zu w prime Zahl in k(L) Normenrest
des Kummer’schen Korpers k(M, () nach w.
Ta Wenn dagegen w ein Primideal des Kreiskorpers k(L) ist, das
in der Relativdiscriminante des Kummer’schen Korpers k(M,§) auf-
geht, und e im Falle w = | ein belicbiger positiver Expoment, im
Fallew =1 ein belicbiger Exponent =l bedeutet, so sind von allen
vorhandenen, zu v primen und nach w¢ einander incongruenten Zahlen
in k() genaw der lte Teil Normenreste mach w.

Beweis. Es sei zunichst w ein in der Relativdiscriminante des
Korpers £(M, ) nicht aufgehendes und von [ verschiedenes Primideal
des Kreiskorpers £({); dann sind zwei Fille zu unterscheiden, je nach-
dem w in k(M, L) zerlegbar ist oder nicht. Im ersteren Falle sei 2
ein in w aufgehendes Primideal des Kummer’schen Korpers £(M, £). Im
Hinblick anf den Beweis zu Satz 148 konnen wir, ohne dadurch eine
Beschrinkung einzufiihren, annehmen, es sei w und mithin auch die

l
Relativdiscriminante der Zahl M = ]/ﬁ in Bezug auf £({) nicht
durch 9B teilbar; es giebt dann gewiss im Koérper (M, {) ein System
von [ ganzen Zahlen 4,, ..., 4, fir welche die / Congruenzen
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A+A,M g M

== )
A+ A4EM 4 A EM)TT =1,
A+ A4,EM 4 a @MY =1, (D

1—1 —1 1
A+, T Mg 4T M) T = 1,
erfiillt sind. Nun ist offenbar jede ganze Zahl des Korpers £(M, {) nach
0 einer ganzen Zahl in £(C) congruent; setzen wir

4=, L=, ... 4=a, B)

so dass @, @, ..., @, ganze Zahlen in %({) sind, und
4 = al+a2M+---+alMl_l,
so ergiebt sich daher

v=A4, 1=84, 5 1=8""14, (W),

und durch Multiplication folgt » = N, (4) nach 8 und daher auch nach w.
Damit ist unter der gegenwirtigen Annahme iiber das Primideal w der erste
Teil des Satzes fiir den Fall e=1 bewiesen. Um zu den Fillen ¢ > 1
iiberzugehen, nehmen wir an, es sei v ;]E Nk(A) nach w?, und setzen dann

v P— 2
—W = 14w, (m ),

so dass dabei w ecine ganze, durch v, aber nicht durch w? teilbare Zahl
in &({) Dedeutet. Die ganze Zahl B=— A(1-+[*w), wobei [* eine
ganze rationale, der Congruenz [l* =1 nach w geniigende Zahl sein
soll, erfiillt dann die Bedingung v = N (B) nach w’ Durch die ge-
hiorige Fortsetzung des hier eingeschlagenen Verfahrens gelangen wir
schliesslich zu einer ganzen Zahl in £(M, {), deren Relativnorm in Bezug
auf k() der Zahl v nach einer beliebig hohen Potenz w¢ congruent ist.

Es sei andererseits w im Korper £(DM, ) nicht weiter zerlegbar;
wir konnen es wiederum einrichten, dass g nicht durch mw teilbar sei,
und es ist dann nach Satz 149 u jedenfalls kein lter Potenzrest nach w.

Nach den Folgerungen aus Satz 139 giebt es in £({) genau r= _—__n(ma ==t

zu W prime lte Potenzreste nach w; sind diese nach w durch 0r +- 0@,

) A fned { ries o
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vertreten, so fallen die n#(w)—1 Zahlen

7 e =15 2, ... 7y )

ot (g —0,1,2 ..., 1—1
simtlich nach w unter einander incongruent aus, da u nicht lter Potenz-
rest nach w ist, und es ist also jede zu w prime Zahl in £({) einer

dieser Zahlen nach w congruent. Setzen wir ¢, =4d!, ..., ¢, =a!
nach w, so dass e, ..., e ebenfalls Zahlen in £({) sind, so folgt

o, = N(e;M?), (w)

und es ist also jede zu w prime Zahl in £({) der Norm einer geeig-
neten Zahl in £(M, {) nach w congruent; hieraus schliesst man weiter,
ghnlich wie im vorigen Falle, dass zu jeder zu w primen ganzen Zahl v
in £(¢) auch in Bezug auf eine beliehig hohe Potenz w® von w stets
eine ganze Zahl des Korpers (M, {) gefunden werden kann, deren Re-
lativnorm nach w¢ der Zahl » congruent ist.

Wir wollen nun den ersten Teil des Satzes 150 auch fiir den Fall
w =1 beweisen, dabei konnen wir g zu | prim annehmen; wir be-
zeichnen mit A™ die hochste in u'~'—1 enthaltene Potenz von A, wo-

bei jedenfalls 2 = 1 sein wird, und setzen (\A«m.{ W “K) 3}
-1 __ m 41 -
w = 1+4-ad”, ([ ),

wo a eine ganze rationale, zu ! prime Zahl bedeuten soll. Ist dann a*

eine ganze rationale Zahl mit der Congruenzeigenschaft aa™ = —1 nach
I, und setzen wir p* = us' =1, so wird
(72.) p* = 1=4" (™).

Andererseits gelten die Congruenzen

Q=" = 14-aM7 Ig+1
(A= = 1+‘hll+” »

(t=2)
1 f%i; "

wo ¢ eine jede positive ganze rationale Zahl und % eine jede positive
ganze rationale zu [ prime Zahl sein kann. Da die Relativdiscriminante
des Korpers (M, {) in Bezug auf £({) im gegenwirtig zu untersuchenden
Falle den Factor | nicht enthalten soll, so ist nach Satz 148 notwendig
m = 1.

¢4 Es sei zunichst m = [. Man entnimmt dann leicht aus den Congru-
gnzen (72.) und (73.), dass zu jeder beliehigen positiven ganzen ratio-
nalen Zahl g stets eine ganze Zahl ¢, in £({) gefunden werden kann derart,

k

D .:_. (\,“,.\0/ g . gt i - '! . o f (j//

(73.) :
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dass die Congruenz

wrd = 1242, (Y
l
erfiillt wird. Setzen wir nun M* = J/u* und ferner allgemein fiir jeden
Wert von g:
1—a, M*

9y = —3—,

so wird jedesmal Q, eine ganze Zahl in k(DM {) und
N(Qp) = 1%, ().

Hieraus folgt unmittelbar, dass jede ganze Zahl v in £(), die der Con-
gruenz » =1 nach | geniigt, Normenrest des Korpers £(M, {) nach |
ist. Die Beschrinkung, die hier in Annahme v=1 nach [ liegt, wird
leicht aufgehoben. Ist niimlich v eine beliebige zu | prime Zahl, und
wird sie nach | der ganzen rationalen Zahl ¢ congruent, so setzen wir
¥ = a*'v, wo «* eine ganze rationale Zahl mit der Congruenzeigenschaft
aa* =1 nach [ bedeute; dann wird offenbar »* =1 nach [, und an-
dererseits werden » und v* gleichzeitig Normenrest oder Normennichtrest
des Korpers &£(M, () nach | sein.

Es sei zweitens in Formel (72.) m =/ und mithin {%} =1; dann

konnen wir, wenn ¢ eine beliebige positive ganze rationale Zahl ist, stets
zwei ganze Zahlen ¢, und eg4q in £(£) construiren derart, dass

[u*ail 1+ll+1+ll+g+l, (Il+y+2),
L urahy = 142002, (roesy

wird. Wir setzen gemiss dem Satze 149 | = e ... wo g ...
Sy ‘3(‘—1) von einander verschiedene Primideale des Korpers (M, {)
bedeuten. Die beiden Zahlen

(74.)

1—a, M* 1—a,  M*
Ag = __—[_!I ) Ag+1 =.————*gl+l— )
l
M* = |/u* gesetzt, sind ganze Zahlen, und da N, (4,) = —A nach

I* wird, so enthilt 4, eines der in | aufgehenden Primideale, es sei dies
etwa das Primideal €, zur ersten Potenz und die anderen in |_auf-
gehenden Primideale gar nicht. Aus den Formeln (74.) folgt

dy = dgpa, (1),
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und wir konnen nun voraussetzen, dass @,4; in der Reihe der Zahlen
i1y GOG+is oo =5 §l" ;41 in solcher Weise gewdhlt sei, dass o, = y44
nach {* und also 4,= 4,,, nach | ausfillt. Wegen der letzteren Con-
gruenz ist auch die Zahl 4,,, durch €, aber durch keines der Primideale
¢, ..., €7V teilbar, und da auch Nk(AqH)E——Z nach % ist, so
ist 4,4, ebenfalls nur durch die erste Potenz von € teilbar. Wir konnen

mit Riicksicht auf das eben Bewiesene die gebrochene Zahl 4 in die
9+1
Form eines Bruches schreiben, dessen Zihler und Nenner zu [ prim sind.

4,
9+1
Zahl in k(M, ) ist, so wird

.15 S ——
Nk(gy):mjzl'*—l, ).

Setzen wir

S -+1 . . .
= £, nach I""" in solcher Weise, dass £, eine ganze

Da eine solche Formel fiir jeden positiven Exponenten g moglich ist, so
zeigt sich wie vorhin, dass jede zu [ prime Zahl Normenrest des Korpers
k(M, L) ist.

Wir gehen jetzt zum Beweise der zweiten Hilfte von Satz 150 iiber.
Es sei zuniichst w ein von [ verschiedenes, in der Relativdiscriminante
des Korpers £(M, {) in Bezug auf £({) aufgehendes Primideal des Korpers
k(L); wir haben dann nach Satz 149 w =%, wo 8 ein Primideal in
k(M,{)ist. Jede ganze Zahl des Korpers £(M, {) muss dann, wie schon
mehrfach erwihnt wurde, einer ganzen Zahl in £({) nach 8 congruent
sein. Soll nun eine gegebene, zu w prime ganze Zahl v in £({) nach
w congruent der Relativnorm N, (A4) einer ganzen Zahl A in k(M, ()
sein, und setzen wir A = ¢ nach I8, so folgt notwendig » = « nach
W, und daher auch nach w, d.h. » ist [ter Potenzrest nach w. Um-
gekehrt, wenn eine Zahl v in %({) ein lter Potenzrest nach w ist, so
ist » offenbar auch congruent einer Relativnorm N, (4) nach w. Wir
entnehmen hieraus, dass die [lten Potenzreste nach w auch zugleich
die siimtlichen Normenreste des Korpers £(M, {) nach w liefern.

Es bleibt endlich die Behandlung des Falles ibrig, dass w=1 ist
und [ in der Relativdiscriminante des Korpers £(M, {) aufgeht. Wir
haben in diesem Falle [=¢, wo € ein Primideal in £(M,{) ist, und
konnen es im Hinblick auf Satz 148 stets einrichten, dass die Zahl p
entweder der Congruenz

p=, (D)

8 o
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oder einer der folgenden Congruenzen geniigt:

w = 1+lm’ (Im—f-l)’

wo m einen der Werte 1, 2, ..., [—1 bedeutet. Wir wollen alsdann
untersuchen, welche Zahlen in £({) es in diesen zwei Fillen giebt, die
congruent der Relativnorm einer Zahl in (M, {) nach ("' bez. I’ sind,
und entnehmen hieraus leicht die Anzahl der nach jeder hoheren
Potenz von | einander incongruenten Normenreste.

Im Falle w = 4 nach [* ist M durch €, aber nicht durch ®? teilbar,
und es gelten die Congruenzen

N(Q+M) = 141, ),
di NQ4+M)= 141 +2%, @,
NQOQ+M?) = 1427, ),

@) | Gl NO+M) =142 42, (),
NQA+MT) = 1427, ),
di N(-+MT) = 144"+, (™),

WO @, @y, -+, Q,_, gewisse ganze Zahlen in k({) bedeuten. End-
lich ist

(76.) NQ+4+AM") =1, ()

firt=1,2,3, ...; 9=0,1,2, ..., [—1. Nun geniigt offenbar
jede zu ¢ prime ganze Zahl A des Korpers k(M, ) einer Congruenz
von der Gestalt
A= a(14+M)" (4+M> ...(4M"")rt
(144 MY (14 MY (144 MYty
(1_|_AJM)a(ll)(l+llM‘2)a<;)“.(l_*_llMl—l)ug”_], (Il+l),

wo a eine bestimmte der Zahlen 1, 2, ..., [—1 und die ({41)({—1)
Exponenten @, a,, ..., %(21 bestimmte ganze rationale Zahlen aus der
Reihe 0, 1, 2, ..., {—1 sind. Wegen der Congruenzen (75.) und (76.)
folgt daher:

N(A) = d(A+A+10)" (1 4+ +19)" ...
AT A, ().
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Der Ausdruck rechter Hand stellt, wenn a die Werte 1, 2, ..., {—1

und die Exponenten a,, a a, . unabhingig von einander je die

gy s By,
Werte 0, 1, 2, ..., [—1 durchlaufen, genau (l—1)I""" Zahlen dar,
und diese sind, wie leicht ersichtlich, alle einander incongruent nach [,
Nun ist jede zu | prime Zahl in £({), welche der Relativnorm N (4)
einer Zahl A in k(M, ) congruent nach "' ist, notwendig einem Aus-
druck dieser Gestalt nach ' congruent, und umgekehrt ist auch jeder
Ausdruck von dieser Gestalt, wie man aus (75.) entnimmt, der Re-
lativnorm einer Zahl in A(M, £) nach "' congruent. Mit Hiilfe der
Congruenzen (73.) erkennt man, dass zwei nach [ congruente, zu |
prime Zahlen in £(§) stets gleichzeitic Normenrest oder Normennichtrest
nach [ sind. Die Anzahl der Normenreste nach [, welche zu [ prim
und untereinander incongruent nach "' sind, ist also genau gleich
(I—1)I"", d. i gleich dem {ten Teil der nach I'"" méglichen incongruen-
ten, zu | primen Zahlen in £({), und dieses Resultat kann sofort auf die
Potenzen |° mit Exponenten e > [-4-1 ausgedehnt werden.

Von den iibrigen moglichen Annahmen iiber @ werde hier der Kiirze
wegen nur die einfachste behandelt; es werde nidmlich = 1-4-4 nach
1 zu Grunde gelegt. Setzen wir dann Q = M—1, so ist £ eine
durch €, aber nicht durch @* teilbare ganze Zahl in £(DM, {), und wenn
wir beriicksichtigen, dass &V, (2) =4 nach [* wird, so erkennen wir
durch eine leichte Rechnung die Richtigkeit der Congruenzen

N,(1+9) = 1414, ),

d.i N,(+92) = 14+1+77,, (),
NQO1+9% = 14+, (),

(77.) d i NQO+92°) = 1+2417,, ©),
N(14-97) = 142472, =,

| d.i. N(14-27) = 1447 +2"9,_,, O,

WO @, @ -.-; Q_, gewisse ganze Zahlen in k(L) bedeuten. Wir
haben ferner

NA+97) = 143+ 35,+3,++3_,+N, (27,

wo zur Abkiirzung
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“1 —_— Ql_l—l—(s.g)l_l—{—---—}—(Sl_l.g)l_l,
V2 e Ql—-l(S.Q)l—l_i_gl—](s?g)l—l_'_.“+(Sl-—2g)l—l(sl-—lg)—l’
S, = Ql-I(SQ)l—I(S2.Q)’_1 s +(S‘"3Q)l-’(Sl—2g>l-l(st—19)z—1,

gesetzt ist. Nun ergiebt sich sofort & =/  Die einzelnen Sum-
manden in den Ausdriicken fir =, I, ..., 3, | sind siimtlich jeden-
falls durch €' teilbar, sie lassen sich ferner in Aggregate von je [ Sum-
manden zusammenfassen, die aus cinem beliebigen unter ihnen durch die
Substitutionen 1, S, S* ..., 8" hervorgehen; setzen wir nun ein be--
liebiges Glied in der Gestalt A9 an, so bedeutet ¢ eine ganze Zahl in
k(M, ) und kann daher, wie aus dem Beweise des Hiilfssatzes 23 her-
vorgeht, als ganze rationale Function von £ und mithin auch von M
dargestellt werden, deren Coefficienten ganze oder gebrochene Zahlen' in
k(£) mit laater zu | primen Nennern sind. Setzen wir dementsprechend
& = F(M), so lisst sich das betreffende Aggregat von [ Summanden
in die Form

MEM)+FEM)+F @ M)+---+F(™ M)

bringen; die hier in der Klammer stehende Summe fillt, wie leicht er-

sichtlich, stets congruent O nach [ aus; danach miissen nun die Zahlen
- . l . .

3, I, ..., 5,_, simtlich congruent O nach [" sein, also wird

(18)  NQO+Q H=1+1+1""=1, ).
Endlich ergeben sich leicht die Congruenzen
(79.) NA+2R)=1, ()

fir t=1, 2,3, ...; 9=1,2, 3, ..., I—1.
Nun geniigt offenbar jede zu € prime ganze Zahl in A(M; () einer
Congruenz von der Gestalt

A=a(14+2)" (1+ 8% {1,
A+22%  +A2)" ey
all=1) at=1) al—
A+24779)" T4 QP ) wos (14210 Y l(l—ll)’ ),

wo ¢ cine der Zahlen 1, 2, ..., /—1, und wo die /(/—1) Exponenten
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Ay Qyy ooy agl__ll) bestimmte Zahlen aus der Reihe 0, 1, 2, ..., I—1
sind. Wegen der vorhin aufgestellten Congruenzen (77.), (78.), (79.)

folgt hieraus:
N () =d'(14+2+10 )" 2" +270)" ...
(T2 e, ().

Der hier rechts stehende Ausdruck stellt nun, wenn o die Werte 1, 2, ...
..+ [—1, und wenn die Exponenten a, a,, .. o
einander die Werthe 0, 1, 2, ..., /—1 durchlaufen, (l—l)l’ % Zahlen

dar, und diese sind simtlich zu [ prim und einander incongruent nach [’
Mit Benutzung der Congruenz N, (14-AM)= 142" nach I"*' und
weiter der Congruenzen (73.) schliessen wir hieraus, dass genau der [te Teil
aller zu | primen und nach [’ einander incongruenten Zahlen Normenreste
des Korpers &(M, §) nach | liefert, und iibertragen dann dieses Resultat
sogleich auf den Fall der Potenzen [° mit Exponenten ¢ ==[+1 bez.
e>[l+41.

Das nimliche Resultat ergiebt sich durch entsprechende Rechnungen
auch dann, wenn w==1 nach [* genommen wird, und damit ist der
Satz 150 in allen Teilen bewiesen. Es sei jedoch bemerkt, dass wir
es in unseren spiteren Entwickelungen so einrichten konnen, dass der
Satz 150 lediglich fiir den oben ausfiihrlich bewiesenen Fall y = 144
nach [* zur Verwendung gelangt.

Der Satz 150 bringt eine neue, tief eingreifende Eigenschaft der in
der Relativdiscriminante des Korpers £(M,{) in Bezug auf £({) auf-
gehenden Primideale w zum Ausdruck. Diese Eigenschaft entspricht
gewissermassen dem bekannten Satze iiber die Verzweigungspunkte einer
Riemann’schen Fliche, wonach eine algebraische Function in der Um-
gebung eines Verzweigungspunktes lter Ordnung den Vollwinkel auf den
[ten Teil desselben conform abbildet. Infolgedessen nenne ich die in der
Relativdiseriminante von (M, {) in Bezug auf £({) aufgehenden Prim-
ideale w auch YVerzweigungsideale fiir den Korper £(M,{); es be-
deuten hier also ,Primfactor der Relativdiscriminante“, ,ambiges Prim-
ideal“, ,Verzweigungsideal* den nimlichen Begriff.

., @, , unabhingig von
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§ 131.

Das Symbol {r’—”}
m

Der Satz 150 weist uns auf die Moglichkeit hin, die nach einer
Potenz w® (¢ > im Falle w==1) vorhandenen, einander incongruenten
Zahlen des Korpers £({) in [ Abteilungen zu sondern, die siimtlich gleich
viele Zahlen enthalten, und von denen eine die Normenreste nach v umfasst.
Um diese Sonderung in iibersichtlicher Weise vornehmen zu konnen, fiihre

ich ein neues Symbol {%} ein, welches zwei beliebigen, von 0 ver-

schicdenen ganzen Zahlen v, u des Korpers £({) in Bezug auf ein be-
liebiges Primideal w in £({) jedesmal eine bestimmte lte Einheitswurzel
zuweist, und zwar geschieht dies in folgender Weise: .
Es sei zuniichst w ein von [ verschiedenes Primideal. Ist dann »
genau durch w” und g genau durch w" teilbar, so bilde man die Zahl

3

x= und bringe x in die Gestalt eines Bruches %, dessen Zihler

‘uh
o und Nenner ¢ nicht durch w teilbar sind. Das Symbol {L;‘#} werde

dann durch die Formel

= 1) - (o)

definirt. Es ergeben sich hieraus unmittelbar fiir dieses Symbol die
einfachen Regeln:
o=
w JT U w

(80.) { v, 1, } _ { v, 1, }

i

) ) = s
w L

wo v, ¥, ¥,, W, ft,, , beliebige von Null verschiedene ganze Zahlen in
k(&) bedeuten konnen.

Um das neue Symbol fiir den Fall w =1 zu definiren, stellen
wir folgende Ueberlegungen an:

Wenn eine beliebige ganze Zahl w in £({) vorgelegt ist, welche
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der Congruenz w =1 nach | geniigt, und wenn wir setzen
o = o0+ e, L7
so dass ¢, ¢, ..., ¢,_, ganze rationale Zahlen sind, so geniigen diese
notwendig der Congruenz
o4 tg =1, (1)
Setzen wir dann

o(x) = c+ca+- ~+c‘_2xl_2

C+61+ e +cl_ g

1
— ] = (1__|._.z‘+..._|_.d;l_l),

so stellt w() eine ganzzahlige Function ({—1)ten Grades dar, und es wird
o(HN)=1 wmd ol)=o.

Diese Function heisse die zur ganzen Zahl o gehoérende Function.
Wir schreiben ferner

(s1.) [dgl"g‘”(e ] = 1@(«»)

p_lJ
23

welche Verbindungen von Kummer mit Vorteil zur Abkiirzung gewisser
Rechnungen eingefiihrt sind. [ Kummer!2.]

Wird die Zahl w mit der Congruenzeigenschaft w =1 nach [ auf
irgend eine Weise in die Gestalt

0 = a—l—al;—}—--'—l—atlt

gebracht, wo a, a
stellt

.., @, ganze rationale Zahlen bedeuten, so

) R t

@(z) = a+a, x4+ -+atw‘

eine ganzzahlige Function ¢-ten Grades dar, welche im allgemeinen nicht
der Gleichung @(1)=1, aber jedenfalls der Congruenz

a(D=1L O
Geniige leistet und also fiir # =1 zu { prim ausfillt. Zwischen den Diffe-

rentialquotienten von logw (¢”) fir v =0 und den soeben eingefiihrten
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Differentialquotienten (81.) bestehen folgende Congruenzen:

[M]F“ =19@), @),

do’
(=12 ..., 1-2),

a! logm(e”) — 1) 1—=(1)
[ do! ]n:()—l @)+ ¢ e

Die Richtigkeit dieser Congruenzen erkennen wir leicht wegen
. 1—o(1 -
w(z) = w(x)+———l(—)(1+.z—l—--~+.xl 1)—}—()(a:)(w‘!-—l),
v » 1—w(1 P
o(e") = w(@)+ 00 @

in der ersten Formel bedeutet O(2) eine bestimmte ganzzahlige Function
von x, und die zweite Formel soll besagen, dass in den Entwickelungen
der beiden Seiten dieser Congruenz nach Potenzen von v die Coefficienten
von 1, v, o, ..., o/~ nach [ congruent ausfallen.

Sind v, p irgend zwei ganze Zahlen in %({) mit der Congruenzeigen-

v, W

sehaft ¥=1, u=1 nach |, so definiren wir das Symbol { } wie folgt:

» Deanil=1)( 10y 1)1 (=2 o E=1) (1)
(82.) { ,I,u} B JonM )

Aus dieser Definition ergeben sich unmittelbar die folgenden Regeln:
{"’n"’wﬂ'} — {"’v.”’}{"’zuu}
! [ )y
v, 4 v, v, W
(%89 {uhpf = {2 { 2],
v, L u,v} .
s =

wo », v, v,, W, M,, {, beliebige ganze Zahlen =1 nach [ in k()
bedeuten konnen. Bezeichnet » eine Primitivzahl nach ! und s =({:{")

die entsprechende Substitution der Gruppe des Kreiskérpers £({), so gilt,
wie leicht ersichtlich ist, die weitere Formel

o -y
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Sind », u beliebige zu | prime ganze Zahlen des Kiorpers £(0),

so definire ich das Symbol {_’V_vlﬂ_} durch die Formel

{ v, W { ,vl-l’ ‘ul-—-l
[ }= [ }

Fiir den Fall, dass eine der Zahlen », u oder beide durch | teilbar
sind, vergleiche man die Bemerkungen gegen Schluss des § 133.

§ 132.

Einige Hiilfssatze iiber das Symbol {V’IM} und tber Normenreste nach dem

Primideal L
Hiilfssatz 24. Wenn o eine ganze Zahl in £({) mit der Con-

gruenzeigenschaft w = 1 nach [ ist, so gilt fiir die Norm 7(w) von w in
k(%) die Congruenz

1(1——1)((”)E 1_?((”) , (l)

[ Kummer®.)
Beweis. Es bedeute w(#) die zu w gehdrende Function, und es
werde

F&) = Hu(1+a(l’—1)

gesetzt, wo das Product iiber die Werte ¢ =0, 1, 2, ..., {—1 zu
erstrecken ist. Der Ausdruck F'(z) stellt eine ganzzahlige Function von
2 dar, und die Coefficienten aller durch #' teilbaren Glieder dieser
Function sind offenbar durch A’ und folglich wegen der Rationalitit der
Coefficienten auch durch [* teilbar. Durch Entwickelung nach Potenzen
von & ergiebt sich nun:

—1
logow (142 (§—1)) = El! .fc[

(¢—1)* | d*logw(x)
(895.) + 21 v l da? :L=1+“'

E=D" i [_dl___ll,_"..%ﬁ’_@] S

n.4__~h__
I—11 iz * .,

Setzen wir erstens in dieser Entwickelung der Reihe nach
2 —1
£ =1, g) ga * > vy Cl

ein und addiren die betreffenden Formeln, so entsteht unter Beriick-

dlogw(x) ]
dx x=1
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sichtigung von

=1+ 1Y+ (T 1) = (=1
(9=1,2,..., 1—1)
die Gleichung:

g Fa) = if— & | T@ |

da
z* [ d*logow ()
(86.) BT [ Az 1.,

oo

zist [dl—llogw(x)] } ,
[—1! dz'—1 r=1 +2 G,

wobei #'G das Aggregat der durch & teilbaren Glieder der Entwickelung
andeutet.
Setzen wir zweitens in der Entwickelung (85.) &=e ein wund

bilden den ({—1)ten Differentialquotienten nach v, so wird derselbe fiir
v=20:

( [dl_llogw(l—kx(eg—l))] =z [ dlogw (x) ]
dvt—1 p—o 1! da =1

. 9=t 9,141 2 [ d?logw(x)]
21 dd}2 r—1

. 31 —3.97 3.1 w3[d310gm(w)]

(87 ) 3! dxa r=1
X I—1)""—e—(—11*" o [d"’l logw (x)J
l-——l' dai—1 r=1
_x [dlogw(w)] _a [fijogw(x)] 4+
1! dz 1= 2! dz? 1=
7—1 —1 .
@ [d logw(w)] R
l——]' dﬂ?l_—l =1

Durch Vergleichung der beiden Formeln (86.) und (87.) ergiebt sich

@ 14z (e?—1
mnwz—q OWEJ® »LJU%

d. h. die Coefficienten von z, 2°, ..., ' auf der linken Seite sind

den entsprechenden Coefficienten rechts nach [? congruent, und wenn
wir beide Seiten dieser Congruenz in den Exponenten von e setzen, so
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erhalten wir zunichst in demselben Sinne, dann aber mit Riicksicht auf
die zu Beginn dieses Beweises gemachte Bemerkung auch vollstindig die
Congruenz der zwei ganzzahligen Functionen:

-1 »
F(z) = l—l[ d logw((ilqj—ll:;r(e ——1))]v=0, a,

und folglich fir z=1:
n(w) = 1—114), @),
womit der Hiilfssatz 24 bewiesen ist.
Hiilfssatz 25. Wenn die ganzen Zahlen », u in k() die Con-

gruenzeigenschaften v = 1 nach [ und g = 141 nach [* besitzen, und
wenn ausserdem » congruent der Relativnorm einer ganzen Zahl A4 des

l
durch M = )/ bestimmten Kummer’schen Korpers &(M, {) nach [ ist,
so existirt eine ganzzahlige Function f(z) vom ({—1)ten Grade in z,
derart, dass f(1) > 0 ist und die Congruenzen
n(f@) =1, @)
und
:
v=7w, @)
erfilllt sind. [Kummer®.]
Beweis. Nach dem Beweise des Hiilfssatzes 23 ist jede ganze
Zahl A in k(M,{) in der Gestalt

7+yl(M_.])_|_...+yl_1(M_1)l—1
J

und folglich auch in der Gestalt
A = ﬂ+‘ﬁllu_|"'""*'15’1—1Zw—1
- J

darstellbar, so dass y, y,, ..., ¥,_,, 0 und B, B, ..., f,_, ganze
Zahlen in k() sind und iberdies J zu [ prim ausfillt. Infolge des
letzteren Umstandes konnen wir

A=o+a;MAito_ M, (1)

setzen in solcher Weise, dass @, @, ..., e,_, ganze Zahlen in £({) sind.
Es sei nun
_— % s — %
ce=a, M=a;,, ... O = ,, (I),

wo a* a, ..., af | ganze rationale positive Zahlen bedeuten sollen; wir
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setzen
(@) = a*+-afz+--~a)_ 2
Da in k(M,{) sich {=2¢ und M =1 nach  erweist, so folgt
A=o+toy+-+e_ =" +a]++a , O
Ist nun A die vorausgesetzte Zahl, fir welche Ni(A)=ow nach ¥
wird, so erhalten wir weiter
v = N,(4) = a*+aj++a_ =1, ®
also auch
(88.) a*%:—at—l—---—i—af_l =1, ).

Folglich ist /*() eine Zahl in %({) mit der Congruenzeigenschaft /*({) =1
nach [. Wir finden nun mit Riicksicht hierauf leicht eine ganze ratio-
nale positive Zahl & derart, dass die Norm der Zahl f(§) =/*(£)+1b im
Korper £(£) der Congruenz

(89.) n(f&) =1, @)
geniigt; dann erfillt die ganzzahlige Function
J@) = f*@)+1b = at+a x4+ ~+a_ a1

die Bedingungen des zu beweisenden Hiilfssatzes 25. Denn es ist offen-
bar A=f(M)+AB, wo B eine ganze Zahl in k(M,{) bedeutet.
Hieraus ergiebt sich leicht durch eine #hnliche Betrachtung wie auf S. 409:

(90.) v = Ny(4) = N, (D).
Andererseits erkennen wir unter Beriicksichtigung der Congruenzen
d=a d=a, ..., d =qa_, )
dass identisch in x eine Gleichung
©O1)  f@FE). . fEa) = f@")+IF(2")

gilt, wo F'(2') eine ganzzahlige Function von 2’ bedeutet. Diese Glei-
chung liefert fir # = 1 mit Riicksicht auf (89.) die Congruenz

FO) =/Q)+IFQ), @), d. h. F)=o0, ().
Wenn in der Gleichung (91.) #=M genommen wird, so ergiebt sich
N (f(M)) = f(w)+1F(w)

und hieraus, da F(u)= F(1) =0 nach [ ausfillt,

N.(f(D) = f(w), (),

Jahresbericht der Deutschen Mathem.-Vereinigung., IV. 29
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d. i. wegen (90.)
v = f(w, ).

Damit und in Anbetracht von (89.) ist der Hiilfssatz 25 vollstindig
bewiesen.

Hiilfssatz 26. Wenn v, u ganze Zahlen in £({) mit den Congruenz-
eigenschaften v =1 nach | und g = 142 nach [* bedeuten, und wenn

l
ausserdem » Normenrest des durch M = }J/u bestimmten Kummer’schen
Korpers £(M, ) nach | ist, so wird stets

v, W
{2 =1
[Kummer*°.]
Beweis. Aus der bekannten Lagrange’schen Formel fiir die Um-
kehrung einer Potenzreihe entnimmt man unmittelbar die folgende Identitit:

RO

a [T,

dabei stelle man sich unter F'(v) eine beliebige Potenzreihe von v, ferner
unter ¢(v) eine Potenzreihe vor, deren constantes Glied von O ver-
schieden ist, und denke sich den Zusammenhang der Variabeln » und V'
durch die Gleichung V¢(v)—wv =0 vermittelt.

Es seien nun v(z) und p(z) die zu den Zahlen » und u geho-
renden Functionen. Da v Normenrest des Korpers £(M, {) nach | sein
soll, so giebt es nach Hiilfssatz 25 eine ganzzahlige Function ({—1)ten
Grades f(«) derart, dass

(93.) n(f@) = 1, @),
(94.) v = f(), ()
und f(1) >0 wird.
Wir setzen nun

—2 5
do’ =0

F(v) = log f(u(e?),
V = logu(e?),

- v

PO = Togutey

diese Functionen werden nur an.der Stelle » = 0 betrachtet werden, und

es sollen die Logarithmen so genommen werden, dass sie fir v==0

reell sind. : ;
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Ersetzen wir die Zeichen w, ®@(z), v in der zweiten Formel auf
S. 413 oben bez. durch f(§), f(z), V, so wird aus derselben

2220)

Aus Hiilfssatz 24 ergiebt sich unter Beriicksichtigung von (93.) die Con-
gruenz

=10+, o

“Pen =0, O
und folglich wird

o [52],_~[£30], o e

Andererseits gilt mit Riicksicht auf (94.) die Congruenz
1)—1
Fue) = 2@+ L0 o, @,
welche so aufzufassen ist, dass in den Entwickelungen nach Potenzen
von v die Coefficienten von 1, », ..., »*~1 auf den beiden Seiten ein-

ander nach ! congruent sind, und hieraus ergiebt sich die Entwickelung

, ().

dF (v v v?
2O = O @)+H0) 2 H190) Tt

R (l(l—])(,v)+ 1_{(1)) (;i_;)' , (l),

welche so aufzufassen ist, dass die Coefficienten von 1, v, .
auf den beiden Seiten einander nach ! congruent sind.
Endlich betrachten wir die Function ¢(v). Wegen u = 1-21 nach

I* wird ¢(v) eine Potenzreihe, deren constantes Glied = —1 nach 7 ist.
Ferner folgt leicht

(@) =9 =9(0)=—1, ()
in dem Sinne, dass die Coefficienten von 1, v, ..., »*~2? auf den beiden

Seiten einander nach ! congruent sind. Es gilt daher weiter in demselben
Sinne

(96.)

oy DI

_(9’('”))1—1 = l_og,:;ﬂ)“: (O}

und es folgt hieraus endlich in eben demselben Sinne die Entwickelung

(@)™ = 1) +17() g +1° () -
97)

o pl—2
W g O
27*
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Die Zusammenstellung der Congruenz (95.) und der beiden Ent-
wickelungen (96.), (97.) mit (92.) liefert, wegen 1V (u)=—1 und
(—@'(g—1)!=(—1)" nach lfir g=1, 2, ..., [—1, die folgende
Congruenz: :

IO (@ =171 ()4 =1V () = 0, ),
d. i. nach der Definition (82.) des Symbols {“”I” } in §131:
{v’lu} =1

und hiermit ist der Hiilfssatz 26 bewiesen.

§133.
Das Symbol {%} zur Unterscheidung zwischen Normenresten und Normen-

nichtresten.

Wir sind jetzt in den Stand gesetzt, soweit die betreffenden Sym-
bole bereits definirt sind, die Richtigkeit der folgenden Behauptung ein-

zusehen:
Satz 151. Wenn v, u zwei beliebige ganze Zahlen in %({) sind,

1]
nur dass )/ nicht in &(£) liegt, und wenn w ein beliebiges Primideal des
Kreiskorpers £({) bedeutet, so ist » Normenrest oder Normennichtrest des

1]
durch M =)/ bestimmten Kummer’schen Korpers k(M,{) nach w,
je nachdem

&_u_}:_ q 1
{m 1 oder =

ausfillt. -Tr ;

Beweis. | Es sei zuniichst das Primideal w von [ verschieden und

gehe nicht in der Relativdiscriminante des Korpers £(M, §) auf. Ist u*
*

eine ganze Zahl in k(L) derart, dass % die lte Potenz einer Zahl in

*
k(C) ist, so gilt stets {&mﬂ—}:{%’i}’ danach und mit Riicksicht

auf Satz 148 konnen wir hier annehmen, dass g nicht durch w teilbar
ist. Wir unterscheiden zwei Fille, je nachdem w im Korper k(M ()

als Product von [ Primidealen %, ..., W, darstellbar wird oder in
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k(M, &) Primideal bleibt. Nach Satz 149 ist im ersteren Fallo {%} =1,

im letzteren {%} %1 und F 0.

Im ersteren Falle bestimmen wir eine ganze Zahl A in k(M, ),
welche durch 9B, aber nicht durch 2 und auch nicht durch eines der
Primideale 98, , ..., ¥, teilbar ist; dann geht in der Relativnorm' a= N, (4)
das Primideal w genau zur ersten Potenz auf. Ist nun w® die in » ent-

: v . <
haltene Potenz von y, so lidsst sich Xe=—p als ein Bruch schreiben,

dessen Zghler und Nenner zu w prim sind, und folglich sind Zghler und
Nenner dieses Bruches nach Satz 150 Normenreste des Korpers k(M, §)
nach w. Das Gleiche gilt also auch von ». "Da nach der Definition in

§131
T

ist, so erweist sich im ersteren Falle der Satz 151 als richtig.

Im zweiten Falle ist die Relativnorm einer ganzen Zahl 4 in £(M, §)
jedesmal genau durch eine solche Potenz von w teilbar, deren Exponent
ein Vielfaches von [ ist. Es sei wiederum w” die in » enthaltene Potenz
von y; ist dann & kein Vielfaches von /, so kann also » nicht Normenrest

A . . v, 0 wb 1!
nach w sein; in diesem Falle wird andererseits o — Y + 1.

Ist dagegen & ein Vielfaches von /, und bedeutet @ eine ganze durch w,

aber nicht durch y? teilbare Zahl in £({), so setzen wir x=% und

erkennen, wie im ersteren Falle » als Normenrest nach w; andererseits

ist jetat
wl) lw)] T 7

Damit ist der Satz 151 auch fiir den zweiten Fall bewiesen.

'E Wir nehmen jetzt an, es sei die Relativdiscriminante des Korpers
k(M,{) durch das Primideal w teilbar; w soll dabei von I verschieden
sein. Es gehe w in v genau zur dten und in g genmau zur aten Potenz

auf; dann ist o jedenfalls kein Vielfaches von /. Die Zahl x=£;
w
lisst sich in die Gestalt eines Bruches —g_— setzen, dessen Zihler o und

dessen Nenner ¢ zu w prim sind. Die Zahl go*! ist eine nicht durch
w teilbare ganze Zahl; nach dem Beweise des Satzes 150 auf S. 406 ist

\)E\WSSMDNYM)‘S% e T TR S P

o) gk v S e
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eine solche ganze Zahl dann und nur dann Normenrest des Korpers k(M, §)
—1
nach w, wenn sie [ter Potenzrest nach w ist, d. i. hier, wenn {9 » } =1

und also {%} =1 ist; damit ist fiir den gegenwirtigen Fall wiederum
der Satz 151 als richtig erkannt.

Es sei endlich w=1  Wir fassen lediglich den Fall ins Auge,
dass =14 nach I? ist: es ist dies der einzige Fall, fiir den wir
die betreffenden Sitze spiterhin brauchen werden; die anderen Fille ge-
statten iibrigens eine ihnliche Behandlung. Beim Beweise machen wir
noch die nicht wesentlich einschrinkende Annahme » =1 nach . Wegen
der Annahme p= 14 nach [? kann man laut Satz 150 genau 1*~! Normen-
reste v* des Korpers £(M, {) nach [ bilden, welche congruent 1 nach |
ausfallen und unter einander nach I incongruent sind. Andererseits
muss ein jeder Normenrest * von £(M, () nach [, fir den man »*=1

&
nach | hat, laut Hilfssatz 26 die Bedingung {M} =1 erfiillen.

[
Wegen
1) = —1,
Wa-p=o, Pa-D=0o, ..., 0= =0, 0
1y = A=n=0)

l b
ergiebt sich nach (82.)

R

Es sei nun ¢ irgend eine erste ganze Zahl in %({) mit der Congruenz-

eigenschaft ¢ = 1 nach |, und es werde { ol } = {* gesetzt, wo a eine

[
Zahl aus der Reihe 0, 1, 2, ..., [—1 bedeuten soll; dann ist offenbar

{a—(l-_.Tl—)i} = 1; dagegen fillt jedesmal {9_(1'.__:)’_”} + 1 aus,

wenn z eine von @ verschiedene Zahl aus der Reihe 0, 1, 2, ..., I—1 be-
deutet. Wihlen wir ferner eine ganze Zahl ¢’ in £({), welche ebenfalls con-
gfuent 1 nach [, aber keiner der {Zahlen e, a(1—1), a(1—0)%...,a(1—0)""
nach [ congruent ist, so sind auch die [ Zahlen o, &' (1—{), @'(1—1)’,

v oz'(l—l)"'1 nach I'"" simtlich unter einander incongruent und zu-
gleich keiner der ersteren / Zahlen congruent; unter den letzteren  Zahlen
giebt es wegen (98.) offenbar eine und nur eine Zahl — es sei dies
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117\
etwa a'(1—1)” — von der Art, dass {&l—l)’—”‘—} =1 ist. Fahren

wir in dieser Weise fort, so erkennen wir, dass die Anzahl der vorhan-
1 . . .
denen nach ["*' incongruenten Zahlen v, die congruent 1 nach | sind

und der Bedingung {%}: 1 geniigen, genau gleich '~' ist, und
aus der Uebereinstimmung dieser Anzahl mit der oben gefundenen fiir
die Normenreste v* ist ersichtlich, dass umgekehrt auch jede Zahl v mit
diesen zwei Eigenschaften Normenrest des Korpers £(M, {) nach [ ist.

Durch die bisherigen Ueberlegungen ist der Satz 151 in allen Teilen
bewiesen; fiir den Fall w =1 allerdings nur soweit, als fiir die Zahlen
v, @ die Congruenzeigenschaften » =1 nach | und 4= 1-+21 nach |
erfiilllt sind. Die » betreffende Einschrinkung ist offenbar leicht auf-

zuheben. .
Aus dem Satze 151 folgt, bei Benutzung der ersten Formel in

(80.) und (83.), die Formel

e =15
w J Ulwn )’
wo  ein beliebiges Primideal in £({) bedeutet und »* ein Normenrest
des Korpers £(M, {) nach w sein soll.
Um nun das Symbol {_'v,_‘u_} auch fiir den Fall zu definiren, dass

eine der beiden Zahlen », p oder beide durch [ theilbar sind, braucht
man nur die allgemeine Giiltigkeit der Formeln

() — ), (e —
[ )y ! [

[
festzusetzen, wobei »* ein beliehiger Normenrest des Korpers k(Vu, {)
nach | bedeuten soll. Bei dieser Festsetzung folgt dann inshesondere

{1+a1‘, l}_{l—}—al’}_ca
[ I U T

Wir konnen iiberhaupt die Definition des Symbols {'v, H} auf die

|
{ vV, W

" =)o)
) ()}

Formeln

L =

n(a) -1
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