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3. Das Quadrupel der Hauptpunkte ist imaginir, die beriihrenden
Trisecanten sind reell, dagegen die Punkte mit Wendeebenen imagindr.
Die Developpable liegt zu beiden Seiten des Hyperboloides; ihre Doppel-
curve liegt ganz reell auf ihr und trifft in 4 Spitzen auf das Hyper-
boloid auf, liegt jedoch ganz auf einer Seite desselben. Die Trise-
canten treffen die Curve teils in einem Punkte.

Als Uebergangsfall zwischen 2. und 3. dient die Raumcurve mit
zwei osculirenden Trisecanten; ihre abwickelbare Fliche besitzt dann
eine Doppelcurve 4. Ord. von gleicher Eigenschaft; jene Trisecanten sind
Riickkehrkanten dieser Fliche und auch Trisecanten der Doppelcurve.
Der Uebergang ist an den Modellen bequem zu iibersehen.

4. Zwei Hauptpunkte sind reell, dann giebt es auch zwei reelle
beriihrende Trisecanten und zwei reelle Punkte mit Wendeebenen. Hier
liegt die abwickelbare Fliche wieder zu beiden Seiten des Hyperboloides.
Auf der reellen Doppelcurve giebt es zwei reelle Spitzen und zwei reelle
Pinch-points; in letzteren durchsetzt die Doppelcurve das Hyperboloid und
verlduft dann isolirt, in den ersteren ruht sie auf dem Hyperboloid auf.

Im speciellen Fall konnen hier die beriihrenden Trisecanten darch
die Punkte mit Wendeebenen hindurchgehen; dann besitzt die Develop-
pable einen dreifachen Kegelschnitt, der in zwei Pinch-points das Hyper-
boloid durchdringt. Durch den einen Teil desselben schickt die Fliche
einen, durch den andern drei Mintel. Hierzu ist auch die dualistische
Fliche modellirt.

5. Das Hyperboloid und mit ihm die ganze Raumcurve 4. Ord.
ist imaginér; dann ist auch die Developpable imaginir, ihre Doppelcarve
jedoch reell.

In den Fillen 1., 2., 3., 5. sind die drei linearen Raumtransformationen,
welche die Raumcurve und ihre Developpable in sich iiberfiihren, reell;
zugleich giebt es vier reciproke Raumtransformationen, die die Raumcurve
in die Doppelcurve und umgekehrt verwandeln; sie sind imaginir. Im
Falle 4. ist eine Transformation der Raumcurve in sich reell, und zu-
gleich sind zwei der andern Transformationen reell.

Ueber Grundlagen und Aufbau der Geometrie.
v
H Wiene(;'n(Halle).

Man kann von dem Beweise eines mathematischen Satzes verlangen,
dass er nur diejenigen Voraussetzungen benutzt, von denen der Satz wirk-
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lich abhiingt. Die geringsten denkbaren Voraussetzungen sind das Vor-
handensein von gewissen Objecten und von gewissen Operationen, durch
die diese Objecte unter einander verkniipft werden. Ist es moglich, der-
artige Objecte und Operationen ohne Zufiigen neuer Voraussetzungen so
an einander zu reihen, dass Sitze entstehen, so erhilt man in diesen
Sitzen ein in sich begriindetes Gebiet der Wissenschaft. Ein solches
ist z. B. die Arithmetik.

Auch fiir die Geometrie ist ein derartiges Zuriickgehen auf die ein-
fachsten Objecte (Elemente) und Operationen von Bedeutung, da man
dann umgekehrt wieder aus diesen eine abstracte Wissenschaft aufbauen
kann, die von den Axiomen der Geometrie unabhingig ist, deren Sitze
aber Schritt fiir Schritt mit den Sitzen der Geometrie parallel gehen.

Ein Beispiel hierzu liefert die projective Geometrie der Ebene. Die
Objecte seien Punkte und Geraden, die Operationen das Verbinden
und Schneiden; Objecte und Operationen seien nur in endlicher An-
zahl vorausgesetzt. Oder, vom geometrischen Gewande losgelost: es seien
Elemente von zweierlei Art vorausgesetzt, und zweierlei Operationen, in-
dem man annimmt, dass die Verkniipfung je zweier Elemente derselben
Art ein Element der anderen Art ergebe. Die geometrischen Sitze, die
hierbei auftreten — wenn man von den auf die Anzahl der Elemente
sich beziehenden combinatorischen Sitzen absieht — sind Schliessungs-
sdtze, worunter hier solche Sitze zu verstehen sind, in denen jede in
dem Satze vorkommende Gerade wenigstens drei ebensolche Punkte trigt,
und jeder Punkt auf wenigstens drei Geraden liegt. Beispiele:

1) Der Satz von Desargues iiber perspective Dreiecke.

2) Der auf das Geradenpaar bezogene Pascal’sche Satz.

T



H. Wiener. 47

Der Beweis dieser Sitze kann nicht aus den gegebenen Objecten
und Operationen gefiihrt werden, d. h. dieses Gebiet der Geometrie ist
kein in sich begriindetes. Entnimmt man aber den Beweis irgend eines
solchen Satzes (oder auch mehrerer) einem anderen Gebiete, so lisst sich
durch Wiederholung dieses Satzes (bezw. der Sitze) ein begrenztes Ge-
biet der ebenen Geometrie herleiten. So erhilt man aus dem erstge-
nannten Schliessungssatz (dessen Beweis in der riumlichen Geometrie
gefiihrt wird) ein Gebiet, das die sonst durch Strecken- (bezw. Punkt-)
Addition gewonnenen Sitze umfasst. Den zweitgenannten Schliessungs-
satz aus dem ersten abzuleiten, ist nicht gegliickt; eine weitere Mog-
lichkeit wire, ihn durch Projection aus drei oder mehr Dimensionen her-
zuleiten, oder — was leicht ist — durch Einfilhrung des Stetigkeitsbe-
griffs. Diese beiden Schliessungssitze aber geniigen, um ohne
weitere Stetigkeitsbetrachtungen oder unendliche Processe
den Grundsatz der projectiven Geometrie zu beweisen, und da-
mit die ganze lineare projective Geometrie der Ebene zu entwickeln.

Wie in der Ebene, so ldsst sich auch im Raume eine auf den Grund-
elementen (Objecten) Punkt, Gerade, Ebene beruhende Geometrie auf-
bauen. Hier giebt es aber in sich begriindete Gebiete. In entsprechen-
der Weise kann man auch in hohere Dimensionen aufsteigen. Wichtiger
ist es, noch von der Ebene eine Stufe abwirts zur Geometrie der Ge-
raden iiberzugehen. Als einziges Element hat man hier den Punkt,
von Verbinden und Schneiden kann nicht mehr die Rede sein. Wir
miissen also sogar eine Operation aus einem anderen Gebiet entnehmen,
und es bieten sich hierzu Constructionen dar, die in der Ebene gefiihrt
werden konnen, aber nur Punkte unserer Geraden betreffen, und zwar
vor allem die Construction projectiver, involutorischer und harmonischer
Punktgruppen. Es ergiebt sich, dass man sich auf die letztgenannte be-
schrinken kann, da der Satz gilt: Sind in einer Geraden von einer
Involution zwei Paare, oder von einer Projectivitit drei Paare
entsprechender Punkte gegeben, so kann man zu jedem be-
liebigen weiter gegebenen Punkte den entsprechenden Punkt
aus den gegebenen durch eine endliche Anzahl von Construc-
tionen harmonischer Punkte finden*).

Andere Gebiete erhdlt man durch Annahme neuer Voraussetzungen.
Die Geometrie der Ordnung setzt u. a. den Satz voraus, dass auf einer
geschlossenen Linie vier Punkte sich auf eine angebbare Weise in zwei

) Der_»l‘Seweis dieses Satzes ist inzwischen veriffentlicht in den Berichten
der K. sichs. Ges. d. Wiss. 1891, S. 669, ff.
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