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Classification Locale Simultanée de Deux Formes Symplectiques Com-
patibles

Francisco Javier TURIEL*

Consider a symplectic form w and a closed 2-form w; on a real or complex
manifold. Suppose that the Nijenhuis torsion of the tensor field J defined by
w1(X,Y) =w(JX,Y) vanishes. In this paper we give the complete local classifica-
tion of the couple {w,w;} on a dense open set, defined by some minor conditions
of regularity. Around each point of this open set we can find coordinates on wich
w is written with constant coefficients and w; with affine ones.

Introduction

Supposons données sur une variété réelle ou complexe une forme symplectique w et
une 2-forme fermée w;. Supposons en outre w et w; compatibles au sens de Poisson,
i.e. la torsion de Nijenhuis du tenseur J défini par wy(X,Y) = w(JX,Y) nulle
(voir [5], [7], [9] et [10]). Dans cet article on donne la classification locale complete
du couple {w,w;} sur un ouvert dense, appelé 'ouvert régulier. En particulier
on montre 1’existence, au voisinage de chaque point régulier, de coordonnées dans
lesquelles w s'écrit & coefficients constants et w; & coefficients affines.

On se limitera ici aux propriétés géométriques du couple {w,w; } sans aborder
les applications possibles des résultats obtenus & d’autres domaines. Pour la
formulation des résultats en termes de structures de Poisson, plus proche de
certains problémes physiques, le lecteur est renvoyé & [13] ol on trouvera aussi
sous une forme un peu plus faible I’annonce de la classification de {w,w;}. Pour
une application de nos résultats a 1’étude locale des systémes bihamiltoniens voir,
par exemple, [11]. Pour le cas global voir [1] et [2].

L’étude des couples {w,w; } est un probléme classique. En 1946 Debever (3] a
traité le cas d’un couple holomorphe, en dimension quatre, sans aucune condition
de compatibilité. Dans [15] et [16], Vansnick classifie complétement, du point de
vue local, les couples réels tels que J? = —Id en appliquant les résultats obtenus
& 'étude de certaines équations aux dérivées partielles, en particulier I’équation
de Monge-Ampgre et celle des surfaces minimales de R®. L’auteur a obtenu dans
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[12] la classification locale compléte des couples compatibles quand les diviseurs
élémentaires de J ne dépendent pas du point considéré (conditions de platitude
du couple {w,w;}).

Voici une méthode générale de construction de couples compatibles [14]. Con-
sidérons sur une variété P, réelle ou complexe, un tenseur H de type (1, 1). De
fagon naturelle on définit un morphisme de fibrés py : T*P — T*P. Soient
w la forme symplectique de Liouville de T*P et w; = (px)*w. Alors {w,w;} est
compatible si et seulement si la torsion de Nijenhuis de H s’annule. Cette méthode
réalise tous les modéles locaux "réguliers” de couples compatibles.

Un dernier exemple. Considérons sur un groupe de Lie G deux formes sym-
plectiques, w et w;, respectivement invariantes & gauche et & droite. Alors {w,w;}
est compatible [6].

1. L’ouvert régulier

Soit M une variété différentiable, réelle ou complexe, de dimension 2n et soit
{w,w1} un couple de 2-formes (extérieures), la premiére de rang 2n. Comme
tout & I'heure J est le tenseur défini par la relation wi(X,Y) = w(JX,Y) ou
de fagon abrégée w; = w(J,). On montre facilement que w(J,) = w(,J) et
que w, = w(J",) est une 2-forme pour tout entier r ( en fait r > 0 si J n’est
pas inversible). On dira que le couple {w,w;} est compatible si dw = dw; = 0
et si la torsion de Nijenhuis N; du tenseur J est nulle. On rappelle que la
torsion de Nijenhuis d’un tenseur G de type (1, 1) est donnée par la formule:

Ne(X,Y) = [GX,GY] + G*X,Y] - G[GX,Y] — G[X,GY]

ou X et Y sont deux champs de vecteurs quelconques.

A remarquer que Ng = 0 si et seulement si G o LxG = LgxG pour tout
champ de vecteurs X.

Soit K n[t] ’algébre des polynémes d’une variable & coefficients dans 'anneau
des fonctions différentiables sur une variété N réelle (fonctions C*®° et K = R) ou
complexe (fonctions holomorphes et K = C). Un polynéme ¢ € Ky|[t] sera dit
irréductible s'il est irréductible en chaque point. De méme on dira que ¢, p € Ky|t]
sont premiers entre euz s'ils le sont partout.

Soit H un champ d’endomorphismes d’un fibré vectoriel = : E' — N, i.e.
une section de E' ® (E')*. On dira que le type algébriqgue de H est constant,
8'il existe des polyndmes irréductibles ¢y,...pr € Kn|[t], premiers entre eux, et
des entiers positifs a;;, ¢ = 1,..k; et j = 1,...r, tels que pour chaque point p
de la base {{;" (p)}i=1,..t; }j=1,...r €st la famille des diviseurs &lémentaires de
H(p). Lorsque les coefficients de ¢y, ..., sont des constantes on dira que H est
0-déformable [12].

Quoiqu’ en général le type algébrique de H ne soit pas constant, il est facil de
voir que I'ensemble des points au voisinage desquels il est constant est un ouvert
dense.

Si 7 est une 1-forme on notera 70 J la 1-forme définie par (70 J)(X) = 7(JX).

A partir de maintenant et jusqu’d la fin {w,w:} sera un couple compatible.
Soit gx = trace(J*). Comme trace(A o B) = trace(B o A) et que dgi(X) = Lx9k
il vient dgi(X) = ktrace(J*~'oLxJ). D’autre part JoLxJ = LxJ car Ny =0,
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d’ou:
Lemme 1. On a: kdgg4+1 = (k+ 1)dgio J.

Définition. Ur point p € M est régulier s’il exziste un voisinage ouvert A de p tel
que:
(1) Le type algébrique de J est constant sur A,
(2) E =\ja,,. 20 Kerdg; est un sous-fibré de TA et
(8) le type algébrique de la restriction de J d E est constant sur A (le lemme
1 entraine JE C E).

L’ensemble des points réguliers est un ouvert dense de M, qu'on appelera
Pouvert régulier. La notion d’ouvert régulier peut étre définie pour n’importe quel
tenseur de type (1, 1) dont la torsion de Nijenhuis s’annule. Bien siir 'ouvert
régulier de J, de aJ + bId ol a et b sont des constantes la premiére non nulle, et
de J~1, si ce dernier est défini, est le méme.

Théoréme 1. Il eziste, au voisinage de chaque point régulier, des coordonnées
dans lesquelles w s’écrit d coefficients constants et wy & coefficients affines.

Le but des prochains paragraphes sera de prouver le théoréme 1 ainsi que de
dresser une liste compléte de modeles locaux pour w et w;.

2. Réduction du probléme

Soit ¢ le polynéme caractérisque de J. Supposons que sur un voisinage A d’un
point régulier p il s’écrive sous la forme ¢ = 12, ol 1, p2 € K 4[t] sont premiers
entre eux. On va voir que (M, {w,w;}) se décompose, autour de p, comme un
produit. Soit Ji = px(J). Alors TA = ImJ, @ ImJ, et Ji : ImJiy — ImJi est
un isomorphisme.

Lemme 2. Chague sous-fibré ImJy est involutif.

Démonstration. 1l suffira de prouver l'involutivité de ImJ;. Un calcul direct
montre que Ny (X,Y) = Y1t (ai(X)J'Y — ai(Y)JX) ol chaque a; est une 1-
forme. Donc N 5,(ImJy,ImJ;) C ImJj, ce qui entraine I'involutivité de ImJ; car
J1: ImJ; — ImJ; est un isomorphisme. C.Q.F.D.

Le lemme précédent nous permet d’écrire, autour de p, la variété M comme un
Produit M' x M" associé & la décomposition ImJ, @ ImJ; de I'espace tangent. Or
wi(ImJz, ImJ;) = 0 car wi(p2(J)X, 1(J)Y) = w(T¥(p192)(J)X,Y) = 0, donc
en coordonnées produit (z,y) il vient: wi = 33, ; frijdzi Adz; +3, ¢, Grredyr A
dy,, k = 0,1, on frij = frij(z) et ot grrs = Giro(y) puisque dwy = 0. Bref
(M, {w,w;}) sidentifie au voisinage de p & un produit de couples (M, {w',w}}) x
(M", {w", w'}). Bien siir la régularité et la compatibilité sont préservées par cette
identification,
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Si on refait plusiers fois la décomposition précédente, on voit qu’il suffit
d’étudier les modeles locaux quand ¢ est une puissance d’un polynéme irréductible.
On aura donc deux cas: ¢ = (¢ + f)?" et ¢ = (t2 + ft + g)", ce dernier seulement
si la variété est réelle.

3. Quelques résultats auxiliaires

On rassemble ici un certain nombre de résultats fort utiles par la suite. Pour
Dessentiel des démonstrations algébriques voir [4] et les paragraphes 1 et 3 de [12].
Soit V' un espace vectoriel, réel ou complexe, de dimension 2n > 2 muni d’un
couple de 2-formes {a,a;} avec ranga = 2n, et soit G I'’endomorphisme de V
défini par la relation a; = a(G, ). Lorsque G est nilpotent on dira que un vecteur
u € V est générigue pour G si G'u = 0 entraine G™ = 0, i.e. la dimension du
sous-espace cyclique engendré par u,Gu,G?u, ... est égal au degré du polynéme
minimal de G. L’ensemble des vecteurs génériques pour G est un ouvert dense de
V.

Proposition 1. Supposons G nilpotent. Alors il eziste une décomposition V =
@1_1V en somme directe de sous-espaces invariants, avec dimV = 2r; et r; >
ra > .. 2 re, et une base {e}}, ¢ =1,..2rj; j =1,..4, de V, oi {¢} '}, ¢=1,..2r,
est une base de V,, telles que: »

o= E;_l(zk..l eioiNes) et o= Ej=1(2?__11 €3t-1 A €3h4)-

Les nombres £,ry,...ry sont complétement déterminés par la structure de G.
Plus ezactement, les diviseurs élémentaires de G sont {t75,t" } =1, 2.

En outre, st u est un vecteur générique pour G on peut choisir la base précé-
dente de fagon que u = el. Lorsque u € KerG — {0} on peut choisir cette base de
maniére que u = e3, _; pour un certain s.

Etant donné u € KerG —{0} soient Vy = Kera(u, ), K{u} la droite engendrée
par u et V' = KVH On note 7 : V — V' la projection canonique. Comme
GV, C V, il existe un seul endomorphisme G’ € End(V') tel que G'or = wo(G|v,)-
De méme il existe un seul couple de 2-formes sur V' tel que 7*a’ = a |y, et que
m*a) = a} |v,; en outre ranga’ = dimV' et a} = o'(G",).

Corollaire. Les diviseurs élémentaires de G, G |y, et G' sont les mémes & l'ez-
ception d’un couple, qui est respectivement {t™ ,t™}, {t" 1™~} et {t™~1,t" "},
ot t° veut dire qu’on supprime ce diviseur et ot r, est l’entier qui apparait dans
le proposition précédente.

Lemme 3. Considérons sur l’espace vectoriel V un deuziéme couple {a',a}} tel
que ranga = ranga = dimV. Supposons quc l’endomorphisme G soit nilpotent.
Siay = af, az = a}) et KerG C ImG, alors o' —a appartient d I'idéal de lalgébre
eztérieure engendré par a(KerG,). Relativement & la base de la proposition 1, on
a:

o = Z]—I(Ek—l e Aesh) + E,_l('\ Ae’ +pj A ezr,)

Voici, pour finir le paragraphe, une autre formulation de la compatibilité (voir
la démonstration du corollaire 1 de [14]):
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Proposition 2. Le couple {w,w;} est compatible si et seulement si la forme w est
symplectique et dwy = dwy = 0. En outre, si {w,w;} est compatible chaque wy est
fermée.

4. Le cas nilpotent & paramétre.

Cette section est une extension des résultats du paragraphe 3 de [12]. Soit P une
variété différentiable, réelle ou complexe, de dimension m et soit F un feuilletage
sur P de dimension 2n, qui sera regardé ici comme un sous-fibré de T'P. Considé-
rons une 2-forme w sur le feuilletage F, i.e. pour chaque point p de la variété
w(p) est une 2-forme sur ’espace vectoriel F(p). Supposons rangw = 2n. Si w;
est une autre 2-forme sur F, on définit le morphisme J : F — F par la relation
w = U( J, ) ).

En calculant le long des feuilles de F on peut parler des dérivées extérieures
dw et dwy, des dérivées de Lie Lxw et Lxw; quand X est un champ de vecteurs
tangent & F, ainsi que de la torsion de Nijenhuis Ny de J. Ceci permet d’étendre
la notion de compatibilité d’un couple au cas présent. Bien sir dw = dw; = 0
et Ny =0 si et seulement si dw = dw; = dws = 0 (proposition 2). Pour trouver
des exemples de ces structures, autres que ceux de cet article, il suffit d’adapter la
construction de 1’avant-dernier paragraphe de I'introduction au cas d’une variété
N munie d’un feuilletage G et d’un morphisme H : § — G. D’autres exemples
peuvent étre obtenus en considérant deux structures de Poisson avec les mémes
feuilles symplectiques.

Dans ce paragraphe {w,w;} sera un couple compatible sur F et le tenseur J
sera supposé nilpotent et 0-déformable (par rapport & P toute entiére!). On va
prouver le résultat suivant dont nous aurons besoin dans le paragraphe 5:

Théortme 2. Au voisinage de chaque point de P on peut trouver des coordonnées
(Z1y.0y Ty ) telles que le feuilletage F est défini par dTanty = ... = dzym =0 et que
W =3 0cici<anGijdTi A dT; et w1 = Focicican bijdTi A dzj ot les aij, bij sont
des constantes.

Remarque. On écrira df pour la différentielle d’une fonction et aussi pour sa
restriction & F. Pour une expression plus précise de w et w; voir la proposition 1.

Lemme 4. Soit 8 une 2-forme fermée définie sur le feuilletage F. Supposons
qu’au voisinage d’un point p € P il eziste des fonctions fi,...f, telles que la res-
triction de dfy(p) A ... Adf.(p) & F(p) ne s’annule pas et que f = 337_, 75 Adf; ot
T1,...Tr sont des 1-formes sur F. Alors auiour de p on peut trouver des fonctions
915---gy telles que = Y7_, dg; A df;.

Soit F' un sous-fibré de F de dimension r. On dira gue le iriplet (F, F',w) est
Plat si autour de chaque point de la variété P il existe des coordonnées (21, ...2m)
telles que: (1) dzgpyy = ... = 2y = 0 définit F; (2) dZry1 = ... = dzp =0

it F' qui est donc un feuilletage; et (3) w = Pg<icj<an 3ijd%i A dz; avec
a; € K.

Notons F" le sous-fibré de F orthogonal symplectique de F.
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Lemme 5. Le triplet (F, F',w) est plat si et seulement si F' et F" sont involutifs
et F'NF" est de dimension constante.

Démonstration. Le quotient local de M par F' est muni d’un feuilletage G, quotient
de F, et chaque feuille de G d’une structure de Poisson. Le rang de toutes ces
structures de Poisson est le méme car F' N F" est de dimension constante. Ceci
permet de retrouver les expressions annoncées pour w, F et F' (voir [8] et [17]).

C.QF.D.

Le sous-fibré KerJ = Kerw; est involutif car dw; = 0. Son orthogonal est
ImJ qui est involutif puisque Ny = 0. Compte tenu de la 0-déformabilité il vient:

Corollaire. Le triplet (F, KerJ,w) est plat.

Maintenant on va démontrer le théoréme 2 par récurrence sur n. Pour n =0
c’est clair, supposons donc le résultat vrai jusqu’a n — 1. Compte tenu de la 0-
déformabilité, soit KerJ(q) C ImJ(q) pour tout ¢ € P soit cela n’arrive jamais.
Supposons d’sbord KerJ ¢ ImJ. Soit (z;,...2y) un systéme de coordonnées,
autour de p, dans lequel w s’écrive & coefficients constants et KerJ et F soient
définis par dz,4; = ... = dz,, = 0 et par dzop41 = ... = dz,, = 0 respective-
ment. Considérons une base {e{} de V = F(p) comme dans la proposition 1 par
rapport au couple a = w(p) et a; = w;(p); alors dimV, = 2 et V, C KerJ(p) car
KerJ(p) ¢ ImJ(p).

Un changement linéaire des coordonnées (z;,...z2,) permet de supposer que
{-z%(p), %(p)} est une base de V et que w = Y I, dz3;—1 A dzz;. Maintenant
KerJ est défini par la condition Apy3 = ... = Agp = dT2p41 = ... = dzy =0 0l
chaque ); est une combinaison & coefficients constants de dz;,...dz3, tandis que
P’expression de F n’a pas changé. Par conséquent les champs %, z—‘: sont tangents
a KerJ = Kerw;. Bref wy = 3 34,¢;<an fijdTi A dz; ol chaque fonction f;; ne
dépend pas de (z;,z3) puisque dw; = 0. De cette maniére le probléme se réduit
a prouver le théoréme 2 pour les variables (z3,...zm), i.e. pour un feuilletage de
dimension 2n — 2 et le couple w' = Y ", dz3i—1 A dzj; et wi, ce qui découle de la
hypothése de récurrence.

Supposons maintenat KerJ C ImJ et considérons, au voisinage de p, des
coordonnées (21, ...z,,) dans lesquelles F et KerJ soient définis par dzgn41 =
wo =dz, =0 et par dz,43 = ... = dz,, = 0 respectivement. Comme w; et w2
sont fermées (proposition 2) et que Kerw; = KerJ? C KerJ = Kerw; il vient
wy = EH—ISKJ'SM fijdzindzj et wy = Er+lsi<j52n gijdzi A dz; ou les fonctions
fij»,gij ne dépendent pas de (zi,...z,). Ceci permet de regarder w; et w; comme
deux formes dans les variables (241, .2y, ) définies sur le feuilletage dzon41 = .- =
dz,, =0, dont la dimension est 2n —r, la premiére étant symplectique. Il n’est pas
difficile de vérifier la compatibilité, la 0-déformabilité et la nilpotence du couple
{wi,w2}. D’aprés la hypothése de récurrence on pourra choisir les coordonnées
(Zr+1,..-m) de maniére que w; et w, s’écrivent & coefficients constants.
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La proposition 1, & un changement linéaire des coordonnées (z,...22,) pres,
nous permet de trouver des coordonnées {{y;}q-_-l,.,.zr,- =1,y T2n41y - Zm} telles
que:

(1) dz2n41 = ... = dom = 0 définit F,

(2) wy et wp s’écrivent & cogfﬁcients constants, .

(3) 6(p) = s (Tiy dudey A did)(p) et n(p) = Ty (75 ddy o

dy}i12)(p) ol chaque rj > 2 car KerJ(p) C ImJ(p).

rj—2

e ¢ i i

De (3) il vient wa(p) = 2,‘:1(2&:1 dye_1 A dy;kﬂ)(p)'

Bien sir les expressions de w; et w, données plus haut s’étendent au domain de
coordonnées tout entier puisque ces deux formes s’écrivent & coefficients constants.

Soit g = E§=1(z;j=1 dyj._,A\dy},) et soit H le tenseur défini sur le feuilletage
F par la relation wy; = $(H,). Par construction H est nilpotent, KerH C ImH
et B(H?,) = wy, ce qui nous permet d’appliquer le lemme 3, en chaque point, aux
couples {B,w;} et {w,w;}. Dot

i o 4 . ‘ . .
W= Ej:l(zb’ﬂ dyzx—y Ady3,) + 2,‘:1(/\1 Adyi + pj A dy%r,-) -

D’aprés le lemme 4, appliqué & la deuxiéme somme qui est une 2-forme fermée,

A; et u; peuvent étre remplacées par des différentielles de fonctions, i.e.:

‘ 1 e . : : ; .
w=3 [EZ’:z dysk—1 A dyps + dyi A d(y; — £;) + d(y3,, -1 + 95) A dy%r,] .
Comme les coordonnées y; et yiri_l n’interviennent pas dans ’expression de

wi, on peut remplacer celles-ci par yj — f; et y;'r,, _1+49; pour construire le systéme
de coordonnées voulu et finir la démonstration.

5. Cas ol le polynéme caractéristique de J est (¢ + f)?"

Maintenant g; = n(—f)*. Sur un voisinage ouvert et connexe A d’un point régulier
p, Kerdf est un sous-fibré involutif du fibré tangent donc un feuilletage. Si df (p) =
0 alors, sur A, la fonction f est constante et le couple {w,w;} est 0-déformable.
Pour obtenir un modele explicite il suffit d’appliquer le théoréme 2 & {w,w; + fw},
pour m = 2n, et la proposition 1 & {w(p),w1(p) + f(p)w(p)}.

Seul cas d traiter donc: df(p) # 0, i.e. dimKerdf = 2n — 1. Le chemin &
emprunter est le suivant:

1) On classifie d’abord le couple {w,w;} modulo df, c’est-a-dire on étudie la
restriction de ce couple aux hypersurfaces de niveau de f. A I'aide du théoréme
2 on arrive & 'expression w = E;“=1 dzaj1 A dzaj; w1 = Tapw + 7 + @ A dzap OU
7 est une 2-forme, & coefficients constants, bien déterminée tandis que a est une
1-forme inconnue.

2) Si &1 = Zaw + T + & A dz3, est une deuxiéme 2-forme compatible avec w,
alors & A dz3, = (« + dg) A dzzy et la méthode du chemin montre I’équivalence
des couples {w,w; } et {w,@;}. Ceci permet d’obtenir les modéles explicites.

Voici les détails techniques. Soit Xy I’hamiltonien de f, i.e. w(Xy,) = —df.
Alors (lemme 1): df o J = —fdf et Lx,w = Lx,w; = Lx,(w1 + fw)
= 0. Par construction X 7 est tangent & Kerdf et (wixerar)(Xs,) = ((w1 +
fw)\keras)(Xy,) = 0. Prenons l'ouvert A assez petit. Soient P la variété quotient

A par le feuilletage associé & X et 7 : A — P la projection canonique. Alors il
€xiste, sur P, un feuilletage F de dimension 2n — 2, une forme symplectique f et
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une 2-forme fermée B3,, définies sur F, tels que 'image réciproque par 7 du triplet
{fa ﬂ, ﬂl} est le triplet {Kerdf: W|Kerdfs (wl + f“’)IKerdf)'

Le couple {B,5:1} est compatible car df; = 0 puisque 7*(§2) = (w2 + 2fw; +
f’w)l Kerds €8t fermée. En outre le corollaire de la proposition 1 et le fait pour p
d’étre régulier entrainent que {8,5:} est 0-déformable et nilpotent.

D’aprés le théoréme 2 et la proposition 1, il existe au voisinage de 7(p) des
coordonnées (zj,...22n—1) telles que F soit défini par dzz,—; = 0 et que g =
Z;—l dz3j_1Adzyjet By = El<|<1<2n—2 bijdz;Adz; ou b;; € K. On remarque que
les coefficients b;; sont connus de fagon explicite quoiqu’on ne s’en serve pas pour
le moment. Si l'on prend autour de p des coordonnées (z,...z25) o1t Z; = zj o,
§=1,.2n =2, et olt zz = —f, il vient w = 37} dzaj_1 A dz2j + A A dzan.

Or d’apres le lemme 4, A A dz2, = dp A dz2, et il suffit de faire 29,1 = ¢
pour obtenir: w = w' + dzap—1 A dzap, et W = Topw + T + a A dz2,, ob W' =
Z;:xl dzyj—1Adz3; et ot T = 3 cicicon—z bijdTiAdz;. Maintenant Xy = e
ce gqui permet de faire a = 232;2 a;(z1,...¥2n-2,Z2n)dz;. De surcroit on peut
supposer nulles toutes les coordonnées du point p sauf, peut-etre, la derniére

Soit Z le champ de vecteurs, combinaison fonctionnelle de 3, défini
par la relation w(Z,) = a et soit H le tenseur de type (1, 1) déﬁm par fa relatlon
w(H,) =71. Alors H est nilpotent et

J =22,

Le champ Z et les formes w' et T détermment complétement le couple {w,w; }.

En outre
wy = 73w +w(H?, ) + 2220 A dzap + 22257 + (@ 0 H) A dzay .

Compte tenu de la proposition 2, si I’on note £ et D respectivement la dérivée
de Lie et la différentielle extérieure par rapport aux variables (z1,...Z2n—2) et que
P'on regarde Z, H, w' et T comme des tenseurs dans les variables (z1,...22n-2), le
premier dépendant du paramétre 2, il vient:

Lemme 6. Le couple w = w' + dzop—3 Adzoy, €t wy = Zoaw + 7 + a A dz2, est
compatible si et seulement si Lzw’' = —w' et Lz7 = —27; ou, ce qui est équivalent,
st et seulement si Lzw' = —w' et LzH = —H.

Etant donné un entier r > 0 tel que H" # 0, supposons H"Z = 0 sur un
ouvert B. Alors sur cet ouvert Lz(w'(HT",)) = D(w'(H"Z,)) = 0. Mais aussi
Lz(W'(H",))=(Lzw')(H",)+w'(Lz(HT),) =~(r+1)w'(H",). Donc B =0, i.e.
Z est générique pour H sur un ouvert dense de A. Compte tenu de ’expression
de J donnée plus haut et du corollaire de la proposition 1, la remarque précédente
entraine que p est régulier si et seulement si Z(p) est générique pour H.

Ainsi classifier le couple {w,w} revient ¢ classifier les champs de vecteurs Z
tels que Z(p) soit générique pour H(p) et que Lzw' = —w' et LzT = —27. Soit
Z un deuxi®me champ qui satisfait aussi ces hypothéses. D’aprés la proposition
1 les triplets {w'(p), (p), Z(p)} et {w'(p), (p), Z(p)} sont équivalents, et on peut
supposer sans perte de généralité Z(p) = Z(p), i.e. &) = a(p), & laide d’un
changement linéaire des coordonnées (z1,...T2,—2) qui préserve les expressions de
w' et 7. Comme d(@; — w;).= 0 il vient D(&@ — a) = 0. 1l existe donc une
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fonction g de (z1,...Z2n-2,%2n) telle que @ = a+ Dg. Par consécluent 0 =
Toaw + 7 + (a + Dg) A dz3, 04 Dg(py, ...P2n—2,P2n) = 0, car Z(p) = Z(p).

Proposition 3. Considérons au voisinage de p un deuziéme couple {w,d} tel
que &1 = Tapw + 7 + (a + Dg) A dzap ot g = g(z1,..T2n—-2,T3n). Supposons
Dg(KerH(p)) =0 et Dg(KerH*) = 0 pour un certain k > 0. Alors il eziste un
troisiéme couple {w, 2}, équivalent au voisinage de p au couple {w,@,}, tel que
Q = zaaw+T+(a+Dh)Adz2, 0t h = h(z1,...T2n—2, T24) et ot Dh(KerH*t1) = 0.

Si l’on applique plusieurs fois la proposition précédente il vient:
Corollaire. Les couples {w,w;} et {w,d1} sont équivalents.

Démonstration de la proposition 3. On remarque d’abord qu’on peut supposer
sans perte de généralité g(pl,...pg,._z,:z:z,,) = 0. Soit ay = a + tDg et soit Z; le
champ de vecteurs combinaison des ti zh - défini par la relation w'(Z;,) = ay.
Dans cette démontration on regardera H comme un tenseur dans les variables
(z1y...Z2n—2). En particulier 7 = w'(H,) et w'(ImH",KerH") = 0 pour tout
entier r > 0. On commence par chercher, sur un voisinage ouvert du compact de
K" {(Pl, Pzn—z,Pzn)} x [0,1] un cha.mp de vecteurs

X = E,-—l pi(z1, - z2n—2,1'27ut) tel que:

1) Lx,w' =Lx,T=

(2) Lx,a: = Dyg.

(3) X soit tangent au feuilletage (sous-fibré involutif) ImH*.

(4) X, s’annule sur {(p1, ...P2n—2,P2a)} X [0,1].

Pour y arriver on considére une fonction fy(z1,..Z2n—2,Z2s), déﬁnie au voisi-
nage de {(p1,...P2n—2,P2n)} X [0,1], et on définit X; par Df; = ix,w'. Alors les
quatre conditions précédentes seront satisfaites si f; est une solution de l’équation
Zft = —fy — g telle que:

(I) D(Dfio H) = 0.

(II) Dfy(KerH*) = 0.

(ITIT) D fe(p1,...P2n—2,P2n) = 0 pour tout ¢ € [0, 1].

D’aprés la proposition 1.A de I’appendice une telle solution f; existe. En
effet, maintenant A est un voisinage ouvert de (py,...p2n—2) dans K2"*~2, ’espace
de parametres est un ouvert B de K? contenant {pz,} x [0,1] et Lz, H = (1 -
)Cz,H + Lz, H = —H (voir le lemme 6). En outre Z; = Zo + t(Z; — Z,) est
générique pour H sur {(p1,...P2n—2,P2n)} X [0,1] car Zy(p) est générique pour
H et (Z, — Z,)(p) € ImH puisque w'(Z; — Zy,KerH) = Dg(KerH) s’annule
en p. Finalement g(p1,...p2n-2,%2n) = 0 et D(Dg o H) = D(7(2; — Zy,)) =
Lz, 7 — Lz,7 = 0 (lemme 6).

La méthode du chemin appliquée & X; permet de trouver une famille de
germes de difféomorphismes (zy,...22n-2) — Fy,,(Z1,.-T2n-2), qui préservent
(P1;...p2n—2) et tels que: .

(Feyo)'w' = 0'; (Fuy, )1 =7 €t (Fa,,)*( + Dg) = a.

Maintenant on peut construire un germe de difféomorphisme

L= G(I) ( Zan (zla mzZn—Z)’ Zop-1+ ‘P(zh «eT2n-2, 321:)’372")
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tel que G(p) = p et que G*w = w. En effet G*w = w' + pAdzon +dron—1 Adz2n +
dp Adz3, ol p est une 1-forme qui ne dépend que de F;,_; comme d(pAdzs,) =0
on peut choisir p sous la forme d’une différentielle d’une fonction 1 (lemme 4) et
faire ¢ = —1).

En outre: G*(z2nw+(a+Dg)Adz2,) = Topw+aAdzy, et G*t = 7+DhAdz,,
ou h= h(zl, ...22,._2,1:2").

Pour finir la démonstration on prouvera que Dh(KerH*t!') = 0. Le point
(z1,..Tan—2) étant fixé, comme X, est tangent & ImH*, la courbe
v(s) = Fy(21,..T24—2) st contenue dans une feuille de ImH*. Par suite le champ

de vecteurs, i.e. la vitesse de chacune de ces courbes, V = Y7277 O(F;h)' -

tangent & ImH*.
Comme F. o préserve w' et 7 il préserve aussi H et chaque feuilletage KerH".
Soit T = E:_:_I fib% un champ tangent & Ker H*+1, alors:
(G.T)(-an;:’ T) = 1(V,(Fz,,)sT) = W' (HV, (Fy,,)sT) =0
car HV est tangent & ImH**!. Or (G*r)(32-,T) = (r + Dh Adz2n)(52-,T) =

—~Dh(T) donc Dh(T) = 0, c’est-a-dire Dh(Ker H*+') = 0. C.Q.F.D.

est

Pour obtenir dans le cas non 0-déformable un modele explicite du couple
{w,w1}, on va remplacer les coordonnées (z1,...Z2q—2) par des coordonnées (z?})
dans lesquelles w' et 7 aient des expression analogues & celles de la proposition 1.
D’autre part on fera z2,-1 = y; et 22, = y2 + a ol a est choisi de fagon que, cette
fois-ci, toutes les coordonnées de p soient nulles. Comme champ de vecteurs on
prendra:

V] 5 ; ¥ ;
Z = oy + Tpes (I - Db — G+ Do)

Finalement on obtient:

Théordme 3. Considérons un couple compatible {w,wy}. Supposons que le
polynéme caractéristique de J est (t + f)*". Alors au voisinage de chague point
réqulier il eziste un systéme de coordonnées ((zf),yl,yz), ayant ce point pour
origine, tel que:

(a) i =1,..2r; etry 2 ry > .. > ry. En outre il peut manguer soit les
coordonnées (z}) soit les coordonnées (yy,y2).

(6) w = Ty (TiLy(deioy A dad)) + dyy Ady
wi=(y2+aw+7+aAdy

ol T= Ef-_-l(E.lIl(dxi.-_l A d”;i-}-z)

et a=dr;+ 2§=1 ( alG+ adidad,_, + (- %)3';.‘-1'135'.']) :

Remarque. Les diviseurs élémentaires de J déterminent complétement le modéle
local. Si J est 0-déformable, i.e. 8'il n’y a pas de coordonnées (y,,yz), on a comme
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diviseurs élémentaires: {(t —a)%,(t—a)%}, j = 1,...£, tandis que pour le cas non
0-déformable on trouve: (¢ — (y2 + a))"*1, (t — (2 + @)™, {(t — (v2 + @),
(t—(v2+a)7},i=2,..L

6. Cas ol le polynéme caractéristique de J est (2 + ft + g)"

On va montrer que dans ce cas la variété est munie d’une structure complexe
canonique H et que {w,w;} est la partie réelle d’un couple complexe {Q,92;}. On
travaillera au voisinage d’un point régulier p. Soit Jo = 2(4g — f2)~¥J + f(49 -
f’)"*I d, ce qui a un sens car f? — 4g est une fonction strictement négative. Alors
(J3 + Id)® = 0. Le type algébrique de J est constant au voisinage p, donc il
est de méme pour Jy. Ceci veut dire que Jy est 0-déformable. Soit H la partie
semi-simple de Jy. Alors H?2 = —Id. En outre il existe un polynéme ¢(t) &
coefficients constants (Jo est 0-déformable!) tel que H = ¢(Jp). Ceci entraine que
H =Y 7_oh&J* ol chaque hj est une fonction de f et de g.

1l est facile de voir que Ny(X,Y) = Y10 (ar(X)JY —a(Y)J"X) ot chaque
a, s'exprime & l’aide de df,dg,df o J,dg o J,df o J2,dg o J?,.... Soit E le sous-
fibré du fibré tangent Kerdf N Kerdg = (\;_;, ., Kerdg; (voir la définition de
point régulier). Ce sous-fibré est J-stable donc a,(E) = 0. De surcroit E a
une structure, par rapport & H, de sous-fibré vectoriel complexe de codimension
complexe < 1.

D’un autre c6té Ny(HX,Y) = ~HNy(X,Y) car H* = —Id. Dot si X est
une section de E il vient Y e, a (Y)J"HX = —H(Y 1, a,(Y)J"X). Comme
H est inversible et commute avec J ceci entraine finalement Ny(X,Y) = 0. En
d’autres termes Ny ne dépend que du fibré normal & E. Or si Z est un champ
de vecteurs transverse & E, alors {Z, HZ} est une base d’un supplémentaire de E
et Ny(Z,HZ) = —Ny(HZ,Z) = HNy(Z,Z) = 0. Donc Ny =0, i.e. H est une
structure compleze.

Les formes @ = w + i@ et Q1 = w; + i@y, ot @(X,Y) = —w(HX,Y) et ou
01(X,Y) = —w1(HX,Y), sont de type (2, 0) et leurs respectives parties réelles
sont fermées. Par suite 2 et 2; sont holomorphes et d2 = dQ; = 0. En outre
est symplectique complexe. Le tenseur qui relie 2 et §2; est encore J qui devient
ainsi un tenseur holomorphe. Le couple {2, Q;} est compatible puisque Ny = 0.

Comme H est la partie semi-simple de Jy le tenseur Jo — H est nilpotent.
Donc (Jo — H)® = 0. Dot (J + £Id — 1(4g — f?)}H)" = 0. Autrement dit le
polyndme complexe (t + h)" ot h = 3(f —i(4g — £2)}) annule J, ce qui entraine
que (t + h)™ est le polynéme caractéristique complexe de J. Par conséquent h est
une fonction holomorphe. En plus Kerdh = Kerdf N Kerdg = E. D’autre part
si (82 + ft + g)*,.. (t* + ft + g)* sont les diviseurs élémentaires de J et que
M =E®..®E, est une décomposition de T; M associée aux mémes, alors
chaque sous-espace E; est stable par rapport & Jo et & H. Ceci permet de refaire
le raisonnement de tout & I’heure sur chaque E; et de conclure que (t + h)*,...
(t+ h)% sont les diviseurs élémentaires complexes de J. La méme chose arrive
Pour les diviseurs élémentaires réels et complexes de la restriction de J & E.

Bref le point p est aussi régulier pour le couple {£2,;}, son modgle local
est donné par le théoréme 3, et pour obtenir celui du couple {w,w;} il suffit de
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considérer la partie réelle de chaque 2-forme complexe.

Théoréme 4. Soit {w,w;} un couple compatible. Alors le modéle au voisinage de
chaque point régulier est un produit fini de facteurs choisis parmi:
(a) Si la variété est compleze, ceuz du théoréme 3.
(b) Si la variété est réelle, ceuz du théoréme 3 et les parties réelles des modéles
complezes de ce théoréme.
Les diviseurs élémentaires de J déterminent complétement le modéle local.

Appendice: L’équation Zf =af + ¢

Considérons sur un ouvert A de K" un tenseur H, de type (1, 1), & coefficients
constants et nilpotent. Soit B une variété différentiable (I’espace de parameétres).
Les éléments de A x B seront notés (z,y) tandis que £ et D désigneront, respec-
tivement, la dérivée de Lie et la différentielle extérieure par rapport aux variables
z = (Z1,...x). Soit Z un champ de vecteurs sur A dépendant du paramétre y € B.

Proposition 1.A. Supposons donnés un point p € A, un compact K C B, un
scalaire a et une fonction g : A x B — K tels que: (1) LzH = cH ot c € K; (2)
Z est générique pour H sur {p} x K; (8) D(Dgo H) =0 et g({p} x B) =0.

Alors il eziste un voisinage ouvert U de p, un ouvert V O K et une fonction
f:UXV = K telle que: (I) Zf = af +g; (II) D(Df o H) = 0 et (III)
Df =0 sur {p} x V. En outre si Dg(KerH") = 0 on peut choisir f de fagon que
Df(KerH™) = 0.

On fera la démonstration en plusieurs étapes. Supposons pour l'instant prou-
vée toute la proposition sauf lassertion relative d Df(KerHT), gu’on va démontrer
ensuite. En retrécissant A on peut trouver un homomorphisme surjectif ¢ : K* —
K™ tel que les feuilles du feuilletage Ker H™ restreint & A soient les ensembles
¢~ 1(a'), a' € A, lorsque ¢ est regardée commme une submersion de A dans
A" = ¢(A). Puisque Dg(KerH"™) = 0 et LzH = cH on peut trouver un triplet
{2',H',¢'} sur A' x B projection du triplet {Z, H,g}. Il existe donc une bonne
solution f' : U'xV — K de l’équation Z'f' = af'+¢' et il suffira de faire f = f'o¢p.

Prouvons (1), (II) et (III). Si H = 0 on retrouve le cas habituel d’une équation
différentielle ordinaire. Supposons maintenant prouvée la proposition jusqu’a la
dimension n — 1 et pour tout scalaire a. Un calcul direct & I’aide de deux champs
de vecteurs X, Y tels que [X,Y] =0 et que LxH = Ly H = 0, montre:

Lemme 1.A. Etant donnée une I-forme a sur A si D(aoH) = 0 alors D(acH?) =
—Da(H,H). En particulier D(Dg o H") = 0 pour tout r.

Lemme 2.A. Considérons une fonction hy : Ax B — K. Supposons Dhy(KerH)
=0 et D(DhyoH) = 0. Alors il eziste un voisinage ouvert U de p et une fonction
h:U x B — K telle que: Dho H = Dhy; h({p} x B) = 0 et Dh(p,y) = 0 pour
tout y € B tel que Dhy(p,y) = 0.

Démonstration. Prenons un sous-fibré E de T A suplémentaire de KerH. Alors il
existe un morphisme p : TA — TA tel que (p o H)|g = Id. Soit a =
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Dhj o p. Clairement @ o H = Dh;. D’aprés le lemme 1.A, Da(ImH,ImH) =0
car D(a 0 H?) = D(Dh; o H) = 0. Supposons choisies les coordonnées (z,...z5)
de maniére que le feuilletage ImH soit défini par dz; = ... = dzx = 0. Alors
Da = E;=1(Z?=1 fijdz;)Adz;. Un raisonnement simple montre la existence d’un
voisinage ouvert U de p, difféomorphe & une boule, et des fonctions f; : U x B — K,
j=1,..k. telles que f;({p} x B) =0 et que Da = E;___, Df; Adz;.

Soit a; = Z;=1 fjdz;j. Par construction a; o H = 0, a3(p,y) = 0 pour tout
y € B et D(a — a;) = 0. 1l existe donc une fonction h : U x B — K telle que
Dh = a—a et que h({p} x B) = 0. En outre Dh(p,y) = a(p,y) = (Dhiop)(p,y).
C.Q.F.D.

Reprenons la démonstration de la proposition 1.A. Comme D(Dg o H) = 0,
en retrécissant A on peut supposer qu’il existe une fonction §: A x B — K, nulle
sur {p} x B, telle que Dj = Dg o H. D’aprés le lemme 1.A, D(D§o H) = 0.
L'équation Zf = (a+c)f + § posséde une solution qui satisfait (II) et (III) et telle
que Df(KerH) = 0. Pour le voir il suffit de considérer, comme tout & ’heure, le
quotient A’ de A par le feuilletage KerH et les projections H', Z' et §', d’appliquer
I'hypothése de récurrence & I’équation Z'f' = (a +¢)f' + §' et de faire f = po f.

La fonction f est définie sur un voisinage ouvert de {p} x K qu’on appelera
encore A X B. Soit h une fonction construite en appliquant & f le lemme 2.A et
soit go = g + ah — Zh. Alors go({p} x B) =0 et Dgoo H =0.

L’équation Zfy = afo + g, posséde une solution qui satisfait (II) et (III).
Ceci est une conséquence de I’hypothése de récurrence, en faisant le quotient de
l'ouvert A par le feuilletage ImH, en considérant les projections H', Z' et gg et
en raisonnant comme plus haut. Pour finir la démonstration de la proposition 1.A
il suffit de faire f = fo + A.
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