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Les extensions quadratiques du corps des rationnels, ou du corps de Gauss,
ou du corps des racines cubiques de 1’unité de calibres 1

Stéphane LOUBOUTIN

Résumé: Nous transposons certains des résultats sur le probléme du nombre de
classes 1 établis dans le cas des extensions quadratiques réelles de @ au cas
des extensions quadratiques de Q(i) et Q@(j): nous caractérisons (en terme de
contrainte sur leurs discriminants relatifs) les extensions quadratiques de
Q(i) et Q(j) dont la classe principale est de calibre 1, puis déterminons,
sous l’assomption d’une forme convenable de I’hypothése de Riemann, ces
extensions quadratiques de calibre 1, i.e. ces extensions a classe principale
de calibre 1 qui sont principales. Le cas des extensions quadratiques de Q(j)
est particuliérement satisfaisant: aprés avoir amendé dans ce cadre les
valeurs des bornes de Minkowski jusqu’a ce jour connues, nous disposerons
d’une caractérisation de principalité des extensions quadratiques de Q(j) qui
se spécialisera en une condition nécessaire et suffisante pour qu'une telle
extension soit de calibre 1.

La motivation de cette détermination repose sur le résultat de R Paysant-Le
Roux suivant lequel il n’existe qu’un nombre fini de corps de nombres de degré
et de calibre donnés. Notons que nos résultats s’étendent sans difficulté au
cas des extensions quadratiques d’un des neuf corps quadratiques imaginaires
principaux, et ce d’autant plus aisément que les deux cas que nous traitons
ici sont ceux qui sont source du plus de difficulté du fait qu’ils
correspondent aux corps quadratiques imaginaires pour lesquels le groupe des
racines de l'unité n’est pas réduit a {-1,+1}.

Subject Classification: 11 R Algebraic number theory: global fields
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LOUBOUTIN

Plan:

§1. Introduction: Nous exposoris aux théorémes A et B les caractérisations de
principalité connues dans le cas des corps quadratiques imaginaires et de
certains corps quadratiques réels. Nous subsumons ces deux résultats sous la
notion de corps quadratique de calibre 1.

§2. Caractérisation des extensions quadratiques de Q(i) dont la classe
principale est de calibre 1: Nous rappelons la notion d’idéal réduit
introduite dans le cadre des extensions quadratiques de Q(i) par H. Amara, ce
qui nous donne une notion de calibre pour ces corps biquadratiques étendant
celle du paragraphe précédent. Nous caractérisons au théoréme 3 ces extensions
pour lesquelles la classe principale est de calibre 1 en obtenant un strict
analogue du résultat connu pour le cas des extensions quadratiques réelles de
Q@ de classe principale de calibre 1. Les résultats de ce papier s’étendent
sans difficulté au cas des extensions quadratiques d’un des neuf corps
quadratiques imaginaires principaux.

§3. Condition nécessaire pour qu’une extension quadratique de Q(i) soit de
calibre 1; §4. Minorations de nombres de classes et détermination des corps
des extensions quadratiques de Q(i) de calibre 1: De méme que la détermination
effective des corps quadratiques réels de calibre 1 ne peut étre aujourd’hui
faite que sous une forme convenable de I’hypothése de Riemann généralisée,
nous déterminons au théoréme 5 avec le méme genre d’hypothése les extensions
quadratiques de Q(i) de calibre 1 en bornant leur discriminant. Une condition
nécessaire satisfaite par les corps biquadratiques qui sont de calibre 1
(théoréme 4) nous permet de les cribler jusqu’a cette borne.

§5. Bornes de Minkowski, cas particulier des extensions quadratiques de Q(j),
et extensions quadratiques de Q(j) de calibre 1: Si dans le cas des extensions
quadratiques de Q(i) de classe principale de calibre 1 nous ne sommes parvenus
a donner au paragraphe précédent qu’une condition nécessaire de principalité,
nous parvenons a en énoncer au théoréme 9 une nécessaire et suffisante pour le
cas des extensions quadratiques du corps quadratique imaginaire Q(j).

§6. Questions ouvertes: Quels sont les corps cubiques cycliques ou cubiques
purs de calibre 1 ?
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LOUBOUTIN

§ 1. Introduction:

a) Les corps quadratiques imaginaires de calibre 1:
Soit K = Q(VD) un corps quadratique imaginaire de discriminant D < 0. Nous

appelons réduit un idéal primitif entier I tel que hzdéxll |z| z NK /Q(l). Toute
0

z

classe d’idéaux contient un idéal réduit. En effet, si I est un idéal primitif

entier d’une classe, si z € I est tel que |z | = MiT |z| et si J est défini
0 (o] :go

par (zo) = 1J, alors l’idéal J’, conjugué de 1’idéal J, est réduit et dans la

P+VD

classe de I. Un idéal entier primitif I = (Q’T)Z de K (avec P choisi tel

que 0 = |P| = Q) est réduit si et seulement si P2+|D| > 4Q% Conséquemment, si
1 . A : A,

Q = §V|D|, I est réduit, et si I est réduit, alors Q = V|D|/3. En particulier,

les idéaux réduits sont en nombre fini, noté m(K) et appelé le calibre de K.

Théoréme A: Soit D < O le discriminant d’un corps quadratique imaginaire K. Il
y a équivalence entre les propriétés suivantes:
a) m(K) =1, i.e. K est de calibre I.
b) h(K) = 1, i.e. K est principal.
c) D = -4, -8, ou D =1 [4] est premier et (g) =-], 2 s q¢« JE‘I;—I

et q premier.

d D = -4, -8 ou D =1 [4] est premier et les f(k) = K+ k o+
B{;u sont premiers pour O = k < D4_7.

e)D = -4, -8, ou D = -3, -7, -1, -19, -43, -67, -163.

Preuve: a) =» b) résulte de la minoration m(K) = h(K). b) 3 a): si I est un

X+YVD
> ),

&Y—ZLD—L Si Y n’est pas nul alors Q > V|[D[/3. Donc Y est nul et I = (Z) étant
7 . Si Y n’est pas n V|| e = (3) éta

idéal réduit de norme Q, étant principal égal a ( nous avons Q =

primitif, on a X = 2 et I = RK' Les autres équivalences sont connues, le c)
est prouvé dans [4], le d) est connu sous le nom de théoréme de

Frobénius-Rabinowitsch (voir [S], [18]). Le e) est dd a H. Stark.
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Le cas quadratique imaginaire est aussi simple qu’on puisse 1’espérer: chaque
classe d’idéaux contient en général un seul idéal réduit. Plus précisément,
deux idéaux réduits I et J sont équivalents dans le groupe des classes si et
seulement si J = I, ou J = I' (idéal conjugué de I) avec I’ principal (si I =

(Q’P;’B)z avec P choisi tel que |P| = Q, on a alors |D| + P? = 4Q?).

b) Les corps quadratiques réels de calibre 1:
Soit K = Q(VD) un corps quadratique réel de discriminant D > O et T le

Q-isomorphisme non trivial de K. Les idéaux primitifs entiers I de K

s’écrivent 1 = (Q,P;‘/B)z avec Q = NK/O(I) et P seulement défini modulo 2Q.
Posons xo(l) = P;(‘)/D et remarquons qu’il existe un unique P tel que l'on ait

-l/xZ(I) > 1. Appelons réduit un idéal primitif entier I tel que:
5 T ’ s .
h:délg [Max(|z|,|z I)] = NK/Q(I)’ c’est a dire tel que:

mb;,ié?sﬁgo)[Max(|m+nxo(l)|.|m+nx;:(l)|)] z 1

Toute classe d’idéaux contient un idéal réduit et I est réduit si et
seulement si on peut choisir P modulo 2Q tel que xo(l) > 1 et -l/x-;(l) > 0.
Les idéaux réduits sont en nombre fini et les idéaux réduits de chaque classe
d’idéaux sont ordonnés en cycles d’idéaux réduits a 1’aide de la théorie des
fractions continues (voir S. Louboutin [13"]). Nous appelons calibre d’une
classe d’idéaux le nombre d’idéaux réduits de cette classe et calibre du corps
le nombre total d’idéaux réduits, il est noté m(K). Le calibre du corps est
donc égal a la somme sur toutes les classes d’idéaux des calibres respectifs
de ces classes. En particulier, le corps est de calibre 1 si et seulement si
il est de classe principale de calibre 1 et de nombres de classes 1. G.
Lachaud a montré que le théoréme de Siegel impliquait que Log(m(K)) est
équivalent a Log(vD), d’ou il résulte qu’il n’existe qu’un nombre fini de
corps quadratiques réels de calibre donné. Pour rendre cette détermination
explicite, et du fait de !’ineffectivité du théoréme de Siegel, il faut de
plus assumer une forme convenable de 1'hypothése de Riemann généralisée
portant sur le signe de la fonction zéta de ces corps. On dispose alors du

trés satisfaisant résultat suivant:
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Théoréme B: Soit D > O le discriminant d’un corps quadratique réel K,
a) La classe principale est de calibre 1 si et seulement si D =
2 -
m+4, m e N .
b) Pour 4/D, le corps est de calibre 1 si et seulement si D = 8.

c) Pour D =1 [4], le corps est de calibre 1 si et seulement si D

m2+4 et (g) =-], 2=q<m

d) Pour D = 1 [4], le corps est de calibre 1 si et seulement si D

m%+4 et les |k2+k+l;—d| sont premiers ou égaux & 1 pour O = k =

3m-5
—

e) Les corps de calibre 1 sont en nombre fini (non effectif).

f) Soit CK la fonction zéta du corps. Sous I’hypothése de Riemann
généralisée CK(%) < 0 les corps quadratiques réels de calibre 1
sont les 7 corps de discriminant D = 8, 5, 13, 29, 53, 173 et 293.

g) Il existe au plus un autre corps de calibre 1 que les 7 corps

donnnés au point précédent.

Le point 1) se démontre en écrivant que le développement en fractions
continues du générateur de I’anneau des entiers est de longueur de période 1.
L’absence d’une description aussi commode des cycles d’idéaux réduits dans le

cas des extensions quadratiques de Q(i) et Q(j) qui rendra la caractérisation

de ces corps a classe principale de calibre 1 beaucoup plus délicate.

m+vVD
2

unité de norme -1, l’unité fondamentale du corps est de norme -1 et le 2-rang

Le point 2) est trivial et résulte de ce que pour D = m2+4. étant une

du groupe des classes n’est donc nul que si D posséde un seul facteur premier,
donc que si D = 8.
Le point 7) résulte du théoréme de Siegel-Tatuzawa. Pour une preuve compléte

de ce théoreéme, voir [10], [13’], [14].
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Dans ce papier, nous étendons ces résultats au cas des extensions
quadratiques de Q(i) et Q(j). Nous nous intéressons en premier lieu au cas des

extensions quadratiques de Q(i). Nous notons & , ou plus simplement &, le

Kra(i)
discriminant relatif de 1’extension K/Q(i) (il n’est déterminé qu’au carré des
unités de Q(i) prés, donc qu'au signe prés) et remarquons que demander que
I’extension biquadratique K/Q ne soit pas galoisienne c’est demander que & ne
soit ni purement réel, ni purement imaginaire. Nous notons RK I’anneau des

entiers de K, Tt le Q(i)-isomorphisme non trivial de K, une unité

K
fondamentale de RK (le groupe des unités est de rang 1) et h(K) le nombre de
classes d’idéaux de K. Nous posons D = |6|2; donc D € N' et le discriminant
absolu DK/D vaut 16D. Nous remarquons finalement que si K = Q(i,v3), alors
changer & en -8 ne change pas le corps, et changer 8 en son conjugué & change
K en un corps isomorphe K par la conjugaison complexe.

Nous remarquons préalablement que le probléme du nombre de classes 1 est
résolu dans le cas ou |’extension biquadratique K/Q est supposée galoisienne,

i.e. dans le cas ou K = Q(i,/d) avec d € N non carré parfait et d # 0,1, son

groupe de Galois étant alors @/22)%.

Théoréme 1: K/Q(i) = Q(i,vd)/@(i), d € N\{0,1}, une extension quadratique
telle K/Q soit galoisienne. Alors, K est principal si et seulement

sid=2,3,5, 7, 11, 13, 19, 37, 43, 67 ou 163.

Preuve: Si h = h@(Vd) et h = h@V-d), alors h(K) = %h’h_, sauf si
I'idéal (2) est ramifié dans Q(Vd) et si I'idéal premier au dessus de (2) est
principal, au quel cas h(K) = h.h_ (H. Cohn, théoréme 19.8). Le probléme du
nombre de classes 1 et 2 étant résolu dans le cas des corps quadratiques

imaginaires, nous avons le résultat.
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§ 2. Caractérisation des extensions quadratiques de Q(i) dont la classe
principale est de calibre 1:

Dans les trois paragraphes qui suivent (§2, §3, §4), K désigne une extension

quadratique de Q(i) avec K/Q0 non galoisienne, hypothése requise pour pouvoir

utiliser la théorie des cycles d’idéaux réduits développée par H. Amara.
Un idéal de K est dit Z[il-primitif (ou plus simplement primitif) si il est
entier et n’est divisible par aucun idéal principal (a), « € Z[i] et |a| = 1

Toute classe d’idéaux contient un idéal primitif. En tant que Z[i]-modules,

les idéaux primitifs 1 de RK s’écrivent 1 = (a.b;—‘/g)zm avec a et b dans
Z[i], b seulement défini modulo 2aZ[i] et avec 4a divisant b2—6 (dans Z[i]).

b+V3 ot A
Nous posons xo(I) = -5 Remarquons que pour un idéal primitif, nous avons

azlil] = InZ[i]l, a = N () et |a|2 = N, , (I). H. Amara définit un idéal

K/Q(i)

primitif comme étant réduit lorsqu’il vérifie:

K/Q

Mi [Max( z|,|z° )] = |al, soit Mi [Max(|m+nx M|, |m+nx (1) )] = 1.
Mip [z].]1z"| |a] (%,ﬂ? NN o]

Il établit que toute classe d’idéaux contient un idéal réduit, que les idéaux
réduits sont en nombre fini, et que conséquemment le nombre de classes
d’idéaux est fini. Nous appelons calibre d’une classe d’idéaux le nombre
d’idéaux réduits de cette classe, et calibre du corps le nombre total d’idéaux
réduits. Le calibre du corps est donc également la somme sur toutes les
classes d’idéaux des calibres respectifs de ces classes. En particulier, le
corps est de calibre 1 si et seulement si il est principal et de classe
principale de calibre 1.

Nous adoptons la démarche qui s’est avérée fructueuse dans le cas des corps
quadratiques réels: déterminer des conditions nécessaires et suffisantes de
principalité de certaines familles de corps biquadratiques, extensions
qu;xdratiques de Q(i) et Q(j). La famille la plus naturelle est, a la lumiére
des notations précédemment introduites, la famille des corps de calibre 1.

Elle I’est d’autant plus que nous montrerons que le calibre du corps tend vers

I’infini avec le discriminant absolu de ce corps (Théoréme 2).
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Nous caractérisons les corps K extensions quadratiques de @(i) (avec K/Q non
galoisienne) dont la classe principale est de calibre 1 (théoréme 3). Nous
établissons ensuite une condition nécessaire de principalité de ces corps
(théoréme 4) nous permettant de rapidement déterminer ces corps de calibre 1
tels que |<S|2 = 2.1012. et de conséquemment conjecturer que nous les avons
tous obtenus. Pour appuyer la pertinence de cette conjecture, nous montrerons
finalement que sous une forme convenable de I’hypothése de Riemann généralisée

nous les avons effectivement tous obtenus (théoréme 5).

Rappelons préalablement la description par H. Amara de la répartition en
cycles des idéaux réduits, mais notons déja que cette notion de cycle d’idéaux
réduits développée par H. Amara ne coincide pas avec celle développée

postérieurement par J. Buchmann. En effet, un idéal est réduit au sens de J.
Buchmann si il vérifie béié? [Max(]zl,lzrl)] = L(I), ou L(I) = Inf N'AL
z¥0

Puisque InZ = (InZ[i)nZ = (aZ[i)nZ = nZ avec n = mp,...p_ lorsque a =
mm...m avec p = |1tl|2 = 1 [4] premier, nous avons L(I) = |a|. Les idéaux
réduits au sens de J. Buchmann le sont donc également au sens de H. Amara, la
réciproque n’étant pas nécessairement vraie. Le calibre (d’une classe ou du

corps) au sens de J. Buchmann est donc majoré par celui au sens de H. Amara.

Lemme: Soit I un idéal entier primitif de RK et a = NK /k(l). Il existe a
multiplication par les unité de Z[i] prés un unique ho = ho(l) dans
I, appelé I’'élément de conversion de l’idéal I, vérifiant:

a) lhol < lal,

oo T T
b) h € I et |h| < |a| impliquent |h°| s |h7|.

YT T2 _ 4 . T 4
Un tel ho vérifie |ho| = ;2‘/|DK/0|' soit lhol = E‘/]EI‘.
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Preuve: E = {(x,y) € c? |x| < |a| et |y| < M} est de volume v(E) = n2|a|2M2.

D’aprés le théoréme du corps convexe de Minkowski, il contient un élément

(h,hT) de I, avec h # O, dés que son volume v(E) vérifie v(E) > 24v(LI)

4, - 2 4 ” S
22 ZNK/Q(U”DK/QI' donc dés que M~ > ;zVIDK/QI' De plus, EnLI étant fini, il
suffit pour avoir le résultat de choisir h tel que |h:';| = Min |hT|.
hexXnLy
h#0

Partant d’un idéal réduit I, H. Amara lui associe l’idéal fractionnaire J
[hz(l)]
— I, ou a = NK /c(i)(”' Il montre que J est un idéal entier réduit,

appelé le successeur de I et peut alors ordonner en cycle l’ensemble fini des

idéaux réduits de chaque classe d’idéaux.

Théoréme 2: Le calibre du corps biquadratique K = @(i,Vd) (supposé non
galoisien sur Q) de discriminant relatif & tend vers !’infini avec
|8]. Plus précisément, si on note m(K) le calibre du corps et m(C)

le calibre d’une classe d’idéaux C, alors:

1+V5
2

a) Am(C) = R(K) = m(c)Log(ﬁL‘:l), ol A = %Log( ) = 4.1072 et

n

ou R(K) est le régulateur du corps.
b) m(K) = O(BLog(D)), ou D = |3|%.

c) Log(m(K)) est équivalent & Log(|8|), c’est & dire & Log(vD).

Preuve: Le a) résulte des résultats de Buchmann [4']; le b) de Louboutin [13],

et le c) du théoréme de Siegel-Brauer.

Théoréme 3: Pour &

mn

*1 (4), la classe principale est de calibre 1 si et
seulement si 8 = m>+4i avec Re(m).Im(m) = 0, ou § = m>-4i avec
Re(m).Im(m) = O (Re et Im désignant les parties réelles et

imaginaires, et K/Q non galoisienne est équivalent a & # * 3).
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La preuve de ce résultat est, pour plus de clarté, éclatée en une suite de

lemmes. Il suffit d’en établir la premiére partie, la seconde en résultant du

fait que @(i,v3) et Q(i,V 8) sont isomorphes par conjugaison complexe.

Lemme 1: Si ho = ho(RK) alors I = (h:) est un idéal réduit. En particulier,

si la classe principale est de calibre 1, alors h0 est une unité.

D’aprés la théorie des cycles d’idéaux réduits développée par H. Amara, ht

est méme fondamentale. Nous n’avons nul besoin de ce surcroit d’information.

Preuve: Il faut voir que Min [Max(lh:z|,|hoztl)] = |h0h‘z|. et ce parce que
z€R

z#0

|a|2 = NK/Q((ho)) = |h0hz|2. Il faut donc voir que pour z non nul et dans Ry

on a |z| = |h°| ou |zT| = |h.;|. Si |z]| < 1, alors par définition de ho(RK) on

a |zT| 2 |hz|. Si |z| > 1, alors |z]| > 1> Ihol' D’ou le résultat.

Dans ce qui suit, pour m et z dans Z[i] tels que |z| < |m|, nous prenons la
détermination de an-z égale & mvl-u, u = 52, Vi-u=1 - % - z anu", an = 0.
m
nx2

Lemme 2: 7 une unité telle que NK/k('n) = %1, alors n # ho(RK).

Si la classe principale est de calibre 1 alors ho(RK) = 7 est une

unité telle que NK/k(n) = #i.
Preuve: Par changement de w en in, on peut supposer que NK/k('n) = +1
Supposons que |[1-p|< 1 ou |l+n| < 1. Puisque 1-m° = -nt0-n) et (1+m)° =

1 (1+n), nous aurons |(1—'n)T| < InT| ou |(1+11)T| < |1)T| et le résultat. Reste
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a prouver cette assertion. Ecrivons 7 = a-gx’s' et utilisons NK /k('n) = +1 pour
) a—va’-4 1-V1-4/4% ) .
obtenir n = 5 - = e . Par développement en séries entiéres nous

en déduisons les ma jorations:

|l-n|.<.|l—a1—|+1ﬁ|-[l—-—2—- l-—4-]et

2 2 2
| ||

|1+"|5|1+l|+.|.°‘_l.[1_.i_ 1——4—].

o 2 2 2
[ ]

1-2a
2
o

é L 1+2:, ou a = Rela), puisque a
]

n’est pas nul (sans quoi !’extension K/Q@ est galoisienne), un des deux réels
|1-n| ou |1+n| est majoré par /1 - Lz + -l%l[l - iz - /1 - iz ], donc
| || ||

strictement majoré par 1 pour |ac|2 = 8. Si 88° = o’-4, |az|2 =7, 8 =% (4) et

Puisque |1 - é'z =1+ et |1 +

K/Q n’est pas galoisienne, alors a conjugaison et changement de signe prés
nous avons («,8) = (2+i,-1+4i) et (1+2i,-7+4i). On vérifie que dans ces deux

cas on a |[1-n| < 1 ou |l+n| < L. D’ou le résultat.

Si 8 est le discriminant relatif d’une extension quadratique K/Q(i), si t est
le nombre de facteurs premiers distincts dans Z[i] de & et si la norme
relative de I'unité fondamentale de K vaut #i, alors le 2-rang du groupe des
classes de K vaut t-1. En particulier, si h(K) = 1 alors & est premier dans
Z[il, 8 # q = 3 [4] puisque K/Q n’est pas galoisienne et 8 est congru a =l
modulo 1'idéal (4) (ce qui implique D = 1 [8]), ou bien & = 4i ou 4(1+i), a
changement de signe et conjugaison prés. Puisque nous cherchons a caractériser
et déterminer les corps de calibre 1, nous pouvons supposer & congru a %I
modulo 1’idéal (4) de Zli]l, le lemme -ci-dessous s’occupant des autres cas
possibles (l’extension de discriminant relatif 4i est galoisienne sur Q) ainsi

que du cas 8 = 1+4i qui nous posera probléme dans la suite.
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Lemme 3: Les corps biquadratiques Q(i,V8) avec & = 1+4i ou 4(1+i) sont de

calibre 1.

Preuve: Chaque classe d’idéaux contenant un idéal entier I tel que |N ] =

K/0Q
J%]-, ces deux corps sont principaux. Il ne reste alors plus qu’a vérifier "a

la main" que leur classe principale est de calibre 1.

Lemme 4: Soit 8 = *1 (4). Si n = A_g‘lg est une unité telle que n = ho(RK).
alors |B| = 1. On peut donc supposer B = 1. Conséquemment, pour & =
*1 (4), si la classe principale est de calibre 1 alors & = A%+4i et
__ _ A3
ho(RK) =n ==
N (n)
T K/k 1 §
Preuve: On a |BY3| = |n -n| = | = = | = |n| + T Puisque |n| < 1, on
en déduit |n| = . Maintenant, |B|V[S] - |n| = Intl
|BIVTST + V|B|*|s]|-4
implique |B| = % + 2/V]3] . Puisque f(t) =t - 2/VI3]

|BIV3T + V|B|?|8]|-4 tVTa] + Vt?|s|-4
f—[ est croissante, puisque f(VZ) > O dés que |6|2 =D =z 32 ona |B|] =1 dés
que |8|% =D = 32. si 8] =D < 32, & = £ (4) impliquant D = 1 [8], nous
avons D = 9 ou 17. Si D = 17, alors a changement de signe et conjugaison prés,
nous avons & = 1+4i et le résultat. Si D = 9, alors 8 = %3 ou #3i et
I’extension K/Q est galoisienne, cas que nous excluons.

Lemme 5: Soit 8 = m’+4i = 1 (4) avec n = mz & une unité telle que n =

hO(RK). Alors, |A+n| < 1 implique |nt| = |A+nt|, A € {%L%i}, si et

seulement si Im(m).Re(m) = O.
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T . .

Preuve: Nous avons donc NK /k(") = nm = -i. Ecrivons que 3 = ho(RK) avec h =
A+n, A = %], i. On a |A+n| = |1+An| < 1 implique |nT| s | A+nt|. soit aprés
multiplication par |in|: |1+Am| < 1 implique |1+iAn| = 1. En écrivant que ces

implications sont satisfaites pour A € {1,—1,i,—i} on obtient:

(]1+n]| < 1 implique |1+in| = 1) et (|1-n| < 1 implique |1-in| = 1).
Supposons m = a+ib tel que |m|2 z 8. Puisque | 1 - % 2 -1« _1__2‘;,
|m|
semblablement a la preuve du lemme 2, nous avons |l + 'n| <1 pour b = 1. Pour

b = 0, nous avons |1 + n| = /1 + lz_J%ll[l_ Zz"ﬁ]>l'
|m] |m| |m]|

De méme, |1 + in| <1 pour a = -1, et |1 - n| > 1 pour b = 0. Pour |m|Z = 8,

nous avons donc b = 15 |l + 70| <1= |[l+in] 212 a=z0.

De méme, Pour |m|2 = 8, nous avons donc b < -1 3 |1 -n| <13 [1-in| 21=
a = 0. D’ou le résultat.

Finalement, si |m|2 =7 et & = m’+4i = +1 (4) et K/Q n'est pas galoisienne,
alors (8,m) = (1+4i,*1), (-1+4i,*i), (3+8i,%(2+i)) ou (-3+8i,*(1+2i)). Pour
ces valeurs Im(m)Re(m) = O et le lemme est vérifié.

2 m-v3

Lemme 6: Soit 8 = m"*4i = *1 (4) et posons 0 = > . Alors, hO(RK) =7 si et

seulement si |A+n| < 1 et A € {%1,%i} impliquent lntl = |A + nT|.

Preuve: Supposons que m ne soit pas égal a 1'élément de conversion ho(RK) de
Ry . Il existe alors h € Ry non nul tel que |h| <1 et |ht| < |1pT|. Sih=a+
bn (car {1,m} est une Zl[il-base de RK), alors b # 0 (sans quoi |h| < 1

implique h = 0) et nous avons |h - htl = |b]|n - nT| = |b|V]ST < 1+|nT|, soit

T

|b] < 1—+|-"—-|- Nous aurons donc |b| =1 dés que 1 + |1)r| = V2V[3J, soit dés que
3

|nt| = V2V]38[ - 1. Puisque |nT| = , nous aurons |b| = 1 dés que

VI3[ + V[3[+4 - 2VZ[8] + 2 = O, i.e. dés que D = |3|%= 1-33‘-:13?“/—2. ie. Dz 95
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Pour § = #1 (4), D = |3|% et D < 95 impliquent D = 17, 25, 41, 49, 65, 73, 81
ou 89. Pour D = 25, 49 ou 81 I’extension K/Q est galoisienne, donc a rejeter.

Pour D = 17, 41, 73 ou 89 qui sont premiers, on a a conjugaison prés K =
Q(i,¥/8) avec respectivement & = 1+4i, 5+4i, 3+8i ou 5+8i, la valeur D = 41
étant donc a rejeter puisque ne provenant pas d’un 8 de la forme & = mZ+4i.

Restent donc les corps biquadratiques tels que D = 17, 73 et 89 qui sont tels

T T
que 4[| _ li!%l- s V2, ce qui donne encore |b| = I
VIBI D

Si |b| = 1 nous pouvons nous ramener aprés multiplication par *1 ou *i au cas

de b = +l. Maintenant, [h| = |a + bn| < 1 implique |a| < 1 + |n| = V2, et
AR

implique donc |a| = 1 dés que |n| = VZ -1. Mais 9 = ml_éﬂ'—n— et donc |n| =

" 1-V1-4/|m|® _ |m|-V|m|?-4 _ V2
| | 2 2

. ; — . 2 A
Puisque, & changement de signe et conjugaison prés, nous avons |m|” < 8 si et

-1 dés que |m| = 2vZ, soit dés que |m|2 = 8.

seulement si & = 1+4i, 3+8i ou 3, cette derniére valeur étant a rejeter
puisque conduisant a une extension galoisienne sur @, puisque |n| =VvZ -1
pour & = 3+8i, puisque pour 8 = 1+4i le corps est de calibre 1, nous avons le
résultat: si ho(RK) # 7, alors il existe h dans RK de la forme h = A + 1 avec

A e {zL,%i}, |h| <1et |hr| < |1;T|. La réciproque est immédiate.

§ 3. Condition nécessaire pour qu’une extension quadratique de Q(i)
soit de calibre 1:

Nous établissons une condition nécessaire pour que K soit de calibre 1,
condition suffisamment simple pour pouvoir nous permettre de rapidement et
efficacement cribler ces corps biquadratiques, mais suffisamment forte pour ne
pas obtenir comme résidus de ce criblage un trop grand nombre de corps

candidats. Nous notons X le caractére de 1’extension K/Q(i) (voir [7], [13]).
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Théoréme 4: Si K = Q(i,/8) de discriminant relatif & sur Q(i) est de calibre

1, si (=) désigne le symbole de Legendre et si D = |6|2, alors:

(g) = +]1 pour p premier impair, p =1 [4] et p = 74@ et
(g) = -1 pour q premier impair, q = 3 [4] et q2 = 4!—5

Pour 8 = %1 (4), on a de plus D = (a%+b%)? + 16(ab+l) avec a>bz0

de parité contraire.

Preuve: Remarquons préalablement qu'un idéal entier Z[il-primitif I de K tel

2 _ VD . . g ,
que NK/D(U = lNK/Q(i)(I)I s = est réduit. En effet, sinon, il existe (m,n)

# (0,0) dans Z[i] tel que |m+nxo(l)| < 1 et |m+nx:(l)| < 1. Mais alors

ls] _ vB

= |xo(I) - xZ(I)] < 2, soit |N (I)|2 > Maintenant,

(1) K/Q(i)

Nga(i)

pour p = | [4] premier l’'idéal (p) de Z se décompose totalement en PP dans
Zli] avec P = (n) et P = (m) principaux. P est inerte, ramifié ou totalement

décomposé suivant que X(m) = -1, O ou +l. Si X(w) # -1, on a donc PRK = PP’

|2 I’idéal P est donc réduit et

vD
avec |NK/0(“(5P)]2 = |n|® = p. Pour p = =

distinct de R,,. Donc X(m) # -1 implique p 2 @ De méme X(m) # -1 implique p =

K’ 4

4@. Puisque X(m) = (%)X(n), nous obtenons le premier résultat. Pour le second,
on utilise le fait que (q) est inerte dans Z[i] et que X(q) = (g).

Le dernier point découle du théoréme 3 et de ce qu’a conjugaison prés et en

; 2, ..
posant m = a+ib, on a 8 = m"+4i.

Un criblage sur microordinateur des D = 1 [8], D = 10% vérifiant (%) =+, p

1 [4] premier et p = f—D et vérifiant (-g) = -1, q = 3 [4] premier et q2 =

-hl a 1]

, donne 191 valeurs possibles de D, la plus grande d’entre elles étant D
56969. .Seules 7 de ces valeurs sont de la forme D = (a’+b?)? + 16(ab+l) avec a
> b =2 0 de parité contraire: D = 17, 73, 97, 281, 369, 641 et 148l. Nous avons
poussé ce criblage, en le restreignant aux D de cette forme, jusqu'a D =

2.10"% sans pour autant obtenir de nouveaux corps candidats.
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Excepté D = 369 qui n’étant pas premier est tel que le nombre de classes du
corps correspondant est pair, ces six discriminants correspondent a six corps
de nombres de classes 1 et de classe principale de calibre 1, donc a six corps

de calibre 1. Le criblage précédent ou l'on impose de plus la primalité de D

ne fournit plus que 78 corps candidats, le plus grand D étant alors D = 42929.

Remarque: Dans le cas d'un corps quadratique réel K, un idéal I tel que
NK /O(I) = %\/ﬁ est réduit. Réciproquement, d’aprés le théoréme du corps convexe
de Minkowski, toute classe d’idéaux contient un idéal entier I tel que NK /Q(I)
= %1/5 Une fois établi que la classe principale est de calibre 1 si et
seulement si D = m*+4 (ce qui se fait beaucoup plus simplement que pour le cas
des corps biquadratiques ici abordé en écrivant que le développement en
fractions continues de xo(RK) est purement périodique de longueur 1), on
dispose, pour D = m2+4. de 1'équivalence h(K) =1 & (%) =-],2=sps %\/ﬁ
Pour K une extension quadratique non galoisienne de Q(i), si NK /Q(I) = %;/13
alors I est réduit. Malheureusement, la meilleure borne connue, celle établie
par Lakein, affirme seulement que toute classe d’idéaux de K contient un idéal
I tel que NK /0“) = %\/ﬁ Une fois caractérisées les extensions quadratiques de
Q(i) dont la classe principale est de calibre 1, on ne peut donc point tout
uniment disposer pour ces extensions de l’équivalence:

h(K) = 1 & X(n) = -1, n premier dans Z[i] tel que 1 < |n|2 < %\/ﬁ,
mais seulement de l’implication =2, non plus que disposer de l’équivalence:

h(K) = 1 & X(n) = -1, n premier dans Z[i] tel 1 < |1t|Z = %fﬂ,

mais seulement de I’implication <.
Pour obtenir des énoncés s’exprimant en termes de conditions nécessaires et
suffisantes, il est clair qu’il suffit de disposer d’une borne de Minkowski
BMk suffisamment petite pour que les idéaux de norme inférieure a BMk soient

réduits, ce qui a lieu dans le cas quadratique réel avec B == %\@ Nous

reprendrons ces considérations au paragraphe S.
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§4. Minorations de nombres de classes et détermination
des extensions quadratiques de Q(i) de calibre 1

Lemme: Soit K = Q(i,¥/S8) une extension quadratique de Q(i) de discriminant
relatif & supposé vérifier 8 = #1 (4) et D = |6|2 libre de carrés dans
IN'. Soit CK la fonction zéta de ce corps et ¢ la fonction zéta de
Riemann. Alors, nous avons la majoration |CK(S)/C(S)| =< 4D+6 dans le

5 5 4
disque fermé |s-2| = 3

Preuve: CK se factorise en CK(S) = Z(s)L(s,x)L(s,X), ou x est le caractére de

I’extension Q(i)/@ et X celui de I’extension K/Q(i). Majorons maintenant

a
L(s,x) et L(s,X) dans ce disque. Posons Sb(a) = z X(k+ib). Nous avons alors
k=0
LX) = | —x‘a“b;fz[- D) . Taga—L - e )].
z=a+ip |a+ib|® vl (b%+1)* a5 (a’+b%)®  ((a+1)“+b*)°®
a>0, b0

Puisque & = *1 (4) et |<‘5|2 est libre de carrés, le caractére X de |’extension

K/Q(i) est défini par X(z) = X(x+iy) = [g] = [2:;] = (kasbﬁ) (Louboutin

[13]). Puisque k » X(k+ib) est périodique de période D, a valeurs dans

S & [k+ib & ka+bg a, B k+y

{—1,0.+1} et t.elle que k; X(k+ib) = k; [a+iB = kzl ( ) ) = (B)k; (—D—)
D

ou y est tel que ay = bB [D], donc telle que z X(k+ib) = 0, nous avons
k=1

D N 1 D|s]| 1 1
[s (a)] = 5. D’ou |L(s,X)| = Z [ + ( - )].
® A ool (b%+1)” 2o =0 (a%+b%)7  ((a+1)%+bH)7

puis |L(s,X)| = (1 + %)J%[)Z 21 , avec ¢ = Re(s).
vo (b%+1)7

Dans le disque fermé considéré, nous avons J—:_—I- = 3 et o = % (faire un
V5
dessin), d’ou: Z 2‘ = Z 2_12/3 =c = 4,145.....
b=0 (b7+1) v=0 (b"+1)
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n
Soit x le caractére de I’extension Q(i)/@ et S(n) =

x(k), alors L(s,x) =Z

k=0 n=0
S(n) [1— - 1 ] Puique |S(n)| = 1, nous avons |L(s,x)| = J;I- = i,

n® (n+1)°® V5
toujours dans ce méme disque. Finalement, |L(s,x)L(s,X)| = ?—SD + 3¢ < apse.

V5
Lemme: Pour & = m°+4i on a R(K) = Log(vD + 4).
Preuve: 1 = m+/3 étant une unité, R(K) = |Log(|n|z)| Puisque |m| = V[3[+4
2 ’ & ’

nous avons |'q|2 =< VD + 4. De méme, % = im;/g, et donc |%|2 = VD + 4.

Théoréme 5: Soit K = @(i,V/3) un corps biquadratique de discriminant relatif &
sur Q(i) tel que 8 = mz+4i, m = a+ib, a > b =2 0, a et b de parité
contraire (et & # *3). Sous I'hypothése de Riemann généralisée
(@) 50,0 el - m, i, od D = 5] et ou ¢ est la
fonction zéta du corps K, nous avons h(K) = 1 si et seulement si D
= 17, 73, 97, 281, 641 ou 148l; i.e. il n’existe a isomorphisme
prés que 8 extensions quadratiques non galoisiennes de Q(i) de

calibre 1: les six précédentes et les deux données au lemme 3.

Preuve: D’aprés le lemme 11.7 de Washington et en remarquant que sa

1

minoration est optimale pour a =1 - 4Log(M)

et vaut alors nous

1
16eLog(M)’

avons la minoration L(1,x)L(1,X) = L—[L(I,X) De la formule du

1
* 16eLog(4D+6)"
nombre de classes h(K) = ‘,E-ll-l;{'—ll(ix) nous déduisons alors la minoration:

1 vD 1 vD

h(K) = 5 = 2 .
nZe RUKILOGI3D4S) = 42y (/B + 4)LoglaD+6)

4

Si h(K) = 1, nous obtenons donc la majoration D = 10°.
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§5. Bornes de Minkowski, cas particulier des extensions quadratiques de Q(j),
et extensions quadratiques de Q(j) de calibre 1:

Nous montrons que les bornes de Minkowski établies par R. B. Lakein ne sont
pas optimales, sans pour autant que dans le cas des extensions quadratiques de
Q(i) notre nouvelle borne soit suffisante pour établir une des équivalences

que nous eussions aimé vraie a la remarque suivant le théoréme 4. En revanche,

-1+iv3
2
borne de Minkowski de telle sorte que nous puissions énoncer un strict

dans le cas des extensions quadratiques de Q(j), j = , nous amendons sa

analogue du cas quadratique réel, i.e. du théoréme 3 de Louboutin [12"].

Proposition 6: a) Toute classe d’idéaux de K extension quadratique de Q(i) de

discriminant relatif & contient un idéal entier primitif I

181
oL

K/a(i)

2
tel que Ny (D = IN m]° =

K/0(i)

b) Toute classe d’idéaux de K extension quadratique de Q(j) de

discriminant relatif & contient un idéal entier primitif I

K/a(j)
2 18]
tel que N, (I) = |N ~(D]° = ;
K/Q K/Q(j) vi3
Preuve: a) Soit I = (Q’%g)llil un idéal entier primitif de cette classe.

D’aprés le résultat de L. R. Ford sur les approximations dans Q(i), il existe

une infinité de fractions 3 avec (p,q) € Z[i] telles que lpﬂ,g - Sl e
P 2Q P ﬁlplz
En posant a = pP-2qQ et B = pV3, nous avons |« - B < 29 , puis |a2 - [32| =
v3|p
2Q 2Q 5 ; s i
|a - B|(|]e - B| + 2|B]) < —=—=— + 2|p|V]3[|. Soit € > O donné. Puisqu’il
v3|p| ¥3]p|

existe une infinité de telles fractions %, il en existe au moins une telle que

|a2 - le < 4Q(/|8|73 + €). Alors, z = %E € RK est tel que z € I et
N (D] < Q(/|8]/3 + €). L’idéal J défini par (z) = 1% est dans la
K/Q(i)

classe de I et de norme relative majorée par |6|/3 + €. Les idéaux de norme
relative bornée étant en nombre fini, on peut passer a I’inégalité large sans

plus tenir compte de €. Le b) se prouve de méme.
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Plus généralement, notons Cd la constante d’Hurwitz d’un corps quadratique
imaginaire principal k = Q(V=d) avec d > O libre de carrés (voir G. Poitou).
Le raisonnement précédent montre que toute classe d’idéaux d’une extension

quadratique K/k de discriminant relatif am (donc de discriminant absolu DK /0

= |D|z|6 ot D est le discriminant de k) contient un idéal entier primitif

| 2
K/k

I tel que NK/Q(I) = |N (I)|2 s —lﬁl—z Les valeurs numériques suivantes des

K/k
(c,)

constantes d’Hurwitz: C_ = V3, C. =V2, C. = Vi3, c. = "8, c_ = 5 et C

1 2 3 7 11 2 19
= 1 améliorent les bornes de R. B. Lakein. Dans le cas de Q(j), on peut de
plus suffisamment amender ces bornes en utilisant les premiéres valeurs 13
et 2 du spectre de Markov, de sorte que l’obstruction explicitée a la suite du
théoréme 4 soit levée. En effet, il résulte du paragraphe VI.6 de G. Poitou
que si x est quadratique sur Q(j) et de constante d’Hurwitz Vi3, alors il est
équivalent a I’'une des racines de Xt - jX - 1. En particulier, Q(j,x) =

Q(j,v3-j). Conséquemment, pour K # Q(j,V3-j), nous pouvons amender le b) de la

(l)l2 = JE—'- Notons que d’aprés la

proposition précédente en: |N i

K/Q(j)
proposition précédente K = Q(j,v3-j) est principal.

Théoréme 7: Soit K/Q(j) une extension quadratique du corps quadratique
imaginaire Q(j) (avec K # @(j,v3-j) et K/@ non galoisienne). Soit

E(K) = {N,, (I); I idéal réduit principal de K}.

K/Q

Alors, K est principal si et seulement si [E(K) contient

”Nﬂ(j)/ﬂ(mlz; P idéal premier de Z[jl non inerte dans K/Q(j) et
1
IPk al?
2 K/Q
No(p®1™ = —z +

Preuve: identique a celle du théoréme 3 de [13"], et ce parce que les idéaux
1

[Pk 0l2
(I)|2 = g sont réduits (voir preuve du th. 4).

primitifs I avec |N 15

a(j)/a
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Si K est une extension quadratique de Q(j) de classe principale de calibre 1,
E(K) est réduit a {1} Une fois caractérisées les extensions a classe
principale de calibre 1, nous aurons donc une condition nécessaire et

suffisante pour qu’elles soient principales, i.e. de calibre 1.

Théoréme 8: Soit K/k une extension quadratique de k = Q(j) (avec K/Q non

- S . _ _ 2
galoisienne) de discriminant relatif al(/k = & tel que D = IaK/kI

soit impair. Alors, la classe principale de K est de calibre 1 si
et seulement si, au carré des racines de l'unité de k prés, 3 est
de la forme & = m2+4, m = a+bj avec a ou b impair. De plus, nn =

m;‘/g est alors l'unité fondamentale de K, et hO(RK) = 1.

Remarquons que K/Q est galoisienne si et seulement si K = Q(j,V8) avec & € Z,
JZ ou jﬁ. Pour 8 = m’+4 cela n’arrive que pour b = O, et alors & = a2+4. ou

pour b = 2a, et alors & = 4—3a2, ou pour 8 = -4j, ou finalement pour & = —4j2.

Théoréme 9: Le corps biquadratique @(j,v3) (supposé non galoisien sur Q) avec
8 libre de carrés dans Z[j] est de calibre 1 si et seulement si au
carré des racines de I'unité de Q(j) prés on a & = m>+4, D = |6|2
impair et si les idéaux premiers (m) de Z[j] tels que |1t|z = %I-

sont inertes dans K/Q(j). En particulier, il doit vérifier:

D =1 [12] et D premier,

Q|
!

= +1, q premier impair, q = 3 ou q

1[6] et q= %\’13.
(2) = -1, q = 2 ou q premier impair, q = 5 [6] et q° = -‘lif[‘)

Pour D = 10° il n’existe a isomorphisme prés que 14 tels corps:
ceux obtenus pour D = 13, 37, 61, 73, 97, 109, 181, 229, 277,
421, 541, 1093, 1213 et 1621. Sous l’assomption de 1’hypothése de
Riemann CK(s) = 0, s € 10,][ pour la fonction zéta des corps

biquadratiques, il n’en existe pas d’autre.
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2 . 3 i m-vd
Preuves: Pour 8 = m +4, m = a+jb avec a ou b impair et n = , ONn remarque

2

|A+n| < 1 implique |nr| = |A+nT| pour A € {il,ij,ijz} si et seulement si les
trois implications suivantes sont satisfaites: [14n] <13 |1-n]| =1
™*) |jn| <13 |j>a] 21

|j2+n| <13 |jn| =1L

Pour € = %1, nous avons ensuite | 1+% |2=1+L22—b). | '+—:—l |2=1+
|m]
H—C-(-z—-b). | jz + % |2 =1 + 1_+1g_!;_—a_) (les deux derniéres résultant de la
|m| [m]

premiére par changement de m en respectivement jm et jzm). II en résulte que
les trois implications (¥) sont satisfaites.

On raisonne alors semblablement au cas des extensions de Q(i), ce qui précéde
montrant de plus que le lemme S n’a plus d’objet dans le cas des extensions
quadratiques de @(j). En particulier, si K est une extension quadratique de
Q(j) de classe principale de calibre 1, alors son unité fondamentale est de
norme relative -1 et le groupe des classes de K est donc de 2-rang t-1, ou t

est le nombre de facteurs premiers du disicriminant relatif & dans Z[i].

K/Q(j)
Conséquemment, si K est de calibre 1, son discriminant est premier dans Z[i]
donc D = |6|2 est ou bien impair ou bien une puissance de 2, ce dernier cas ne
se produisant que pour & = *2 (au carré des racines de I’unité de Q(j) prés)
et K = Q(j,¥2) qui est galoisien sur Q. Des simulations numériques sur
microordinateur conduisent au résultat suivant: il existe 68 entiers D tels
que D = 10® satisfaisant aux trois conditions nécessaires du théoréme 9, le
plus grand d’entre eux étant D = 53197. Parmi ceux-ci, il y en a 20 qui sont
de la forme D = |m2+4|. m € Z[jl, le plus grand d’entre eux étant D = 14553,
et 14 pour lesquels les idéaux premiers (n) de Z[j] tels que |1t|z < %v/ﬁ sont
inertes dans K/Q(j). Pour tester cette condition nous remarquons premiérement
que l'on peut supposer m non inerte dans Q(j)/Q. En effet, la troisiéme

condition nécessaire du théoréme 9 demande que les m inertes dans Q(j)/Q le

restent dans K/Q(j). Nous remarquons secondement que pour p = mm avec p non
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inerte dans Q@(j)/Q@ la seconde condition nécessaire de ce théoréme demandant
que (m) et (m) soient tous deux simultanément inertes ou totalement décomposés
dans K/@(j), il suffit de vérifier que 1'un d’entre eux reste inerte dans

K/Q(j). Cette vérification se fait par le calcul des symboles de Dirichlet [%]

ab-Ba
D

qu’ils valent -1 pour ces m. Nous donnons ci-dessous ces valeurs de D, une

= ( )(%) lorsque 8 = a+jB et m = a+jb, symboles dont il faut vérifier

valeur de m telle que D = |m2+4| ainsi que le nombre de classes h(K) du corps
biquadratique K correspondant, nombre de classes calculé par voie analytique

ainsi que nous I’exposons ailleurs (voir [13]).

D m 3 h(K)
13 j 3-j 1
37 1-j 4-3j 1
61 3j -5-9j 1
73 1-2j 1-8j 1
97 144 -11-8j 1
109 2-j 7-5j 1
181 1-3j -4-15j 1
229 245j -17-5j 1
2717 3-j 12-7j 1
421 2-3j -1-21j 1
541 5j -21-25j 1
613 4-j 19-9j 3
1093 3+7j -36-7j 1
1213 5-j 28-11j 1
1549 2-5j -17-45j 3
1621 147 -44-35j 1
2221 7j -45-49j 3
4957 1+9j -76-63j 3
9013 9-j 84-19j 5
14533 9-3j 76-63j 7

§6. Questions ouvertes:

Caractériser (en terme de contrainte sur leurs discriminants) les corps
cubiques cycliques ou cubiques purs de classe principale de calibre 1 (voir
[19] pour une indication quant a la réponse possible a cette question pour le
cas cyclique). Dans ces deux cas, dés lors que la classe principale est de
calibre 1, nous disposons d’aprés J. Buchmann ou R. Paysant-Le Roux d’un
majorant pour le régulateur. D’aprés G. Lettl pour le cas cubique cyclique, et
P. Barrucand pour le cas cubique pur, nous en déduisons alors un minorant pour
le rlombre de classes tendant vers l’infini avec le discriminant du corps. La
détermination numérique de ces corps de calibre 1, i.e. de classe principale
de calibre 1 et principaux, ne poserait donc guére de probléme. Pour cette
détermination numérique, il n’est méme nul besoin de d’abord caractériser ces
corps cubiques a classe principale de calibre 1. Pour des raisons esthétiques,
et pour les considérables simplifications numériques qu’elle apporterait,
cette caractérisation nous parait néanmoins a préalablement obtenir.
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