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THEORIE DE NEVANLINNA p-ADIQUE
Abdelbaki BOUTABAA

We study meromorphic functions in all Cp or in a disc of
Cp. Using some properties of the valuation polygon notion,
we show p-adic results perfectly analogous to those of
Nevanlinna in the complex case.

As an application we prove the p-adic analogue of
Malmquist-Yosida Theorem:
Let m€N and R(x,y)€Cp(x,y). If the differential equation :
(dy/dx)m = R(x,y) , meN ,
has a non rational meromorphic solution in all Cp
R(x,y) is a polynomial in y of degree = 2m

’ then

INTRODUCTION

Dans [2] Ha Huy Khoai considére des fonctions
méromorphes dans le disque unité de Cp. Sa définition de la
"fonction caractéristique" T ne 1lui permet d’obtenir wun
résultat comparable au ‘"premier théoréme fondamental"
classique de Nevanlinna [4], que pour une classe restreinte
de fonctions qu’il appelle ‘"“fonctions a croissance
modérée" . Ha Huy Khoai a annoncé avoir amélioré ces
résultats. Cependant, il apparait qu’aucun papier de lui

S

autre que [2] et se rapportant a ce sujet n’a été publié.

Dans ce travail, on considére des fonctions méromorphes
dans Cp tout entier ou dans un disque quelconque de Cp. En
modifiant la définition de la fonction T on montre, sans

aucune restriction, des résultats parfaitement analogues a
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BOUTABAA

ceux de Nevanlinna. En application on montre 1’analogue

p-adique du théoréme de Malmquist-Yosida ( cf. [3] et[7]):

Théoréme :
Soient meN et R(x,y)eCp(x,y). Si 1’ équation
différentielle:

(dy/dx)m = R(x,y)
admet une solution méromorphe dans tout Cp qui ne soit pas
une fraction rationnelle, alors R(x,y) est un polynéme en y

de degré = 2m

Je tiens a exprimer ma gratitude aux Professeurs
Y. Amice , D. Barsky et J.P. Bézivin pour leur aide et
leurs encouragements qui ont été déterminants dans 1la

réalisation de ce travail .

| THEORIE DE NEVANLINNA

Soit p € {0} UR et Dp ={xeCp/ vix) >p) ouv
est la valuation du corps Cp, complété de 1la cléture
algébrique du corps @ . On a ainsi Cp = D_, - On note
A(Dp) (resp. M(Dp)) 1’espace des fonctions analytiques
(resp. méromorphes) dans Dp. Pour ¢ € M(Dp), ¢ # 0 et pour
u>p , on note :

z(p,9) = Y max ( O, ordx¢ ) et p(p,¢) = =¥ min( 0,ordx¢ ).
v(x)=un v(x)p
C’est a dire que z(u,¢) (resp. p(u,9)) est le nombre de

zéros (resp. pbles) de ¢ sur le cercle v(x) = p , chaque
zéro (resp. pdle) étant compté autant de fois que son ordre

de multiplicité 1’indique .

Dans toute la suite toutes les fonctions ¢ € M(Dp)

considérées sont supposées vérifier ¢(0) # 0 et ¢(0) # o .
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Rappelons que si feA(Dp) est donnée, pour xer , par

f(x) =Y a x" et si p>p , on note v(f,u) = ipf (v(a )+nu).
n=o n n=0 n
Si weM(Dp) est donnée par ¢=f/g , avec f,geA(Dp), on écrit

v(p,u)=v(f,u)-v(g,n). Le graphe de la fonction (ur—v(g,pun))

est appelé polygone de valuation de la fonction ¢.

Pour 1les différentes propriétés du polygone de

valuation voir [1] ou [5] par exemple .

I.1 Formule de Jensen:

Pour weM(Dp) telle que ¢(0)#0 et ¢(o)#0 et pour A>p, on

a: (1.1) v(p(0)) = vip,A) + ¥ {z(p, @) - p(y,e)}(pu-2)
Kz

La démonstration de cette formule est facile ; elle

est conséquence des propriétés du polygone de valuation .H

Pour ¢ et A comme précédemment, posons :
(1.2) m(A,9) = v ( % ,A) = max { v( % ,A), 0},

(1.3)  N(A,¢) =Y p(u,@)[p-2a1 ,
(1.0 TOup) =m0e) + NOLe)
La fonction ( A—— T(A,9) ) est appelée fonction
caractéristique de ¢ .
Avec ces notations la formule (1.1) devient :
(1.5)  TO, ) = T(h) + v(p(0))

Soient P, s P € M(Dp). On suppose que les

fonctions ®, (1=1=k) ai;;i que les fonctions ¢p1+...+¢k et
wf..wk n'ont ni zéro ni péle a l’origine . Par simple
vérification on a alors ,pour A>p :
(1.6) m(k,¢1...wk) = m(A,wl) +...0+ m(A,¢k) et

m(A,¢1+...+ ¢k) =< m(h,wl) +.. .+ m(A,ka
(1.7) N, ... ) =Np) +...+ NA,p ) et

N(A,¢1+,,.+ ¢k) < N(A,wl) +...+ N(A,wk).
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En ajoutant ces inégalités membre a membre, on obtient:
(1.8) T(A,wl...wk) = T(A,wl) +...+T(A,¢k) et
T(A,¢1+...+ wk) = T(A,wl) +...0+ T(A,wk)

I.2 Proposition :
Soient weM(Dp) et aeCp tels que ¢(0)#0, ¢(0)2a et

@(0)#w . On a :
(1.9) T(A,ap) = T(A,@) + 0(1) , A—> p, A>p ,
(1.10) T(A,¢ - a) = T(A,p) + 0(1) , A—> p, A>p .

La démonstration se fait en appliquant les formules

(1.8) aux fonctions ¢ et Yy =a .B
Comme conséquence immédiate de cette proposition on a :

I.3 Théoréme : (premier théoreéme fondamental de Nevanlinna)
Soient weM(Dp) et aeCp tels que ¢(0)#0, ¢(0)#x et
¢(0)#a . On a :

(1.11) T, —
¢ - a

) = T(A, @) + 0(1) , A—p .
La démonstration découle des formules (1.5) et (1.10).H®

1.4 Proposition :
Soit ¢ € M(Cp) telle gque ¢(0)20 et ¢(0)#2ox . On a les

équivalences suivantes :
i) ¢ est une constante < T(A,¢) = o(A) , A— o,

id) ¢ € Cp(x) = T(A,@) = 0(A) , A— - o,

i) ¢ est non constante & il existe ceR et A>0 tels que

T(A,9) =2 - A + ¢ pour A<-A.

Démonstration :
i) Si w=ae€$ , on a T(A,¢)=numx{v(é),O}=o(A). Inversement

¢ n’a aucun péle , car si x en était un on aurait :

T(A, @) vix)-2
A A

la limite 0 = -1, ce qui est absurde. D’autre part la

et a

T(A,@)2N(A, @)=v(x)-A; d’ou, pour A<O,
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relation (1.5) montre que T(A,% ) = o(A) et le
raisonnement précédent appliqué a la fonction % montre que

¢ n’a aucun zéro .

i) Si p(x) = g%%% ou P(x), Q(x) € Cp(x) sont tels que

P(0)#0 et Q(0)20 et si kK =deg P et £ = deg Q, on a au
voisinage de -o : v(P,A) = kA + 0(1) et v(Q,A) = 2 +

0(1); d’ot v(E ,A) = (L-R)A+0(1) et :

e g = { o(1% sik = ¢ ,

(L-k)A + O(1) sik > 2.
D’autre part N(A,¢) = -A + 0(1) . D’ou

T(A, @) = { =i » 0(1) sik=l ;e TGP = OQ).
-kA + 0(1) si k> ¢
Inversement si T(A,9)=0(A), il existe a>0 tel que
—aszi%Lgl < 0, pour A < 0 . Soit n(A) =Y p(p,e) . On a
[TE
pour A < 0 : N(2A,9) = ¥ p(u,@)[pu-221 = ¥ plu,e) [u-2A]
p=2 p=A
2 =¥ p(p,@)A = = n(A)A , d’ou
[TEDN
T(2Xx, ) = N(21,¢) = -n(A)A = O et
-2a = gzi%%Lfl = -n(A) =0, i.e, O =n(A) = 2a .
Comme n(A) est une fonction décroissante de A , n(A) a

une limite quand A—— - o et on a £im n(A)=2a<+w . Donc

A—>-w
¢ n’a qu’un nombre fini de pdles dans Cp . D’autre part
par la formule (1.5), on a T(A, % ) = 0(A) et 1le

raisonnement précédent appliqué a la fonction % montre que
¢ n’a qu’un nombre fini de zéros dans Cp . Donc ¢ € Cp(x) .
4l) Si ¢ est non constante, ¢ admet au moins un zéro ou
un pdéle. Vu la relation (1.5) et quitte a considérer % , on
peut supposer que ® a un pole a#0; d’ ou
T(X,9)=N(A, p)zv(a)-A.

La réciproque est évidente .H
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En vue de démontrer d’autres résultats , nous posons ,
pour ¢ € M(Dp) telle que ¢(0)#0 ¢(0)#x et pour A > p

p(A, @) = ¥y o1 et N, @)=Y plu, @) lu-a1 ;
v(x)=2a; ordxw <0 [TES

donc E(A,w) est le nombre de pdles distincts de ¢ sur le

cercle v(x)=x .

I.5 Proposition :

Soit ¢ € M(Cp) telle gue ¢(0) # 0 et ¢(0)#x». On a,
pour neN:
(1.12) N(A,9

(1.13) T(A, ¢

MH=NA, @)+nN(A, @)

™)y <T(A, p)+nN(A, @)=(n+1)T(A, ) pour A<O .

Nous avons besoin des lemmes suivants :

1.6 Lemme :

Soit ¢ = é ou f, g € A(Cp) n’ont pas de zéro commun .
Posons Fo = f Fgg Fn = an_1 - ng Fn_1 pour n =2 1 . On
o %) (n) _ n
a: = —,

i) Tout zéro d’ordre m (m=z1) de g est un zéro d’ordre
)

n(m-1) de Fn et un pdle d’ordre m+n de w(n

La démonstration se fait par récurrence sur n . B

I.7 Lemme :
Soit p < O et y e M(Dp) telle que ¥(0)#0 et ¥(0)#w .
On a pour 0 2 A > p : m(A, %— ) =0
Démonstration :

Montrons d’abord que, pour h € A(Dp) , on a :

v ( b , A) = A pour tout A > p .

h’
En effet si h(x) =Y ax" , ona h’(x) =Y na X1, a’ou:
nz0 " nz1
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v(h’,a) = inf { v(n) + v(a ) + (n-1)a }

n=1
=z inf { v(an) + (n-1)Aa )
n=1
2 - A+ inf { v(an) +nA } = -2+ v(h,A) .
n=0

Maintenant si 1’on écrit ¢y = é avec f, g € A(Dp), on a

v (£/f)(e/e")  pop, v(%,— LA)sv((£/£7),2)+v((g/g’ ), A)-
V' o(gfe) - (£/8)

min  {v((£/£),2); v((g/g’),A)}

= max {v((f/£’),2) ;v((g/g’),A)} = A . D’ou

m(A, gl ) = v'( gT , A) =0pour 0=22A>p . H

Démonstration de la proposition (I.5)

Soient X;o0 Xy hees xq les péles de ¢ dans le disque

v(x)zA, et supposons que chaque x‘ est d’ordre m1

(i=1,...,q). Donc d’aprés le lemme (I.6), les pdles de ¢(n)

dans le disque v(x)zA sont x1 51 b xq et leurs ordres
., m +n . D’ou :
N(A,w(")) _ (m1+n)[v(x1)—A]+..?+(mq+n)[v(xq)—k]. Donc
N(a, ™) = ¢ m [v(x)-A] +...4m [v(x )-al } +
+ n{ [v(xl)—A]+...+[v(xq)—A] }

= N(A, @) + nN(A, @) .
La relation (1.12) est donc démontrée.
Pour la relation (1.13), on a:

T, e™) = NAL ™) + m(a, ™)
(n) ’

N(A,¢)+nﬁ(x,¢)+m(x,“’( “...“’—.q»)
p ) @

sont respectivement m, + N ,..

IA

N(A, ¢)+nN(A, )+m(A, ¢), en vertu de la relation
(1.6) et du lemme (I.7). D’ob, T(A, 9™ )=T(A,p)+nN(A,¢). B

1.8 Théoréme :

Soit feM(Cp), f non constante. Soient a ..., @a des

€léments distincts de Cp et 8eR tels gque v(al-aj) < & pour
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1 =1 # j = q .0n suppose que f(0)20 , f(O)#w et f(O)*al

pour tout i , 1 =1 = q . Posons pour i = 1,...,q :
_ 1 _ 1
m(A,ai) = m(A, f:E: ) et N(A,al) = N(a, f—al ) . Posons

aussi :m(A,o) = m(A,f) et N(A,o) = N(A,f) . On a :

q
(1.14) m(A, ) + } m(h,ai) < 2T(A,f) - NI(A) + S(A)
i=1
o N (A) = 2N(A, ) + N(A,1/f") - N(A,*) et
q ’
S =m(A, £2/6) + mA, T ) + q8" + v (0))
i=1 i

avec & = max (0, &)

Démonstration :
S
Soit g =}, . Montrons que
f-a
i=1 1
a +
(1.15) m(A,g) =z Y m(A,ai) -qé .
1=1

Pour ¢a distinguons deux cas ,
1°) Si v(f-a_ ,A) > 8 pour un certain j .Alors on a pour
i=j: v(f-ai JA) = v(ai - aJ) = & et donc
v( é , A) = v(f-a ,A) et v( é JA) = v (f - a )
Comme v*(f—a1 ,A) = & pour 1 # j, il suit que :
q q
V(1o =Y vif-a A -(g-1)8" = § vi(f- a ,A) - q8° .
g i i
1=1 i=1
2°) Si v(f-a1 ,A) =8 pour i e {1,..., q}
On a v+(f-ai ,A) - ' =0 pour tout i ; d’ou
+ 1 1 + +
vz ,A)z} v (f—ai,k)-qs .La relation (1.15) est donc
=1
démontrée .

D’ autre part on a :
m(a, g)=m(A, (1/£) (£/£')f’g) = m(A,1/£)+m(A, £/f") + m(A, £’ g)
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=({T(A, £)-N(A, )+v(f(0))) +
(m(?\,f )+N(A,f )- N(A,f,)+v(; (0)))Y+m(A, £’ g) .
en vertu de la relation (1.5) .
Ceci avec la relation (1.15) nous donne :
q
m(A, )+ ¥ m(h,al)Sm(k,g)+m(h,m)+q6+ et donc,
i=1

q ’
m(A, w)+ ¥ m(A,ai)sT(A,f)—N(A,%)+N(A,§ )-N(A
i=1

Ly, £y
+m(A, £ g)+v(£’ (0))+T(A, £)-N(A, £)+qs"
SZT(A,f):N(A,%)+N(A,§’)—N(A,f,) -NQA, £)+

+m(?t,§ )+m(A, £’ g)+v(f’ (0))+qs”

Le résultat demandé découle alors du fait que :
(1.16) N, E)-vauE) = nouhvaseas e )

Démontrons cette identité. I1 est clair que les pbles de

T sont des pdles simples: ce sont les zéros et les pdles de
f comptés sans multiplicité .D’ou
N(A ) = N(A, £) + N(A,f) (1)
f . ’ :
L sont les zéros de f' qui ne
sont pas des zéros multiples de f. D’ou
1 = 1

NOLE) = NOLE) - {NLE) - B(LD) ) (2)
En retranchant (2) de (1) , on a
N(A,% )-N(A,%,) = N(a, f)+N(A,f) N(A,f,) On conclut par la
relation (1.12) ®

D’ autre part, les pdles de

Remarque :
La quantité S(A) du théoréme (I.8) vérifie :

(1.17) s(A) = 0(1) quand A— -o .

En effet S(A)—m(h )+m(A )+O(1) avec

F=(f—ad)...(f—a ), et on conclut en utlllsant le lemme
q
(I.7) .m
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Nous terminons cette partie en démontrant le deuxiéme

théoréeme fondamental .

Soit f € M(Cp) non constante telle que f(0)#0 et
f(0)#o . Posons :m(A,w)=m(A,f) , N(A,wo)=N(A,f) et, pour

1 1
aeCp tel que f(0)=a : m(A,a)=m(A,f:a) , N(,a) = N(A,f a)
Avec ces notations la relation (1.11) devient :
m(A,a) + N(A,a) = T(A,f) + 0(1) .
Posons :
(A,a) _ , N(A,a) , , m(A,a)

d(a)= Lim Lni b 1-8im oup ———5 = Lim {in{ 2 }

A T(A, £) \ o T(A:f) Ly — o Ayt T(A, T)
8(a)=1-Lim aup #E; ?; =1- &im ¥%§L%%

A—-w pu—-o* A=u 5 _
8(a)= tim ing N(A,a)-N(A,a) = tm{ ing N(A,a)-N(A,a)

T(A,f) T(A,f)
A—>— p—o-0t A=<p

Pour €>0 et A suffisament proche de -o , on a :
N(A,a)-N(x,a)>(8(a)-€)T(A, f), N(A,a)<(1-8(a)+€e)T(A, f),
d’ou :N(A,a)<(1-8(a)-6(a)+2e)T(A,f) et B(a)zs(a)+6(a).

La quantité &(a) est appelée le défaut de a . 6(a) est

appelée 1’ indice de multiplicité de a .

1.9 Théoréme : (deuxieéme théoréme fondamental de Nevanlinna)

Soit f € M(Cp) , f non constante . Alors 1l’ensemble des

valeurs a € Cp U {»} pour lesquelles ©(a) > O est au plus

dénombrable et on a

(1.18) Y { d(a)+6(a)} = ¥ 6(a) =2
a a
Démonstration :

q
En ajoutant N(A,w) + ¥ N(A,a‘) aux deux membres de
1=1
1’inégalité (1.14) du théoréme (I.8) , on a :

q
(q+1)T(A,f)+0(1)sZT(A,f)—Nl(A)+S(A)+N(A,m)+ LN@R,a), dou
1=1

(g-1)T(A, f)+0(1)=-N(A,®)-N(A, Z, J+N(A, £’ )+S(A) + EN(A a, ).

i=

)f)
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Comme N(A,f’)= N(,f)+N(A,f) (Prop.(I.S)) , il vient que

q
(@-1)T(A,f)+0(1)= N(A,f)+ ¥ N(,a )- NOLL )+ s,

’f"
i=1
Remarquant que tout zéro de f—a1 d’ordre m est un zéro de

f’ d’ordre m-1 , on déduit que :

): N(va,) - N(A,f, z N(,a)-N (A,f,) ,
i=1 i=1

ou N (A, f,) est obtenu A& partir de N(A ) en omettant les

,f)
termes correspondant aux zéros de f’ qui sont des zéros de

f—a pour i=1, 2,.., q . Il suit que :
(@-1)T(A,f)+0(1)=N(A,f)+ ZN(A a )-N (A
i.—

(@-1)T(A,f) +0(1) = N(A,f)+ z NQua) + s@) .
i=1
Sachant ,d’aprés la remarque au théoréme (I.8), que

.f,)+ S(A) et donc |,

S(A)=0(1) quand A—-w , et utilisant le Ui) de la
proposition (I.4) on obtient en divisant par T(A,f) et en
passant a la limite :

N(A, B
Lim osup TEA ?; + ZeLm aup (N(Aa)/ T(A,a)) = , d’ou

A—-» 1 A—-o .

1-0(o0)+ Z {l—@(al)} zqg-1, ie, B(w)+ Y G)(ai) <

1=1 i=1
Ceci montre que ©(a) > I%I pour au plus 2N-1 valeurs finies
distinctes a. Si ’ensemble des valeurs a telles que @(a)>0
est fini, le théoréme est démontré , sinon les valeurs a
pour lesquelles ®(a)>0 peuvent étre rangées en une suite :

al ’ CL2 ,...,al ,a,1 ” ,...,al yai
1 1 n

de sorte que la suite des @(al) soit décroissante et que
pour j=<i , on ait @(aj)z l'll . En posant a=w , on déduit,
n
pour la suite (al)1>0 , que Y G)(ai) =< 2 pour tout q . D’ou
- 1=0

(2]
1Y 06a)=2 1
1= !
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Remarque :

L’inégalité c¢i-dessus est la meilleure possible . En
effet on montre que pour tout €, 0<e<2, il existe une

fonction fe € M(Cp) pour laquelle § O(a) > € . Car pour
a

0<e<2, il existe n=n(£:)e[N“l tel que e<1+ Hd

et si 1’on

considére alors 1la fonction fe(x)=(x-1)n, on a au
voisinage de -w :

m(A, ©)=m(A, f)=-nA, N(A,®)=N(A,©)=N(a,f)=0. D’ou T(A,f)=-n,
8(w)=1 et ©(0)= E%l .11 en résulte que :

Y 6(a) = 8(0)+08(w) = 1+ —;— > €
a

2 THEOREME DE MALMQUIST-YOSIDA .

En vue de faire une application des résultats
précédents a 1’étude des équations différentielles
p-adiques , nous commengons par démontrer le théoréme
suivant dd dans le cas compléxe a Valiron [6].

Si P(x,y)eCplx,y]l, P(x,y)#0, on note degyP(x,y) le degré
de P(x,y) en y . Si  R(x,y)eCp(x,y), on écrit
R(x,y)=P(x,y)/Q(x,y), ou P(x,y) et Q(x,y) sont deux
éléments étrangers de Cplx,yl; on appelle alors degré de

R(xX,y) en y le nombre degyR(x,y)=nunr(degyP(x,y),deng(x,y)}

II.1 Théoréme : (Valiron)

Soit R(x,y)eCp(x,y), R(x,y) irréductible de degré ¢

I~ 15

y . Soit ¢ € M(Cp). On Suppose gque les fonctions ¢(x)

R(x,¢(x)) n'ont ni zéro ni pbéle a 1l’origine . On a :
(2.1) T(A, R(x,9(x)) =2 T(A,p) + 0(A) guand A—> - .

Démonstration :

La démonstration est relativement longue ; nous allons
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la faire en deux étapes .
I) Considérons le cas particulier ou R(x,y)eCplx,yl. On a
alors: R(x,y)=R0(x)+...+Re(x)ye; avec Ro(x),...,R (x)eCplx]
et Re(x)io. Donc R(x,(p(x))=Ro(x)+...+R£(x)(go(x)) ;  dou:
(2.2) N(A,R(x,9(x))-2N(A,9)=0(A) , A—> -» .
Il existe &>0 tel que, pour tous les polyndmes Ri(x) non
identiquement nuls (en particulier pour RIL(X) ), on ait :
(2.3) v(Rl ,A) < 8, dés que A est assez proche de -o .
D’autre part soit d = nww:{deg(Ro),..., deg(Re)} . I existe
AeR tel que, pour tout i€ {o,...,2}, on ait:
(2.4) V(Rl ,A)JZA+dA , dés que A est assez proche de -ow .

Pour A assez proche de -« distinguons deux cas .

Premier cas : v(g,A)=(d+1)A .
Alors v+($ ,7\)=v(% ,A)==(d+1)A . D’autre part les relations
(2.3) et (2.4) entrainent dans ce cas que:

v(R(x,go),?\)=v(R£ ,A)J+v(p,A); d’ou :

+ 1 _ + l .
v (m A)= V(RZ JA)+Lv (90 A) , e,
-8 < m(A,R(x,9))-m(A,p) = —V(Re LA) = —A-dA (1)

Deuxiéme cas : v(p,A)>(d+1)A .
On a alors v+($ A -(d+1)A, i.e., m(A,p)K-(d+1)A. On a
aussi: v(m A) s-ui»e {V(Rl,h)+iv(«>,7\)1)
=oup (—V(Rl,?\)+iv(& JA)}=—A-dA-2(d+1)A,
i.e., m(A,R(x,p))=-A-dA-£(d+1)A. D’ou:
=2(d+1)A < m(A,R(x,9))-m(A,p) = -A-dA-L(d+1)A (2)

Les relations (1) et (2) montrent que :

(2.5) m(A,R(x,9))-m(X,9)=0(A) , A —> - .

L’addition des relations (2.2) et (2.5) donne la relation

(2.1) dans ce cas particulier .
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II1) Supposons maintenant que R(x,y) = g%§L¥% , ou P(x,y) et

Q(x,y) sont deux éléments de Cplx,y] premiers entre eux.

Quitte a remplager R(x,y) par §T§T§7 on peut supposer que
degyP(x,y)Sdegy(Q(x,y)).kOn écrit alors: .
P(x,y)=PO(x)+...+Pk(x)y - Q(x,y)=Qo(x)+...+Qe(x)y ;  ou
Po(x),..., Pk(X)’ Qo(x),..., Qe(x)e Cplx] et Pk(x)io,
Qe(x)io .

On suppose enfin que Po(X)""’Pk(X)’ Qo(X)”"’QB(X) ne
s’annulent pas tous a la fois . Montrons que :

(2.6) T(A,R(x,9)) = T(A, GT§%67 ) + 0(A) quand A—-o .

P(x,y) et Q(x,y) étant premiers entre eux , il éxiste deux
éléments:
U(x,y)=U_(x)+...+U (x)y" et Vix,y)=V_(x)+...+V, (x)y® de
Cplx,y]l avec Un(x)ao et V;(x)io et un élément S(x)eCplx],
S(x)#0 tels que :
(2.7) U(lx,y)P(x,y)+V(x,y)Q(x,y)=S(x) .
Soit E 1’ensemble composé des éléments Po(X)""’Pk(X)’
Qo(x),...,Qﬂ(x), Uo(X)""’Un(X)’ Vo(X)""’Vo(X)’ et S(x).
I1 existe &>0 tel que, pour tout W(x)eE, W(x)20 (en
particulier pour Pk(X)’ Qe(x), Un(x), VA(X) et S(x)), on
ait :
(2.8) v(w,A) < 3, dés que A est assez proche de -o.
Soit d = max {deg(W) / WeE)} . Il existe AeR tel que, pour
WeE, on ait :
(2.9) v(W,A)=A+dA, dés que A est assez proche de -o.
Pour A assez proche de -o, on distingue les cas suivants:
Premier cas :v(g,A)=(d+1)A .

On a alors d’aprés le premier cas de la partie I) :

v(P(x,w),A)=v(Pk ,A)+Rkv (@, ),
(2.10)

V(Q(x,qp),h)=v(Q2 ,A)+Ev(p, ).

264



BOUTABAA

D’ ou, V(R( A)=V(Qe,A)-V(Pk,h)+(2-k)V(¢,A)

=<8-A-dA+(2-K) (d+1)A , et par suite ,
m(A,R(x,)) =8-A-dr+(L-k) (d+1)A. Comme V(QB ,A)J<8, on a en
vertu de la relation (2.10), v(Q(x,¢),A)<é+L(d+1)A ; d’ou

m(A

v 9)’

. Q( ))<6+£(d+1)h . Doncl:
-6-£(d+1)h<m(x R(x,¢))- m(A,GT?TaT)SB—A—dA+(Z—k)(d+1)A, (3)
Si v(p,A)>(d+1)A , on a d’aprés le deuxiéme cas de la
partie I)

V(P(x,¢),A)ZA+dA+k(d+1)A, v(Q(x,¢),A)zA+dA+L(d+1)A,
(2.11)
v(U(X, @), A)ZA+dA+n(d+1)A, v(V(x,¢),A)z=A+dA+a(d+1)A.

Deuxiéme cas: v(p,A)>(d+1)A et v(Q(x,¢),A)s8-A-dAr-a(d+1)A .
On a alors m(A, GT%TET)SS-A_dA_A(d+1)A' D’autre part on a

en vertu de (2.11), V(ﬁf%—a),h)=V(Q(X,¢),A)—V(P(X,¢)»l)

=3-2A-2dA-(a+k) (d+1)A, et donc,
-3+A+dA+ + =< i 1
S+A+dA+a(d+1)Aa=m(A,R(x, ¢)) m(A,:( - )

=8-2A-2dA- (o+k) (d+1)a, (4)

Troisiéme cas :v(p,A)>(d+1)A et v(Q(x,¢),A)>3-A-dA-a(d+1)A.
v(V(x,9)Q(x,¢),2)=v(V(x, ¢),A)+v(Q(x,¢),A)
>SA+dA+o(d+1)A+8-A-dA-a(d+1)A=8 (cf. (2.11)).
Ceci avec les relations (2.7) et (2.8) nous donne :
v(S,A)=v(U(x,¢),A)+v(P(x,¢),A),d’ou, par (2.8) et (2.11):
A+dA+k (d+1)Asv(P(x,¢),A)=v(S,A)-v(U(x,¢),A)

<8-A-dA-n(d+1)2, (5).
D’autre part ,dans ce cas , on a aussi:
m(A, 71—)=v+(Q(x,qp),A)=v(Q(x ©),2) (6).
On a V(R( =) ,A)-v(Q(x,9),A) = V(P( ,A), d’ou,

"u”x(v(ﬁfgja— ,A)-v(Q(x,9),2), 0} = m(A.P(x,w)) et donc,
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m{v(ﬁ; A); V(Q(X, ¢) ’ A))-m(l, Q()l(—¢y)=m(h’ P(X, q))) (7) .
Comme v(Q(x,¢),A)>0 pour A au voisinage de -®, on a aussi:

m{v(R————(i,w , 0) = maa:{v(ﬁ()l(jj ,A), v(Q(x,¢),A)}, i.e,

m(A,R(X,w))sm(V(m ,A), V(Q(x,q)),k)) (8).
De (7) et (8), on a :
1

m(A,R(X,(D))-m(A, Q(X—,¢)) = m(?\,P(x,go)) (9)~

. 1 = .
De (6) et du fait que v(§T§T$7 ,A) = m(A,R(x,¢)), on a:
-V(P(X,«’),A) = m(A,R(x,qp))—m(?\, m) (10).
Des relations (5), (9), et (10), on voit que:

1
=8+A+dA+n(d+1)A < m(A,R(x, ¢))-m(A, m)
= -A-dA-k(d+1)A (11).

Maintenant les relations (3), (4) et (11) montrent que :
(2.12) m(A,R(x,w))-m(A,Q—()lT’T)-)=O(A) : y
D’autre part il est clair que les pdles de R(x,¢)
proviennent des pdles de ¢ qui sont des zéros de QZ(X) et
des zéros de Q(x,¢) qui ne sont pas des zéros de P(x,¢)
Or, P(x,¢) et Q(x,p) étant premiers entre eux , leurs zéros
communs sont en nombre fini . On a donc :
(2.13) N(A,R(x,«)))-N(A,ﬁﬂFO(A) , A —w .
Maintenant 1la relation (2.6) découle des relations
(2.12) et (2.13) . Enfin la relation (1.5) permet de se
ramener a la situation traitée dans la premiére partie et

de conclure B

II.2 Théoréme :
Soient R(x,y), Rl(x,y)eCp(x,y) irréductibles et de

deérés respectifs d et d1 en y . Si 1’équation
différentielle :

(2.14) R(x,(d"y)/(dx“))=R1(x.y)

admet au moins une solution y(x)eM(Cp) telle

3

y(x)eCp(x), alors on a (n+l1)d zdl .
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Démonstration :

De T(A,R(x,y(")))=T(A,R1(x,y)), on a par le théoréme
(II.1): dT(A,y““)=diT(A,y)+O(A) .Par la proposition (I.5),
I1 en résulte qu;():)d(nﬂ)T(?\,y) = dIT(A,y) + 0(A) ; d’ou :

d(n+tl) 2 d + ——— . On conclut en utilisant le i) de
1 T(A,y)

la proposition (I.4) .H®

[I.3 Théoréme : (Yosida)

Si 1’équation différentielle
dy\m _ b
(2.15) (3§) = Ri(x,y) i meN ,

admet au moins wune solution y(x)eM(Cp) telle gque

y(x)#Cp(x), alors R (x,y) est un polynéme en y de degré=2m.

Démonstration :

Ao(x)+...+Ak(x)yk
Posons R (x,y) = , ou les A (x) et
() 1
Bo(x)+...+Be(x)y

les Bj(x) sont des éléments de Cplx] tels que Ak(x)io et
Be(x)io ’ I1 existe oaeCp tel que le polyndme
Ao(x)+aA1(x)+...+akAk(x) ne soit pas identiquement nul.
Considérons le changement de variable z= ;%& . L’équation
(2.15) devient

2.16) ()" =R (x,2) ,

C (x)zzm+C1(x)zzm_1+...+Ck(x)zzm_k
o R, (x,2) = (-1)" - ;
Do(x)+D1(x)z' +...De(x)z'
- k
avec Co(x)—Ao(x)+aA1(x)+...+a Ak(x) 20 .
Premier cas :si k-2m=f .On a:
C (x)zk+C (x)zk_1+...+C (x)
R_(x,z)=(-1)" _° 1 k
277 k-2m k-2m-1 k-2m-2 °

Do(x)z +D1(x)z +“'DE(X)Z

Donc dengz(x,z)= k ; et on a, en appliquant le théoréme
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(I1.2) a 1’équation (2.16) : 2m2k et donc £=0 .

Deuxiéme cas : si k-2m < £ . On a:

m CO (x)22m+£+? (x)22m+£—1+'..+z (x)22m+e-k

R(x,z)=(-1)

Do(x)ze + Dl(x)ze_1 +...+ De(x)
Donc dengz(x,z) =2m + £ ; d’ou , par le théoréme (II.2) ,
2m=2m+f{ et donc £=0 et k£ < 2m .H

I11.4 Corollaire : (Malmquist)
Si 1l’equation différentielle

(2.17) g% = R(x,y) , R(x,y) € Cp(x) ,
admet une solution y(x)eM(Cp) , y(x)eCp(x) , alors c’est

une équation de Riccati .

Démonstration :

C’est le cas particulier ou m=1 du théoreme 11.3 . ®
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