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VARIETES SYMPLECTIQUES AFFINES

M. NGUIFFO BOYOM

Abstract. We will be concerned with two open questions in
symplectic geometry. The first question is the existence
problem for lagrangian foliations. The second question is
to know whether an affine manifold can be embedded as leaf
of a lagrangian foliation. We prove that every homogeneous
symplectic manifold with "closed regular" action of a sol-
vable Lie group has lagrangian foliations. Moreover such
manifold (M,w) has a "bilagrangian linear connection
(M,V) such that @ is parallel with respect to V. About
the second question, we prove that every connected and
simply connected Lie group with left invariant affine
structure can be embedded as leaf of a left invariant la-
grangian foliation in a symplectic Lie group (G,m).

Introduction. Les feuilletages lagrangiens jouent un rdle

important en mécanique hamiltonienne ([1],(5],77],[11],
f16],[25],26]) et en la théorie de quantification géomé-
trique de Kirilov-Kostant=-Souriau ([8],[9],[13],[14],[23],
...). Soit (M,w) une surface symplectique compact ; on

sait que la caractéristique d'Euler-Poincaré est 1'unique
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obstruction a l'existence de feuilletage lagrangien dans
M. Pour les variétés symplectiques de dimensions supérieu-
res a4 2 on n'a pas de résultats analogues.

Ce travail est consacré aux espaces homogénes des
groupes de Lie résolubles. On trouvera dans [2] un exposé
général sur ce sujet. On montre que toute variété symplec-
tique (M,w) gqui est homogéne sous l'action "fermée" et
réguliére ([4]) posséde des feuilletages lagrangiens. On
sait que les feuilles de tout feuilletage lagrangien sont
des variétés affines [24]. On montre que sous les hypothé-
ses de fermeture et de régulariété ci-dessus M posséde
une connexion linéaire bilagrangienne sans torsion (M,V)
par rapport a laquelle la forme symplectique ® est paral-
lele (au sens de [6]) et qui induit dans les feuillés des
bifeuilletages lagrangiers préservés des structures de va-
riété localement plate (au sens de [11]). Si on abandonne
les hypothéses de fermeture et de régularités ces résultats
sont encore vraisgénériquement ([22]). La recherche des
"connexions linéaires bilagrangiennes" (au sens de HESS,
(8], [9]) localement plates s'inscrit naturellement dans le
programme de [17]. (Voir aussi [15],(16]). on montre que
si la connexion bilagrangienne préserve des métriques
pseudo-riemaniennes dans les feuilles d'un feuilletage la-
grangien préservé alors elle est localement plate. En ce
qui concerne le probléme de plongement lagrangien des va-
riétés affines, on montre que tout groupe de Lie affine
connexe et simplement connexion posséde un plongement
comme feuille d'un feuilletage lagrangien invariant a gau-
che défini dans un groupe de Lie symplectique (G,w). Le

lecteur intéressé par la géométrie des feuilletage lagran-
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giens consultera [5],[8],[15],[16].

1. préliminaires

1.1. variétés homogénes symplectiques

Sauf mention expresse du contraire, les variétés con-
sidérées dans ce travail ainsi que les objets géométriques
définis dans ces variétés sont différentiables de classe
c”. Soit M une variété différentiable, l'algébre des
fonctions différentiables a valeurs réelles est notée
c¥(MIR) ; LUM) est le C (MR)-module des champs de vec-
teurs différentiables définis dans M. Soit & : GXM = M
une loi d'opération différentiable du groupe de Lie G
dans la variété M. Si g est un élément de G on notera
@g(x) = §(g,x). On dit que & est une loi d'opération
symplectique de G dans (M,w) lorsque pour tout g € G
® est un difféomorphisme symplectique de M ; si en

outre & : GXM » M est transitif, on dit que G est un

groupe des symétries de (M,w). Pour plus de détail con-

cernant la géométrie des actions symplectiques des groupes
de Lie voir [1],[7].

Soit (M,®w) wune variété symplectique ; soit G un
groupe de Lie des symétries de (M,w). Pour tout x € M
on note Gx le sous-groupe stabilisateur de x. On iden-
tifiera M avec l'espace homogéne G/G, au moyen de
1'application orbitale g = ¥(g,x). On désigne par 8. la
sous-algeébre de Lie de @ associée au sous-groupe de Lie
Gx et on note m 1l'application canonique g = @g(x) de

~ .
G sur M. Soit w = m*w ; c'est une 2-forme fermée inva-

riante a gauche dans G ; elle est réguliére au sens de
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[4] ; cela veut dire que les feuilles du feuilletage de G
déterminées par le systéme différentiel ker w sont fer-
mées .

Dans la suite on fera souvent usage du résultat é1é-

mentaire suivant.

LEMME 1.1. Soit M une variété différentiable connexe.

Soit G un groupe de Lie connexe qui opere différentia-

blement et transitivement dans M. Si G est résoluble,

alors il existe dans G un sous—-groupe normal G qui

-~
satisfait les conditions suivantes : (i) G opere transi-

tivement dans M ; (ii) il existe dans G un sSous—groupe

A

normal de codimension 1 G1 qui contient la composante
~

neutre du sous—-groupe -stabilisateur Gx .

preuve. Soit @ 1l'algébre de Lie de G ; notons g, 1la
sous-algébre de Lie de @ associée a Gx » 8¢ le premier
idéal dérivé de g et m_ l'espace vectoriel des vec-
teurs tangents en x a la variété M. Dans le diagramme

commutatif suivant les lignes et les colonnes sont exactes:

0 ) o)
} l
o —> g N8g ——> 93 —> £8/4,Mg —> 0
{2y o —> g,J: — 'l'g —> m —.
!
0 —> gx/gxnﬂg —> g/8g —> W =ity O
) l |
0 o) 0

L'espace vectoriel W = est le quotient de mx par
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le sous-espace 8g/gx N 8g. On voit immédiatement que
gx/gx N 88 coincide avec @/8g si et seulement si mx
coincide avec ﬁg/gx N 83. par conséquent :
(a) si gx/gxnﬁg est distinct de g/8g il existe un
hyperplan §1 dans g/8g 1qui contient gx/gxn dg .

Soit g, 1'idéal (g,) i g, estun idéal de co-
dimension 1 dans @ et on a 1l'inclusion 8. C‘Q1. Soit
G, le sous-groupe de Lie connexe de G qui est associé

1

a 1'idéal 8, # G, est un sous-groupe de Lie normal qui

contient la composante neutre de Gx i le sous-groupe de
Lie G =G vérifie donc les conditions (i) et (ii) du
Lemme 1.1.

(b) si gx/gxn 8 coincide avec §/88 1la commutativité
du diagramme (2) assure que le sous-groupe des commuta-
teurs 0G opere transitivement dans M. Puisque G est
résoluble 8G est un groupe de Lie nilpotent, par consé-
quent tout sous=-groupe de Lie connexe de 8G est sous-
invariant. Il existe donc dans G = §G un sous=groupe
normal de codimension 1 qui contient les composantes con=

nexes neutres des sous-groupes stabilisateurs Gx ;i cela

achéve la preuve du lemme 1.1.

Soit ¢ : G XM =M une action transitive d'un
groupe de Lie connexe résoluble ; en vertu du lemme 1.1
ci-dessus on peut trouver un sous-groupe de Lie 6 cG
tel que 1l'action induite ¢ : 8 XM =2 M soit encore
transitive et vérifie en plus les conditions (i) et (ii)
du Lemme 1.1. Cela nous autorise dans toute la suite a
supposer que si G X M =+ M est une action transitive et

si G est résoluble, alors il existe un sous-groupe de
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Lie Go CG avec dim G0 = dim G-1 et G0 contient les
composantes connexes neutres des sous-groupes stabilisa-

teurs Gx, x € M.

1.2. Suites des sous=-groupes associées aux actions symplec-

tiques

Soit (M,w) une variété symplectique connexe de

dimension 2m. Supposons que G soit un groupe de Lie
connexe résoluble des symétries de (M,w). Quitte i rem-—
placer G par le sous—-groupe des commutateurs ©G on
supposera que G contient un sous-groupe de Lie connexe
G, qui vérifie les deux conditions suivantes :

1

(i) dim G1 = dim G=1 et (ii) G1

neutre de G - En fait si G ne vérifie pas les deux

contient la composante

conditions (i) et (ii) le lemme 1.1 assure que le sous-
groupe des commutateurs 8G opeére transitivement dans M ;
puisque G est résoluble ¥8G est un groupe de Lie nil-
potent, par conséquent tout sous-groupe de 8HG est sous=-
invariant, 8¢ vérifie donc les condition (i) et (ii). Si
Gx n'est pas connexe, il existe un sous-groupe de Lie '51
ayant pour composante neutre G1 et tel que Gx C3G1. On
supposera donc pour simplifier que $ : G X M ®* M est a
isotropie connexe, c'est-a-dire que G, est un sous-
groupe de Lie connexe de G. Soit = la projection cano-
nique g = ¢g(x). Fixons un sous-groupe normal G, cG
tel que dim G1 = dim G-1 et Gx c G1- La 2-forme

W = n*y est de rang m ; soit '51 la restriction a 1la

~J ~y
sous-variété G1 de w ; w, est une 2-forme fermée

invariante & gauche de rang m=1 (dans G1). soit 8,

l'algébre de Lie de G, ; ®w est un élément de la
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puissance extérieure 2iéme de g*. Soit h1 le noyau de

3% : b1 est une sous-algébre de Lie de codimension
2(m=1) dans 8,- En vertu du lemme 1.1, quitte a4 rempla-
cer g, par 8g . On peut supposer qu'il existe un idéal

g, dans 8, qui vérifie les codimensions dim gz = dimg1-1
et h1 C g,. Notons alors Gg la restriction a g, de

la 2-forme Wy 7 c'est encore une 2-forme fermée de rang
m-2, c'est-a-dire que ZE € Azg; et pour a, b et c

dans g2 on a
"(\Dlz([aleIC) + [alc]lb) = o [b,c],a) =0.

En itérant cette construction et en posant go =g
~
et = on obtient une suite de triplets
bO gx uli ipl (gkl bkluk)l
0 <k <m1 gqui satisfait les conditions suivantes

(i) est une sous-algébre de Lie de @ et la res-

gk"“l ~ ~ k
triction a gk+1 de o est Woiq ot
(ii) ©La sous-algébre de Lie bk est le noyau de o et

rang (3&) = m-k.
(iii) b
= dim Qk-1 sauf pour au plus une

841 N hk est un idéal de codimension 1 dans b .

(iv) On a dim 81
valeur de k.
Pour tout k € {0,1,...,m1} soit Gy (resp. Hk) le

sous-groupe de Lie connexe de G_ =G associé a la sous-

algébre de Lie 8, (resp. hk). En vertu des propriétés

(i) & (iv) ci-dessus on a les relation d'inclusions sui-

vantes :
- D
Hm—1 H1 Ho
(3) F (G) = N n n
¢ G E ... TG CE
m—1 1 2

La 2-forme ’; induit dans le sous-=groupe Gk une
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2-forme fermée invariante i gauche qui n'est pas autre
chose que ?&. Le sous-groupe de Lie Hk est la feuille
passant par 1'élément neutre du systome différentiel
engendré dans Gk par Ker 3& . Le sous—-groupe de Lie Ho
est fermé dans Go et c'est le seul des sous-groupes fi-
gurant dans (3) pour lequel on est asuré de cette proprié-
té ; de la méme facon on ignore si w est régulidre dans

k

G - On va poser la définition suivante :

DEFINITION 1.2.1. Soit (M,w) une variété symplectique

connexe de dimension 2m. Soient G un groupe de Lie con-

nexe résoluble et ¢ : G XM = M une action symplectique

transitive de G dans (M,w). On dira que & est réqu-

liére (resp. fermée) si on peut choisir la suite

F¢,w(G) = (Gk'Hk)k de sorte que chague sous-groupe Hk
(resp. Gk) soit un sous-groupe topologique de Gk (resp.

de G).

Exemples. 1) Si G est un groupe de Lie connexe simple-
ment connexe et résoluble, alors toute action symplecti-

que transitive a isotropie connexe est réquliére et fermée.

2) L'action d'un groupe de Lie résoluble connexe
sur toute orbite coadjointe dont 1'isotropie est connexe
est réquliere et fermée.

Soit (M, w) une variété symplectique connexe de
dimension 2m ; soit G wun groupe de Lie connexe résoluble
des symétries de (M,w). On suppose que ¢ : G X M > M est
réguliére au sens de la définition 1.2.1. Soit x un

point £ixé dans M. On suppose que Gx est connexe et on

note H_ = G- Puisque ¢ est réguliére, on peut choisir
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la suite F¢,m(G) = (Gk'Hk)' 0 £k <m-1, de telle sorte
que chaque H soit un sous-groupe de Lie fermé de G, -
La 2-forme ﬁ& induit alors une 2-forme symplectique W
dans la sous-varieté Mk = Gk/Hk de la variete G/Hk .
Il résulte de la construction de F¢ w(G) que 1l'action

’
& de G, dans (Mk'uk) est régquliére. On peut en effet

associer a q}k la suite (G!,'HJZ)' k <4 <m-1.

2. Feuilletages lagrangiens et structures affines

2.0. Feuilletages lagrangiens

Soit (M,w) une variété symplectique de dimension
2m. On considére une sous-variété différentiable F c M

et on note i : F ® M 1l'application inclusion.

DEFINITION. La sous-variété F CM est dite isotrope si

i*p = 0 ; une sous-variété lagrangienne de (M,w) est une

sous-variété isotrope de dimension maximale.

On considére maintenant un feuilletage ¥ de la
variété M. On dit que ¥ est un feuilletage isotrope de
(M,w) lorsque les feuilles de & sont des sous-variétés
isotropes de (M,w), ([15] ,[16]).

Si chaque feuille de & est une sous-variété lagran-
gienne de (M,w) alors & est appelé feuilletage lagran-
gien ; les feuilles de & sont alors de sous-variétés de

1 ..
dimension m =‘; dim M.

Exemples. 1) Si (M,w) est une surface symplectique,
alors tout feuilletage de dimension 1 est lagrangien.

2) Soit M = T*N ou N est une variété de
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dimension m. Soit @, la forme symplectique canonique
de T*N, alors les fibres de la fibration canonique

T*N - N sont lagrangienne. La section nulle de T*N = N
est une sous-variété lagrangienne qui en général n'est
pas feuille d'un feuilletage lagrangien de (T*N'ub)
([11], [23],...).

Le but du numéro 2.1 suivant est la démonstration de
l'existence des feuilletages lagrangiens dans les varié-
tés symplectiques homogénes sous l'action fermée et régu-
liére (Définition 1.2.1) d'un groupe de Lie résoluble.

On commence par rappeler le résultat suivant. Soit (M, w)
une variété symplectique. On désigne par D 1l'application
IR-bilinéaire de XM) X (M) dans Y(M) définie par la

formule suivante

(4) Lxlyw = lD(X,Y)w

ou L, et iY désignent la dérivée de Lie dans la di-

rection X et le produit intérieur par Y respectivement.

PROPOSITION 2.2.1. ([10],(14],[24]). si F est un feuil-

letage lagrangien de (M,w) alors D induit une structu-

re localement plate dans chaque feuille de & .

preuve. Soient X, Y et 2 des éléments de Y(M) et £
un élément de C (M). On a

£(Xa(Y,2) + o([X,2],¥)) - (26)w(X,¥) et
£(o(D(X,Y),Z) + o ([X,2],¥)) + (XE)w(¥,2Z).

(D(D(leY)IZ)

UJ(D(XIfY)IZ)

Supposons que X et Y soient tangents aux feuilles
de &, on a alors w(X,Y) =0 ; ce qui montre que pour

tout 2Z qui est tangent en tout point aux feuilles de &

10
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ona w(D(X,Y),2) = 0. Le champ de vecteurs D(X,Y) est
donc partout tangent aux feuilles de & dés que X et Y
le sont ; on en déduit que si X et Y sont tangents aux

feuilles de 31 alors quel que soit 2z € Y(M) on aura

o(£D(X,Y),2Z) ,
o(£D(X,Y) + (X£)Y,2)

U)(D(fXIY)IZ)

o(D(X,£fY),2)

quelle que soit la fonction différentiable f. Cela montre

que l'application D induit une connexion linéaire VF

sur chaque feuille F de &F. On notera V cette famille
de connexions linéaires. Calculons les tenseurs de courbure
et de torsion de V. Soient X, Y et Z des champs de vec-

teurs partout tangents aux feuilles de ¥ et soit

T € (M) ; on a

Xo(D(Y,2),T) + a(D(Y,2),[X,T])
X(Ya(Z,T)) + Xo([¥,2],T)
vo(Mx,1],2) - o (v, x,7]]2) .

w(D(X,D(Y,Z)),T)

+

En antisymétrisant par rapport aux arguments X et Y

les membres des égalités ci-dessus on obtient
D(X,D(Y,2)) - D(Y,D(X,2)) - p([X,¥],2) =0

ce qui prouve que la connexion linéaire induite par D
dans chaque feuille de ¥ est sans courbure. Supposons
maintenant que seuls X et Y soient partout tangents

a F; pour tout 2 € (M) on a

o(D(X,¥),2) = Xa(Y,2) + o([X,2],¥Y) = Yo(X,2) + w(¥Y,2),X)
+ o([x,v],2) = o(D(Y,X),2) + o([X,Y],2).

Cette derniére expression montre que la connexion lindaire
induite par D sur chaque feuille de & est sans torsion.

Ceci acheéve la preuve de la proposition 2.2.1.

1
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2.3. parallélisme dans une variété localement plate.

Soit (M,V) une variété localement plate. Pour tout
couple (s,r) de nombres entiers non négatifs on désigne
par Ts'r(M) l'espace vectoriel des tenseurs s fois
contravariants et r fois covariants. Les éléments de
T°'"(M) sont des sections du £ibré vectoriel

s \
To(T*M) ® T (TM) ou T (T*M) (resp. T'(TM)) est la
) e ,
stem puissance tensorielle du fibré cotangent T*M (resp.
s\
eme c
rt puissance tensorielle du fibré tangent TM). On iden-

'

tifiera T '"(M) avec le fibré vectoriel des applications

cX(M)-lindaires de T°(TM) dans T (TM). Soit X € X(M),
pour tout £ € C (M) on pose V. f = Xf. Soit @ une
1-forme différentielle ; alors v, ¥ est la 1-forme diffé-
rentielle définie par (vxa)(Y) = X(a(y)) - 0!(VXY). Oon
prolonge V. en une dérivation de bidegré (0,0) de

® T°'T(M) ; cette dérivation sera encore notée Vx . On

r,s
regardera aussi V comme une application R-linéaire de

S,r s+1,r % S,r
T'°(M) dans T ' (M) qui associe 3 @ €T ' (M)

s+1,r

1'élément va € T (M) défini par

(va)(xo,...,xs) = (ona)(x1,...,xs)

DEFINITION. Un tenseur « € Ts'r(M) est dit paralléle

relativement i une connexion linéaire (M,V) lorsque

va = 0.

12
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2.4. Connexion bilagrangienne associée a une paire de

feuilletages lagrangiens transverses.

THEOREME 2.4.1. (*). Soient (M,w) une variété symplec-

tique et (31,35) une paire de feuilletages lagrangiens

transverses. Alors il existe dans M ure (et une seule)

connexion linéaire sans torsion (*) (M,V) qui prolonge

les structures localement plates induites dans les feuil-

les des 3i par l'application D (voir proposition 2.2.1)

et qui satisfait aux conditions suivantes :

(a) w est paralléle relativement & YV (i.e. Vw = 0).

(b) V préserve chacun des feuilletages Ei (i.e. V3i = 3i)

(c) Si V préserve une pseudo-métrique dans 1l'un des

feuilletages Ei , alors (M,V) est une structure loca-

localement plate (w est alors affine).

(d) Soit € Diff (M) avec @3

¥ =% , i=1,2, alors
i 4 ——

@ préserve la connexion V.

Démonstration. Considérons l'application

D : (M) X (M) » L(M) définie précédemment, i.e.

iw =i . sait jouit de la riété
Llew lD(X,Y)w On it que D Jjoui propri

universelle d'induire une structure localement plates dans

chaque feuille de tout feuilletage lagrangien. Notons
v , i =1,2, la connexion linéaire que D induit dans
les feuilles de 3i. Soit ﬂi le systéme différentiel
qui définit Fi , i=1,2. Ona T™M = E1X ﬂz. Notons p,

(*) L'auteur tient i remercier le referee pour lui avoir
signalé une erreur contenue dans l'énoncé originel de ce
théoréme. On trouvera une autre construction de cette con-
nexion dans [9], ce résultat a été porté & ma connaissance

par le referee.

13
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et p, les projecteurs TM %>E1 et TM A~32 respecti-
vement. Tout champ de vecteurs X € Y(M) se décompose

X = (X1,X2) avec p1(X) =X, et pz(X) = XZ. Soient

1
X = (x1,x2) et Y = (Y1,Y2) des éléments de Y(M). On

pose

1 2
= + +
(5) v ¥ (VX1Y1 p1[X2;Y1]1 x2Y2 p2[X11Y2])

On voit immédiatement que V induit dans chaque
feuille de 3i la connexion lindaire v , 1=1,2.
D'autre part (5) montre que V vérifie la propriété
Vﬂi C‘ﬂi , ce qui n'est pas autre chose que la propriété
(b).

Soit £ € Cc (M), on voit immédiatement que V satis-

fait les deux conditions suivantes :

=fV =f£.0.7 +
Ve Y = £ VY et V£Y) = £.9.¥ + (XE)Y

quels que soient X et Y dans X(M) ; (5) définit bien

une connexion linéaire dans la variété M.

(a) Calculons la dérivée covariante de . Etant donnés

X, Yet Z dans Y(M) on a

]

(wa)(Y:Z) Xa(Y,2) = w(VxY,Z) = w(Y,VXZ)

(X1+X2)(w(Y1;ZZ) + w(Y2,Z1))

ot By (XY, 102 )
]
+ p2[X1122])- w(Y2,VX1Z1+ . [x,,2,]

1
(D(VX Y1+ p1 [X21Y1]lzz) = (D(V}Z(zY

UJ(Y1IV}2( Z

5 2

Compte tenu des expressions qui définissent vl et ¥
respectivement d'une part et d'autre part des égalités du
type (Y, [x,2]) = (Y, p,[x,2]) et

m(Yz,[X,Z]) = w(YZ,p1[X,Z]), on obtient 1'identité

14
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v,® =0 quel que soit X € M) ; ce qui montre que

est paralléle dans (M,V).
(b) Il faut vérifier que V est sans torsion. Puisque les
connexions V' et V° sont localement plate, il résulte

immédiatement de la formule (5) que l1l'on a

VY~ UK - x,¥] =0 .

(c) Pour calculer le tenseur de courbure de V, il suffit

d'examiner les cas suivants.

1 . v v -v v

A X, y1zz Y, x1zz
- [Y1,P2[X1,Zz]]} ; puisque [x,Y] = P1[X,Y] + PZEX,Y]
et puisque ﬂ1 et 82 sont complétement intégrables,

d'aprés le théoréme de Frobénius on a

= p{lx, /2, [v,.2,]] -

¥

v -V . = =V
( X1VY1 1 X1) z, = p,[lx,.v ]z,] [X1,Y1]ZZ

En utilisant les mémes arguments on a
v v =V
XY Y, X [xz,y

2 2 2 2 2

2 = + v
2éme cas. On a v[x1,Y ]Z2 [[x1’Y2]'Z2] ZZ‘:X1'Y2]

[X1,[Y2,22]] - [Yz,[x1,z2]] + vzz[x1,y2] = vx1vY2z2

VU Y =V X, - V.V, Z_ +9 VvV X
1
X, 2, 2 [Y2,22]1 Y, X2 Y,z

v + V.V -V vV X
[x1z b 7. %t

2 2 %4 22 Y2 1

Compte tenu du ler cas on voit que le second membre de

la derniére égalité se réduit a

v )Y H

- v )z, + (v, v t+V
(Y Yy v Vg ‘92 (V2 % v %5 *

- v
X./2 X
1 % 2 g 2 M [1'2]

ce qui donne finalement
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(6) -VV+VV)Z -vv

[x,Y] Y, y2x12 [x,z] z,
-v VvV )Y
zzx1 2

Comme signalé par H. Hess [9] la seule obstruction 3 la
platitude locale de (M,V) est la composante mixte du
tenseur de courbure ; (voir aussi [15]).

Le tenseur de courbure R de (M,V) induit une applica-
tion trilindaire (sur l'anneau C (M)) de ﬂ1x sz 32

dans 82 (resp. de sz 8, x s1 dans 91) définie par

(X,Y,2) = R(X,Y)Z.

La formule (6) montre que pour (X,Y,2Z) dans Q1x ﬂzx Ez
on a R(X,Y).Z2 = R(X,2)Y. Il en résulte que si V préser-
ve une pseudo-métrique (,) dans les feuilles de 3;

(gar exemple) alors pour tout x € M , R (X,Y) est dans
l'algébre de Lie o((,}x) du groupe orthogonal O((:)x) ;
par conséquent pour tout X € 31(x) (fixé), l'application
y € Nz(x) 2 R (X,¥) est dans le prolongement linéaire

(a la Spencer) de o((.)x) ; puisqu'un tel prolongement
est trivial, on a R(X,Y) =0 pour tout (X,Y) € ﬂ1x ﬂz.

(d) Soit maintenant @ un élément de Diffw(M) tel que
“%Si = ﬂi . i=1,2. on a donc pour tout X = (x1,X2),
X = (¢*X1ICP*X2)'

Soient X = (X1:X2), Y = (Y1:Y2) et Z2 = (21122)
des éléments de X(M). Puisque Vo = O on a

(Vg o BY0Z) =0 (VL ®Y, €7)

Taetx)" g x, 1 W®x) QX

= (QXI0 %Yy RZ) - ([w*X1:<P*Z]r<P*Y1)

o(x)
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— —] 1 .
= X0 (Y,,2) wx([X1,Z],Y1) = wx(VX1Y1'Z) ;

On déduit de ce résultat que

©, (V QY.) =V v, i=1,2 ;
* (p*xj_ * i Xi i ’ ’
d'un autre coté on a
v e
Ogt) Tax, Wlpr B T Vg (B[ 0K 6, | 0,2)
= Oy (%P, [x1’Y2]’w*Z) - “’x(P2[X1’Yz]rZ)
= v
wx( x Yz,z)

1
Le difféomorphisme ¢ est donc une transformation affine

de (M,V) ; cela achéve la démonstration du théoréme 2.4.1.

3. Connexionsbilagrangiennes associées aux lois d'opération

réquliére des groupes résolubles.

3.1. Ccas des lois réguliéres fermées

Soit (M,®w) une variété symplectique. Soit G
un groupe de Lie connexe résoluble des symétries de
(M,w). On suppose que la loi ¢ : G X M > M est réguliere
fermée et & isotropies connexes. Soit x un point fixé

dans M ; on pose H = G et G_ = G.
o X o

THEOREME 3.1.1. Soit (M,w) une variété symplectique de

dimension 2m. Soit G un groupe de Lie connexe résoluble

des symétries de (M,w) dont l'action ¢ : G X M > M est

réguliére et fermée. Alors (M,w) posséde une paire

(31,35) des feuilletages lagrangiens transverses.

Démonstration. Nous allons procéder par récurrence sur
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m ='§ dim M. Si m est égal 3 1, le théoréme 3.1.1. est
une conséquence immédiate du lemme 1.1. Supposons que la
conclusion du théoréme 3.1.1. soit vraie pour les valeurs
de m inférieures ou égales a m_ - Soit (M,w) une
variété symplectique de dimension 2m _+2. Supposons que

$® : GXM=>M soit une action symplectique transitive
réguliére et fermée du groupe de Lie connexe résoluble G.
On choisit la suite F¢.m(G) = (Gk,Hk)k telle que pour
tout k = 1,2,...,m+1, Hk et Gk soient des sous-groupes
topologiques de G. Les espaces homogénes Mk = Gk/Hk sont
des espaces homogénes symplectiques. Soit uk+1 la sous-

d ; a
Gk+1/Hk e Mk on

I = *
1% T P %+
. . i : ; . : X =
Puisque les lois d'actions induites ¢k G Mk Mk

k
sont réguliéres et fermées, le théoréme 3.1.1. est vrai

variété

pour les variétés symplectiques (Mk,mk) 1 <k S?mo .
Soit [' un sous-groupe de Lie connexe de dimension 1 dans
G tel que G soit produit semi-direct de I par le
sous-groupe normal fermé G,. Notons € un champ de vec=
teur invariant a gauche dans G tel que

(expt g)tEZR cTl . soit §0 le champ fondamental dans M
associé a E ; E  est localement hamiltonien ; la 1-forme

8 =i_w est fermé. Considérons le diagramme

g
o
i
1
—_—
u1 M
lp1
M
= 1% s = * = 1%
Les formes 61 118 et o, plw, ijo sont

~

fermées dans v, = G1/Ho et la forme w1° A 91 est une

1
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forme volume dans wu,. En vertu de 1'hypothése de récur-

rence, la variété symplectique (M1,w1) posséde une paire
de feuilletages lagrangiens (31,33). Soit '31 le feuil-

letage de u par les composantes connexes des pré-images

1 ~
par p, des feuilles de 31.31 est un feuilletage de

codimension m dans u1 dont les feuilles sont isotro=-
o

~
pes relativement & wq- En d'autres termes les images par
~

i, des feuilles de J  sont des sous-variétés lagran-

giennes de (M,w). Considérons maintenant le systéme dif-
~o

férentiel défini dans u, par 8 = ker 91 , ce systéme

est complétement intégrable ; de plus les feuilles de 8

~J

sont des revétements symplectiques de la variété symplec-
tique (M1,w1). Puisque l'application différentiable

dp1 s Tu1 - TM1 est une submersion dont les fibres sont

transverses a ker 91 , on a un champ d'élément de contact
~o

®2 qui satisfait les conditions suivantes :

(a) 32 CS’, (b) p1*(f§) est tangent a :-5"2. Puisque ’5
est complétement intégrable, les conditions (a) et (b)
entralnent que ﬁ; est complétement intégrable, cela ré-
sulte du théoréme de Frobénius. On obtient de cette fagon

~y ~

un feuilletage “5 dans u, qui est transverse & 31 et

dont les feuilles sont isotropes par rapport a '51 .
Pour terminer on considére le feuilletage de M par

les hypersurfaces u =YV uy s puis on procéde comme il
Y

suit.

(1) le feuilletage 31 dans M est obtenu par le procédé

simple de prolongement que voici. Autrement dit soit

y € M, il existe un unique couple (vy,x) €T X u, tel que

y = v(x) = ¢(vy,x). La feuille de 31 passant par y € N
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est la sous-variété lagrangienne y.(?}(x)) ou ?}(x) est

~y

la feuille de 31 qui passe par x € u, -

(2) Construction de & . Soit y = y(x) un point de M ;

2

x € U,. Soit F;(x) la feuille de 3; qui passe par x.

On considére 1l'immersion injective ¢ de T % Fz(x) dans

M définie par Y(y',x"') = y'(x') = ¢(y',x"). L'image

v(C x F (x)) est - une sous-variété connexe de M. L'espace
tangent a Y(I" X F (x)) au point y = y'(x') est
y;x,'ﬁz(x') O R §o(y). Cela montre que (T X;Z(x)) est
transverse au feuilletage 31. Puisque w est invariant
par T d'une part et puisque ﬁ; est contenu dans le
noyau de 61 = ifl“ig w , la sous-variété Y(I' X F NZ(X)) est
lagrangienge dans ° (M,w) ; en effet puisque 92 est iso-
trope par rappgﬁ? a 'E1 il suffit de voir que pour tout
zy'(x') € Vigr 8,(x') ona

wv'(x') (§°(v'(x')),zv,(x)) x'(g x"(Y* -1zv'(x'))

€ 91(x')(:@2(x')) = (0).

Si Fé est une autre feuille de 82 on a
¥(r x F ) N (N F ) # ¢ si et seulement si F, =F, .
Les sous-varletes ¢(F X F )y F2 parcourant l'espace des

feuilles de 3; ‘ constltuent un feuilletage lagrangien 35
de M ; ce feuilletage est partout transverse au feuille-
tage 31 précédent. Le théoréme est démontré.

En conjugant les théorémes 2.4.1 et 3.1.1 on a le

théoréme suivant.

THEOREME 3.1.2. Soit (M,w) une variété symplectique con-

nexe qui possede un groupe de Lie connexe résoluble G des
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symétries dont l'action est notée ¢ : G XM =M. Si ¢

est réqguliére et fermée alors M posséde une connexion

bigagrangienne sans torsion (M,V) telle que Vw = Q.

Comme autre corollaire du théoréme 3.1.2 on a le

résultat suivant.

THEOREME 3.1.3. Soit (M,®w) une variété symplectique.

Supposons que G soit un groupe de Lie connexe nilpotent

des symétries de (M,w). Si ¢ : G X M est une action

hamiltonienne 3 isotropie connexe avec moment, alors M

posséde une connexion bilagrangienne sans torsion (M,V)

telle que Vw = O.

Preuve. Soit @ 1l'algébre de Lie de G. Il suffit de voir
que si ¢ : G XM~->M est hamiltonienne avec moment

J : M= g*alors ¢ est réguliére et fermée. En effet
soit x_  un point fixé dans M et soit 6_ = J(x ) € g*.

1
g @$g,x) et g= Ad(g)*eO respectivement. On a

Notons et "é les projections canoniques

o)
J o n1 = n2 .

Soit rB l'image de J dans g*, notons o, la 2-forme
symplectique de (% définies par la 2-forme invariante

a gauche 6J(xo). Alors (M,w) est un revétement de
((B.ub) ; on a en outre

* *
= = 6 .
™ néwo J(xo)

Il suffit maintenant de voir que l'on peut associer

a cette situation une suite (Gk,Hk) telle que Hk et

G, soient des groupes de Lie fermés de G, k = 1,...
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En effet soit Ho le sous-groupe stabilisateur de
X 0O M. Puisque G est nilpotent, il existe un sous-

groupe de Lie normal fermé et connexe G, CG qui véri-

1
fie les conditions dim G1 = dim G-1 et Ho C'G1.
i1 1'homomorphisme inclusion de G1 dans G et 91 la

1-forme invariante i gauche i:J(xo). On a

Notons

1 1

noyau de 691 est la sous-algebre by € : formé des

éléments € € g, tels que LEe1 = 661(5) * iy 691 = 0.

i*(6J(xo)) = 8, , soit 8, 1'algébre de Lie de G, , le

De sorte que le sous-groupe de Lie connexe H1 C'G1 qui

correspond a h1 est la composante neutre du stabilisa-

teur de 6, par l'action coadjointe de G, dans g: « $i

existe un sous—-groupe de Lie connexe normal G? C?G1 qui
vérifie dim G, =dim G, -1 et H, CG,. Si i, est l'ho-
mophisme inclusion G2 = G, on pose 92 = i;e1 ; par les

mémes arguments employés ci-dessus, on déduit que le sous-
groupe connexe de G, tangent en 1'élément neutre a la
sous-algébre de Lie hz = ker 692 est fermé. En itérant
la construction on obtient une suite (Gk,Hk) telle que
G, et H_ sont fermés dans G et H CH_, .- En vertu
du théoréme 3.1.1. M posséde une connexion bilagrangien-

ne sans torsion (M,V) telle que Vg = 0.

3.2. cas général de lois d'opération transitive 3 isotro-

pies connexes

Soit G un groupe de Lie connexe résoluble. On con-
sidére une variété symplectique (M,w) dans laquelle G
opére symplectiquement et transitivement et on suppose que
les sous-groupes stabilisateurs sont connexes ; on fixe

un point X dans M et on note m 1la projection cano-
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nique g = ¢g(xo) de G sur M. La 2-forme fermée
W = m*w est invariante i gauche dans G. Soient g
1'algébre de Lie de G et 8, 1l'algebre de Lie qui est
obtenue par l'extension de § par R associée au cocy-
cle scalaire ® . Le crochet de gw est défini dans
R x g par [(x,X),(y,¥)] = (0(x,v),[x,¥]).

soit Gw un groupe de Lie connexe tel que 1'homo-
morphisme d'algébre de Lie qui applique 1'élément (x,X)
de g ~sur X € @ soit la différentielle en 1'élément
neutre d'un homomorphisme continu ® de Gw sur G. On
a donc une loi d'opération de G, dans M telle que
mob = n' .

LA 1-forme invariante a gauche dans G, définie par
(x,X) 3 x est une primitive de la 2-forme wm*w = O D .

La variédté M est donc un revétement symplectique d'une

orbite de la représentation coadjointe de G, dans g; :
Cette propriété entralne que l'action de G, dans M

est réguliére. En effet, si (gk,hk)k est une suite qui
vérifie les propriétés (i) a (iv) du §1, la sous-algébre

bk est interprétée comme 1'isotropie infinitésimale en

1'élément X, de la représentation coadjointe de G

k

dans g; - Le sous-groupe H_  est donc fermé dans G, -

Si G est nilpotent, alors Gw est aussi nilpotent.

k

La suite des sous-groupes de Lie connexes (Gw)k peut
étre choisi de sorte que (G _,H ) = soit une suite de
() uk k
k
sous—-groupes de Lie fermés dans Gw' Si les sous=groupes
d'isotropies de G = sont connexes, le théoréme 3.13

s'applique.
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4. Cas des groupes de Lie symplectiques

On entend par groupe de Lie symplectique un couple
(G,w) formé d'un groupe de Lie G et d'une forme symplec-

tique ® qui est invariante a gauche.

4.1. Structure de KOSZUL~VINBERG dans un groupe de Lie

Soit G un groupe de Lie connexe d'algébre de Lie G§.

DEFINITION. Une structure de KOSZUL-VINBERG dans le groupe

de Lie G consiste en la donnée d'une application bili-

néaire de g dans @ notée multiplicativement

(X,Y) = X.Y et qui satisfait les deux conditions suivan-

tes : (a) [X,Y] =X.Y - ¥.Xx , (b). (X.Y).Z - X(Y.Z) =
= (Y.X).Z - Y(X.2) quels que soient X, Yet 2 dans g.

Dans la suite on dira KV-structure a la place de
structure de KOSZUL-VINBERG. Il y a correspondance bijec-
tive entre les KV-structures dans G et l'ensemble des
structures localement plates invariantes par les transla-
tions & gauche [4], [20].

Supposons que G possede une structure symplectique
(G,w) invariante & gauche. Si X, Y et Z sont des champs
de vecteurs invariants a gauche D é&tant défini par la

formule (4) on a
(Lyi 0 (2) = w(D(X,¥),2) = o([x,2],¥).

Cela montre que l'application D : Y(G)XY (G) = T(G) envoie
tout couple de champs de vecteurs invariant a gauche dans
la sous-algébre de Lie de champs invariants a gauche.

puisque ® est fermée on vérifie immédiatement que D
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induit une KV-structure dans . Notons V¥ (v s'i1 y a
risque de confusion) la connexion linéaire localement
plate associde & D ; ona Vo =0 si et seulement si
G est commutatif.

Soit & wun feuilletage lagrangien invariant a gauche
dans G. Soit F(e) 1la feuille de & qui passe par
1'é1ément neutre. F(e) est un sous-groupe de Lie de G.
On sait que V induit dans F(e) une connexion lindaire
localement plate et invariante a gauche. Les translations
a gauche dans G sont non seulement des symplectomorphis=-
mes de (G,w) mais aussi des transformations affines de
(G,V).

Si G est résoluble, le théoréme 3.1.3 est applica-
ble ; autrement dit il existe une connexion bilagrangienne sans
torsion V' qui vérifie V'w =0 ; V' n'est pas en général
invariante 3 gauche. On sait que toute variété localement
plate (N,VN) posseéde un plongement N i (M,w ) tel que
i(N) soit une sous-variété lagrangienne de la va-
riété symplectique (M,w) [24]. Soit (N,"Y) une Kv-
structure ; on va montrer que si N est soit résoluble,
soit simplement connexe, on peut prendre pour (M,w) un
groupe de Lie muni d'une structure symplectique invariante
a gauche et tel que i devient un homomorphisme de groupes

de Lie, plus précisément on va démontrer le théoréme suivant

THEOREME 4.1.1. Soit G un groupe de Lie connexe d'algébre

de Lie g@. Supposons que G soit simplement connexe. Pour

que G posséde une KV-structure il faut et il suffit qu'il

existe un monomorphisme lagrangien de G dans un groupe de
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Lie G muni d'une structure symplectique inviante a

gauche (G, w).

Démonstration. La condition est suffisant. En effet soit

(G,w) une structure symplectique invariante i gauche
dans le groupe de Lie G. ((G,w) est un groupe de Lie
symplectique). Soit G i G un monomorphisme lagrangien
de G dans (G, i.e. i*w = O. Puisque w est invariante
a4 gauche, le feuilletage de G par les classes a droite
YG , v € G est un feuilletage lagrangien. Soit V 1la

connexion localement plate dans G définie par
(v, ¥,2) = w(lx,2],¥)

quels que soient les champs de vecteurs invariants a
gauche X, Yet Z ; si X, Y et 2 sont tangents & i(G)
en tout point de i(G) alors VXY est tangent a i(G)

en tout point de i(G). Puisque V est invariant a gauche,
la connexion linéaire induite dans i(G) par V est
invariante a gauche, elle détermine donc une KV=-structure
dans G.

Inversement supposons que G posséde une KV-structu-
re. Soit g 1l'algébre de Lie de G, soient X et Y les
é1éments de @, la KV-structure détermine une application
bilinéaire (X,Y) = v,Y de g dans g. L'application
X >V, est une représentation linéaire de ¢ dans lui-
méme. Soit @* l'espace vectoriel dual de g ; notera

£ 3

X > v la représentation linéaire duale de V ; v, est

définie en posant pour (8,Y) € @*x g

* — Y
(Vxe)(Y) G(Vx)
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On munit g* de la structure d'algebre de Lie commu-
tative. L'espace vectoriel g* X g est muni de la struc-
ture d'algébre de Lie définie par

g*e’

Le.x 8 ,xn] = (v

- V.8, I Y].

On a donc la suite exacte d'homomorphismees d'algébres de
Lie
0 = g* - g* X g>g->0 .
Soit G un groupe de Lie dont 1l'algdbre de Lie est
8*Xg. Si G est simplement connexe alors ( est produit
semi-direct de G par le groupe de Lie commutatif g* ;

on a donc la suite exacte des groupes de Lie
T
0o-2g*>G=>G->1 .

Puisque G est supposé simplement connexe, il existe une
scission G g G de la suite ci-dessus, c'est-a-dire que

O est un homomorphisme de G dans (G tel que moo = idG
On considére maintenant la 2-forme différentielle inva-

riante i gauche dans ( qui est définie par
w((6,x),(8',X')) =6(x"') - 8'(xX) ,

quels que soient (6,X) et (8',X') dans g*X g ; la
forme ® est non dégénérée. Soit 6w la différentielle
de ®w ; c'est la 3-forme qui est définie par
Sw((8,%),(0',x"),(8",x")) = -w([(8,x),(8",x')],(6",8"))
+o( [(8,x),(8",x") ], (8" ,x*))-w([(8',x"),(6",x")],(8,K)).
= 8" ([x,x" ])-0(v, ,x")+6" (7, x")-8" ([x,x" ])+8(V,,x")
- 1] 1’ ] " = ] " V
B (T X*)HO([X' /X" ])-8" (., X)+6" (7 X)
Compte tenu du fait que V est sans torsion on a

VY- U= [X,Y], pour tout X et Y dans g.
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Cela montre que 6w = 0. La 2-forme @ définit donc une
structure symplectique invariante a gauche dans le groupe
de Lie G. La sous-algébre de Lie @ = (0) X g étant
visiblement un sous-espace lagrangien de g*X g, le plon-

gement de G dans ( qui est tangent a 1'homomorphisme
(o)
o : ; .
X — (0,X), X € g, est lagrangien. On peut donc identi-

fier G avec la feuille (passant par 1'élément neutre)
d'un feuilletage lagrangien invariant a gauche dans (G, w).

Le théoréme 4.1.1 est démontré.

PROPOSITION 4.1.2. Soit (G,w) wune structure symplectique

invariante a gauche dans le groupe de Lie connexe G. Si

& est un feuilletage lagrangien bi-invariant, alors la

feuille de & gqui passe par 1'élément neutre est un sous-

groupe normal commutatif plat.

preuve. Soit F(e) 1la feuille de & qui passe par 1'élé-
ment neutre. Puisque & est bi-invariant, la relation
d'appartenance a une feuille est compatible a droite et a
gauche avec la structure du groupe. F(e) est donc un
sous—-groupe normal de G. Soit v® 1la connexion linéaire
invariante a4 gauche dans G qui fait correspondre aux
champs de vecteurs invariants a gauche X et Y le

champs de vecteurs VﬁY défini par
m(V;)Y,Z) = o([X,2],Y)

quel que soit le champ de vecteurs invariant a gauche Z.
Supposons que X et Y soient tangents a F(e), alors
quel que soit le champ de vecteurs invariant a gauche 2z

on aura
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w(v;’:Y.z) = w([x,2],Y) =0

N 0]
Cela montre que VkY =0 ; F(e) est donc commutatif plat
(i.e. la dérivée covariante de tout champ des vecteurs

invariants a gauche est nulle).

Remarque. Soient (G,w) et & comme dans la proposition
4.1.2. L'unique obstruction a 1l'existence d'un feuilletage
lagrangien transverse a ¥ et invariant a gauche est 1la
classe d'extension [&] € HZ(Q/TeF(e),TeF(e)) ou g est
l'algébre de Lie de G, identifide a TG .

On a vu que tout groupe de Lie connexe qui posséde une
structure symplectique invariante i gauche posséde égale-
ment une structure localement plate invariante & gauche.
La réciproque est fausse. En fait, pour tout n €m, le
groupe de Lie réductif GLORzn) posséde une structure
localement plate bi-invariante déterminée par la structure
d'algébre associative de EndGRzn) ; d'autre part, dans
tout groupe de Lie réductif G toute 2-forme fermée. inva-
riante & gauche est dégénérée. En effet si ® est une
2-forme symplectique invariante a gauche dans le groupe
réductif G, soit V¥ 1la structure localement plate
invariante 3 gauche qui est associée & w. Soit § 1'alge-
bre de Lie de G et soit X  un élément du centre de g ;
alors w(Vx Y, z) = w([XO,Z],Y) = 0 quels que soient X
et y dans® 8- On a donc VY = VYXO = 0 quel que soit
Y € §. V induit en particulfer une KV-structure dans le
centre 2Z(G) de G. Considérons le feuilletage &F de G
par les composantes connexes des classes g.Z(G), g € G.

& est un feuilletage affine simple de la variété

affine (G,9"). L'espace des feuilles s'identifie au groupe
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de Lie semi-simple 8G. La structure localement plate
(G,v") passe donc au quotient et détermine une KV-
structure dans 8G. On sait qu'un groupe de Lie semi-
simple ne posséde pas de structure localement plate inva-
riante i gauche [4],[19]. La 2-forme ® est donc dégéné-
ré. L'existence d'une structure symplectique invariante

a4 gauche est donc une condition plus restrictive que
celle d'une KvV-structure.

Si (G,V) posséde un couple (31,35) des feuille-
tages lagrangiens invariant a gauche, alors en vertu de
la propriété (c) du théoréme 2.4.1, la connexion linéaire
associée a (31,35) par la formule (5) déterminera une
KV-structure dans G. A titre d'exemple, soit G un
groupe de Lie simplement connexe muni d'une KV-structure
(G,V), soit g* 1l'espace dual de l'algébre de Lie de
G i la structure symplectique Wy de g* X G mise en
évidence dans la démonstration du théoréme 4.1.1 posséde
une paire (31,35) de feuilletages lagrangiens invariants
a gauche. On peut donc lui associer une KV-structure
(3*X G ; V) telle que Voub = 0.

En effet si on note Rx l'application de Q@ dans @
définie par Ry(X) = VXY, on définit V° en posant pour

tout (6,X) et tout (O',X') dans g*X g

] ] = *n e 1
(6',x*) (Vke SV XY) .

(o]
Ve,x X
w

Cette connexion est différente de vV ° qui est

définie en posant
w

< = * | [ * [ ]
V(G,x)(e"x') (adxe Rx'e,vxx )

w
On sait que YV %) =0 si et seulement si g*xX g est
o
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commutatif. ®

. o o .
Les connexions V et V¥ induisent les mémes

structures affines dans les feuilles de 31 et de 35

respectivement ; c'es-a=dire

w
(o) o
X! =V X' = ’ '
v(o,x)(o X') (e,x)(o X*) (o vxx )
* Yo (8',0) = (0,0
v° ' = ',0) = (0,0).
(9,0)(e “0} v(9,0)

On observera que le théoréme de plongement lagrangien des
groupes de Lie affine (Théoréme 4.1.1) vaut pour les grou-
pes de Lie affines connexes résolubles. En conjuguant ce
résultat et ceux de H. HESS, [8],[9], on a le corollaire

suivant :

THEOREME 4.1.2. Tout groupe de Lie affine (G,V), connexe

et simplement connexe (resp. et résoluble) posséde un

plongement comme feuille d'un feuilletage d'une paire de

Heisenberg (31,35).

. . : . w .
Démonstration. La connexion linéaire (G,V') construite

ci-dessus (voir preuve du Théoréme 4.1.1) étant localement
plate, la conclusion résulte du théoréme de HEss ([9],

Théoreéme 2).

Remarque. Les connexions localement (Q,Vw) et (Q,Vo)
mises en évidence ci-dessus sont des exemples de connexions
(presque) bilagrangiennes distinctes qui introduisent les
mémes structures localement plates dans les feuilles de

la paire (31:35) ; parmi ces connexions il ne peut y

avoir plus d'une qui soit symplectique.
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